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Nguyên lý Dirichlet ở dạng cổ điển thường được dùng để chứng minh tồn tại theo kiểu không xây dựng (non-constructive), tức là biết đối tượng tồn tại nhưng không chỉ ra cụ thể. 

Nguyên lý Dirichlet trong số học

Trong số học, nguyên lý Dirichlet thường liên quan đến các bài toán chia hết, nguyên tố cùng nhau. Ví dụ các bài toán kinh điển sau.

Ví dụ 1. Chọn ra n+1 số từ 2n số nguyên dương đầu tiên.

a) Chứng minh rằng trong các số được chọn, có hai số phân biệt x, y nguyên tố cùng nhau.

b) Chứng minh rằng trong các số được chọn, có hai số x > y mà x chia hết cho y. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng từ n số nguyên bất kỳ luôn có thể chọn ra một số hoặc một số số có tổng chia hết cho n.

Ví dụ 3. (Định lý Fermat-Euler về tổng hai bình phương) 
Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố dạng 4k+1 thì tồn tại các số nguyên a, b sao cho  p = a2 + b2.
Chứng minh. Vì p có dạng 4k+1 nên theo kết quả của định lý ở phần đầu, tồn tại số nguyên N sao cho N2 + 1 chia hết cho p, hay nói cách khác, N2 ( -1 (mod p). Xét các số dạng x + Ny với x, y là các số nguyên thuộc 
[image: image1.wmf]]]

[

,

0

[

p

. Có tất cả  
[image: image2.wmf]2

)

1

]

([

+

p

 số như vậy. Vì 
[image: image3.wmf]p

p

>

+

2

)

1

]

([

 nên theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại hai cặp số (x, y) ( (x’, y’) sao cho x + Ny ( x’ + Ny’ (mod p). Từ đây suy ra


x – x’ ( N(y’ – y)  (mod p) 

=> 
(x – x’)2 ( N2(y’ – y)2  (mod p)

Bây giờ, nhớ lại rằng N2 ( - 1 (mod p), ta suy ra  


(x – x’)2 ( - (y’ – y)2  (mod p)

(       (x – x’)2 + (y’ – y)2 ( (mod p)

Cuối cùng, chú ý rằng  0 < (x – x’)2 + (y’ – y)2 < 2p ta suy ra điều phải chứng minh.
Ngoài kỹ thuật kinh điển với chuồng và thỏ, ta có thể sử dụng một biến thể của nguyên lý Dirichlet như sau:

Tính chất. Nếu A, B là các tập hợp thoả mãn điều kiện |A| + |B| > |A ( B|  thì     A ( B ( 0. 

Sau đây là một áp dụng của tính chất này.

Ví dụ 4. Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố dạng 4k+3 thì tồn tại các số nguyên x, y sao cho  x2 + y2 + 1 chia hết cho p.

Chứng minh. Đặt  ri = i2 mod p với i = 1, 2, …, (p-1)/2 và si = – 1 – i2 mod p, i = 1, 2, …, (p-1)/2 thì dễ dàng chứng minh được rằng ri đôi một phân biệt và si đôi một phân biệt. Hơn nữa, ri và si đều thuộc {1, 2, …, p-1}. 

Đặt A = {r1, …, r(p-1)/2}, B = {s1, …, s(p-1)/2} thì |A| = |B| = (p-1)/2 và |A ( B| ( p-1. Xảy ra hai trường hợp

Trường hợp 1. Nếu | A ( B | < p-1 thì theo tính chất nên trên, ta có A ( B ( (, tức là tồn tại  i, j sao cho ri = sj, tương đương với  i2 ( - 1- j2 (mod p)   ( i2 + j2 + 1 chia hết cho p (đpcm).

Trường hợp 2. Nếu | A ( B | = p-1 thì A ( B = ( và như vậy, các số r1, r2, …,   r(p-1)/2, s1, s2, …, s(p-1)/2 đôi một phân biệt và ta có 


r1 + r2 + …+ r(p-1)/2 + s1 + s2 + …+ s(p-1)/2 = 1 + 2 + … + p-1 ( 0 (mod p)

Điều này mâu thuẫn vì theo định nghĩa của ri và si, ta có 


r1 + r2 + …+ r(p-1)/2 + s1 + s2 + …+ s(p-1)/2 ( 12 + 22 + … + [(p-1)/2]2 + (-1-12) + … + (-1 – [(p-1)/2]2) ( -(p-1)/2 (mod p).

Vậy trường hợp 2 không xảy ra, và như thế ta rơi vào trường hợp 1. Ta có điều phải chứng minh.

Ghi chú. Lý luận A v B và không B suy ra A được gọi là Tam đoạn luận rời.

Bài tập

1. Xét dãy số Fibonacci xác định bởi F1 = F2 = 1, Fn+1 = Fn + Fn-1 với mọi n ( 2. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương m > 1. Tồn tại vô số số hạng của dãy số chia hết cho m.

2. Từ khoảng (22n, 23n) chọn ra 22n-1+1 số lẻ. Chứng minh rằng trong các số được chọn, tồn tại hai số mà bình phương mỗi số không chia hết cho số còn lại.

3. a) Chứng minh rằng không tồn tại số nguyên dương n sao cho 10n + 1 chia hết cho 2003.

b) Chứng minh rằng tồn tại các số nguyên dương m, n sao cho 10m + 10n + 1 chia hết cho 2003.

4. (Vietnam TST 2001) Dãy số nguyên dương a1, a2, …, an, … thoả mãn điều kiện 

1 ( an+1 – an ( 2001 với mọi n = 1, 2, 3, … Chứng minh rằng tồn tại vô số cặp số p, q sao cho q > p và aq chia hết cho ap.

Nguyên lý Dirichlet trong đại số

Trong đại số nguyên lý Dirichlet được thể hiện qua tính chất cơ bản sau: Nếu trên đoạn [a, b] có n số thực x1, x2, …, xn (n ( 2) thì tồn tại các chỉ số i ( j sao cho     |xi-xj| ( (b-a)/(n-1).

Ví dụ 5. Giữa 7 số thực bất kỳ luôn tìm được 2 số x và y sao cho 
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Như vậy các số   x = tg(() và  y = tg(() là các số cần tìm.

Định lý Kronecker về sự trù mật là một định lý có nhiều ứng dụng trong giải tích, đại số, giải tích phức. Dưới đây ta xét chứng minh rất sơ cấp của định lý này (ở dạng tương đương)

Định lý Kronecker. Nếu ( là số vô tỷ thì tập hợp S ={ {n(} | n ( N*} trù mật trong [0, 1].

Chứng minh. Ta cần chứng minh rằng với mọi khoảng (a, b) ( [0, 1], tồn tại số nguyên dương n sao cho  {n(} ( (a, b).

Trước hết, ta tìm số nguyên dương N sao cho N > 1/(b-a).  Bây giờ xét N+1 số {(}, {2(}, …, {(N+1)(} thuộc đoạn [0, 1]. Theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại hai số {p(}, {q(} với 1 ( p < q ( N+1 sao cho  |{p(} – {q(}| ( 1/N. 

Để ý rằng {q(} – {p(} = q( - [q(] - p( + [p(] = (q-p)( - [q(] + [p(]. Do đó nếu {q(} – {p(} > 0 thì  {(q-p)(} = {q(} – {p(}, còn nếu {q(} – {p(} < 0 thì      {(q-p)(} = 1 – ({q(} – {p(})

Ta xét hai trường hợp

Trường hợp 1. 1/N > {q(} – {p(} > 0. Khi đó đặt k = q – p, ta tìm được số nguyên dương k sao cho 0 < {k(} < 1/N. 

Bây giờ ta gọn m là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho  m{k(} > a thì ta có       (m-1){k(} ( a. Do đó m{k(} ( a + {k(} < a + 1/N < b. Suy ra m{k(} ( (a, b) ( [0, 1].

Nhưng  mk( = m[k(] + m{k(}. Do 0 < m{k(} < 1 nên từ đây ta có {mk(} = m{k(}. Đặt n = mk, ta có {n(} ( (a, b) (đpcm).
Trường hợp 2.   0 > {q(} – {p(} > -1/N. Khi đó đặt k = q – p, ta tìm được số nguyên dương k sao cho 1 – 1/N < {k(} < 1. Đặt ( = 1 - {k(} thì 0 < ( < 1/N. Chứng minh tương tự như trên, ta tìm được số nguyên dương m sao cho m( thuộc (1-b, 1-b), tức là 



1 – b < m(1 - 
{k(}) < 1 – a

(


   a < m{k(} – m + 1 < b

( 


   a  < {m{k(}} < b

Cuối cùng, ta có mk( = m[k(] + m{k(} nên {mk(} = {m{k(}} nên đặt n = mk ta có điều phải chứng minh.
Một tình huống rất đơn giản khác của nguyên lý Diriclet lại có những ứng dụng rất hiệu quả trong nhiều bài toán chứng minh bất đẳng thức, đặc biệt là các bất đẳng thức có điều kiện. Đó là chú ý sau: Với m là một số thực cho trước và n ( 3 số thực a1, a2, …, an bất kỳ thì luôn tìm được hai số trong các số này nằm cùng một phía đối với m.
Gọi hai số đó là x và y thì ta có bất đẳng thức hiển nhiên sau: (x-m)(y-m) ( 0, từ đó  xy + m2 ( m(x+y). Như vậy, ta đã so sánh được hai đại lượng không cùng bậc với nhau. Sau đây chúng ta sẽ xem xét một số ví dụ áp dụng.

Ví dụ 6. Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn điều kiện x + y + z + 1 = 4xyz. Chứng minh rằng


xy + yz + zx (  x + y + z.

Ý tưởng đầu tiên ta nghĩ đến là xử lý điều kiện bằng phép thế  
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 vào bất đẳng thức cần chứng minh, viết lại thành
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Đến đây, đường lối chứng minh đã hình thành. Vế trái rõ ràng ( 1 với mọi x, y còn vế phải sẽ ( 1 nếu x, y nằm cùng phía nhau đối với 1. Nhưng điều này, theo nhận xét đơn giản ở trên ta luôn có thể chọn được.

Ví dụ 7. Cho a, b, c là các số thực không âm. Chứng minh rằng 


(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) ( 3(a + b + c)2
Áp dụng bất đẳng thức CBS, ta có

(a + b + c)2 ( (a2 + 1 + 1)(1 + b2 + c2) = (a2 + 2)(b2 + c2 + 1). Như vậy ta chỉ còn cần chứng minh 



(b2 + 2)(c2 + 2) ( 3(b2 + c2 + 1)

( 

(b2 – 1)(c2 – 1) ( 0

Điều này luôn có được nếu ta chọn b2, c2 cùng phía nhau đối với 1.

Bài tập

5. Cho a, b, c > 0, x = a + 1/b, y = b + 1/c, z = c + 1/a. Chứng minh rằng 


xy + yz + zx (  2(x+y+z)

6. (USA MO 2001) Cho a, b, c là các số thực không âm thoả mãn điều kiện a2 + b2 + c2 + abc = 4. Chứng minh rằng


0 ( ab + bc + ca – abc ( 2.

7. Với i = 1, 2, …, 7 các số ai, bi là các số thực không âm thoả mãn điều kiện        ai + bi ( 2. Chứng minh rằng tồn tại các chỉ số i ( j sao cho |ai – aj| + |bi – bj| ( 1.

8. (VMO 1996) Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn điều kiện xy + yz + zx + xyz = 4. Chứng minh rằng


x + y + z (  xy + yz + zx.
9. Tìm số thực k nhỏ nhất sao cho xyz + 2 + k[(x-1)2 + (y-1)2 + (z-1)2] ( x + y + z với mọi x, y, z > 0. 
Nguyên lý Dirichlet trong tổ hợp

Tổ hợp là mảnh đất màu mỡ nhất cho các phương pháp và kỹ thuật chứng minh. Và nguyên lý Dirichlet không phải là một ngoại lệ. Trong tổ hợp, một đặc điểm đặc trưng là sự bùng nổ tổ hợp của các trường hợp, vì vậy, nguyên lý Dirichlet cùng với các nguyên lý khác như nguyên lý cực hạn, nguyên lý bất biến chính là những công cụ quan trọng để chúng ta định hướng trong “biển” các trường hợp.

Nguyên lý Dirichlet thường được sử dụng trong các bài toán đồ thị, tô màu, các bài toán về thi đấu thể thao (đồ thị có hướng), quen nhau (đồ thị vô hướng).

Ví dụ 8. Trong một giải bóng chuyền có 8 đội tham gia, thi đấu vòng tròn 1 lượt. Chứng minh rằng tìm được 4 đội A, B, C, D sao cho A thắng B, C, D, B thắng C, D và C thắng D.
Trong bóng chuyền không có hoà, do đó 8 đội thi đấu vòng tròn 1 lượt thì sẽ có tất cả 28 trận thắng. Theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại đội bóng A có ít nhất 4 trận thắng. Xét 4 đội thua A. 4 đội này đấu với nhau 6 trận, do đó tồn tại một đội thắng ít nhất 2 trận (trong số các trận đấu giữa 4 đội này với nhau). Giả sử đó là B và C, D là 2 đội thua B. Cuối cùng, nếu C thắng D thì A, B, C, D là 4 đội cần tìm, còn nếu D thắng C thì 4 đội cần tìm là A, B, D, C.

Bài toán Ramsey là một trong những bài toán kinh điển mà những trường hợp cơ sở của nó rất thú vị và phù hợp với mức độ toán sơ cấp.

Ví dụ 9. Chứng minh rằng trong một nhóm 6 người bất kỳ có 3 người đôi một quen nhau hoặc 3 người đôi một không quen nhau. 

Ví dụ 10. Trong một nhóm gồm 2n+1 người với mỗi n người tồn tại một người khác n người này quen với tất cả họ. Chứng minh rằng trong nhóm người này có 1 người quen với tất cả mọi người.  

Ta chứng minh rằng trong nhóm người này có n+1 người đôi một quen nhau. Rõ ràng có 2 người quan nhau và nếu như có k người đôi một quen nhau (trong đó k ( n) thì tồn tại một người khác trong số họ quen với k người này. Từ đó suy ra tồn tại n+1 người đôi một quen nhau A1, A2, …, An+1.

Xét n người còn lại. Theo điều kiện,tồn tại một người Ai quen với tất cả n người này. Nhưng khi đó Ai quen với tất cả mọi người. 

Bí quyết thành công của nguyên lý Dirichlet chính là kỹ thuật “xây chuồng” và “tạo thỏ”. Trong nhiều bài toán, chuồng là gì, thỏ là gì khá rõ ràng, nhưng trong nhiều bài toán, xây chuồng và tạo thỏ là cả một sự tinh tế. Ta phải biết “chọn các thành phần chính” và “hướng đến mục tiêu”.

Ví dụ 11. Các số từ 1 đến 200 được chia thành 50 tập hợp. Chứng minh rằng trong một các tập hợp đó có ba số là độ dài 3 cạnh của một tam giác.

Thoạt nhìn bài toán có vẻ khá rối. Nhưng nếu để ý rằng với  0 < a < b < c thì điều kiện cần và đủ để a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác là a + b > c thì bài toán trở nên đơn giản hơn. Rõ ràng nếu chỉ xét các số từ 100 đến 200 thì ba số bất kỳ đều là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác (a + b ( 100 + 101 = 201 > c). Từ đó chỉ cần xét 101 con thỏ là các số từ 100 đến 200 rồi áp dụng nguyên lý Dirichlet cho 50 cái chuồng tập hợp là xong. Ở đây, rõ ràng các số từ 1 đến 99 chỉ có tác dụng gây nhiễu.  

Ví dụ 12. Trên bàn cờ quốc tế có 8 quân xe, đôi một không ăn nhau. Chứng minh rằng trong các khoảng cách đôi một giữa các quân xe, có hai khoảng cách bằng nhau. Khoảng cách giữa hai quân xe bằng khoảng cách giữa tâm các ô vuông mà quân các quân xe đứng.

Trước hết ta mô hình hoá bài toán. Để ý rằng khoảng cách giữa ô (p, q) và ô (m, n) bằng (p-m)2 + (q-n)2. Ta cần chứng minh rằng nếu p1, p2, …, p8 là một hoán vị của (1, 2, 3, …, 8) thì tồn tại các tập chỉ số {m, n} ( {p, q} sao cho (m-n)2 + (pm-pn)2 = (p-q)2 + (pp – pq)2. 
8 quân xe tạo ra 28 khoảng cách. Nhưng nếu ta tìm 2 khoảng cách bằng nhau giữa cả 28 quân xe này thì ta sẽ gặp khó khăn. Ta giới hạn trong việc tìm các cặp chỉ số dạng {n, n+1}. Có 7 cặp như vậy. Khi đó, ta chỉ cần tìm n ( m sao cho (pn+1-pn)2 = (pm+1-pm)2. Vì  1 ( pi ( 8 nêu (pn+1-pn)2 chỉ có thể là 1 trong 7 giá trị 12, 22, …, 72. Vì thế chỉ có thể xảy ra hai trường hợp.

Trường hợp 1. Tồn tại n ( m sao cho (pn+1-pn)2 = (pm+1-pm)2. Khi đó các cặp quân xe tại ô (n, pn), (n+1, pn+1) và (m, pm), (m+1, pm+1) là các cặp xe cần tìm.

Trường hợp 2. Các số (pn+1-pn)2 đôi một phân biệt. Khi đó tồn tại n sao cho      (pn+1-pn)2 = 4.
Lúc này, xoay hàng thành cột, ta lại đi đến việc hoặc tồn tại n ( m sao cho (qn+1-qn)2 = (qm+1-qm)2 hoặc tồn tại k sao cho (qk+1-qk)2 = 22. Trong trường hợp thứ nhất, bài toán được giải quyết tương tự như trường hợp 1 ở trên. Trong trường hợp thứ hai, các quân xe tại ô (n, pn), (n+1, pn+1) và (qk+1,k+1), (qk, k) là các cặp xe cần tìm.
Bài tập 

10. Các số 1, 2, 3, …, 100 có thể là thành viên của 12 cấp số nhân nào đó được không? 

11. Trong một đa giác lồi có chứa không ít hơn m2+1 điểm nguyên. Chứng minh rằng trong đa giác lồi này tìm được m+1 điểm nguyên cùng nằm trên một đường thẳng.

12. Chứng minh rằng trong 9 người bất kỳ, hoặc có 3 người đôi một quen nhau, hoặc có 4 người đôi một không quen nhau. 

13. Chọn ra 69 số nguyên dương từ tập hợp E = {1, 2, …, 100}. Chứng minh rằng tồn tại 4 số      a < b < c < d trong 4 số được chọn sao cho a + b + c = d. Kết luận bài toán còn đúng không nếu ta thay 69 bằng 68?
14. Các ô vuông của bảng 100 x 100 được tô bằng 4 màu sao cho trên mỗi hàng và trên mỗi cột có đúng 25 ô có cùng một màu. Chứng minh rằng tồn tại 2 dòng và 2 cột sao cho bốn ô nằm ở giao của chúng được tô khác màu.

Nguyên lý Dirichlet trong hình học
Trong hình học, nguyên lý Dirichlet thường được sử dụng trong các bài toán liên quan đến độ dài cạnh, diện tích, độ lớn của góc, các bài toán trên lưới nguyên. Ở đây chúng tôi chỉ giới hạn trong việc giới thiệu một ứng dụng đẹp của nguyên lý Dirichlet về “chồng hình” trong hình học và một số bài tập. 

Định lý Minkowsky là một ví dụ rất thú vị về ứng dụng của hình học trong lý thuyết số. Chúng ta bắt đầu từ một kết quả rất đơn giản nhưng hữu ích

Bổ đề 1. Trên mặt phẳng cho hình F có diện tích lớn hơn 1. Khi đó tồn tại hai điểm A, B thuộc F, sao cho véc tơ  
[image: image8.wmf]AB

 có tọa độ nguyên. 

Chứng minh:  Lưới nguyên cắt hình G thành các mẩu nhỏ. Chồng các mẩu này lên nhau, do tổng diện tích của các mẩu lớn hơn 1, nên có ít nhất 2 mẩu có điểm chung (đây chính là một biến thể của nguyên lý Dirichlet). Gọi A, B là hai điểm nguyên thuỷ ứng với điểm chung này thì A, B là hai điểm cần tìm.

Bổ đề 2. (Bổ đề Minkowsky) Trên mặt phẳng cho hình lồi F nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng và có diện tích lớn hơn 4. Khi đó nó chứa một điểm nguyên khác gốc tọa độ. 
Chứng minh:  Xét phép vị tự tâm O, tỷ số 1/2 , biến  F thành G. Do G có diện tích lớn hơn 1 nên theo bổ đề 1, tồn tại hai điểm A, B thuộc G sao cho véc-tơ AB có toạ độ nguyên. Gọi A’ là điểm đối xứng với A qua O. Do hình G đối xứng qua gốc toạ độ nên A’ thuộc G. Do G lồi nên trung điểm M của A’B thuộc G. Gọi N là điểm đối xứng của O qua M thì N thuộc F và ON = AB, suy ra N là điểm nguyên khác O (đpcm).

Định lý 3. (Định lý Minkowsky) Cho a, b, c là các số nguyên, trong đó a > 0 và    ac - b2 = 1. Khi đó phương trình ax2 + 2bxy + cy2 = 1 có nghiệm nguyên.

Bài tập

14. Với giá trị nào của n tồn tại n điểm M1, M2, …, Mn sao cho tất cả các góc MiMjMk đều không tù?

15. Cho 9 điểm nằm trong hình vuông cạnh 1. Chứng minh rằng tồn tại một tam giác có đỉnh tại các điểm đã cho có diện tích không vượt quá 1/8.  
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