Đề luyện đội tuyển cho kỳ thi VMO 2010
Biên soạn: Trần Nam Dũng, trường Đại học KHTN Tp Hồ Chí Minh

Đề số 1
Bài 1. Với những giá trị nào của b thì tồn tại a sao cho hệ phương trình





có nghiệm?

Bài 2. Cho dãy số {xn} xác định bởi 
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Chứng minh rằng dãy {xn} có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

Bài 3. Trên các cạnh AB và BC của tam giác ABC lấy các điểm M và N tương ứng. Chứng minh rằng bốn điểm A, M, N và C nằm trên một đường tròn khi và chỉ khi giao điểm các đoạn thẳng AN và CM nằm trên đoạn thẳng đi qua trực tâm các tam giác ABC và BMN. 
Bài 4. Các số nguyên dương a, b, c, d thoả mãn điều kiện 

a2 + b2 + ab = c2 + d2 + cd.  

Chứng minh rằng số a + b + c + d là hợp số. 

Bài 5. Xét một dãy số gồm các số 0 và các số 1. Xét các cặp số trong dãy này (không nhất thiết kề nhau), trong đó số bên trái là số 1 và số bên phải là số 0. Giả sử trong số các cặp này có đúng M cặp mà giữa số 1 và số 0 của cặp này có một số chẵn các số và có đúng N cặp mà giữa số 1 và số 0 của cặp này có một số lẻ số. Chứng minh rằng M lớn hơn hay bằng N. 
(Ví dụ với dãy số  1  1   0   1  0   0 thì  M = 4, N = 4; với dãy số 1 0 0 0 thì M = 2, N = 1).
Đề số 2

Bài 1. Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn điều kiện  x + y + z + 1 = 4xyz. Chứng minh rằng ta có bất đẳng thức



xy + yz + zx ( x + y + z
Bài 2. 

a) Chứng minh rằng với mọi n ( 2, phương trình xn – xn-1 – … – x – 1 = 0 có 1 nghiệm dương duy nhất. 
b) Ký hiệu nghiệm dương nói trên là  xn. Hãy tìm  
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Bài 3. Đường tròn nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh AB, BC và AC tại các điểm K, L và M tương ứng. Kẻ các tiếp tuyến chung ngoài khác với các cạnh của tam giác tới các đường tròn nội tiếp các tam giác BKL, CLM và AKM. Chứng minh rằng các tiếp tuyến này đồng quy tại một điểm.
Bài 4. Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (a, b) sao cho số  
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 là số nguyên. 
Bài 5. Cho tập hợp S = {1, 2, 3, …, n}. Tìm số cách chia tập S thành 3 tập con khác rỗng sao cho mỗi tập con không chứa hai số nguyên liên tiếp.
Đề số 3. 

Bài 1. Tìm tất cả các hàm số f: R ( R thoả mãn điều kiện



f(x2-y2) = xf(x) – yf(y) 

với mọi x, y ( R. 

Bài 2. Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image4.wmf]10

1

1

1

)

(

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

z

y

x

z

y

x

. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của  
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Bài 3. Cho tam giác ABC và K và L là hai điểm trên (AB), (AC) sao cho BK = CL. Gọi P là giao điểm của CK và BL. Đường thẳng qua P song song với phân giác trong của góc (BAC cắt AC tại M. Chứng minh rằng CM = AB.  
Bài 4. Tìm tất cả các cặp số nguyên dương x, y sao cho (x2+y)(y2+x) là luỹ thừa 5 của một số nguyên tố. 
Bài 5. Có 2009 tấm bìa trên đó có ghi các số từ 1 đến 2009, mỗi số trên một bìa. Đầu tiên các tấm bìa được xếp thành một hàng theo một thứ tự nào đó. Người ta thực hiện liên tiếp các phép biến đổi sau: đầu tiên nhìn vào tấm bìa đầu tiên bên tay trái, nếu trên đó có ghi số k thì ta đảo k tấm bìa đầu tiên theo thứ tự ngược lại, còn các tấm bìa khác thì để nguyên. Ví dụ nếu ta xét 9 số từ 1 đến 9 thay vì từ 1 đến 2009 và thứ tự ban đầu là 395672814 thì dãy các biến đổi sẽ lần lượt là 395672814 ( 593672814 (đảo thứ tự 3 số đầu) ( 763952814 (đảo thứ tự 5 số đầu) ( 825936714 (đảo thứ tự 7 số đầu) ( 17639528 (đảo thứ tự 8 số đầu). 
Chứng minh rằng sau một số hữu hạn lần thực hiện, tấm bìa với số 1 sẽ được đưa lên đầu và như vậy từ đó thứ tự của các tấm bìa sẽ không thay đổi nữa. 

Đề số 4. 
Bài 1. Giải hệ phương trình
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Bài 2. Đa thức P(x) bậc  n > 1  có n nghiệm phân biệt х1, х2, …, хn. Đạo hàm P’(x) có các nghiệm y1, y2, …, yn–1. Chứng minh bất đẳng thức 


 > 

.

Bài 3. Trên đường thẳng d cho ba điểm A, B, C theo thứ tự đó. Về một phía với d, vẽ các nửa đường tròn (S1), (S2) đường kính AB, AC tương ứng. D là điểm trên S2 sao cho tam giác DBC cân tại D. Gọi O là tâm đường tròn tiếp xúc với (S1), (S2) và BD. Chứng minh rằng OB vuông góc với d.
Bài 4. Cho n số x1, x2, …, xn có tích là p. Biết rằng với mọi i = 1, 2, …, n, số p - xi là một số nguyên lẻ. Chứng minh rằng tất cả các số x1, x2, …, xn đều là số vô tỷ.

Bài 5. Cho bàn cờ 13 x 13 ô bị khuyết một ô ở giữa. Hỏi có thể phủ bàn cờ này bằng các quân tetramino kích thước 1 x 4 hoặc 4 x 1 được hay không?
Đề số 5. 

Bài 1. Trên bảng ghi 5 số. Cộng các số này theo từng cặp, ta được 10 số sau đây: 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15. Hỏi các số đã ghi trên bảng là những số nào?
Bài 2. Hàm số liên tục f: R ( R thoả mãn điều kiện g(x, y) = |f(x+y) – f(x) – f(y)| bị chặn. Chứng minh rằng tồn tại số thực A sao cho hàm số h(x) = | f(x) – Ax| cũng bị chặn. 

Bài 3. Cho tam giác nhọn ABC. Trên các cạnh AC nối dài về C, CB nối dài về phía B, BA nối dài về phía A lấy các điểm B1, A1, C1 sao cho tam giác A1B1C1 đồng dạng với tam giác ABC. Chứng minh rằng trực tâm tam giác A1B1C1 trùng với tâm đường tròn ngọai tiếp tam giác ABC.

Bài 4. Tìm tất cả các đa thức f(x) với hệ số nguyên sao cho với mọi n nguyên dương ta có f(n) là ước của  2n – 1.

Bài 5. Có bao nhiêu số có n chữ số lập từ các chữ số {1, 2, 3, …, 9} có tích các chữ số chia hết cho 10? 
Đề số 6

Bài 1. Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn điều kiện  a + b + c = 3. Chứng minh rằng 
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Bài 2. Tìm tất cả các giá trị của tham số a sao cho phương trình 



log7(7x-log7a) = 2x

có nghiệm duy nhất. 

Bài 3. Trong mặt phẳng, cho đường tròn (O) tâm O và đường tròn (O’) tâm O’ cắt nhau tại hai điểm B, M. Các điểm A, C nằm trên đường tròn (O). Đường thẳng AB cắt (O’) tại K khác B. Đường thẳng BC cắt đường tròn (O’) tại N khác B. Các đường trung trực của các đoạn thẳng AK và CN cắt nhau tại I (khác M). Chứng minh rằng IMB = 900.

Bài 4.  Trong cấp số cộng a1, a2, a3, a4, … chứa các số a12, a22 và a32. Chứng minh rằng cấp số trên gồm các số hạng nguyên. 
Bài 5. Trong một quốc gia có một số thành phố được nối với nhau bởi các con đường. Các con đường chỉ cắt nhau tại các thành phố. Tại mỗi thành phố có treo một tấm bảng trên đó ghi độ dài ngắn nhất của đường đi, xuất phát từ thành phố này và đi qua tất cả các thành phố (đường đi có thể đi qua một số thành phố một vài lần và không nhất thiết phải quay về thành phố xuất phát). Chứng minh rằng hai số bất kỳ trên các bảng chênh lệch nhau không quá 1.5 lần.
Đề số 7

Bài 1. Tìm tất cả các hàm số f : R ( R thoả mãn điều kiện 
i) f(x2) = f2(x) với mọi x thuộc R

ii) f(x+1) = f(x+1) với mọi x thuộc R

Bài 2. Cho a, b, c, x, y, z là các số thực thoả mãn điều kiện  (a+b)z – (x+y)c = 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức  P = a2 + b2 + c2 + x2 + y2 + z2 + ax + by + cz.  

Bài 3. Trên các cạnh AB và AD của hình vuông ABCD lấy các điểm K và N tương ứng sao cho  

AK.AN = 2BK.DN.

Các đoạn thẳng CK và CN cắt đường chéo BD tại các điểm L và M. Chứng minh rằng các điểm K, L, M, N và A nằm trên một đường tròn. 

Bài 4. 

a) Chứng minh rằng phương trình x2 + 5 = y3 không có nghiệm nguyên

b) Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình x2 + 2 = y3
Bài 5. Chọn một cách ngẫu nhiên 55 số từ 100 số nguyên dương đầu tiên. Chứng minh rằng trong số các số được chọn tìm được hai số có hiệu bằng 9. 
_1317461063.unknown

_1317478561.unknown

_1317479581.unknown

_1317481136.unknown

_1317461130.unknown

_1317457700.unknown

_1317457938.unknown

_1266493451.unknown

_1288639468.unknown

_1316261931.unknown

_1266493450.unknown

