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*Nhận x�t: Đồ thị h�m số gồm 2 nh�nh v� nhận ( 2;2)I  l�m t�m đối xứng.
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-Theo BĐT C�-si ta c�:
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Maxd I
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*Với  0 0;0a M 

*Với  4 4;4a M   

Vậy   0;0M v�   4;4M  l� 2 điểm cần t�m   .
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C�u II:
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-X�t: 3cos 0 sin 0 sin 0x x x     (v� l�)
-X�t cos 0x  . Chia cả 2 vế cho 3cos x ta được:
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Vậy phương tr�nh đ¡ cho c� nghiệm : 
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Ta c�  phương tr�nh:  3 1 5 4 5y y      ( v� l�)

Vậy phương tr�nh c� nghiệm 
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-Đổi cận: 0 0; 1
6
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+)Ho�n to�n tương tự với việc t¤nh B
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C�u IV:

-Kẻ : AH BC ; 'CK AC ; CK cắt 'AA tại M

-Ta c�: ( ' ' )
'
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-Ta c�:
'
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-Từ đ� c�: ( ') 2
'
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

    

Dễ thấy:    ( ')
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
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2
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2
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   
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  
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3
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C�u V:

-¨p dụng BĐT C�-si cho 2 số kh�ng �m ta c�:
4 4 2 4 21 2 2 9 9 18a a a a a     

-Tương tự ta c� được: 
4 2 4 29 9 18 ;9 9 18b b c c   

Cộng theo vế ta được :    4 4 4 2 2 29 27 18   (*)a b c a b c     

-Theo b�i ta c�:    4 4 4 2 2 29 25 48 0a b c a b c      

   4 4 4 2 2 29 27 25 21 0a b c a b c        

Từ (*) suy ra:    2 2 2 2 2 20 18 25 21a b c a b c      



Diễn đ�n to�n học VMF

VMF: diendantoanhoc.net Nickname: vietfrog

 2 2 27 21 0a b c    

 2 2 2 3a b c   

-Ta c�:  
2 2 2

2 2 2
a b cP

b c c a a b
  

  
4 4 4

2 2 2 2 2 22 2 2
a b cP

a b ca b c ab c a bc
   

  

Bổ đề 1: 
Cho , , , , ,x y z m n p l� c�c số thực dương. 

Chứng minh rằng:     22 2 2 x y zx y z
m n p m n p

 
  

 
Chứng minh:

¨p dụng BĐT Bunhyacopsky cho 2 bộ 3 số: ; ;x y z
m n p

v� ; ;m n p ta c�:

     
2 22 2

2 2 2
. . .x y z x y zm n p m n p

m n p m n p

                                      

   
2 2 2

2x y z m n p x y z
m n p

 
        

 

 22 2 2 x y zx y z
m n p m n p

 
   

 
(đpcm)

Bổ đề 2:
Cho , ,x y z l� c�c số thực dương. Chứng minh rằng:  2 3( )x y z xy yz xz    
Chứng minh:
Ta c� BĐT tương đương:
 2

2 2 2

3( )

2( ) 3( )

x y z xy yz xz

x y z xy yz xz xy yz xz

    

        
2 2 2( ) ( ) ( ) 0x y y z z x       ( lu�n đ¬ng)

Dấu = xảy ra khi x y z 

**¨p dụng Bổ đề 1 ta c�:

 
   

22 2 2

2 2 2 2 2 22

a b c
P

a b b c c a a c b a c b

 


    

-Theo BĐT Bunhyacopsky ta c�:

+)       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2. . .a b b c c a a ab b bc c ca a b c a b b c c a         



Diễn đ�n to�n học VMF

VMF: diendantoanhoc.net Nickname: vietfrog

+)       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 . . . 2a c b a c b a ac b ba c cb a b c a b b c c a         

      2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 3a b b c c a a c b a c b a b c a b b c c a          

       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 3 .3a b b c c a a c b a c b a b c a b b c c a          

-¨p dụng Bổ đề 2 ta c�:    22 2 2 2 2 2 2 2 23 a b b c c a a b c    

       

     

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

32 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 .

2 3

a b b c c a a c b a c b a b c a b c

a b b c c a a c b a c b a b c

          

        

-Từ đ� suy ra:

 
 

22 2 2 2 2 2

32 2 2

3 1
3 33

a b c a b cP
a b c

   
   

 

1P 

Dấu = xảy ra khi 2 2 2 1
3

a b c
a b c

a b c
 

   
  

Vậy 1 1MinP a b c      .

C�u VIa:
1)

TH1: ( )d c� dạng : x k

Theo b�i: 
5 3( ; ) 3

( ; ) 1 1 1

kd A d
d B d k

       
. Từ đ� ta dễ d�ng suy ra được 2k 

( ) : 2d x 
TH2: ( )d c� dạng : ( ) : 0  ( 0)y ax b d ax y b a      

-Theo b�i: 
2

2

5
3 (1)

( ; ) 3 1
( ; ) 1 2

1 (2)
1

a b
d A d a
d B d a b

a

 
       

-Từ (1) v� (2) ta c�: 5 3 2a b a b   

5 3 3 6 3 0
5 6 3 3 4 2 3
a b a b a b
a b a b a b
       

        
*Với: 3 0a b  

3b a  
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Thay v�o (1) ta được: 

2

5 3
3

1

a a

a

 



25 3 3 1a a a    

26 3 3 1a a   
2 236 36 9 9 9a a a    
227 36 0a a  
4 (Do 0)

3
a a

  

Từ đ� c� được : 53
3

b a  

4 5( ) :
3 3

( ) : 4 3 5 0

d y x

d x y


  

   
* Với: 4 2 3a b 

Ta c�:
3 64 2 3 10 2 3 6 2(5 ) 3 6 5

2
aa b a b a a b a a b 

            

Thay v�o (1) ta được: 

2

3 6
2 3

1

a

a






2

2

2 2

6 3 6 1

2 1 2 1

4 4 1 4 4
3 ( )
4

a a

a a

a a a

a TM

   

   

    

 

Từ đ� c� được: 3 4 0
2

ab 
 

3( ) :
4

( ) : 4 3 0

d y x

d y x

 

  
Vậy c� 3 đường thẳng ( )d thỏa m¡n đề b�i l�: ( ) : 3 4 0d x y  ;

( ) : 3 4 5 0d y x   ;
( ) : 2d x   .



Diễn đ�n to�n học VMF

VMF: diendantoanhoc.net Nickname: vietfrog

C�u VIa:
2)

-Theo b�i:

 

 

1

1

1

2

1 1( ) :   1;1;2
1 1 2

1( ) :   1;2;1
1 2 1

d

d

x y zd vtcp n

x y zd vtcp n

 
  


  





-Gọi ( )P l� mặt phẳng cần t�m.

 
1 2

1

2

( ) ( )
;  3;1;1

( ) ( ) P d d P

P d
vtpt u n n u

P d
       

   


Ta c�: 2 2 2( ) : ( 1) ( 1) 11C x y z    
-Gọi I l� t�m của mặt cầu ( )C (1; 1;0)I 
-Giả sử ( )P tiếp x¬c với ( )C tại M . Khi đ� : ( )IM P

- IM l� đường thẳng qua (1; 1;0)I  v� c� ( 3;1;1)IM Pvtcp n vtpt u 
 

1 3
: 1

x t
pt IM y t

z t

 
   
 

Ta c�:  1 3 ; 1 ;M IM M t t t    

Mặt kh�c do M l� tiếp điểm n�n 2 11IM R IM  

   2 2 2

2

1 3 1 1 1 11

1
11 11

1

t t t

t
t

t

        


     

*Với  1 2;0;1t M  

Khi đ� : ( )P l� mp qua  2;0;1M  v� c�  3;1;1Pvtpt u 


( ) : 3( 2) 1 0
( ) : 3 7 0
P x y z
P x y z

      
    

*Với  1 4; 2; 1t M   

Khi đ� : ( )P l� mp qua  4; 2; 1M   v� c�  3;1;1Pvtpt u 


( ) : 3( 4) 2 1 0
( ) : 3 15 0
P x y z
P x y z

       
    

Vậy c� 2 mp thỏa m¡n đề b�i: ( ) : 3 15 0P x y z    v� ( ) : 3 7 0P x y z     .



Diễn đ�n to�n học VMF

VMF: diendantoanhoc.net Nickname: vietfrog

C�u VIb:
1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

1 1 1 1... ( 1) ... ( 1)
2 3 2 1

k k n n
n n n nS C C C C

k n
        


Ta c�:  2 0 1 2 2 2 2 2

2 2 2 2 21 ... ( 1) . ... ( 1) .n k k k n n n
n n n n nx C C x C x C x C x         

 
1 1

2 0 1 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

0 0

1 ... ( 1) . ... ( 1) .n k k k n n n
n n n n nx dx C C x C x C x C x dx             

Ta c�: 

+)    
1 12 2 1

0
0

1 11 1
2 1 2 1

n nx dx x
n n

   
 

Mặt kh�c: 

+)
1

0 1 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

0

... ( 1) . ... ( 1) .k k k n n n
n n n n nC C x C x C x C x dx         

1 1 1 1 1
0 1 2 2 1 1 1 2 2 2
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

. . .... ( 1) . .. ( 1) .k k k n n n
n n n n nC dx C xdx C x dx C x dx C x dx                    

1 1 1 110 1 2 3 3 1 2 2 2 1
2 2 2 2 20 0 0 0 0

1 1 1 1. . . ... ( 1) . . . ... ( 1) . . .
2 3 2 1

k k k n n n
n n n n nC x C x C x C x C x

k n
         



1 S 

Từ đ� suy ra: 1 1
2 1

S
n

  


2
2 1

nS
n

 


Vậy 2
2 1

nS
n



 .

-------HẾT-------


