Dinh ly Con nhim va irng dung trong giai toan
hinh hoc phang

Tran Manh Sang

1. Muc tiéu
Sau bai nay, hoc sinh can ndm duoc
a. Kién thuc: Biét dinh Iy Con nhim va cach chtng minh dinh 1y.
b. Ki nang: Biét van dung dinh Iy trong viéc gidi mot s6 bai toan hinh hoc
phang, dic biét 1a ching minh hai dudng thing vudng goc.
2. Chuén bi ciia gido vién va hoc sinh
a. Gido vién: Chuén bi gi40 an, mot s6 bai tap cho hoc sinh.
b. Hoc sinh: On lai dinh nghia va tinh cht cua vecto, cic phép toan:
Cong, trir vecto, nhan vecto vdi mot sd, cac quy tic tim téng hai
vecto.
3. Du kién phuong phap giang day
Van déap, goi mo, truc quan, thuyét trinh.

4. Tién trinh day hoc.

Thuc hién bai hoc trong 4 tiét.

Tiét 1.
Co nhleu bai toan hinh hoc phiang ma néu giai theo phwong phép hinh hoc thuan thdy thi
s& rat kho khan. Tuy nhién, khi st dung cong cu vecto thi viée giai quyét bai toan trd 1én
don gian. Mot trong cac dinh Iy vé vecto ¢ tmg dung 16n 13 dinh Iy Con nhim.
Chung ta cung nghién ctru dinh 1y Con nhim va cac tmg dung cua no.

Trude hét ching ta cung nhéc lai mot sd kién thic vé vecto:
Dinh nghia , phép cong , trir hai vecto, nhan vecto véi mot s, cac quy tic hinh binh
hanh, quy tic 3 diém.
Ta dén vé6i hai két qua quan trong sau:
1.Cho [14BC va diém M thudc canh BC.

Khi d6 ta co:
— M MB —
AM = MC 75 AB+—.4C A
BC BC
Chirng minh
Ké MN song song v6i AB N
Theo dinh ly Talet, ta co:
AN _ MC an =N g5 - MC 5
AB  BC AB BC
MN MB Swyra MN —— MB ——
== NM === 4AC="=4C
AC BC AC BC Cc M B
Ta co:
MC — MB

AM = AN+ NM === AB+—= AC
BC BC



2.Cho JABC véi BC=a,CA=b, AB=c. Piém I 1a tim duong tron ndi tiép clia tam
giac. Khi do:
alA+bIB+cIC=0.
Chirng minh
Ké phan gidc AA’, BB’, CC’ lan luot cia goc A, B, C.
Viéc tinh tong cua nhiéu vecto, chiing ta thudng co budc tong hop timg cip vecto. Ta
dung hinh binh hanh ANIM sao cho C’ thudc IN va B’ thugc IM.
Khi do
Al = AM + AN
Ap dung dinh Iy Talet ta c6
AM _AB' AB ¢
IC B'C CB a
AN _AC' _AC b
IB C'B CB a
Hay

AM =51C
a

. ph—

AN =—1IB
a

Suy ra
1=+
a a

< alA+bIB+cIC =0.

Chung ta dén vdi bai toan sau:

Bai toan: Buong tron tam [ ndi ti€p 0 ABC, ti€p xtic voi cac canh BC, CA, AB lan luot

tai M, N, P. Chirng minh ré‘mg: aIM +bIN +cIP=0.

Chtrng minh

Ta c6 bién doi:

aIM +bIN +cIP

:a(ﬁ+m)+b(ﬁ§+ﬁ)+c(fé+@)

=(aﬁ+bﬁ+cﬁ)+(am+bﬁ+cc7)) =)
= aAM +bBN +cCP I

=a(M_C@+@Ej+b(A_Nﬁ+C_Nﬂj
a a b b

BP —]
C C

+c(£@+—c/1

(MC—CN)AB+(AN - AP)BC +(BP-MB)CA
0.
Ta c6 diéu phai chirng minh.



Chung ta cung dén véi két qua chinh ciia phan nay
Dinh ly Con nhim:

Cho da gidc 10i 4,4,...4, va ¢, (1<i<n) 1 vecto don vi vudng goc v6i 4,4, (xem
A,., = A) va hudng ra ngoai da giac. Khi do ta co dang thirc:
Adye + A Ae, +..+4 Ade =0.
Ta chimg minh dinh 1y bing phuong phap quy nap.
V61 n=3, ta xét dinh ly trong tam giac ABC. Dinh ly dung do bai toan trén.
Gia st dinh ly dung voi n=k, ta xét voi n=k+1.
Goi e 1a vecto don vi vudng géc v6i 4,4, va huéng ra ngoai tam gidc 44,4, , .
Trong tam giac 4,4, 4, ,, ta co:
Ade+ A A e+ 4 Ae, =0
Theo gia thiét quy nap, trong da giac AA4,..4, ta f
co \ A
Ade +Ade +..+A4,_Ae  +A4A(-e)=0
Suy ra .
AlAza + A2A3g Tt AkAkHe_Ig + A4, 4 e, = 0

Vay dinh ly dugc chimg minh.

=Y

N >

Chung ta dén voi mot sb bai tap ap dung.
Bai 1: Vé6i J 1a mot diém bt ky trong 1 ABC. Ha
IM, JN, JP vuong goéc véi BC, CA, AB. Ching
minh réng:
vy Ly )
JM JN JP
Bai tap 1 1a mot bai tap don gian, nhan manh vdi chung ta réng, vecto xét ¢ day la vecto
don vi.

Tu hé thurc trén ta théy, néu cac vecto IM, IN, IP cd cung d9 16n thi ta c6 hé thuc:
aJM +bJN +cJP=0.

Bai 2: Cho 04BC, I la tam duong tron bang tiép £ACB cua tam giac. Goi M, N, P lan
lugt 1a hinh chi€u vudng goc cua I trén cac canh BC, AC, AB. Ching minh rang:

a. aIM +bIN —cIP=0

b. ald+bIB—cIC =0

Chtrng minh.



Ba‘}i tap 2 nhén manh cho ching ta mot
diéu: Vecto don vi c6 hudng ra ngoai da
giac.
a. Xét JABC,co M
IP 1 AB
IN 1 AC
IM 1 BC
IP=IN=IM
Va co IP huéng vao trong tam giac, ta
phai chon —IP . Ap dung dinh Iy con nhim
cho JABC, ta co:
aIM +bIN —cIP=0
b. ald+bIB—cIC =0
Ta co:
alA+bIB—cIC = a(IM + MA)+ b(IN + NB) — c(IP+ PC)
= aMA+bNB —cPC
Ta co:

15 BM 4=, CB s
CM

oA =M 6 M 75 BM 75 M~
CB CB a a

Tuong tu ta co:
v N 56, Ngi
b b
Vay
aMA+bNB-cPC = —(BM.AC + CM.AB) —(AN.BC + CN.BA) —(AP.CB + BP.CA)
, =0.
Chung ta két thic bai toan.

Tiét 2.

Bai 3: Cho U ABC khong déu, BC 14 canh nhé nhit. Puong tron ndi tiép tim I ctia tam
giac tiép xtc véi cac canh BC, CA, AB lan luot tai X, Y,
Z. G la trong tAm cua [ XYZ . Trén cac tia BA, CA lay cac
diém E, F sao cho: BE=CF=BC. Ching minh rang;

IG L EF.

Chirng minh
V6i nhiing bai toan sir dung vecto dé chimg minh hai
duong thing vudng goc v6i nhau, ta thudng chimg minh
mot vecto co gia 1a mot trong hai duong cung phuong voi
mot vecto vuong goc voi duong con lai.




Goi e 1a vecto vudng goc véi EF, c6 d6 dai bang IX va hudng ra phia ngoai tir giac
BCFE

Ap dung dinh Iy con nhim cho t& giac BCFE, ta c6

BCIX+FC.IY + EBIZ +EFe =0

= BC(ﬁ+ﬁ+ﬁ)+EFE: 0.

< 3.BCIG+EFe=0

Hay IG cung phuong véi e

Suyra /G L EF.

Nhan thiy, véi phuong phap vecto, chung ta khong can thiét phai xac dinh diém G trén
hinh v& ma vén giai quyét duoc bai toan.

Chung ta dén voi mot sb bai tap twong tu.
Bai 4: Cho 1 4ABC c6 goc A nhon. VE bén ngoai cac tam giac vuong can dinh A la ABD
va ACE. Goi M la trung diém cua BC. Chimg minh rang AM L DE.
Chtrng minh
Xét trong tam gidc EAD, ta co:
AB 1 AD
{AC L AE

Goi e 1a vecto don vi vudng goc véi ED va
hudng ra phia ngoai tam giac EAD.

Ap dung dinh ly con nhim trong [1 E4AD ta co:
AD B+ AL 4+ Epe=

AB AC

Do ta c6 hai tam gidc ABD va ACE can tai A
nén AE = AC va AD=AB

Vay ta co:

AB+AC+ED.e=0

& 2A4M +ED.e=0
Hay AM cung phuong voi e, suy ra AM L DE.

Bai 5: Cho [14BC can tai A, ndi tiép trong dudng tron tim O. D 13 trung diém cta AB va
G la trong tim [0 ACD . Chirng minh

réng: 0OG LCD. 2
Chtrng minh 7
Goi E la trung di€m cua doan AC

OD | AB
Nhan thiy , trong 1 ADC, ¢6 {OE L AC

OD =0E N—_—

Vay ta c6 thé ap dung dinh con nhim cho
UABC
v




Goi vecto v vudng goc voi DC, c6 hudng ra phia ngoai mién tam giac ADC va c6 do 16n
bang OD.
Ap dung dinh Iy con nhim cho 0 ABC, ta co:

AD.OD+ AC.OE +DCv=0

@%Ac.@mc.o—m/)c}:ﬁ
@%Ac.@+%Ac(@+@)+Dc}=6
&2 AC(0D+04+0C)+ DCy =

< %AC.@+DC.§ =0
Suyra OG ‘cung phuong voi v,hay OG LCD.
Ta nhan thdy, mubn tng dung phuong phap vecto vao viéc ching minh 2 duong thang
vudng goc thi chiing ta phai gan dugc mgt duong vao canh cua mot da giéc.

Ta dén vé6i bai toan tiép theo.
Bai 6: Cho hinh chit nhat ABCD. K 1a hinh chiéu vudng géc cia B trén AC. M, N lan
luot 14 trung diém cua AK va CD. Ching minh rang: BM L MN .

Chirng minh

Bai toan dua ra yéu ciu chitng minh

BM 1 MN . Ta xem xét dé tim ra dugc mot

da giac chira mot trong hai duong va chung A

ta c6 thé ap dung dinh Iy con nhim cho da
giac do. M
Nhan thdy, BK L MC va BC L NC, vy ta
c6 thé ap dung dinh Iy con nhim cho MNC. K

Goi e la vecto don vi vudng goc voi MN va

c6 hudng ra phia ngoai cua I MNC . D N
Ap dung dinh 1y con nhim cho tam giac
MNC, ta co

—~—BK+—BC+MN.e=0 (D)
BC

Ta phai tinh —M—CW+N—CBC theo MB.
BK BC

Nhan thdy 3K = € g7 + XM 56
MC MC

Két hop véi (1), ta co
mc K—CW KM 56 1+ N Be s N e=0
MC MC BC

MCKC—M MC KM = NC 35 vNe=0
BK MC BK MC BC
KC— KM — NC—

& - BM — BC+ BC+MN.e=0
BK BK BC




Taco: cot£LBAC = AK = 2MK = AB = 2NC
BK BK BC BC

Hay

MK _NC

BK BC

Vay ta co

_KC B e MNe=0
BK

Suy ra BM cung phuong voi e, hay BM L MN .

Tiet 3.

Bai 7: Cho hinh vuéng ABCD. Cac diém M, N thudc cac canh BA, BC saho cho
BM=BN. H 14 hinh chiéu vuéng goc ctia B trén CM. Chimg minh ring DH 1 HN
Bai 8: Cho 0 ABC can tai A.H 1a trung diém BC,
D 14 hinh chiéu ciia H trén AC,

M 14 trung diém cua HD.

Chung minh rang: AM 1 BD.

Ta xét trong [1BHD, c6

{AH 1 BH

AD 1 HD

e la vecto don vi vudng goc voi BD, hudng ra
ngoai.

Bai 9: Cho hinh thang vuéong ABCD, duong cao 4D = h, canh day

AB=a,CD=b(a<b). Tim mdi lién hé giita a, b, h sao cho:

a.AC L BD i

b. BD L AM, trong d6 M la trung diém cua BC.

c. BD L CI véilla trung diem AD

d. AC L BI A a 5

Giai

a. Xét trong 1 ADC .

Co h M
AB 1 AD E
BD 1 AC

BH 1 DH D b H C
Theo dinh ly Con nhim, c6
ADQ_AC%JrDCﬁ:@
BA BD BH
Ta c6 nhan xét: BD = BA+BH
Suy ra:




BA BD BH
Hay
h R+ b
a W +a* h
< h=ab

Bai toan nay cho ta diéu kién dé hai dudng chéo cta hinh thang vudng vudng goc vai
nhau, d6 1a : Binh phuong duong cao bang tich cua hai day.
b. BDL AM

Cau b, chung ta ap dung cau a dé giai toan. Tuy nhién ta phai tim dwoc mot hinh thang
vudng c6 hai dudng chéo 1an lugt song song hodc trung voi hai duong thing BD va AM.
K¢ HE song song v&i AM va cat BD tai E. Khi d6, tr giac DEBH Ia hinh thang vudng c6
hai duong chéo 1a BD va HE.
Ta co

BD 1 AM < BD | HE

Theo ciu a, ta cd6: DH* = DE.HB

< a*=DEh
2
oh=2_—4-% —4cotZEHD
, ~ DE ' DE
Ké AM cat DC tai F, dé thay ABFC 1a hinh binh hanh nén CF =a.
a+b

Suyra cot ZEHD =cot ZAFD =

Vithé h=a?t?

< h* =a(a+b)

Céu c va d chung ta lam twong tu.
Bai toan da duoc giai quyet.

Bai 10: Cho JA4BC vudngtai Acd AB=c, AC=b. Tim diém D e AC sao cho BD 1| AM
v6i AM 1a trung tuyén cua 0 ABC

Giai. B P

Ta dyng mot tam gidc c6 mdt canh Ia
mot trong hai duong, sau do ap dung
dinh ly Con nhim cho tam giac do6.

Dung tam giac AMN, véi N la hinh M
chiéu cia M trén AC. Ké BP L MN .
BP 1 MN
Trong DAMN ¢6 < BD L AM
BA L AN A D N
Ap dung dinh Iy Con nhim trong 0 AMN
ta co:
MNgp AN AMB5.6 (1)
BP BA BD

Bén canh d6, néu D nam gitta A va N thi:



ﬁ :ﬂﬁﬁ-ﬂﬂ
AN AN

Nén tur (1) taco
MN — AN — AMDNW_AM AD —

BP+"BA- BA=0
BP BA BD AN BD AN
@MNE)+ AN_AM AD Q—AMDNﬁzﬁ

BP BA BD AN BD AN
o Cppy|b__a 24DVpm  a 2DNm5 o

b 2¢c 2BD b 2BD b
Do ta c6: BN =BP+BA nén ta suy ra
c b_ a 2AD_ a 2DN
b 2¢c 2BD b 2BD b

BD=%DN
=N c2
b™—2¢c
2
b —2c

Truong hop néu % —2¢? <0 thi N ndm ngoai A va N, ta 13 twong tu.
Bai toan duogc gidi quyeét.

Bai 11: Cho [14BC vudng tai A, goi M 14 trung diém cua BC. Lay cac diém B, C, trén
AB, AC sao cho 4B.4B, = AC.AC,. Ching minh raing: AM L B,C,
Chirng minh
Ta dyng mot tam gidc c6 mot canh 1a mot
trong hai duong trén. B
Xét tam giac B,AC,, cO

AC. L MN, B1
{ABI L MN, N1 M
O day N,, N, lan luot 1a trung diém cua
AB, AC.
Goi e la vecto don vi vudng goc véi B,C, va

hudng ra phia ngoai tam giac B AC, .
Ap dung dinh Iy Con nhim cho tam giac
B, AC, ta co:

AB, yi . AC
M MN.

1 2

o 248, 5 246
C AB

MN, +BC,e=0

MN, +BC,e=0
Do dé bai c6: AB.AB, = AC.AC, nén ta c6



ﬂ(MNI +MN, )+ B,C,e=0
AC

2B 3 BCe=0
AC

Suy ra MA cung phuong véi e, hay AM 1 BC,.

Tiét 4.
Bai 12: Cho I 14 tim duong tron ndi tiép tir giac ABCD. Goi E, F 1a trung diém cua AC,
BD. Chimg minh rang: I, E, F thang hang.
Chirng minh

Ta c¢6 ki hiéu nhu hinh v&.

Ta ¢6 nhan x¢&t sau:

— z t

IM = IB+ IC B
t+z t+z

IN=——1D+-2_IC
y+z y+z

P=—2"Ti+— 1D
xX+y x+y Q

0-—""T8+ " Ti
X+t X+t
Ap dung dinh Iy Con nhim cho tir
giac ABCD, ta co:
(t+z)W+(z+y)W+(y+x)ﬁ’+(x+t)@=6

@(y+t)(ﬁ+ﬁ)+(x+z)(17é+17j)=6

c>2(y+¢)ﬁ§+2(x+z)ﬁ5:6
Suyra /E cung phuong vé6i IF hay I, E, F thing hang.

Bai 13: Cho [14BC, diém‘O & trong mién tam
gidc. Cac diém 4, B,, C, lan lugt la hinh chiéu
vudng goc cua O trén BC, CA, AB. Léy cac
diém 4,,B,,C, 1an lwot thudc céc tia

OA4,, OB,, OC, sao cho

OA, =a, OB, =b, OC, = ¢ . Chling minh rang:
O la trong tdm cua tam giac 4,B,C,.

Chirng minh ‘ 7

Theo hinh hoc thuan tiy, dé chung minh O 1a
trong tdm cua tam giac A4,B,C, 1a khong don
gian. Chung ta cung dén v6i phuong phap
vecto d€ giai bai toan trén.




Mudn chimg minh O la trong tdm cua tam gidc 4,B,C,, ta can chung minh
04, +OB, +0C, =0
That vay, ta co
OA, + OB, + OC,
_0d 5 OB 5 OCs
04, OB, oC,
04 , OB, OC,
. +b. +c.
04, OB, OC
_§
( do dinh 1y Con nhim trong [] ABC).
Vay O la trong tdm cua tam gidc 4,B,C,.

=a

Bai toan co thé dugc mo rong d6i voi mot da giac 10i bét ky. ‘

Cho da giac 101 4,4,...4,,diém O ¢ trong mién da gidc. Cac di€m 4, 4,",..., 4,"' lan lugt
14 hinh chiéu vudng goc ctia O trén A 4,, A,A4;,..., A A . Lay cac diém 4", 4,",.., 4 " lan
luot thudc cac tia 04, ', 04, ',...,04," sao cho O4,"= 4 A,,04," = A,4,,...,04,"= 4,4, . Khi
do ta c6 O la trong tam cua da gidc 4,4,..4,.

A1’

A2

Pl

™

A4 A3

A2

A3

Bai 14: Tim tat ca nhimg diém N trong [1 4BC théa mdn: NA, + NB, + NC, =0, trong d6
A, B,, C, lan luot 1a chan dudng vudng goc ha tir N xudng BC, CA, AB.



Chirng minh
Nhan théy, cac vecto N—A1 N—B1 N—C1 lan luot A
vudng goc voi 3 canh cua tam giac, vi thé ta co
thé 4p dung dinh ly Con nhim trong [1 4BC. B1
Goi E, ej, e_; lan luot 1a cac vecto don vi vudng
goc v6i céc canh BC, CA, AB va hudng ra phia C1 N’
ngoai [JABC . Ap dung dinh Iy Con nhim cho
1ABC,taco
aeT + beﬁ2 + cg =0 _
o a m]' n b N—Bl' C N—Cl' _ 6 B A1 A C
NA, NB, ' NC,
(Truc chudn héa cac vecto)
Do N thoa min N4, + NB, + NC, =0 nén ta co:
a b ¢
N4, NB, NC,

Lay N, d6i xing voi N qua duong phan giac goc A, khi d6 ta cé
Khoang cich tir N, dén AC bang NC,,
Khoang cach tir N, dén AB bang NB, .

Suy ra
SHAN,B = SHAN,C
Goi A4' 1a giao cua duong phan giac goc A voi BC.
Tu
SHAN,B =5, AN,C

= ¢.NA,.sin ZBAN, = b.NA,.sin LCAN,

& c.sin ZBAN, = b.sin ZCAN,

& c.AA'sin ZBAA'=b.AA'sin ZCAA'

S S pan =S can

Suyra A' 1a trung diém cua BC.

Hay AA’ 1a duong trung tuyén cta [14BC, vay N thudc duong thing dbi ximg véi AA’
qua duong phan giac goc A.

Tuong ty ta s& c6: N 1 giao cta 3 dudng dbi ximg v6i 3 duong trung tuyén lan luot qua 3
dudng phan giac cia moi goc.

Bai toan duoc giai quyét.

5. Két luan bai hoc

Qua bai hoc nay, cdc em can nidm duoc dinh Iy Con nhim, cadch chung minh va van dung

trong giai mot s6 bai hinh hoc phing.
Hau hét cac tinh chat ta c¢6 trong hinh hoc phang déu c6 thé mé rong sang hinh hoc khong
gian. Cac em s& dugc biét Pinh Iy Con nhim mé rong trong khong gian khi hoc vé vecto
trong khong gian ¢ phan hinh hoc 12.



