Hang diém diéu hoa - vé dep quyén ri trong hinh hoc
Kim Luin

Bai viét ndy xin gioi thiéu doi chat vé “hang diém diéu hoa - mot cong cy tuong ddi
manh va hap dan trong giai toan hinh hoc phang .Dé cic ban dé theo ddi toi xin trinh bay
lai mot s6 1i thuyét co ban nhit cia cong cu nay:

I.Can co ngi cong :

a. Hang diém diéu hoa:

Dinh nghia:

Trén mot duong théng ta léy bdn diém 4, B,C, D . Khi d6 ta goi 4,B,C,D la mdt hang

TS S U DA A
diém diéu hoa néu nd thoa man hé thuc sau: — = —C= (1)
DB CB

Ki hiéu: (4,B,C,D)=—1
A C B D

Sau day 1a mot s6 dinh dinh 1i quan trong can biét trong bai viét nay(dugc suy truc tiép tir
dinh nghia):

*Pinh 1i 1:(H¢ thuc Niuton)
Cho (4,B,C,D)=-1. Goi N 1a trung diém cua AB. Khi 46 NA*> = NB* = NC.ND (2)
A NC B D

*Nhdn xét: Thyee ra (1) va (2) la twong dicong nén néu 4 diém A,B,C,D théa man (2) thi
ta ciing co diéu nguoc lai la (A,B,C,D)=—1. Dinh li nay va dinh nghia la hai dau hiéu

phé bién nhdt dé chirng minh 4 diém la mét hang diém diéu hoa.

Vén dé dé chimg t6 mot hang diém 1a diéu hoa xem nhu d duoc giai quyét, vay khi da
c6 mot hang diém diéu hoa rdi thi ta thu dugc gi? Cau hoi nay sé duoc giai dap qua hai
dinh li quan trong sau:

*Pinh 1i 2: ’
Cho (4,B,C,D)=-1 . Lay O sao cho OC la phan giac trong cia ZAOB thi OD la phan
gidc ngoai cua LAOB.




*Nhdn xét:

Tir d6 suy ra ZCOD =90° do dé dinh li nay cé y nghia thuc su quan trong trong nhitng
bai chirng minh vuong goc.

Mat khdc ciing ¢é diéu nguoe lai tirc néu 2 COD =90° thi OC la phdn gidc trong va OD
la phén gidc ngodi cia ZAOB diéu nay cé y nghia quan trong cho nhitng bai chirng
minh yéu té phdn gidc.

Pinh Ii 3:

Cho (4,B,C,D)=-1 va diém O nam ngoai hang diém diéu hoa trén. Mot duong thang d
cit ba tia OC,0B, OD lan luot tai E,I va F. Khi d6 I 1a trung diém cua EF khi va chi khi d
song song voi OA.

A
e B D
.//

*Nhdn xét:
Dinh li nay rat co y nghia doi voi cdc bai toan chung minh trung diém va song song.

Mot cau hoi nho 13 phai ching cac hang diém diéu hoa nay 1a rat hiém, that ra khong phai
nhu vy, chi can c6 mot hang diém diéu hoa thi ta c6 thé “sinh s6i ndy nd” ra hang loat
nhung hang diém diéu hoa con con, cac ban s& hiéu 16 diéu trén qua dinh 1i vé “chum
diéu hoa” sau day :

b.Chum diéu hoa:

/ N




Dinh nghia: . . i .
Cho hang diém diéu hoa (4, B,C, D) =—-1 va O nam ngoai hang diém di¢u hoa trén. Khi
do6 ta goi 4 tia OA,0B,0C,0D la mdt chum diéu hoa va ki hiéu (0OA4,0B,0C,0D) =-1.

Pinh li chum diéu hoa: 7 o ‘
Cho (04,0B,0C,0D) =—-1.Mdt dudng thang d bat ki cat cac canh OA,0B,0C,0D lan
luot tai E,F,G,K khi do taco (E,F,G,K)=-1

*Nhan xét:

Qua dinh [i trén chung ta co thé thdy tir mét hang diém diéu hoa ban dau sé “sinh s6i” vo
s6 chim diéu hoa xung quanh(cir mot dlem ngoai hang diém diéu hoa néi trén sé cho ta
mét chium diéu hoa tuwong ung). Va cir moi chum diéu hoa nhw vdy lai cho ta vé sé hang
diém diéu hoa nita. Ma chi can mgt trong s6 chiing két hop khéo 1éo véi cac dinh Ii hai va
ba sé cho ra rat nhiéu bai hinh hoc hiém dc véi su bién do khon luong...

Tir dinh li nay két hop véi céc dinh 1i 2 va 3 cho ta mot s6 hé qua sau:

Hé¢ qua 1:
Cho chum diéu hoa (Ox, Oy, 0z, 01) = -1 khi 6 néu goc zOt =90° thi Oz 14 phén giac
trong cua goc xOy va Ot 1a phan giac ngoai xOy

o)

*Nhdn xét:
Tat nhién ciing co diéu nguoc lai tie néu co Oz la phan giac trong hodc Ot la phan giac
ngoai thi goc zOt=90 do



MGt khéc néu 4 tia Ox,Oy,0z,0t bat ki ma c6 géc zOt=90 dé va Oz, Ot lan ot la phén
giac trong va phan gidc ngoai cua xQOy thi (Ox,0y,0z,0t)=-1. PBay la mot dau hiéu
quan trong dé chimg minh 4 tia xudt phdt tir mét dinh la mét chim diéu hoa.

Hé¢ qua 2:
Cho chum diéu hoa (Ox, Oy, 0z, 0t) = —1 mot dudng thang d bat ki cat Oz,0t,0y lan luot
tai A,B,I khi d6 d song song Ox khi va chi khi I 14 trung diém ctia AB.

*Nhdn xét: ‘

Ciing ¢6 diéu nguwoc lai tirc néu d song song Ox va I la trung diém ciia AB thi
(Ox,Oy,0z,01) = —1. Ddy ciing la mét dau hiéu quan trong dé chirng minh 4 tia xudt
phat tir mot dinh la mot chum diéu hoa.

Nhan day toi xin trinh bay thém mét cai nita ciing. ..diéu hoa

¢.Tit giac diéu hoa:

Pinh nghia: . )

Tt gidc ABCD dugc goi 1a mot “tr gidc dieu hoa” néu n6 théa man h¢ thirc sau:
AB_CB

AD CD

Dinh li vé tir gidc diéu hoa: ‘ o
Cho duong tron (O) va mot diém A nam ngoai (O). Tur A ta ke hai tiép tuyén AB,AC va
ké mot cat tuyén AMN bat ki. Chung minh rding BMCN la mét tir gidc diéu hoa(hinh vé)

B

C

(goi y: st dung tam gidc dong dang dé suy ra diéu phai chimg minh tir d/n)



*Nhan xét:

+Ciing cé diéu _ngueoc lai tirc néu MBNC la tir gidc diéu hoa thi tiép tuyén tai B,tiép tuyén
tai C va MN dong quy tai mot diém

+ Tk gide diéu hoa cé mot moz quan hé tuyét voi voi chum diéu hoa ma cdc ban sé hiéu

16 sau khi doc hét phan cudi ciia bai viét nay.

Vi¢c chiing minh cac dinh i trén 1a rat don gian nén xin danh lai cho ban d(_)c(néu ¢6 thic
mic gi s& trao d6i thém).

Sau day chung ta s& khao sat mot vai bai toan dé thiy duoc phin nao vé vé dep va sirc
manh ctia cong cu vira dan.

I1.M6t s6 bai toan minh hoa:

Chung ta s& bit ddu bang mot bai toan co ban nhung rat quan trong sau:

Bai toan 1:

Cho tam gidc ABC. Lay E trén BC, F trén AC va K trén AB sao cho AE,BF,CK ddng
quy tai mot diém. Khi d6 néu T 1a giao diém cua FK v6i BC thi (7, E,B,C) = -1

Loi giai:

Trong tam giac ABC: i
+Ap dung dinh 1i Xéva vo61 ba duong dong quy AE,BF,CK ta co:
EBICRA_ |

EC FA KB

+Mat khac ap dinh 1i Méné¢latyt véi ba diém thang hang T,K,F lai cho ta:
TC KB FA_| (y

TB KA FC

Nhan (1) va (2) vé theo vé suy ra:

T8__IB

TC  EC

Theo dinh nghia thi (7, E, B,C) =—-1 ,day chinh la dpcm.

Bai toan 1.1: .
Cho tam giac ABC va H la chan duong cao ké tir A. Trén doan thang AH ta l1ay mét diém
I bat ki ro1 ké BI cat AC tai E va CI cat AB tai F.Chiing minh rang AH 1a phan giac cua
ZEHF



Loi giai:
Mot bai toan don gian nhung...khé dén kinh ngac, ban phai 1am gi khi d6i mat véi mot
bai nhu vay? ...?2?

Khi nhic dén bai toan nay t6i chot nhd dén 101 giai rit doc dao ciia anh Hatucdao, mot 1oi
gidi thuc sy 4n tuong manh véi t6i, nén xin dugc trich dan ngay sau day dé cac ban dugc
chiém ngudng:

“Két qua la hién nhién khi tam gidc ABC can. Gid sir ABC khéng cdn ta cé thé gia sir
AC>AB .Dung tam gidc ABP cdn tai A va AP cdt HE tai Q. Goi I’ la diém doi xirng ciia

O qua AH. Khi do AH la phan giac cua ZEHF' va % =— F4
OB F'B

Ap dung dinh li Ménélauyt cho tam giac ACP voi ba diém thang hang HQO,E ta co:
HPECQA PN HBECFA

HC EA OB HC EA' F'B
Theo dinh li ceva ddo ta c6 AH,BE,CF" dong quy tir 36 suy ra dpcm”’

A

B H P C

Mot vién ngoc khong diu vét nhung phai cong nhan 1a rat kho nghi ra.

Dau sao di nira thi viéc cam nhan vé dep tinh tay cua 1oi gidi trén ciling giup chiing ta
thim thia va quy trong hon d01 voi cach lam dudi day, boi diéu quan trong hon mot 10
giai, 12 n6 cho ta thdy duoc gdc 1& ciia van dé:



C2: Ké EF cit BC tai K theo bai toan 1 tacé (K, H,B,C)=-1 (1)

Goi L 1a giao diém cta EF voi AH. .

Tu (1) suyra (AK,AH,AB,AC)=—-1 suyra (K,L,F,E)=-1 (dinh li chim di¢u hoa)
Vi LHK =90° nén theo nhan xét trong dinh li 2 ta c6 dpcm.

*Nhdn xét: Qud ngdn gon phdi khong, t6i nghi rdt cé thé bdi todn trén da dwoc dit ra
nhw vdy. Cac ban co thé thcfy chi vai bién déi nhé va mét ki xdo dé che dau diém K da
khién cho bai todn 1.1 tré nén ciee khé. Tat nhién tir 1oi gidi nay ching ta cé thé phdt
biéu bai todn tong qudt hon nhw sau:

Bai toan 1.2:(dé thi Iran) |
Cho tam giac ABC, léy T,E.F lan luot thudc cac doan BC,CA,AB sao cho 3 duong théng
AT,BE,CF déng quy tai mot diém.Goi L 1a giao diém cua AT va EF.Goi H 14 hinh chiéu
ctia L xuéng BC. Chimng minh rang LH 14 phan giac ctia ZEHF .

(chtng minh tuong tu bai 1.1)



*Nhdn xét:

Noi chung tir 1 hang diém diéu hoa ban dau ta cé thé “sinh séi ndy né” ra rat nhiéu
hang diém diéu hoa khdc ma mét trong chiing néu két hop véi cdc dinh Ii 2 va 3 sé cho ta
rat nhiéu tinh chdt thii vi. Thi du cée bai 1.1 va 1.2 1a “san phcfm ” ciia dinh Ii 2. Néu ban
thich ¢6 thé sir dung dinh Ii 3 dé “xudt khau” nhitng san pham méi, chdang han bai todn
sau day:

Bai toan 1.3:

Cho tam giac ABC, liy T,E,F lan lugt thudc cac doan BC,CA,AB sao cho 3 duong théng
AT,BE,CF dong quy tai diém L. Ké duong thang qua I song song véi TE va cat TF,TB lan
luot tai M va L. Chimg minh rang M 1a trung diém ctia LI

B T C
(chtrng minh: sir dung tinh chat chum diéu hoa nhu bai 1.1 rdi ap dung dinh 1i 3)

Qua cic thi du trén cac ban c6 thé thay tir mot van dé nguoi ta co thé phat biéu duéi
nhing cach khac nhau, nhitng cach ma khi doc de cchung ta khong hé thay bat ki mdt lién
hé gi tir ching, nhung thuce ra tat ca chung déu xut phat tir mot goc ré. Nam duogc gdc ré
tuc 1a ta da@ nam dugc bai toan vay.

Tat nhién tir bai toan 1 s& san sinh ra ca mot 16p cac bai toan rong 16n, t6i khong co thoi
gian néu thém ra ddy ma chi hi vong cic ban néu gip mot trong s6 d6 sé nhanh chong
cho no... “16 rd0 nguyén hinh”.

Bay gio t61 xin di vao mdt khong gian méi hoi khac mot chut véi cac cach khai thac da
néu & trén nham gitp cac ban c6 mot cai nhin sau sic hon cho bai toan 1. Nhung trudc
hét toi s& trang bi cho cac ban mot s6 tinh chét can thiét, roi sau d6 chung ta s€ tim cach
lién hé vdi bai toan 1 sau.

Tinh chit 1:

Cho tam gidc ABCD ngoai tiép duong tron tam (O). M,N,P,Q lan luot 1a céc tiép diém
cua AB,BC,CD,DA voi duong tron; khi do ta co MP,NQ,AC,BD dé)ng quy tai mot diém.
Loi giai:

Ha CE// AB

Chay LOMP=/0PM = /BMP = Z/CPM = CE =CP



14 AM AM

Do d6 néu goi I 1a giao diém ciia AC voi MP thita c6: — =——="— (1)
IC EC PC
. NP . o , 1'A  AQ

Tuong tu goi /' 1a giao diém cuia AC véi NQ thi ta cling ¢o: T'C = NC 2)

Cha y AM=AQ vaPC=NCnéntu(l)va(2)suyra I =1"'
suy ra MP,NQ,AC ddng quy (3)

Lap luan tuong tu ta c6 MP,NQ,BD ddng quy (4)

Két hop (3) va (4) ta dugc dpem.

Tinh Chat 2:
Cho duong tron (O). Lay mot diém A ngoai dudng tron (O), tir A ta ké hai tiép tuyén
AK,AN va mot cat tuyén ACD bat ki dbi voi dudng tron trén. Hai tiép tuyén qua C va D
cit nhau tai M. Khi d6 ta c6 K,M,N thé'ing hang.
Loi giai:

M




Ap dung “dinh 1i vé tir gidc diéu hoa” cho diém A vdi hai tiép tuyén AK,AN va cat tuyén
ACD suy ra KCND 1a ttr giac diéu hoa.

Lai theo nhdn xét trong “dinh li vé tir giac diéu hoa” suy ra NK,MD,MC dong quy tai mot
diém suy ra dpcm

Tinh chat 3: , ‘ o
Cho tam gidc ABCD ngoai tiép duong tron tam (O). M,N,P,Q lan lugt 1a céc tiép diém
cua AB,BC,CD,DA v6i duong tron. Chimg minh rang MQ,NP va DB dong quy tai mot
diém.

D

Loi giai: i
Goi K 1a giao diém cua QM voi DB 7 7
Ap dung dinh li Ménélauyt cho tam giac ABD vdi ba diém thang hang Q,M,K ta c6:
MA KB OD
Chay MA_NC , 9D _PD
MB NB 04 PC
Do do tix (1) suy ra
NC KB PD |

‘NB KD PC
Theo dinh li Ménélatyt ddo suy ra K,N,P thang hang suy ra dpcm




