Phương pháp SOS,SS và một số bất đẳng thức với đẳng thức không tại tâm 



Phương pháp SOS,SS và một số bất đẳng thức với đẳng thức không tại tâm 
Như chúng ta đã biết phương pháp SOS và SS là hai phương pháp khá hiệu quả với cấc bài toán bđt 3 biến ko chứa căn, nhưng một yếu tốt tiên quyết để đưa về được dạng chuẩn của phương pháp là bất đẳng thức phải có dấu bằng đạt tại tâm. Vậy với những bài toán không có đẳng thức tại tâm thì sao? Bài viết này xin đưa ra một số ví dụ quy từ bất đẳng thức tại biên về chứng minh bất đẳng thức tại tâm, công việc tưởng chừng khó khăn hơn này lại giúp ta xác định được một đường lối quen thuộc và rõ ràng hơn để chứng minh. Các ví dụ sau có thể giúp bạn nhìn nhận rõ hơn về kỹ thuật này.
Ví dụ 1: Cho [image: image1.png]a,b,c



là các số thực không âm có tổng bằng 3. Chứng minh rằng:
[image: image2.png]a7
a2(b+0)+b2(c+a)+c2(a+b) <&




Lời giải.
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với:
[image: image3.png]02(b+0)+b2(c+a)+c2@+b) < z(a+b+c)°




Giả sử [image: image4.png]man(a,b,c)



, ta chứng minh bất đẳng thức mạnh hơn sau:
[image: image5.png]@+b+c)’ > 4 a2(b+0)+b2(c+a)+c2(a+b)) +3abe
& (@+b—A (@—b)24cla—3) (b-) >0




Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 2: (Berkeley Math. Circle) Cho [image: image6.png]a,b,c



là các số thực không âm thoả mãn [image: image7.png]


. Chứng minh bất đẳng thức:
[image: image8.png]1,1
Ao >2 ()




Lời giải.
Ta có:
[image: image9.png]1,1, 1),
()& @btbeted ot oty ) > B





Quy bất đẳng thức cần chứng minh về:

Chú ý rằng:
[image: image10.png](a+b+c)(abtbetc 1 abe
s Teans v aa B b e s





Do đó ta chỉ cần chứng minh:
[image: image11.png]1 1 1 9
@btbeted e tera? ) 2 4




Bất đẳng thức cuối chính là bất đẳng thức Iran96 quen thuộc, phép chứng minh hoàn tất.

Ví dụ 3: Chứng minh bất đẳng thức sau với mọi số thực không âm [image: image12.png]a,b,c



:
[image: image13.png]alb+c) b(c+m)Jr c
b24c2 Te24a2 Te(atd)

024522




Lời giải.
Bất đẳng thức mạnh hơn vẫn đúng:

Lời giải 1:

Giả sử [image: image14.png]man(a,b,c)



ta có:
[image: image15.png]VT-VP=M(@-b)*+N@—c)(b—c)




Trong đó:
[image: image16.png]M =2(a?4b*+c2)(@+b—c)c >0
N = (a24524¢2) (@a=b)?+(a34+b3)c+ (@ +b)c3+2c(a2b+b2c—

—529>0




Bất đẳng thức được chứng minh.
Lời giải 2:
Đưa bất đẳng thức cần chứng minh về dạng SOS:
[image: image17.png]S (b—c)+Spc—a)*+5.(a—b)*>0




Với:

Tương tự ta có [image: image18.png]


, bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 4: Cho [image: image19.png]a,b,c



là các số thực không âm. Chứng minh rằng:
[image: image20.png]a b
@*b“)(bucﬁm* fracc2a2+b2) >4




Lời giải.
Bất đẳng thức hiển nhiên đúng nếu ta chứng minh được:

Lời giải 1:

Áp dụng bất đẳng thức trong bài 3:
[image: image21.png]albtc)  bleta)

s ortal T B

(a2452)(b2+¢2)(c2+4a2)

02452 > 24




Còn lại ta cần chứng minh:

Giả sử [image: image22.png]man(a,b,c)



ta có ngay điều phải chứng minh.
Lời giải 2:
Đưa bất đẳng thức về dạng:
[image: image23.png]S (b—c)+Spc—a)*+5.(a—b)*>0




Trong đó:

Giả sử [image: image24.png]


, ta chứng minh được [image: image25.png]


, áp dụng tiêu chuẩn 2 của SOS ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 5: Chứng minh bất đẳng thức sau với [image: image26.png]a,b,c



là các số thực không âm:
[image: image27.png]a2+bc bi+ca+ c
524 2 T c2+4a2 T c24ab'

a24b2>3




Lời giải.
Ta chứng minh bất đẳng thức chặt hơn sau:

Lời giải 1:
Bất đẳng thức tương đương với:

Giả sử [image: image28.png]man(a,b,c)



, ta có:
[image: image29.png]VT-VP=M(@-b)*+N@—c)(b—c)




Với:

Phép chứng minh hoàn tất.
Lời giải 2: 
Đưa bất đẳng thức về dạng SOS:
[image: image30.png]S (b—c)+Spc—a)*+5.(a—b)*>0




Trong đó:

Ta chứng minh được [image: image31.png]


áp dụng tiêu chuẩn 2 ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 6: (Lê Vĩ) Cho [image: image32.png]a,b,c



là các số thực không âm thoả mãn [image: image33.png]


. Chứng minh bất đẳng thức:
[image: image34.png]1
(a2402) (b2 4¢2) (c24a2) < 35




Lời giải. 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với:
[image: image35.png](a2+62) (b2+c2)(c2+a2) < z5(a+b+c)®




Ta chứng minh bất đẳng thức mạnh hơn:

Giả sử [image: image36.png]man(a,b,c)



.
Đưa bất đẳng thức cần chứng minh về dạng:
[image: image37.png]M(a—b)2+N@—0o)(b—0)>0




Trong đó:

Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 7: (Varsile Cirtoaje) Chứng minh bất đẳng thức sau với mọi số thực không âm [image: image38.png]a,b,c



:
[image: image39.png](@+b) (b+0) (c+a) > 2/ (a2+bc) (b2 +ca) (c2+ab)




Lời giải.
Bất đẳng thức hiển nhiên đúng nếu ta chứng minh được.
[image: image40.png](a+b)(b+c)*(c+a)? > 4(a24bc) (b2 4ca)(c2+ab)+32a2b2c2




Giả sử [image: image41.png]man(a,b,c)



, ta có:
[image: image42.png]VT-VP =(@-b)*(b—c)’(c—a)*+8abc2(a—b)*+4abc(a+b)(a—c) (b—c) >0




Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 8: Chứng minh rằng với mọi số thực không âm [image: image43.png]a,b,c



ta có:
[image: image44.png]albtc) | bleta) c(a+b)>2
a24bec Tp24cq | c24ab =




Lời giải.
Ta chứng minh bất đẳng thức chặt hơn:

[image: image45.png]& ((@c+be—ab)®+c2(@ab+c2—2ac—2bc)) (a—b)2+abe(a+b)(@—c) (b—9) > 0




Giả sử [image: image46.png]man(a,b,c)



ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 9: (Phạm Kim Hùng - Lê Trung Kiên) Cho [image: image47.png]a,b,c



là các số thực không âm. Chứng minh rằng:

Lời giải.
Ta chứng minh bất đẳng thức:

Ta có:



Cộng vế [image: image48.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.forkosh.dreamhost.com/mimetex.cgi?(2)" \* MERGEFORMATINET [image: image49.png]


và [image: image50.png]


ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 10: Cho [image: image51.png]a,b,c



là các số thực không âm thoả mãn: [image: image52.png]


. Chứng minh rằng:
[image: image53.png]a2b+b4c+c2a <4




Lời giải.
Bất đẳng thức tương đương với:
[image: image54.png]a2b+b%c+c2a <5 (atbtc)’




Ta chứng minh bất đẳng thức chặt hơn:
[image: image55.png]4(a+b+c)° > 27(a2b+b2c+c2a)+2Tabe




[image: image56.png]& (da+4b+0) (@—b)2+(16b+4c—11a)(a—c) (b—c) >0




Chú ý rằng ta có đẳng thưc đơn giản sau với mọi số thực [image: image57.png]a,b,c



:
[image: image58.png]Pla—0o)(b—0)(a—b)*—Pla—b)*(a—c) (b—c)=0




Cho [image: image59.png]


ta được:
[image: image60.png]4(a+b)(a ) (b— c)( b)z 4(a+bﬁ)(£a—b)7(aic>(bic>:0




Do đó bất đẳng thức có thể viết lại dưới dạng:
[image: image61.png]M(a—b)2+N@—0o)(b—0)>0




Trong đó:

Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 11: Cho [image: image62.png]a,b,c



là các số thực không âm thoả mãn [image: image63.png]


. Chứng minh rằng:
[image: image64.png](a2b+bc+c2a)+2(@b?+bc2+ca?) < 6/3




Lời giải.
Bất đẳng thức tương đương với:
[image: image65.png](a+b+c)®

(a2b+b2c+c2a) +2(ab? +hc2+ca?) < 203





Giả sử [image: image66.png]man(a,b,c)



, ta chứng minh bất đẳng thức chặt hơn:
[image: image67.png]9(a2b+b2c+c2a)+18(abi+bc24ca)+(54V3—81)abe < 2/3(a+b+c)’




Giả sử [image: image68.png]man(a,b,c)



ta có:
[image: image69.png]VP-VT=M(@-b)*+N(@—c)(b—c)




Với:

Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 12: Tìm hằng số [image: image70.png]


bé nhất để bất đẳng thức sau đúng với mọi số thực không âm [image: image71.png]a,b,c



:
[image: image72.png]k(a+b+c)* > (alb+b3c+c3a)tabelatb+c)




Lời giải.
Cho [image: image73.png]


suy ra [image: image74.png]


. Ta sẽ chứng minh đây là giá trị cần tìm, nghĩa là:
[image: image75.png]20 (a+b+c)% > (a3b+b3c+c3a) +abela+b+0)




Khong mất tính tổng quát giả sử [image: image76.png]man(a,b,c)



, ta chứng minh bất đẳng thức chặt hơn sau:
[image: image77.png]27 (a+b+c)* > 256(adb+b3c+c3a)+473abc(a+b+c)
& M(a—b)2+N(@—d) (b—3) >0




Với:

Ta có:
[image: image78.png]M.ab=c{ 27(a-+b) a—b)+189abc+41c(a-+b)2—68¢2(a-+5)) > 0
7a2414ab+3b2) (a—3b)2+c(68a3+6853 —189a20+67ab2) +27abc2





Nếu [image: image79.png]68a34+68b°—189a20+67ab4>0



bất đẳng thức hiển nhiên đúng.
Nếu [image: image80.png]68a34+68b°—189a20+67ab4 <0



:
[image: image81.png]N.ab>(27a2+414ab+3b2) (a—3b)*+b(68a3 46853 —189a2b+6Tab?)




Dùng đạo hàm ta chứng minh được
[image: image82.png](27a2+14ab+3b2) (@a—3b)* +b(68a3+68b°—189a2b+67ab?) >0




Do đó ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 13: (Phạm Sinh Tân) Tìm hằng số [image: image83.png]


bé nhất sao cho bất đẳng thức sau đúng với mọi số thực không âm [image: image84.png]a,b,c



:
[image: image85.png]k(a+b+c)* > (a3b+b3c+c3a)+(a2b?+b%c2+c2a2)+abe(a+b+c)




Lời giải.
Cho [image: image86.png]


suy ra [image: image87.png]


. Ta chứng minh đây chính là giá trị cần tìm, nghĩa là:
[image: image88.png]= (atb+c)* > (aBb+b3c+c3a) 4+ (a2b2 %2 4 2a2) +abe(at-b+o)




Giả sử [image: image89.png]man(a,b,c)



, ta chứng minh bất đẳng thức sau:
[image: image90.png]4(a4b+c)* > 27(a3b+b3c+c3a)+27(a2b2+b2c2+c2a2)+54abe(a+b+c)
& Ma—b)>2+N@a—a)(b-9)>0




Trong đó:

Bất đẳng thức được chứng minh

