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Nh− chóng ta ®· biÕt SOS vµ SS lµ hai ph−¬ng ph¸p kh¸ hiÖu qu¶ víi c¸c bÊt ®¼ng thøc 3 biÕn kh«ng

chøa c¨n, nh−ng mét yÕu tè tiªn quyÕt ®Ó ®−a vÒ d¹ng chuÈn cña ph−¬ng ph¸p lµ bÊt ®¼ng thøc ph¶i cã

dÊu b»ng ®¹t t¹i t©m. VËy víi nh÷ng bµi to¸n kh«ng cã ®¼ng thøc t¹i t©m th× sao? Bµi viÕt nµy xin ®−îc

®−a ra mét sè vÝ dô quy tõ bÊt ®¼ng thøc t¹i biªn vÒ chøng minh bÊt ®¼ng thøc t¹i t©m, c«ng viÖc t−ëng

chõng khã kh¨n h¬n nµy l¹i gióp ta x¸c ®Þnh ®−îc mét ®−êng lèi quen thuéc vµ râ rµng h¬n ®Ó chøng

minh. C¸c vÝ dô sau cã thÓ gióp c¸c b¹n nh×n nhËn râ h¬n vÒ kü thuËt nµy.

VÝ dô 1: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m cã tæng b»ng 3. Chøng minh r»ng:

a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b) ≤ 27
4

Lêi gi¶i.

BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t−¬ng ®−¬ng víi:

a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b) ≤ 1
4
(a + b + c)3

Gi¶ sö c = min(a, b, c), ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n sau:

(a + b + c)3 ≥ 4
[
a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b)

]
+ 3abc

⇔ (a + b − c)(a − b)2 + c(a − c)(b − c) ≥ 0

BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 2: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n ab + bc + ca = 1. Chøng minh bÊt ®¼ng

th−c sau:
1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b
≥ 5

2
(∗)

1



Lêi gi¶i.

Ta cã:

(∗) ⇔ (ab + bc + ca)
(

1
b + c

+
1

c + a
+

1
a + b

)2

≥ 25
4

Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc chÆt h¬n:

(ab + bc + ca)
(

1
b + c

+
1

c + a
+

1
a + b

)2

≥ 25
4

+
4abc

(a + b)(b + c)(c + a)

⇔ (ab + bc + ca)
(

1
(a + b)2

+
1

(b + c)2
+

1
(c + a)2

)
+

4(a + b + c)(ab + bc + ca)
(a + b)(b + c)(c + a)

≥ 9
4

+ 4 +
4abc

(a + b)(b + c)(c + a)

Chó ý r»ng:
(a + b + c)(ab + bc + ca)

(a + b)(b + c)(c + a)
= 1 +

abc

(a + b)(b + c)(c + a)
Do ®ã ta chØ cÇn chøng minh:

(ab + bc + ca)
(

1
(a + b)2

+
1

(b + c)2
+

1
(c + a)2

)
≥ 9

4

§©y lµ bÊt ®¼ng thøc Iran 96 quen thuéc, bÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 3: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

a(b + c)
b2 + c2

+
b(c + a)
c2 + a2

+
c(a + b)
a2 + b2

≥ 2

Lêi gi¶i.

BÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n vÉn ®óng:

a(b + c)
b2 + c2

+
b(c + a)
c2 + a2

+
c(a + b)
a2 + b2

≥ 2 +
8a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
(∗)

Lêi gi¶i 1:

(∗) ⇔
∑

sym

[
a(b + c)(a2 + b2)(a2 + c2)

]
≥ 2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) + 8a2b2c2

⇔
∑

sym

a5(b + c) + 2
∑

sym

b2c2 + abc
∑

sym

a2(b + c) ≥ 2
∑

sym

a4(b2 + c2) + 12a2b2c2

Gi¶ sö c = min(a, b, c) Ta cã:

V T − V P = M (a − b)2 + N (a − c)(b − c)

Trong ®ã:

M = 2(a2 + b2 + c2)(a + b − c)c ≥ 0

N = (a2 + b2 + c2)(a − b)2 + (a3 + b3)c + (a + b)c3 + 2c(a2b + b2c − a2c − b2c) ≥ 0
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BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

Lêi gi¶i 2: §−a bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ d¹ng:

Sa(b − c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2 ≥ 0

Víi:

Sa =
bc − a2

(a2 + b2)(a2 + c2)
+

a2(b + c)2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

=
bc(2a2 + b2 + c2)

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
≥ 0

T−¬ng tù ta cã Sb, Sc ≥ 0, bÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 4: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

(a + b + c)
(

a

b2 + c2
+

b

c2 + a2
+

c2

a2 + b2

)
≥ 4

Lêi gi¶i.

BÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng nÕu ta chøng minh ®−îc:

(a + b + c)
(

a

b2 + c2
+

b

c2 + a2
+

c2

a2 + b2

)
≥ 4 +

4a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
(∗)

Lêi gi¶i 1:

(∗) ⇔
∑

sym

a2

b2 + c2
+

∑

sym

a(b + c)
b2 + c2

≥ 4 +
4a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Trong vÝ dô 3 ta ®· chøng minh:

a(b + c)
b2 + c2

+
b(c + a)
c2 + a2

+
c(a + b)
a2 + b2

≥ 2 +
8a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

C«ng viÖc cßn l¹i lµ chøng minh:

a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
+

4a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
≥ 2

⇔ (a2 + b2 − c2)(a2 − b2)2 + c2(a2 − c2)(b2 − c2) ≥ 0

Gi¶ sö c = min(a, b, c) bÊt ®¼ng thøc cuèi hiÓn nhiªn ®óng.

Lêi gi¶i 2:

BÊt ®¼ng thøc cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng:

Sa(b − c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2 ≥ 0
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Trong ®ã:

Sa =
(b + c)2

2(a2 + b2)(a2 + c2)
+

bc − a2

(a2 + b2)(a2 + c2)
+

a2(b + c)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Sb =
(c + a)2

2(b2 + c2)(b2 + c2)
+

ca − b2

(b2 + c2)(b2 + a2)
+

b2(c + a)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Sc =
(a + b)2

2(c2 + a2)(c2 + b2)
+

ab − c2

(c2 + a2)(c2 + b2)
+

c2(a + b)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Gi¶ sö a ≥ b ≥ c, ta chøng minh ®−îc Sb, Sb + Sa, Sb + Sc ≥ 0, ¸p dông tiªu chuÈn 2 cña ph−¬ng ph¸p

SOS ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

VÝ dô 5: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau víi äi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

a2 + bc

b2 + c2
+

b2 + ca

c2 + a2
+

c2 + ab

a2 + b2
≥ 5

2

Lêi gi¶i.

Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n:

a2 + bc

b2 + c2
+

b2 + ca

c2 + a2
+

c2 + ab

a2 + b2
≥ 5

2
+

4a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Lêi gi¶i 1:

BÊt ®¼ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi:

2
∑

sym

[
(a2 + bc)(a2 + b2)(a2 + c2)

]
≥ (a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) + 8a2b2c2

⇔ 2
∑

sym

a6 + 2
∑

sym

b3c3 + 2abc
∑

sym

a3 + 2abc
∑

sym

a2(b + c) ≥ 3
∑

sym

a4(b2 + c2) + 12a2b2c2

Gi¶ sö c = min(a, b, c), ta cã:

V T − V P = M (a − b)2 + N (a − c)(b − c)

Víi:

M = 2(a4 + b4) + 4ab(a2 + b2) + a2b2 + abc2 + (a + b)c3 + (2a2b2 − a2c2 − b2c2) + 2c(a2b + ab2 − a2c − b2c) ≥ 0

N = c
[
(3ab + 2c2)(a + b) + 4abc + 2c3 + (a2b + ab2 − a2c − b2c)

]
≥ 0

BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

Lêi gi¶i 2:

§−a bÊt ®¼ng thøc vÒ d¹ng SOS:

Sa(b − c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2 ≥ 0
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Trong ®ã:

Sa =
(b + c)2

2(a2 + b2)(a2 + c2)
− 1

2(b2 + c2)
+

a2(b + c)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Sb =
(c + a)2

2(b2 + c2)(b2 + a2)
− 1

2(c2 + a2)
+

b2(c + a)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Sc =
(a + b)2

2(c2 + a2)(c2 + b2)
−

1
2(a2 + b2)

+
c2(a + b)2

2(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

Gi¶ sö a ≥ b ≥ c ta chøng minh ®−îc Sb, Sb + Sa, Sb + Sc ≥ 0, ¸p dông tiªu chuÈn 2 ta cã ®iÒu ph¶i

chøng minh.

VÝ dô 6: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a + b + c = 1. Chøng minh r»ng:

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) ≤ 1
32

Lêi gi¶i.

BÊt ®¼ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi:

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) ≤ 1
32

(a + b + c)6

Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc chÆt h¬n sau:

(a + b + c)6 ≥ 32(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) + 473a2b2c2

⇔ (a + b + c)6 ≥ 32
[
a4(b2 + c2) + b4(c2 + a2) + c4(a2 + b2)

]
+ 537a2b2c2

Gi¶ sö c = min(a, b, c).

BÊt ®¼ng thøc cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng:

M (a − b)2 + N (a − c)(b − c) ≥ 0

Trong ®ã:

M = (a + b)4 + 10(a3 + b3)c + 17(a + b)abc + 3(a + b)c3 + 147abc2 + 7c4 + 21c(a2b + ab2 − a2c − b2c) ≥ 0

N = 4(a − b)4 + c
[
(a + b)(79ab + 7c2) + 57abc + c3 + 17(a2b + ab2 − a2c − b2c)

]
≥ 0

BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 7: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

(a + b)(b + c)(c + a) ≥ 2
√

(a2 + bc)(b2 + ca)(c2 + ab)

5



Lêi gi¶i .

BÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng nÕu ta chøng minh ®−îc:

(a + b)2(b + c)2(c + a)2 ≥ 4(a2 + bc)(b2 + ca)(c2 + ab) + 32a2b2c2

Gi¶ sö c = min(a, b, c), ta cã:

V T − V P = (a − b)2(b − c)2(c − a)2 + 8abc2(a − b)2 + 4abc(a + b)(a − c)(b − c) ≥ 0

Do ®ã ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

VÝ dô 8: Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c ta cã:

a(b + c)
a2 + bc

+
b(c + a)
b2 + ca

+
c(a + b)
c2 + ab

≥ 2

Lêi gi¶i.

Ta sÏ chøng minh:

a(b + c)
a2 + bc

+
b(c + a)
b2 + ca

+
c(a + b)
c2 + ab

≥ 2 +
8a2b2c2

(a2 + bc)(b2 + ca)(c2 + ab)

⇔
∑

sym

[
a(b + c)(b2 + ca)(c2 + ab)

]
≥ 2(a2 + bc)(b2 + ca)(c2 + ab) + 8a2b2c2

⇔
∑

sym

a4(b2 + c2) + 3abc
∑

sym

a2(b + c) ≥
∑

sym

b3c3 + 2abc
∑

sym

a3 + 12a2b2c2

⇔
[
(ac + bc − ab)2 + c2(4ab + c2 − 2ac − 2bc)

]
(a − b)2 + abc(a + b)(a − c)(b − c) ≥ 0

Gi¶ sö c = min(a, b, c) bÊt ®¼ng thøc cuèi hiÓn nhiªn ®óng, ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.

VÝ dô 9: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

a

b2 + c2
+

b

c2 + a2
+

c

a2 + b2
≥ 4

5

(
1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b

)

Lêi gi¶i.

Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n:

a

b2 + c2
+

b

c2 + a2
+

c

a2 + b2
≥ 4

5

(
1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b

)
+

36a2b2c2

5(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)(a + b + c)

⇔
∑

sym

a(b + c)
b2 + c2

+
∑

sym

a2

b2 + c2
≥ 12

5
+

∑

sym

a

b + c
+

36a2b2c2

5(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
(∗)
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Ta chøng minh ®−îc:

4
5

(
a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2

)
≥ 4

5

(
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)
(1)

1
5

(
a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
+

4a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

)
≥ 1

5
.2 (2)

a(b + c)
b2 + c2

+
b(c + a)
c2 + a2

+
c(a + b)
a2 + b2

≥ 2 +
8a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
(3)

Céng vÕ (1) (2) vµ (3) suy ra (∗), bÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 10: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a + b + c = 3. Chøng minh r»ng:

a2b + b2c + c2a ≤ 4

Lêi gi¶i.

BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t−¬ng ®−¬ng víi:

a2b + b2c + c2a ≤ 4
27

(a + b + c)3

Gi¶ sö c = min(a, b, c), ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n:

4(a + b + c)3 ≥ 27(a2b + b2c + c2a) + 27abc

⇔ (4a + 4b + c)(a − b)2 + (16b + 4c − 11a)(a − c)(b − c) ≥ 0

Chó ý r»ng ta cã ®¼ng thøc sau víi mäi sè thùc a, b, c:

P (a − c)(b − c)(a − b)2 − P (a − b)2(a − c)(b − c) = 0

Cho P = −4(a + b)
ab

ta ®−îc:

−4(a + b)(a − c)(b − c)
ab

(a − b)2 +
4(a + b)(a − b)2

ab
(a − c)(b − c) = 0

Do ®ã bÊt ®¼ng thøc cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng:

M (a − b)2 + N (a − c)(b − c) ≥ 0

Trong ®ã:

M = 4a + 4b + c − 4(a + b)(a − c)(b − c)
ab

=
c(4a2 + 4b2 + 9ab − 4ac − 4bc)

ab
≥ 0

N = 16b + 4c − 11a +
4(a + b)(a − b)2

ab
=

(4a + b)(a − 2b)2 + 4abc

ab
≥ 0
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BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

VÝ dô 11: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a + b + c = 3. Chøng minh r»ng:

(a2b + b2c + c2a) + 2(ab2 + bc2 + ca2) ≤ 6
√

3 (∗)

Lêi gi¶i.

(∗) ⇔ (a2b + b2c + c2a) + 2(ab2 + bc2 + ca2) ≤ 2
√

3
(a + b + c)3

9
Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n:

9(a2b + b2c + c2a) + 18(ab2 + bc2 + ca2) + (54
√

3 − 81)abc ≤ 2
√

3(a + b + c)3

Gi¶ sö c = min(a, b, c) ta cã:

V P − V T = M (a − b)2 + N (a − c)(b − c)

Víi:

M = 2
√

3(a + b) +
(
14

√
3 − 27

)
c − 2

√
3(a + b)(a − c)(b − c)

ab

=

√
3c

(
2a2 + 2b2 − 2ac − 2bc + (18 − 9

√
3)ab

)

ab
≥ 0

N =
(
8
√

3 − 9
)

a +
(
8
√

3 − 19
)

b + 2
√

3c +
2
√

3(a + b)(a − b)2

ab

=

√
3

(
2a +

(
2 +

√
3
)
b
) (

a +
(
1 −

√
3
)
b
)2

+ 2
√

3abc

ab
≥ 0

BÊt ®¼ng thøc ®−îc ch−óng minh.

VÝ dô 12: T×m h»ng sè k tèt nhÊt sao cho bÊt ®¼ng thøc sau ®óng víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

k(a + b + c)4 ≥ (a3b + b3c + c3a) + abc(a + b + c)

Lêi gi¶i.

Cho a = 3, b = 1, c = 0 suy ra k ≥ 27
256

. Ta chøng minh ®©y chÝnh lµ gi¸ trÞ cÇn t×m, nghÜa lµ:

27
256

(a + b + c)4 ≥ (a3b + b3c + c3a) + abc(a + b + c)

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö c = min(a, b, c). Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n:

27(a + b + c)4 ≥ 256(a3b + b3c + c3a) + 473abc(a + b + c)

⇔ M (a − b)2 + N (a − c)(b − c) ≥ 0
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Víi:

M = 27(c + b)2 − 40ac − 40bc + 189c2 −
[
27(a + b)2 + 68(a + b)c

]
(a − c)(b − c)

ab

N = 216ab− 148a2 + 108b2 − 121ac + 135bc + 27c2 +

[
27(a + b)2 + 68(a + b)c

]
(a − b)2

ab

Ta cã:

M.ab = c
[
27(a + b)(a − b)2 + 189abc + 41c(a + b)2 − 68c2(a + b)

]
≥ 0

N.ab = (27a2 + 14ab + 3b2)(a − 3b)2 + c(68a3 + 68b3 − 189a2b + 67ab2) + 27abc2

NÕu 68a3 + 68b3 − 189a2b + 67ab2 ≥ 0 bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng.

NÕu 68a3 + 68b3 − 189a2b + 67ab2 ≤ 0

N.ab ≥ (27a2 + 14ab + 3b2)(a − 3b)2 + b(68a3 + 68b3 − 189a2b + 67ab2)

Dïng ®¹o hµm kiÓm tra ®−îc

(27a2 + 14ab + 3b2)(a − 3b)2 + b(68a3 + 68b3 − 189a2b + 67ab2) ≥ 0

BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh, ta cã kmin =
27
256

.

VÝ dô 13: T×m h»ng sè k tèt nhÊt sao cho bÊt ®¼ng thøc sau ®óng víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

k(a + b + c)4 ≥ (a3b + b3c + c3a) + (a2b2 + b2c2 + c2a2) + abc(a + b + c)

Lêi gi¶i.

Cho a = 2, b = 1, c = 0 suy ra k ≥ 4
27

. Ta sÏ chøng minh ®©y chÝnh lµ gi¸ trÞ cÇn t×m, nghÜa lµ:

4
27

(a + b + c)4 ≥ (a3b + b3c + c3a) + (a2b2 + b2c2 + c2a2) + abc(a + b + c)

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö c = min(a, b, c). Ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc chÆt h¬n sau:

4(a + b + c)4 ≥ 27(a3b + b3c + c3a) + 27(a2b2 + b2c2 + c2a2) + 54abc(a + b + c)

⇔ M (a − b)2 + N (a − c)(b − c) ≥ 0

Trong ®ã:

M = 4(a2 + b2) + 13c2 + 20ab− 7c(a + b) − (4a2 + 4b2 + 20ab + 7ac)(a − c)(b − c)
ab

=
c
[
(a + b)(4a2 + 4b2 + 13ab + 7ac) − 7a2b − c(4a2 + 4b2 + 7ab + 7ac)

]

ab
≥ 0

N = 4b2 + 4c2 − 23a2 − 7ac + 29ab + 20bc +
(4a2 + 4b2 + 20ab + 7ac)(a − b)2

ab

=
(a + b)(4a + b)(a − 2b)2 + ac

[
4bc + a2 + 3b2 + 3ab + 6(a − 2b)2

]

ab
≥ 0
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BÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh, ta cã kmin =
4
27

.

Mét sè bµi tËp ¸p dông:

Bµi 1: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a + b + c = 2. Chøng minh r»ng:

(a2 + bc)(b2 + ca)(c2 + ab) ≤ 1

Bµi 2: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau víi mäi sè thùc kh«ng ©m a, b, c:

ab + ac + 4bc

b2 + c2
+

bc + ba + 4ca

c2 + a2
+

ca + cb + 4ab

a2 + b2
≥ 4

Bµi 3: Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a + b + c = 2. Chøng minh r»ng:

a2b2 + b2c2 + c2a2 + abc ≤ 1

Bµi 4: T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc sau víi a, b, c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m (k ≥ 0):

F =
a + kb

b + kc
+

b + kc

a + kc
+

c + ka

b + kc
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