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Bat bién, don bi€n va rng dung

Tran Nam Diing
Truwong Dai hoc KHTN TpHCM
Trwong Dai hoc FPT

Tat ca roi sé qua, chi con lai Tinh yéu va Niém tin
1. Mé dau

Bit bién 1a mot trong nhimg khai niém trung tim cta toan hoc. N6 c¢6 mit trong hau hét
cac linh vuc ctia Toan hoc: Pai s6, Hinh hoc, To-po, Ly thuyét s6, Xéc suit, Phuong trinh
vi phan ... Chang han, cac bat bién duoc st dung trong viéc nghién ctru cac d6 thi phing
(dinh ly Kuratowsky), giai tich ham (ching minh dinh Iy vé dlem bat dong Brawer hay
ching minh hinh céu khong d6ng phoi v6i xuyén. Kho co dinh ly vé phén loai (nhom, dai
s0, @6 thi ...) nao lai thiéu sy co ‘mat cua cac bat blen C6 han mot 1y thuyét bat bién
nghién ciru cac dang bat bién dai s6 ciia cac bién doi tuyén tinh.

Nhung bat bién khong phai 1a mot khai niém gi cao siéu ma cac hoc sinh phd thong binh
thuong khong gip va khong hiéu duoc. Doi khi bat bién chi 1a tinh chén 18, 1a sy chia hét
cho 3, 1a tinh ddi xung cua mot trang thai, 1a sy bao toan gbc ... tirc 1a nhitng diéu rat dé
hiéu va nhan thdy. Viéc dua ¥ niém vé bat bién cho cac em hoc sinh, dic biét 13 hoc sinh
chuyén toan c6 ¥ nghia nhat dinh trong viéc phat trién tu duy toan hoc, nhin thiy cai tinh
trong cai dong cua hoc sinh.

Bit bién 12 nhiing dai luong (hay tinh chat) khong thay doi trong qua trinh chung ta thuc
hién cac phép bién dbi. Chang han khi thuc hién phép tinh tién thi khoang cach giita hai
diém sé& khong thay doi. V&i phép vi tu thi khac: khoang cach c6 thé sé& thay doi, nhung
s& c6 mot bat bién khac, d6 1a ty 18 giita hai doan thang. Mot vi du khac vé bat bién: Lay
mot s6 nguyén duong N (viét trong hé thap phan). Phép bién doi T bién N thanh tong cac
chir s6 ciia N. Vi du: 1997 = 26 > 8 > 8 ... Viy c6 gi bat bién & day? Co day, tat ca
cac sO N, T(N), T(T(N)) ... déu co cung s du khi chia cho 8. P6 chinh 1a bét bién.

Pon bién, trai lai, 1a mot dai luong ludn thay ddi, nhung chi theo mot chiéu (tic 1a ting
1én hay giam xuong) Chung ta s& dinh nghia mot cach chat ché ve bat bién ciing nhu don
bién trong céac phan sau, & day chi ding lai & mot s6 vi du. Xét bo sd nguyén duong (a, b,
c). Phép bién d6i T bién (a, b, c¢) thanh (Jb— |, |c—al, |a — b|). Khi d6 c6 thé ching minh
duoc rang ham s6 S(a, b, ¢) = a + b + ¢ 13 mot ham khéng ting, trc 1a mot don bién dbi
v6i phép bién dbi T.

Trong bai viét ndy, ching ta s& tim hiéu vé bat bién don bién va ing dung cua chung

trong viéc giai cac bai toan Olympic. Co hai mau bai toan tong quat thudng duoc giai
quyét bang bat bién va don bién:

Chii dé: Bat Bién TS Tran Nam Diing



Trwong BDVH 218 Ly T Trong —Xémina Todn so cdp 2

Bai toan 1. C6 mot tip hop cac trang thai Q va tap hop cac phép bién d6i T tir Q vao Q.
C6 hai trang thai a va 3 thudc Q. Hé1 ¢6 thé dung hitu han cac phép bién doi thudc T dé
dua trang thai o vé trang thai B dugc khong?

Bai toan 2. C6 mot tap hop cac trang thai Q va tip hop cic phép bién d6i T tir vao Q.
Can ching minh rang, bat dau tir mot trang thai o bat ky, sau mét sd hiru han cac phep
bién d6i tir T, ta sé& di den trang thai két thiic (trong nhiéu truong hop, d6 la trang thai 6n
dinh, tirc 13 s& khong tiép tuc thay d6i khi tic dong cac phép bién dbi tir T, tinh hudng
T(8) = 8 ¢ trén day 1a mdt vi du).

Bit bién va don bién s& giup ching ta giai quyét cac tinh huong cin ban nay. TAt nhién,
cac tinh huong ap dung s€ muoén hinh van trang, nhung ciing can ¢ nhimg kién thirc co
ban va 16i tu duy chung dé tiép cn cac vin dé. Ching ta s& bat dau bang mot sb vi du
don gian.

2. Cac vi du mé dau

Vi du 1. Xét mot bang vudng 4 x 4 6. Tai moi 6 cla bang vudng co chua dau “+” hoic
dau “-”. Mdi mot 1an thuc hién, cho phép doi dau cua tit ca cac 6 trén cing mot hang
hodc cung mot cot. Gia str bang vudng ban dau c6 1 dau “+” va 15 dau “-”. Hoi co thé
dua bang ban dau vé bang co toan diu cong dugc khong?

Cau tra 101 la khong. Va 101 giai kha don gian. Thay dau cong bang s6 1 va dau trir bang -
1. Xét tich tat ca cac s trén bang vudng. Khi d6, qua mdi phép bién dbi, tich nay khong
thay d6i (vi s& 601 dau 4 sd). Vi vay, cho du ta thuc hién bao nhiéu lan, tir bang vuéng (1,
15) s& chi dua vé cac bang vudng cé sb 1& dau -, co nghia 13 khong thé dwa vé bang co
toan dau cong.

Vidu 2. Trén bang ¢6 cac s6 1/96, 2/96, 3/96, ..., 96/96. M&i mét lan thyc hién, cho phép
x0a di hai s6 a, b bat ky trén bang va thay bang a + b — 2ab. Hoi sau 95 lan thyc hién
phép x04, s6 con lai trén bang 1a s6 nao?

To6i rat thich vi du nay. Khi ddt bai toan cho céac hoc sinh, ban nao cling lac dau 1¢ ludi vi
dé bai yéu cau tinh toan qua nhiéu. Hon nira, trong bai toan trén, thr tu thuc hién cac
phép toan lai khong dugc ndi 19, tao ra mdt tinh huéng gan nhu khong thé xtr 1y noi.

Nhung chinh nhitng kho khin d6 lai goi mé ra cach giai. O day toi s& khong trinh bay cu
thé cach phan tich dé tim ra hudng giai. Chi biét rang, khi 10i giai duoc dua ra, cac ban
hoc sinh déu vo cliing bat ngd va thich thu. Ciing tir su thich tha nay, viéc dua tiép cac vi
du tiép theo duoc don tiép mot cach néng nhiét hon han.

Sau day la 101 gidi do: Gia sir cac sO trén dang 1a a;, a, , ..., a,. Ta cho tuong ng bang

ndy v6i (2a;-1)(2a;-1)...(2a,-1). Khi d6, sau m6i 1an bién doi, tich trén bj mat di hai thira
sO (2a-1)(2b-1) va dugc thém vao thura s6 2(at+b-2ab) - 1 = - (2a-1)(2b-1). Do do6 tich trén
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van khong d01 (chi d6i dau). Vi tich ban dau bang 0 (do bang ban dau co6 chta s6 48/96 =
1/2!) nén s6 cudi cung s cling phai cho tich s6 bang 0, trc 1a 2s — 1 = 0, suy ra s = 1/2!
That 4n tuong. Két qua khong phu thudc vao thur tu thyc hién (diéu nay co thé du doan
dugc qua cach dit cau hoi & dé bai). Va 161 giai méi ngin gon 1am sao! Khong can mot
tinh toan nao.

Vidu 3. Cho 3 sb nguyén khong &m a, b, ¢ bét ky. Méi mot lan thuc hién, ta bién bo (a, b,
¢) thanh b (|b —¢|, [c —a|, [a — b[). Chimg minh rang sau mot s6 hiru han cac phep bien
doi, ta thu dugc bd c¢6 chira so 0.

Dit M = max(a, b, ¢). Ta chirmg minh ring néu bd (a, b, c¢) khong chira s6 0 thi M s& giam
sau khi thyc hién phép bién dbi. That vay, khong mét tinh téng quat, gia st a>b >c.
Khidoétacd [b—c/|<b<a,|c-a|<a,|a—Db|<a,suyra

max(|b —c|, |c —al, |a—b|) <a=max(a, b, c).

Nhu vay, néu ta chua thu duoc sé 0 thi M s& nhé di it nhat mot don vi (do tinh chét cua
s0 nguyén). Qua trinh nay khong thé kéo dai v han. Vi thé, chac chan phai c6 lic nao do
xuat hién s6 0.

Trong vi du trén, max(a, b, c¢) chinh 1 mot don bién. Pay 1a mot phuong phap kha hiéu
qua dé chimg minh mét qua trinh 1 dirng. Chu ¥ rang phuong phap ndy thudng st dung
céc tinh chét co ban sau day ciia s6 nguyén: i) m < n suy ra m < n — 1; ii) Mot tdp con bat
ky ctia N déu c6 phan tir nho nhat (tinh sip tha ty tot).

Dé thiy 1 dleu quan trong cua cac tinh chét xem chung rat don gian ndy, ta sé dua ra vi
du cho thay rang két luan & vi du 3 khong con dung néu a, b, ¢ khong con 1 sé nguyén
(hay dung hon, khong con 13 sb hiru ty). That vy, goi a 13 nghiém duong cta phuong
trinh x> —x — 1 =0. Chon cac s6 a=0a’,b=a, c =1 thitaco la — b =0L2—0c=(0c—1)0c,
la—c|=0o’—1=(a-1)(o+])=(a-1)a’ [b—c|=a - 1. Suy ra bd sé méi ty 18 voi bd sb cii
theo ty 16 o-1. Va nhu thé, sau n 1an thuc hién, bo sb cua chung ta s& 13 (a-1)"(o%, a, 1),
khong bao gio chtra 0.

Vi du 4. Trong qubc hoi My, mdi mot nghi si c6 khong qua 3 ké thu. Chimg minh rang co
thé chia qudc héi thanh 2 vién sao cho trong moi vién, moi mot nghi si c6 khong qué mot
ké thu.

Pay ciing 12 mot vi du ma toi rat thich. C6 nhiéu cach giai khac nhau nhung & day chung
ta s& trinh bay mot cach giai sir dung don bién. Y tudng tuy don gian nhung cé rat nhidu
g dung (trong nhiéu bai todn phuc tap hon).

Ta chia quoc hoi ra thanh 2 vién A, B mdt cach bat ky Véi mdi vién A, B, ta goi S(A),
s(B) 1a tong cua tong sd cac ké thu cua mdi thanh vién tinh trong vién do. Gia su rang
cach chia nay vin chua thoa man yéu cu, tic 13 van c6 mot nghi si nao d6 cé nhiéu hon
1 ké thu trong vién cia minh. Khong mét tinh tong quat, gia st nghi si x thudc A c6 it
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nhat 2 ké thu trong A. Khi d6 ta thyc hién phép bién d6i sau: chuyén x tir A sang B dé
duogc cach chia méila A=A\ {x} va B’ =B U {x}. Vi x c0 it nhat 2 ké thu trong A va
A’ khong con chura x nén ta co

s(A’) < s(A) — 4 (trong tong mat di it nhat 2 cua s(x) va 2 cta cac ké thu cia x
trong A)
Vi x ¢6 khong qua 3 ké thu va co it nhit 2 ké thu trong A nén x ¢6 nhiéu nhét 1 ké thu
trong B (hay B’), cho nén

s(B)<s(B)+2
Tir d6 s(A’) + s(B’) < s(A) + s(B) — 2. Nhu vay néu (A, B) 1a mot cach chia chua thoa
mén diéu kién thi ta c6 thé bién d6i A, B dé c6 mdt cach chia méi c6 tong s(A) + s(B)
nho di it nhat 2 don vi. R rang qua trinh nay khong thé thyuc hién dugc mii, co nghia la
ton tai cach chia (A*, B*) ma & d6 khong ton tai nghi si co qua 1 ké thu trong vién cta
minh, d6 chinh la dpcm.

Bat bién cling c6 thé xuat hién trong cac bai toan vé tro choi. Tro choi Nim 1a mét vi du
dién hinh.

Vidu5.Cé3 dong so1 0 k, m, n vién soi. Hai nguoi cung choi tro choi sau: Nguoi thir
nhat chon ra mot déng soi va boc di mot sb soi tuy ¥ (it nhat 1a 1 vién s01); sau do dén
lugt nguoi thtr hai chon ra mot dbng soi va boc di mot sb soi tuy y (it nhit 1a 1 vién s6i);
va clr nhu thé tiép tuc. Nguoi ndo dén luot minh khong thé boc duge nita (tc 1a khong
con vién soi ndo) sé 1a ngudi thua cudc. Hoi ai 1 nguoi co chién thuat thang.

Y tudng cua loi giai bai toan nady 1a tim mot tinh chét cua bo (k, m, n) sao cho véi moi
cach bdc soi thanh bd (k’, m’, n’), tinh chit ndy s& bj mat di, nhung tir bo (k’, m’, n’)
khong c¢o tinh chat nay, luon tim dugc mot cach boc dé dua vé bd méi cé tinh chat nay.
Gia str c6 mot tinh chat nhu vay (gia sir 1a T) va gia st bo (0, 0, 0) c6 tinh chat T. Khi d6
ngudi di trude sé thing cude néu bo (k, m, n) ban dau khong co tinh chat T va s& thua
cudc néu bd ban dau cé tinh chat T.

Ta s& quay lai 101 giai ctia bai toan nay ¢ phan sau, nhung trudc hét ta giai thich vé “tinh
chat T” thong qua mot truong hop don gian cta bai toan Nim.

Cu thé, xét bai toan Nim trong truong hop chi c¢6 hai dong soi. Khi d6 ta néi bd (m, n) 6
tinh chat T néu m = n. R3 rang (0, 0) co tinh chat T. Tir bd (m, n) co tinh chat T (tic 1a
m=n), véi1 moi cach bdc soi, ta déu pha di tinh chat T caa no. Nguoc lai, voi by (m, n)
khong c6 tinh chat T, ta luén dwa duoc vé bo c6 tinh chat T bang cach bdc di |m — n| vién
s0i & dbng soi ¢ s6 soi nhiéu hon. Nhu thé tinh chat T cua chiing ta thoa mén yéu ciu dé
bai. Va nhu thé, néu ban dau hai déng soi c6 sb s6i khac nhau thi nguoi thir nhét thang
cudc, con néu hai ddng soi co s soi gidng nhau thi ngudi thir hai thing cudce.

Cudi cing, ta xét dén mot tng dung cua bét bién trong hinh hoc
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Vi du 6. Chung minh réng trong mot da di¢n 161, ludn ton tai it nhat 1 dinh 1 dinh cua
mot goc tam dién hodc it nhat mgt mat 1a tam giac.

Vi du nay hoi la so v6i cac vi du trude vi khong co phep bién ddi nao. Thyc ra, bat bién
khong chi xuat hién & nhing chd ¢ cac phép bién d6i ma n6 con xuat hién khi ta xet mot
16p cac ddi twong thoa man nhiing tinh chat nao d6. Vi du véi cac diém (x, y) nam trén
duong tron don vi thi x* + y* 12 mot bat bién. Con voi mot da dién 161 bat ky thi ta co
cong thirc Euler ndi tiéng
V-E+F=2

Trong do V la sb dinh, F 13 s6 mat va E 13 s6 canh ciia mot da dién 16i bat ky. Ta sé dung
cong thirc nay dé giai bai toan cua ching ta.

Gia st nguoc lai, tdn tai mot da dién ma khong c6 dinh nao 1a dinh cua mdt gbc tam dién
va khong c6 mat nao la tam gidc. Khi d6, do mot mat s€ cd it nhét 4 canh va mét canh chi
6 thé 1a canh cua hai mit nén ta co6 F < E/2. Véi 1y luan tuong tu, ta c6 V < E/2. Vi vay
V+F-E <E/2+E/2-E=0, miu thuan.

Cudi cung, chung ta s& két thic phan vi du mé dau bing phép ching minh cong thirc
Euler néu trén. Qua chiing minh nay co6 thé thay su xuat hién cia cac phép bién doi. Phép
chuing minh nay do Cauchy dua ra khi 6ng chi mdéi 20 tudi.

Xoa bd di mdt mat cua da dién. B::ing cach kéo cac canh cua mit bi bo di, ta bién phﬁn
con lai thanh mot mang ludi phang cac diém va cac dudng, nhu hinh v& ddu minh hoa
cho truong hop dac biét hinh 1ap phuong. Sau phép bién doi nay, cac mdt noi chung
khong con la deu nira, tham chi c6 thé khong con 1a da gidc. Nhung s6 dinh, so canh va
s mat van giéng v6i da dién ban dau. (Mat bi xoa twong tng véi phan ngoai cia mang
ludi.)

N/

7N

Neu nhu c6 mdt mat nao do co nhiéu hon 3 canh, ta v& dudng chéo, tirc 1a duong cong
ndm trén mat va ndi hai dinh chua dugc nbi. Picu nay s& 1am s canh ting 1én mot, sb
mit ting 1én mot con sd dinh thi khong thay doi, c6 nghia 1a gia tri ¥ — E + F khong doi.
Bang cach thém canh theo quy tic nay, ta s& di dén tinh hudng khi tit ca cac mat déu 1a
tam giac.
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Tiép theo, ta a4p dung lién tuc hai phép bién d6i sau:

1. Xoa di tam gidc chi co 1 canh giap voi phan ngoai, nhu minh hoa trén hinh thtr 2,
Piéu ndy s& lam giam sd canh va s6 mit di 1 don vi nhung khong 1am thay doi sb
dinh, vi thé phap xo04 nay bao toan V' — E + F.

2. Xoa di tam giac c6 2 canh gidp véi phan ngoai, nhu minh hoa trén hinh thr 3. Mot
phép xoa nhu vay s€ xod di 1 dinh, 2 canh va 1 mat, vi thé van bao toan ¥V — E + F.

Lap lai 2 budc nay nhiéu 1an cho dén khi chi con lai mot tam giac.

Luc nay ta c6 V=3, E =3, va F =2 (tinh dén phan ngoai), nhu thé ¥ — E + F = 2. Con s
nay bang con sd ¥ — E + F ban dau, vi cac phép bién d6i ma ta da thuc hién bao toan dai
lwong ndy. Nhu vay ngay tir bude dau ctia qua trinh ta phai ¢c6 ¥V — E + F = 2. Dinh Iy
dugc chung minh.

3. Bit bién va ing dung

Bay gio ta s& dua ra dinh nghia chat ché cho mot dang bat bién ma ta s& s dung nhiéu
nhat trong cac bai toan ap dung, cling nhu mét s6 cac khai niém lién quan nhu quy dao,
bat bién toan nding, hé bat bién toan nang.

Dinh nghia. Cho Q 1a mét tap hop cac trang thdi. T 1a tap hop cdc phép bién doi tir Q vao
Q. Ham sé f: Q > R duoc goi 1a bdt bién trén tip cac trang thai Q dbi véi tap cac phép
bién d6i T néu

ftlw))=flw) Voe Q,VteT.

Nhu vay, bit bién f c6 thé giup ching ta giai quyét tron ven cau hoi “Bang cac phép bién
d6i T, c6 thé dua tir trang thai o, vé trang thai ®2” trong tru:b’ng hop ma f(w;) # f(wy). Cu
thé cau tra 101 s& 1a “khong” (nhu ¢ vi du 1). Tuy nhién, néu f(os) = f(w,) thi ta lai chua
c6 thé két ludn gi. Chinh van dé nay dan dén mot khai niém mdi: bt bién toan ning.

Dinh nghia. Bat bién f d6i véi cap (Q, T) duoc goi 1a bdt bién toan ning néu:
Trang thai of c6 thé dua vé tir trang thai wgbang cac phép bién doi T khi va chi khi f(wy)
= f(wy).

Bét bién toan ning s& giup chung ta giai quyét tron ven bai toan chuyén dugc”. Tuy
nhién, viéc xdy dyng mot bat bién nhu vy khong don gian. Trong nhiéu trudong hop, sé
dé dang hon khi chung ta xét dén mot hé bdt bién toan nang.

Dinh nghia. Hé cac bat bién (f,, £, ..., fi) d6i voi cip (Q, T) duoc goi 1a hé bat bién toan

nang néu: Trang thai o; c6 thé dua vé tir trang thai o, biang cac phép bién d6i T khi va
chi khi fi(wy) = fi(ws) véimoii=1, 2, ..., k.
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Mot khéi niém quan trong khac c6 nhiéu img dung trong viéc nghién ciru céc bat bién, do
1a khai niém quy dao. Trén €, ta dua ra quan h¢ “chuyén dugc” nhu sau: Ta noi trang thai
o, cO thé chuyén duogc vé trang thai o, bang cac phép bién d6i T néu ton tai mot diy cac
phép bién ddi ty, to, ..., t,, thudc T sao cho

of = (b1 (... (t(y)...))
Khi do6 ta viet g 21 o
Trong nhiéu trudng hop, quan hé 1 c6 tinh phan xa (o, c6 thé dua vé o, bang cach ...
khong 1am gi c), bac cau (thuc hién phép hop cac phép bién ddi) va déi xiung (néu cac
phép bién d6i T 1a kha nghich). Trong trudng hop d6 =1 13 mot quan hé tuwong duong va
ta s& viét o, ~r o7 thay vi ©, 21 o Vi quan hé tuong duong nay, Q s& dugc chia thanh
cac lop twong duong, co dai dién la oy, @, ..., o, ky hiula Q;={ ® € Q| ® ~r w; }.
Ta goi Q; 14 cac quy dao sinh boi ;. D& thiy hai quy dao bat ky hodc tring nhau, hoic
khong giao nhau.

Vi du 7. Trén tap hop cac ham sb, cho phép thuc hién cac phép toan sau:

1) Nhan hai ham sb da c6 v6i nhau

2) Cong hai ham sb da c6 véi nhau

3) Nhan ham sb v6i mot hang sb thuc
Céc phép toan trén tiép tuc co thé dugc thuc hién véi cac ham da co va cac ham két qua
thu dugc. Ching minh rang tir hai ham s6 fi(x) = x + 1/x va f5(x) = x°, bang cic phép
toan trén khong thé thu duoc ham sé f(x) = x.

Loi giai. Ta thay fi(i) = 0 va fy(i) = -1. Qua cac phép bién doi trén, s6 thuc ludn bién
thanh s6 thuc do do néu f 1a mot ham két qua thi (i) 1a s6 thyc. Vi the, ham s6 f(x) = x
khong thé 1a mot ham két qua.

Vi du 8. Hinh tron dugc chia thanh n 6. Trén mdi 6 c6 mot vién so6i. Mdi mét budce di cho
phép chon hai vién soi va chuyen sang 6 bén canh, mot vién chuyén theo chiéu kim dong
hd, mot vién chuyén nguoc chiéu kim dong hd. Voi nhing gia tri nao cua n thi co thé
chuyén tat ca cac vién soi vé mot 6 sau mot sd hitu han 1an thyc hién.

Vi du 9. Cho bang vudng 4 x 4. Trén mdi 6 vudng nguoi ta ghi dau + hodc dau -. Mdi
phép bién ddi cho phép chon mét hang hodc mot cot va do6i dau tat ca cac ddu trén do.

1) C6 thé bién mot bang gom 9 dau cong, 7 dau trir vé bang c6 toan dau cong duoc
khong?

2) Tap trang thai c6 bao nhiéu phan tir? Co bao nhiéu quy dao?

3) Hay tim mot hé bat bién toan ning ctia bai toan nay.

4. Pon bién va img dung

Don bién 13 dai lvong ma ludn ting hodc ludn giam trong qua trinh bién d6i. Sau day la
dinh nghia chat ché cua don bién.
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Dinh nghia. Cho Q 1a mét tap hop céc trang thai. T 14 tap hop cdc phép bién doi tir Q vao
Q. Ham s6 f: Q = N duogc goi 1a don bién trén tap cac trang thai Q d6i voi tap cac phép
bién doi T néu

ft(w)) <flw) Voe Q,VteT.

Chu ¥ 1a dau bang d6i khi co thé thay thé bang dau >, >, <. Ngoai ra, tap dich N ciing ¢6
thé dugc thay thé bang mot tap hop c6 thi tu t6t bat ky.

Pon bién duoc sir dung trong viée chirg minh mot qua trinh 13 dirng. Chung ta minh hoa
ung dung nay thong qua mét so6 vi du.

Vidu 10. Cho ham s f: N x Z = N thoa man ddng thoi cac diéu kién sau:
i) (0, 0) = 5°, (0, n) = 0 v&i moi s6 nguyén n = 0.

ii) f(mﬂl)=f(m—l,n)—z[f(mgl’”)}+{f(m_219”—1)}+[f(m—21,n+1)}

sO tu nhién m > 0 va v41 moi s6 nguyén n.

vOl moi

Chiing minh rang ton tai s0 nguyén duong N sao cho f(m, n) = f(m’, n) véi moi m, m’ >
N va vo1 moi n.

Vidu 11. Cho 2n dié;n trén mat pl}éng, trong d6 khong c6 3 diém nao théng hang. Chimg
minh rang nhitng diém nay c6 thé phan thanh n cép sao cho cac doan thang noéi chung
khong cat nhau.

Loi giai. Dau tién ta phan cip cac diém mot cach ngiu nhién va ndi chung lai v6i nhau.
Goi S 1a tong cac doan thang duoc ndi (Cha y rang, do chung ta ¢ hiru han cach phan
cdp nén tap gia tri cia S 1 hiru han). Néu c6 hai doan thang AB va CD cit nhau tai O thi
ta thay AB, CD bang AC, BD. Vi

AB +CD = (AO + OB) + (CO + OD) = (AO + OC) + (BO + OD) > AC + BD

theo bat dang thirc tam giac, nén néu cap doan thing nao d6 giao nhau, ta c6 thé thay thé
cach ndi dé S giam xudng. Vi S chi c6 hitu han cic gia tri nén mét luc nao d6 qua trinh
phai dirng. Va khi do, s& khong c6 cac cip doan thang giao nhau.

5. Bai tap

1. O Vuong quéc “Sic mau ky 40” ¢6 45 hiép si: 13 hiép si toc do, 15 hiép si toc vang, 17
hiép si téc xanh. Khi hai hi¢p s c6 mau toc khac nhau gdp nhau, toc cua ho s€ 1ap tirc doi
sang mau thu ba. Hoi ¢6 thé c6 mdt lic nao do, tat ca cac hi€p si déu cd mau tdc giong
nhau?

2. C6 7 chiéc coc dung nudc: chiéc coc thir nhat chira 1/2 nudce, chiéc coc thir hai chira

1/3 nuée, chiéc tht ba chira 1/4 nudce, chiée thir tu chira 1/5 nuée, chiée thir nam chira 1/8
nudc, chiéc thr sau chira 1/9 nudce va chiéc thir bay chira 1/10 nudc. Cho phép do tat ca
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nudc t coc nay sang coc khac hoac do nudc tir cde nay sanng coc khac cho dén khi coe
chua day. Cé thé sau mot s6 1an do nude, mdt chi€c coc nao dé chira
a) 1/12 nudce b) 1/6 nudc?

3. Co 1 bang vudng n x n. Trong n-1 6 cua bang co6 ghi cac s6 1, trong cac 6 con lai ghi s6
0. Cho phép thuc hién trén bang phep bién ddi sau: chon mot 6, giam sb dang viét & 6 do
di 1 don vi va ting tat ca cac sb & cac 6 cung hang, cing cot voi 6 nay 1én mot don vi.
Hoi ¢ thé tir bang ban dau, sau mot sb phép bién d6i, thu dugc bang gdm toan cac sd
bang nhau?

4. Trén bang c¢6 4 s6 3, 4, 5, 6. Mdi mot 1an thuc hién cho phép x6a di hai sb x, y ¢6 trén
bang va thay bang x+ y++/x> + y%,x+y—+/x> + > . Hoi sau 1 s6 hitu han budc thyc hién,
trén bang c6 thé xuét hién 1 s6 nho hon 1 duoc khong?

5. Trén ban c6 100 vién keo. Hai nguoi cung thay phién nhau béc di k vién keo, trong d6
k € {1, 2, 3}. Hoi ai 1a nguoi c6 chién thuét thang? Cung cau hoi trén voi k € {1, 2, a},
la s6 nguyén duong cho trudce.

6. Trén bang c6 1 s6 nguyén. Nguoi ta ghi nho chir s6 cu01 cung cua sb nay, sau do xoa
di va cong thém vao voi so con lai trén bang 5 lan chir s6 vira xo04. Ban dau trén bang ghi
s6 7% Hoi co thé sau mdt s s6 1an thuc hién nhu thé, thu duge s6 199872

7. 86 nguyén duong c6 4 chir sO trén bang c6 thé blen d6i thanh mot so c6 4 chit s6 khac
theo quy tic sau: hodc cong thém 1 vao hai chir ) lién tiép cua no, néu hai chir ) nay
déu khong bang 9; hodc trir di 1 tir hai chit s6 lién tiép cta nd, néu hai chit sd nay déu
khong bang 0. Hoi bang cac phép bién doi nhu vy, c¢6 thé thu duoc sd 2002 tir s6 1234?

8. Hai nguoi choi trd choi sau. Ban dau c6 cac s6 1, 2, 3, 4. Mdi mot lan thuc hién, nguoi
thir nhat cong vao hai sd canh nhau nao d6 1 don vi, con ngudi tht hai d6i chd hai s6
canh nhau ndo d6. Nguoi thi nhat thing néu sau mot nuée di ndo do tat ca cac sb bang
nhau. Hoi ngudi thir hai c6 thé can tré nguoi thir nhat chién thang?

9. Tam thuc f(x) c6 thé duoc thay bang cac tam thuc x*f(1/x+1) hoac (x-
1)° f(l/(x-l) Hoi c6 thé bang cac phép bién dbi nhu vay, tir tam thic x* + 4x + 3 thu duoc
tam thirc x* + 10x + 9?

10. Trén mot dai bang vo han cac 6 c6 mot s6 hitu han cac vién so6i. Cho phép thuc hién
cac phép bién doi sau:
1) Néu & hai 6 n-1, n ¢6 s6i thi ldy di o mdi 6 1 vién va thém vao ¢ 6 n+1 1 vién.
2) Néu & 6 n c6 it nhat 2 vién soi thi lay di 2 vién & 6 nay, thém vao cac 6 n-2, n+1
mdi 6 mot vién.

Chung minh rang qua trinh phai dat tinh huéng khi khong thé thuc hién dugc nita.
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6. Huwéng dan

Dé doc gia khong qua phy thude vao hudng dan (ma trong nhiéu trudng hop, 1a 90% cia
101 giai), tap trung suy nghi ty giai quyét van dé hong hiéu rd hon phuong phap tim klem
bét bién va don bién, chiing toi x40 tron thir ty ctia cac hudng dan. Ngoai ra, mot sd bai
khong c6 hudng dan.

1.bBéy 1 + 1 =l+l.

X+y—x° 4+ x+y+qxi+yr XY

2. Hay dung mddun 3!

3. Nguoi thir hai hily choi dé sau nudc di cua anh ta, tinh chin 1é cta 4 sb xen k& nhau.

4. Bat bién 1a a+ d — (b+c) trong d6 a, b, ¢, d 13 cac s viét trong hinh vudng 2 x 2 nao
do.

5. Hay dung modun 7!
6. Bat bién 1a a + ¢ — (b+d)!
7. Bat bién 1a biét s6 A.

7. Tai liéu tham khao
1. Tolpygo, Bat bién, Kvant

2. N.Agakhanov, Olympic Toan toan nudc Nga, Nha xuit ban MCCME, 2007 (tiéng
Nga).

3. A.Schen, Trd choi va chién thuat dudi quan diém toan hoc, Nha xuit ban MCCME,
2007.

4. Kin Y.Li, Mathematical Games (I), Mathematical Excalibur, July-October 2002.
5. B4o Toan hoc tudi tré, tap chi Kvant.

6. Mot s6 tai liéu va thong tin trén Internet, dac biét 1a cac website: www.mathlinks.ro,
www.diendantoanhoc.net, www.wikipedia.com
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