
Ch−¬ng I
TÝnh liªn tôc cña hµm sè

Bµi 1.1. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R sao cho f(f(x)) = x víi mäi x ∈ R.
a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã nghiÖm.
b) H·y t×m mét hµm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn trªn nh−ng kh«ng ®ång nhÊt b»ng x trªn

R.
H−íng dÉn:

a) Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = x v« nghiÖm trªn R, tøc lµ f(x) 6= x víi mäi x ∈ R.
V× hµm f liªn tôc nªn ta suy ra f kh«ng ®æi dÊu trªn R. Kh«ng mÊt tæng qu¸t, gi¶ sö
f(x) > x víi mäi x ∈ R. Khi ®ã: f(f(x)) > f(x) > x. §iÒu nµy mÉu thuÉn víi gi¶
thiÕt. VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã nghiÖm.

b) DÔ thÊy hµm f(x) = 1− x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn f(f(x)) = x vµ kh«ng ®ång nhÊt
b»ng x.

Bµi 1.2. Cho f : [a, b] → [a, b] lµ mét hµm liªn tôc sao cho f(a) = a, f(b) = b vµ
f(f(x)) = x víi mäi x ∈ [a, b]. Chøng minh r»ng f(x) = x víi mäi x ∈ [a, b].
H−íng dÉn:

Tõ gi¶ thiÕt f(f(x)) = x ta dÔ dµng suy ra f lµ ®¬n ¸nh. KÕt hîp víi tÝnh liªn tôc
ta kÕt luËn ®−îc f lµ mét hµm ®¬n ®iÖu. H¬n n÷a, do f(a) = a < b = f(b) nªn f ®¬n
®iÖu t¨ng trªn [a, b].

NÕu tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) < xo hay f(xo) > xo th× f(f(xo)) < f(xo) <
xo hay f(f(xo)) > f(xo) > xo. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

VËy f(x) = x víi mäi x ∈ [a, b].

Bµi 1.3. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n f(f(f(x))) = x víi mäi x ∈ R.
a) Chøng minh r»ng f(x) = x trªn R. H·y t×m bµi to¸n tæng qu¸t h¬n.
b) T×m mét hµm f x¸c ®Þnh trªn R tho¶ m·n f(f(f(x))) = x nh−ng f(x) kh«ng

®ång nhÊt b»ng x.
H−íng dÉn:

a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm f ®¬n ®iÖu ngÆt trªn R. NÕu f gi¶m ngÆt trªn R th×
f 2 t¨ng ngÆt trªn R. Do ®ã f 3 l¹i gi¶m ngÆt trªn R. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt
f(f(f(x))) = x.

B©y giê gi¶ sö f t¨ng ngÆt trªn R. NÕu tån t¹i xo ∈ R sao cho f(xo) > xo th× ta
suy ra f(f(xo)) > f(xo) > xo, vµ f(f(f(xo))) > f(xo) > xo. §iÒu nµy m©u thuÉn.

T−¬ng tù ta còng cã ®−îc ®iÒu m©u thuÉn nÕu f(xo) < xo. VËy f(x) = x víi mäi
x ∈ R.

Bµi to¸n tæng qu¸t: "Cho f liªn tôc trªn R vµ tho¶ m·n f 2n+1(x) = x víi mäi
x ∈ R. Chøng minh r»ng f(x) = x trªn R."

b) f(x) =





x nÕu x /∈ {1, 2, 3}
2 nÕu x = 1

3 nÕu x = 2

1 nÕu x = 3.

Bµi 1.4. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ ®¬n ¸nh trªn (a, b). Chøng minh r»ng f lµ mét
hµm ®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b).
H−íng dÉn:

Gi¶ sö f kh«ng ph¶i lµ hµm ®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b), khi ®ã tån t¹i x1, x2, x3 thuéc
(a, b) sao cho x1 < x2 < x3 vµ
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{
f(x1) < f(x2)

f(x3) < f(x2)
hoÆc

{
f(x1) > f(x2)

f(x3) > f(x2)
.

Gi¶ sö

{
f(x1) < f(x2)

f(x3) < f(x2)
. §Æt m = max{f(x1), f(x3)}, M = f(x2).

Chän k ∈ [m,M ]. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i c1, c2 thuéc (a, b) sao cho:
x1 < c1 < x2 < c2 < x3 vµ f(c1) = f(c2) = k.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi tÝnh ®¬n ¸nh cña f .

T−¬ng tù, nÕu

{
f(x1) > f(x2)

f(x3) > f(x2)
ta còng suy ra ®iÒu m©u thuÉn. VËy f lµ mét hµm

®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b).

Bµi 1.5.Cho hµm sè f : [a, b] → [a, b] tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

|f(x)− f(y)| < |x− y| víi mäi x ∈ [a, b], x 6= y.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã duy nhÊt nghiÖm trªn [a, b].
H−íng dÉn:

§Æt ϕ(x) = f(x)− x. DÔ thÊy ϕ(x) liªn tôc trªn [a, b].
Ta cã: ϕ(a) = f(a) − a ≥ 0, ϕ(b) = f(b) − b ≤ 0 nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

ϕ(xo) = f(xo)− xo = 0, tøc lµ f(xo) = xo.
NÕu tån t¹i x1, x2 thuéc [a, b], x1 6= x2 mµ f(x1) = x1, f(x2) = x2 th× ta suy ra:
|x1 − x2| =

∣∣f(x1)− f(x2)
∣∣ < |x1 − x2|, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn.

VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã duy nhÊt nghiÖm trªn [a, b].

Bµi 1.6. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n mét trong hai ®iÒu kiÖn sau:
a) f lµ hµm ®¬n ®iÖu gi¶m trªn R.
b) f lµ mét hµm bÞ chÆn trªn R.
Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã nghiÖm. Trong mçi tr−êng

hîp, h·y xem ®iÒu kiÖn duy nhÊt nghiÖm cã ®−îc ®¶m b¶o kh«ng ?
H−íng dÉn:

a) §Æt ϕ(x) = f(x)− x th× ϕ liªn tôc trªn R. Víi mäi x > 0 ta cã

ϕ(x) = f(x)− x ≤ f(0)− x.

Víi mäi x < 0, ta cã ϕ(x) = f(x)− x ≥ f(0)− x.
Tõ ®ã suy ra lim

x→+∞
= −∞ vµ lim

x→−∞
= +∞.

Do ®ã, tån t¹i xo ∈ R ®Ó ϕ(xo) = 0, tøc lµ ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
b) §Æt ϕ(x) = f(x)− x th× ϕ liªn tôc trªn R. Theo gi¶ thiÕt, f bÞ chÆn trªn R nªn

tån t¹i M > 0 sao cho víi mäi x ∈ R th× −M ≤ f(x) ≤ M.
Chän x1 ≥ M , khi ®ã ta cã

ϕ(x1) = f(x1)− x1 ≤ f(x1)−M ≤ 0.

Chän x2 ≤ −M , khi ®ã ta cã

ϕ(x2) = f(x2)− x2 ≥ f(x2) + M ≥ 0.

VËy tån t¹i xo ∈ R sao cho ϕ(xo) = 0, tøc lµ ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
B¹n ®äc tù kiÓm tra ®iÒu kiÖn duy nhÊt nghiÖm.

Bµi 1.7. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R. Chøng minh r»ng nÕu ph−¬ng tr×nh
f(f(x)) = x cã nghiÖm th× ph−¬ng tr×nh f(x) = x còng cã nghiÖm.
H−íng dÉn:
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Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = x v« nghiÖm trªn R. Do f liªn tôc trªn R nªn ta suy
ra ∀x ∈ R, f(x) < x hoÆc ∀x ∈ R, f(x) > x.

NÕu víi mäi x ∈ R, f(x) > x th× f(f(x)) > f(x) > x. §iÒu nµy m©u thuÉn víi
gi¶ thiÕt ph−¬ng tr×nh f(f(x)) = x cã nghiÖm.

T−¬ng tù, nÕu víi mäi x ∈ R, f(x) < x th× ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn. VËy ph−¬ng
tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.

Bµi 1.8. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

|f(x)| < |x| víi mäi x 6= 0.

a) Chøng minh r»ng f(0) = 0.
b) Chøng minh r»ng nÕu 0 < a < b th× tån t¹i K ∈ [0, 1) sao cho

|f(x) ≤ K|x|,∀x ∈ [a, b].

H−íng dÉn:
a) Ta cã: |f(0)| = lim

x→0
|f(x)| ≤ lim

x→0
|x| = 0. VËy f(0) = 0.

b) Víi mäi x ∈ [a, b], ®Æt g(x) =
f(x)

x
. Ta thÊy g liªn tôc trªn [a, b]. §Æt

K = sup
x∈[a,b]

∣∣f(x)

x

∣∣. V× |g| liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] ®Ó

K = sup
x∈[a,b]

∣∣∣f(x)

x

∣∣∣ =
∣∣∣f(xo)

xo

∣∣∣ < 1.

Tõ ®ã dÔ thÊy r»ng |f(x) ≤ K.|x| víi mäi x ∈ [a, b].

Bµi 1.9. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R vµ tho¶ m·n mét trong ba ®iÒu kiÖn d−íi
®©y:

a) f(x) + f(2x) = 0, ∀ ∈ R.
b) f(x2) = f(x),∀x ∈ R.
c) f(x) = f(sin x), ∀x ∈ R.
Chøng minh r»ng f lµ hµm h»ng.

H−íng dÉn:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f(x) = −f(2x) víi mäi x ∈ R. B»ng qui n¹p ta dÔ dµng

chøng minh ®−îc f(x) = (−1)nf(
x

2n
) víi mäi n ∈ N.

Chó ý r»ng tõ gi¶ thiÕt ta còng cã f(0) = 0. V× vËy

f(x) = lim
n→∞

(−1)nf(
x

2n
) víi mäi x ∈ R.

Ta cã
∣∣∣(−1)nf(

x

2n
)
∣∣∣ =

∣∣∣f(
x

2n
)
∣∣∣. V× f liªn tôc trªn R nªn lim

n→∞

∣∣∣f(
x

2n
)
∣∣∣ = |f(0)| =

0. Do ®ã f(x) = lim
n→∞

(−1)nf(
x

2n
) = 0 víi mäi x ∈ R.

b) Ta cã f(−x) = f(x) víi mäi x ∈ R.
MÆt kh¸c, víi mäi x > 0 ta cã

f(x) = f(x
1
2
) = f(x

1
4 ) = · · · = f(x

1
2n ), ∀n ∈ N.

Suy ra f(x) = lim
n→∞

f(x
1

2n ) = f(1) (do f liªn tôc trªn R).

V× f(−x) = f(x), víi mäi x ∈ R nªn f(x) = f(1) víi mäi x 6= 0.



4

H¬n n÷a, do tÝnh liªn tôc cña hµm f , ta còng cã

f(0) = lim
n→∞

f(
1

n
) = lim

n→∞
f(1) = f(1).

Tãm l¹i, f(x) = f(1) víi mäi x ∈ R.
c) Víi mçi x ∈ R, ®Æt x1 = sin x, x2 = sin x1, · · · , xn+1 = sin xn. Khi ®ã, h·y

chøng minh r»ng (xn)n lµ d·y ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn. Gäi a = →
n→∞

limxn; tõ ph−¬ng

tr×nh a = sin a ta suy ra a = 0.
Ta thÊy f(x) = f(xn) víi mäi n ∈ N. V× vËy

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(0).

T− ®ã, ta kÕt luËn ®−îc f(x) = f(0) víi mäi x ∈ R, tøc lµ f lµ hµm h»ng.

Bµi 1.10. Cho f lµ mét hµm kh«ng ©m, liªn tôc trªn [0, +∞) vµ lim
x→∞

f(x)

x
= k < 1.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, +∞) sao cho f(xo) = xo.
H−íng dÉn:

§Æt ϕ(x) = f(x)− x. Ta cã ϕ(0) = f(0) ≥ 0.

V× lim
x→∞

f(x)

x
= k < 1 nªn tån t¹i c > 0 sao cho víi mäi x ≥ c th×

f(x)

x
< 1. Suy

ra f(c) < c hay ϕ(c) = f(c)− c < 0.
VËy tån t¹i xo ∈ [0, c] ⊂ [0, +∞) sao cho ϕ(xo) = 0, tøc lµ f(xo) = xo.

Bµi 1.11. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, n], f(0) = f(n) (n ∈ N). Chøng minh r»ng
tån t¹i n cÆp (αi, βi), αi, βi ∈ [0, n], βi − αi ∈ N sao cho f(αi) = f(βi).
Lêi gi¶i:

Ta chøng minh b»ng qui n¹p. Râ rµng kh¼ng ®Þnh ®óng víi n = 1. Gi¶ sö r»ng nÕu
f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, n] sao cho f(0) = f(n), n ∈ N th× tån t¹i n cÆp (αi, βi)
tho¶ m·n βi − αi ∈ N, f(αi) = f(βi).

Ta chøng minh kh¼ng ®Þnh trªn ®óng víi n + 1. Gi¶ sö f(0) = f(n + 1).
XÐt hµm ϕ(x) = f(x + 1)− f(x), x ∈ [0, n].
Ta cã ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(n) = 0.
Do ®ã tån t¹i xo ∈ [0, n] sao cho ϕ(xo) = 0 hay f(xo + 1) = f(xo).
§Æt

h(x) =

{
f(x), x ∈ [0, xo]

f(x + 1), x ∈ (xo, n].

DÔ thÊy r»ng h liªn tôc trªn [0, n] vµ h(0) = h(n). Theo gi¶ thiÕt qui n¹p tån t¹i n
cÆp (αi, βi) tho¶ m·n {

h(αi) = h(βi)

βi − αi ∈ N.

§Æt αi = αi nÕu αi ∈ [0, xo]; βi = βi nÕu βi ∈ [0, xo],
αi = αi + 1 nÕu αi ∈ (xo, n]; βi = βi + 1 nÕu βi ∈ (xo, n].
Râ rµng 




f(αi) = f(βi)

βi − αi ∈ N
(αi, βi) 6= (xo, xo + 1), ∀i = 1, n.

§Æt αn+1 = xo, βn+1 = xo + 1. Ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.
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Bµi 1.12. Cho f : (0, +∞) → (0, +∞) lµ mét hµm ®¬n ®iÖu t¨ng sao cho g(x) =
f(x)

x
lµ mét hµm ®¬n ®iÖu gi¶m. Chøng minh r»ng f liªn tôc trªn (0, +∞).

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.13. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, +∞) vµ lim
x→+∞

f(x) = c.

a) Chøng minh r»ng f bÞ chÆn ë trªn [a, +∞).
b) Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn [a, +∞).
c) Gi¶ sö thªm r»ng c > f(a). Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [a, +∞) sao cho

f(xo) = inf{f(x) : x ∈ [a, +∞)}.
H−íng dÉn:

a) Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra tån t¹i b > a sao cho

|f(x)− c| ≤ 1 khi x > b.

Do ®ã |f(x)| ≤ 1 + |c| khi x > b.
V× f liªn tôc trªn [a, b] nªn f bÞ chÆn trªn [a, b]. Ta ®Æt M = sup

x∈[a,b]

|f(x)|.
Khi ®ã, |f(x)| ≤ max{M, 1 + |c|} víi mäi x ∈ [a, +∞).
b) Víi mäi ε > 0, tån t¹i xo > a sao cho

|f(x)− c| < ε/3, ∀x ≥ xo.

V× f liªn tôc trªn [a, xo] nªn f liªn tôc ®Òu trªn ®o¹n nµy, do ®ã tån t¹i δ > 0 sao
cho

|f(x)− f(y)| < ε

3
, ∀x, y ∈ [a, xo].

B©y giê lÊy x, y ∈ [a, +∞) tho¶ m·n |x− y| < δ. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö
x < y.
* x, y ∈ [a, xo] : |f(x)− f(y)| < ε/3 < ε.

* x, y ≥ xo : |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− c|+ |f(y)− c| < 2ε

3
< ε.

* x ∈ [a, xo], y > xo : |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(xo)|+ f(xo)− f(y)| < 2ε

3
< ε.

VËy f liªn tôc ®Òu trªn [a, +∞).
c) V× f(a) < c nªn tån t¹i b > a sao cho f(x) > f(a) víi mäi x ≥ b. Hµm f liªn

tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Râ rµng f(xo) ≤ f(a) < f(x) víi mäi x ≥ b. V× vËy ta cã

f(xo) = inf
x∈[a,+∞)

f(x).

Bµi 1.14. Cho f, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n f(g(x)) = g(f(x)) víi
mäi x ∈ [0, 1].

a) Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) = g(xo).
b) KÕt luËn cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, 1] bëi R?

H−íng dÉn:
a) Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = g(x) v« nghiÖm. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã

thÓ gi¶ sö f(x) > g(x) víi mäi x ∈ [0, 1]. Khi ®ã tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

m = inf
x∈[0,1]

{f(x)− g(x)} = f(xo)− g(xo) > 0.
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Do ®ã f(x) ≥ g(x) + m, ∀x ∈ [0, 1]. VËy f(g(x)) ≥ g(g(x)) + m, ∀x ∈ [0, 1]. Ta
suy ra f(f(x))−m ≥ g(f(x)) ≥ g(g(x)) + m, ∀x ∈ [0, 1].

V× vËy f(f(x)) ≥ g(g(x)) + 2m.
B»ng c¸ch lËp l¹i qu¸ tr×nh nµy ta suy ra

f(f(· · · f(x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
k lÇn

≥ g(g(· · · g(x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
k lÇn

+k.m, ∀k ∈ N.

Suy ra k.m ≤ 1, víi mäi k ∈ N. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy cã xo ∈ [0, 1] sao
cho f(xo) = xo.

b) KÕt luËn kh«ng cßn ®óng nÕu thay [0, 1] bëi R. Ch¼ng h¹n lÊy f(x) = x, g(x) =
ex.

Bµi 1.15. Cho f, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n f(g(x)) = g(f(x)) víi
mäi x ∈ [0, 1]. Gi¶ sö f lµ mét hµm ®¬n ®iÖu. Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao
cho f(xo) = g(xo) = xo.
H−íng dÉn:

V× g liªn tôc nªn tån t¹i a ∈ [0, 1] sao cho g(a) = a. §Æt x1 = f(a), x2 =
f(x1), · · · , xn = f(xn−1) víi mäi n ∈ N. Khi ®ã (xn)n lµ mét d·y ®¬n ®iÖu vµ bÞ
chÆn. V× vËy tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho xo = lim

x→∞
xn. Do hµm f liªn tôc nªn ta còng

cã f(xo) = xo (chó ý r»ng xn = f(x(n−1)).
MÆt kh¸c g(xo) = g(f(xo)) = f(g(xo)) = f

(
g( lim

x→∞
xn)

)
= lim

x→∞
f(g(xn)).

DÔ thÊy r»ng g(xn) = xn víi mäi n. Do ®ã

g(xo) = lim
x→∞

f(g(xn)) = lim
x→∞

f(xn) = f(xo) = xo.

Bµi 1.16. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

f(x + h)− 2f(x) + f(x− h) → 0 (h →∞) (∗)
víi mäi x ∈ R. Chøng minh r»ng

a) NÕu f lµ hµm sè lÎ th× f(x) = Ax víi mäi x ∈ R.
b) NÕu f lµ hµm sè ch½n th× f lµ hµm h»ng.
c) Chøng minh r»ng f(x) = Ax + B, A, B = const.

Lêi gi¶i:
a) Tõ gi¶ thiÕt ta cã:

f(x) =
1

2
lim

h→∞

[
f(x + h) + f(x− h)

]
, ∀x ∈ R.

f(x + y) =
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x + y − h)

]

=
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x− y − h) + f(x + y − h)− f(x− y − h)

]

=
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x− y − h) + f(x + y − h) + f(y − (x− h))

]

= f(x) + f(y).

Tõ ®ã suy ra f(x) = Ax, A = const.
b) B¹n ®äc tù gi¶i.
c) H−íng dÉn:
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f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
, ∀x ∈ R.

§Æt

g(x) =
f(x) + f(−x)

2
, h(x) =

f(x)− f(−x)

2
.

V× g lµ hµm sè ch½n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (*), h lµ hµm sè lÎ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (*),
nªn ta suy ra f(x) = Ax + B tõ c©u a) vµ c©u b).

Bµi 1.17. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n
{ |f(x)− x| ≤ g(x)− g(f(x)), ∀x ∈ R

g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
Lêi gi¶i:

Chän x1 ∈ R vµ ®Æt xn+1 = f(xn), n ≥ 1.
Ta cã

|f(xn)− xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), ∀n ∈ N.

⇐⇒ |xn+1 − xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), ∀n ∈ N.

Do ®ã (g(xn)n) lµ mét d·y gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi. §Æt l = lim
n→∞

g(xn).

V× |xn+1 − xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), nªn

|xn+p − xn| ≤ g(xn)− g(xn+p), ∀n, p ∈ N.

Tõ ®ã suy ra (xn)n lµ mét d·y Cauchy. Gäi c = lim
n→∞

xn. Ta dÔ thÊy r»ng f(c) = c.

Bµi 1.18. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

{
1− x nÕu x ∈ I ∩ [0, 1]

x nÕu x ∈ Q ∩ [0, 1].

a) Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña f t¹i c¸c ®iÓm 0, 1, 1
2
.

b) Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña f t¹i a ∈ I ∩ [0, 1
2
).

c) Chøng minh r»ng f lµ mét song ¸nh tõ [0, 1] lªn [0, 1] vµ t×m f−1.
H−íng dÉn:

a) Hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i xo = 0, xo = 1.

T¹i xo =
1

2
, f(xo) = f(1

2
) =

1

2
.

Víi mäi x ∈ [0, 1] ta cã

∣∣∣f(x)− f(
1

2
)
∣∣∣ =




|x− 1

2
| nÕu x ∈ Q ∩ [0, 1]

|1
2
− x| nÕu x ∈ I ∩ [0, 1]

= |x− 1

2
|.

Tõ ®ã, lim
x→ 1

2

∣∣∣f(x)− f(1
2
)
∣∣∣ = lim

x→ 1
2

|x− 1
2
| = 0.

VËy f liªn tôc t¹i
1

2
.

b) T¹i a ∈ I ∩ [0, 1
2
) ta cã f(a) = 1− a.
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V× Q trï mËt trong R nªn tån t¹i d·y (xn)n ⊂ Q, cã thÓ gi¶ sö xn ∈ [0, 1] víi mäi
n, sao cho lim

n→∞
xn = a.

NÕu f liªn tôc t¹i a th× lim
n→∞

f(xn) = f(a) hay a = 1− a, tøc lµ a =
1

2
.

§iÒu nµy m©u thuÉn v× a ∈ I ∩ [0, 1
2
). VËy f gi¸n ®o¹n t¹i a ∈ I ∩ [0, 1

2
).

c) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.19. Cho f, g : [0, 1] → [0, +∞) lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n

sup
x∈[0,1]

f(x) = sup
x∈[0,1]

g(x).

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

(f(xo))
2 + 3f(xo) = (g(xo))

2 + 3g(xo).

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = (f(x))2 + 3f(x) − (g(x))2 − 3g(x) th× ϕ liªn tôc trªn [0, 1]. Do

tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm f vµ g nªn tån t¹i x1, x2 ∈ [0, 1] sao cho

f(x1) = g(x2) = sup
x∈[0,1]

f(x) = sup
x∈[0,1]

g(x).

Khi ®ã dÔ dµng kiÓm tra ®−îc r»ng ϕ(x1) ≥ 0 vµ ϕ(x2) ≤ 0. Tõ ®©y suy ra ®iÒu
cÇn chøng minh.

Bµi 1.20. Cho a > 0 vµ f : R→ R lµ mét hµm liªn tôc sao cho

|f(x)− f(y)| ≥ a|x− y|, ∀x, y ∈ R.

Chøng minh r»ng f lµ song ¸nh.
H−íng dÉn:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra f lµ ®¬n ¸nh. H¬n n÷a, hµm f liªn tôc trªn R nªn theo Bµi 2.4
ta cã f lµ hµm ®¬n ®iÖu.

Gi¶ sö f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng. Khi ®ã ta cã

f(x)− f(0) ≥ a(x− 0) víi mäi x > 0,

hay f(x)− f(0) ≥ ax víi mäi x > 0.
T−¬ng tù, f(x) − f(0) ≤ ax víi mäi x < 0. B»ng c¸ch qua giíi h¹n, ta ®−îc

lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞.

VËy f lµ toµn ¸nh, do ®ã f lµ song ¸nh.
Tr−êng hîp hµm f ®¬n ®iÖu gi¶m, ta còng kÕt luËn ®−îc f lµ song ¸nh.

Bµi 1.21.Cho f : [0, 1] → [0, 1] lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n f(0) = 0. vµ |f(x) −
f(y)| ≥ |x− y|, ∀x, y ∈ [0, 1].

a) Chøng minh r»ng f(x) = x víi mäi x ∈ [0, 1].
b) KÕt luËn trªn cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, 1] bëi R?

H−íng dÉn:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f ®¬n ¸nh, do ®ã f ®¬n ®iÖu. DÔ thÊy r»ng f(1) ≥ 1 nªn f

®¬n ®iÖu t¨ng, vµ ta suy ra ®−îc f(1) = 1.
Ta thÊy

f(x) = |f(x)− f(0)| ≥ x, víi mäi x ∈ [0, 1].

1− f(x) = |f(x)− f(1)| ≥ 1− x, víi mäi x ∈ [0, 1].

V× vËy f(x) = x víi mäi x ∈ [0, 1].
b) XÐt hµm f(x) = 2x.
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Bµi 1.22. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1] sao cho f(0) = f(1).
a) Chøng minh r»ng víi mçi n ∈ N, ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + 1

n
) lu«n lu«n cã

nghiÖm trong [0, 1− 1
n
].

b) T×m tÊt c¶ c¸c sè thùc d ∈ (0, 1) sao cho ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + d) lu«n
lu«n cã nghiÖm trong [0, 1− d].
H−íng dÉn:

a) §Æt ϕ(x) = f(x)− f(x + 1
n
) th× ϕ liªn tôc trªn [0, 1− 1

n
]. Ta thÊy:

ϕ(0) + ϕ(
1

n
) + · · ·+ ϕ(

n− 1

n
) = f(0)− f(1) = 0.

NÕu ϕ( k
n
) = 0 víi mäi k ∈ {0, 1, · · ·n− 1} th× ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

NÕu tån t¹i k ∈ {0, 1, · · · , n − 1} sao cho ϕ( k
n
) 6= 0, gi¶ sö ϕ( k

n
) > 0, th× lóc ®ã

ta lu«n t×m ®−îc k′ 6= k, k′ ∈ {0, 1, · · · , n − 1} sao cho ϕ(k′
n
) < 0. Do ®ã, tån t¹i

xo ∈ [0, 1− 1
n
] sao cho ϕ(xo) = 0.

b) H·y chøng tá d = 1
n
.

Bµi 1.23. Chøng minh r»ng tån t¹i d·y sè thùc (an)n ⊂ [0, π
2
] sao cho cos an = an

n. T×m
lim

n→∞
an.

H−íng dÉn:
Víi mçi n ∈ N, ®Æt ϕn(x) = cos x − xn. Ta thÊy ϕn liªn tôc trªn [0, π

2
] vµ

ϕn(0) > 0, ϕn(π
2
) = −(π

2
)n < 0. V× vËy tån t¹i an ∈ (0, π

2
) sao cho ϕn(an) = 0, tøc lµ

cos an = an
n.

V× an ∈ [0, π
2
] nªn cos an ∈ [0, 1]. Do ®ã 0 ≤ an

n ≤ 1.

Suy ra cos 1 ≤ an
n = cos an ≤ 1. Tõ ®ã ta cã (cos 1)

1
n ≤ an ≤ 1.

VËy →
x→∞

liman = 1.

Bµi 1.24. Cho f : R → R lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n f(x + 1) = f(x) víi mäi
x ∈ R.

a) Chøng minh r»ng f lµ hµm bÞ chÆn.
b) Chøng minh r»ng f lu«n ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn R.
c) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + π) lu«n cã nghiÖm trªn R.

H−íng dÉn:
a) Hµm f liªn tôc trªn ®o¹n [0, 1] nªn bÞ chÆn trªn ®o¹n nµy. Do ®ã, tån t¹i M > 0

sao cho víi mäi x ∈ [0, 1] th× |f(x)| ≤ M.
XÐt x ∈ R bÊt kú. Khi ®ã tån t¹i n ∈ Z ®Ó x + n thuéc [0, 1]. Chó ý r»ng tõ gi¶

thiÕt ta suy ra f(x) = f(x + n) víi mäi n ∈ Z. V× vËy

|f(x)| = |f(x + n)| ≤ M.

Tãm l¹i, hµm f bÞ chÆn trªn R.
b) Hµm f liªn tôc trªn [0, 1] nªn ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn ®o¹n nµy. V×

f(x) = f(x + 1) víi mäi x ∈ R nªn ta suy ra f ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn R.
c) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.25. LiÖu cã tån t¹i hay kh«ng mét hµm liªn tôc f : [0, 1] → [0, 1] vµ hai tËp con
A,B cña [0, 1] sao cho A ∪B = [0, 1], A ∩B = ∅ vµ f(A) ⊂ B, f(B) ⊂ A?
H−íng dÉn:

Gi¶ sö tån t¹i 2 tËp A,B vµ hµm f : [0, 1] → [0, 1] tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña bµi
to¸n.
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Ta cã: f(0) ≥ 0, f(1) ≤ 1. V× f liªn tôc trªn [0, 1] nªn suy ra tån t¹i xo ∈ [0, 1]
sao cho f(xo) = xo.

NÕu xo ∈ A th× f(xo) = xo ∈ B. Do ®ã xo ∈ A ∩ B, tøc lµ A ∩ B 6= ∅, ®iÒu nµy
m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

LËp luËn t−¬ng tù ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn nÕu xo ∈ B.
VËy kh«ng tån t¹i hµm f vµ 2 tËp A,B tho¶ m·n yªu cÇu bµi to¸n.

Bµi 1.26. Cho M > 0 vµ f lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n
∣∣∣f(x + y)− f(x)− f(y)

∣∣∣ ≤ M, víi mäi x ∈ R.

Chøng minh r»ng víi mçi x ∈ R, lu«n tån t¹i giíi h¹n lim
n→∞

f(nx)

n
.

H−íng dÉn:
B»ng qui n¹p ta dÔ dµng suy ra

∣∣f(nx)− nf(x)
∣∣ ≤ M, víi mäi n ∈ N.

Khi ®ã
∣∣mf(nx)−nf(mx)

∣∣ =
∣∣∣m[f(nx)−nf(x)]−n[f(mx)−mf(x)]

∣∣∣ ≤ (m+n)M.

V× vËy
∣∣∣f(nx)

n
− f(mx)

m

∣∣∣ ≤ M(
1

n
+

1

m
). Tõ ®Êy suy ra

(f(nx)

n

)
n
. lµ mét d·y

Cauchy. Do ®ã nã héi tô, tøc lµ tån t¹i lim
n→∞

f(nx)

n
.

Bµi 1.27. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ x1, x2, · · · , xn ∈ [a, b]. Chøng minh
r»ng tån t¹i c ∈ [a, b] sao cho

f(x) =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

H−íng dÉn:

§Æt α =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
. Hµm f liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i x∗, x∗∗

thuéc [a, b] sao cho

f(x∗) = min
x∈[a,b]

f(x), f(x∗∗) = max
x∈[a,b]

f(x).

Kh«ng mÊt tæng qu¸t, gi¶ sö x∗ ≤ x∗∗. Khi ®ã, hµm f liªn tôc trªn ®o¹n [x∗, x∗∗]
nªn theo ®Þnh ký Bolzano-Cauchy, f nhËn mäi gi¸ trÞ trung gian gi÷a f(x∗) vµ f(x∗∗).
V× α ∈ [f(x∗, f(x∗∗)] nªn tån t¹i c ∈ [x∗, x∗∗] ⊂ [a, b] sao cho α = f(c).

Bµi 1.28 Cho f : [0, +∞) → [0, +∞) lµ mét hµm liªn tôc.
a) Chøng minh r»ng lim

x→+∞
f(x) = +∞ khi vµ chØ khi

lim
x→+∞

f(f(x)) = +∞.

b) Kh¼ng ®Þnh c©u a) cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, +∞) bëi (0, +∞)?
H−íng dÉn:

a) §iÒu kiÖn cÇn lµ râ rµng. Ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ.
Gi¶ sö lim

x→+∞
f(x) < +∞. Khi ®ã tån t¹i sè N > 0 sao cho víi mäi n, tån t¹i

xn > n vµ 0 ≤ f(xn) ≤ N. Hµm f liªn tôc trªn [0, N ] nªn tån t¹i M > 0 sao cho
f(x) ≤ M víi mäi x ∈ [0, N ].
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Nh− vËy, víi mçi n ∈ N, tån t¹i xn > n sao cho f(f(xn)) ≤ M . §iÒu nµy tr¸i víi
gi¶ thiÕt lim

x→+∞
f(f(x)) = +∞.

b) XÐt f : (0, +∞) → (0, +∞) víi f(x) =
1

x
.

Ta cã: f(f(x)) = x → +∞ khi x → +∞. Tuy nhiªn f(x) → 0 khi x → +∞.

Bµi 1.29. Cho f : R → [0, +∞) cã tÝnh chÊt: víi mäi ε > 0, tËp {x ∈ R : f(x) ≥ ε}
lµ h÷u h¹n.

a) Chøng minh r»ng víi mçi kho¶ng më (a, b) ⊂ R, tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho
f(xo) = 0.

b) H·y chøng minh f liªn tôc t¹i mäi xo tho¶ m·n f(xo) = 0.
H−íng dÉn:

a) Víi mçi n ∈ N, ®Æt An = {x ∈ R : f(x) ≥ 1

n
}. V× A1 h÷u h¹n nªn tån t¹i

a1, b1 ∈ (a, b), a1 < b1, |b1 − a1| < 1 vµ

[a1, b1] ∩ A1 = ∅.
B»ng qui n¹p, ta x©y dùng ®−îc d·y ®o¹n ®ãng lång nhau

(
[an, bn]

)
n

cã tÝnh chÊt

|bn − an| < 1

n
víi mäi n vµ [an, bn] ∩ An = ∅.

Theo bæ ®Ò C¨ng to, tån t¹i xo ∈
∞⋂

n=0

[an, bn]. DÔ thÊy r»ng 0 ≤ f(xo) ≤ 1

n
, tõ ®ã

suy ra f(xo) = 0.
b) Víi mäi ε > 0, ta cã tËp Aε = {x ∈ R : f(x) ≥ ε} lµ h÷u h¹n vµ xo /∈ Aε.

V× vËy tån t¹i δ > 0 sao cho [xo − δ, xo + δ] ∩ Aε = ∅. Khi ®ã, 0 ≤ f(x) ≤ ε víi
|x− xo| < δ, tøc lµ f liªn tôc t¹i xo.

Bµi 1.30. Cho f, g : [0, 1] → R lµ hai hµm sè bÞ chÆn vµ ϕ : R → R lµ hµm sè x¸c
®Þnh bëi

∀x ∈ R, ϕ(x) = sup
t∈[0,1]

∣∣f(t) + xg(t)
∣∣.

Chøng minh r»ng tån t¹i K > 0 sao cho

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ R.

H−íng dÉn:
Víi mäi t ∈ [0, 1], víi mäi x, y ∈ R ta cã[
f(t) + xg(t)

]− [
f(t) + yg(t)

]
= (x− y)g(t) ≤ K.|x− y| víi K = sup

t∈[0,1]

|g(t)| hay

f(t) + xg(t) ≤ f(t) + yg(t) + K|x− y|, víi mäi t ∈ [0, 1]. Tõ ®©y lÊy supremum hai
vÕ ta ®−îc ϕ(x) ≤ ϕ(y) + K.|x− y|.

Lý luËn t−¬ng tù, ta cã ϕ(y) ≤ ϕ(x) + K.|x− y|.
Tõ ®ã,

∣∣ϕ(x)− ϕ(y)
∣∣ ≤ K.|x− y| víi mäi x, y ∈ R.

Bµi 1.31. Cho hµm sè f liªn tôc trªn [0, +∞), a1, a2, · · · , an ∈ R vµ

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Chøng minh r»ng nÕu b > a = f(a1) + f(a2) + · · · + f(an) th× tån t¹i c¸c sè thùc
bi > ai, i = 1, n sao cho

b = f(b1) + f(b2) + · · ·+ f(bn).

H−íng dÉn:
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a) §Æt ϕ(x) = f(a1 + x) + f(a2 + x) + · · · + f(an + x) − b th× ϕ lµ liªn tôc trªn
[0, +∞). Ta cã ϕ(0) = a − b < 0. V× lim

x→+∞
f(x) = +∞ nªn tån t¹i xo > 0 sao cho

ϕ(xo) > 0.
Tõ ®ã ϕ(0).ϕ(xo) < 0. VËy tån t¹i ε ∈ (0, xo) sao cho ϕ(ε) = 0 hay b =

f(a1 + ε) + f(a2 + ε) + · · ·+ f(an + ε).
§Æt bi = ai + ε, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bµi 1.32. Cho f : R → R liªn tôc tho¶ m·n f(f(x) = −x2 víi mäi x ∈ R. Chøng
minh f(x) ≤ 0 víi mäi x ∈ R.
H−íng dÉn:

Víi mäi x ≤ 0, gäi y ∈ R sao cho x = −y2. Khi ®ã

f(x) = f(−y2) = f(f(f(y))) = −[f(y)]2 ≤ 0.

Ta sÏ chøng minh thªm r»ng f(x) ≤ 0 víi mäi x > 0. ThËt vËy, tõ gi¶ thiÕt suy ra
f ®¬n ¸nh trªn (0, +∞), do ®ã ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng nµy.

Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ (0, +∞) sao cho f(xo) > 0. Gäi x1, x2 lµ 2 sè thùc tho¶ m·n
0 < xo < x1 < x2.

XÐt tr−êng hîp f lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, +∞). Khi ®ã ta cã

0 < f(xo) ≤ f(x1) ≤ f(x2).

nªn −x2
1 ≤ −x2

2 hay x1 ≥ x2. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn.
Lý luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp f ®¬n ®iÖu gi¶m ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn.
Tõ ®ã suy ra f(x) ≤ 0,∀x ∈ R.

Bµi 1.33. Cã tån t¹i hay kh«ng hµm f liªn tôc trªn R tho¶ m·n mét trong hai ®iÒu kiÖn
d−íi ®©y

a) f(x) ∈ Q khi vµ chØ khi f(x + 1) ∈ I.
b) f(x) ∈ I víi mäi x ∈ Q vµ f(x) ∈ Q víi mäi x ∈ I.

H−íng dÉn:
a) Gi¶ sö tån t¹i hµm f liªn tôc trªn R tho¶ m·n ®iÒu kiÖn f(x) ∈ Q khi vµ chØ khi

f(x + 1) ∈ I.
XÐt hµm g(x) = f(x + 1) − f(x). Khi ®ã g(x) ∈ I víi mäi x ∈ R. KÕt hîp víi

tÝnh liªn tôc cña hµm g ta suy ra g(x) ph¶i lµ hµm h»ng tøc lµ

f(x + 1)− f(x) = g(x) = c víi mäi x ∈ R.

V× vËy, c ph¶i lµ sè v« tû vµ ta cã f(x + 1) = c + f(x), ∀x ∈ R. Tõ gi¶ thiÕt, ta
suy ra tån t¹i xo sao cho f(xo) ∈ Q. Lóc ®ã ta cã f(xo + 2) ∈ Q. Tuy nhiªn, ta l¹i cã
f(xo + 2) = 2c + f(xo) nªn f(xo + 2)− f(xo) = 2c. §iÒu nµy m©u thuÉn v× c ∈ I.

b) T−¬ng tù c©u a), b¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.34. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R vµ nhËn nh÷ng gi¸ trÞ tr¸i dÊu. Chøng
minh r»ng tån t¹i 3 sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè céng sao cho f(a) + f(b) + f(c) = 0.
H−íng dÉn:

Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i x sao cho f(x) > 0. V× hµm f liªn tôc nªn trong mét
l©n cËn cña x ta cã f(x) > 0. Khi ®ã, ta t×m ®−îc mét cÊp sè céng ao, bo, co mµ
f(ao) + f(bo) + f(co) > 0.

T−¬ng tù, ta còng t×m ®−îc cÊp sè céng a1, b1, c1 mµ f(a1) + f(b1) + f(c1) < 0.
Víi t ∈ [0, 1], xÐt cÊp sè céng a(t), b(t), c(t) cho bëi

a(t) = ao(1− t) + a1t.
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b(t) = bo(1− t) + b1t.

c(t) = co(1− t) + c1t.

XÐt hµm sè F (t) = f(a(t)) + f(b(t)) + f(c(t)) th× F liªn tôc trªn [0, 1]. DÔ thÊy
r»ng F (0) > 0 vµ F (1) < 0. V× vËy, tån t¹i to ∈ [0, 1] sao cho F (to) = 0. Nh− vËy, ta
cã cÊp sè céng ph¶i t×m lµ a(to), b(to), c(to).

Bµi 1.35. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ tån t¹i T > 0 sao cho

lim
x→∞

f(x) = 0; f(x) = f(x + T ), ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ R.
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö tån t¹i xo sao cho f(xo) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i A > 0 sao cho

|f(x)| < |f(xo)|
2

khi |x| ≥ A.

Ta cã xn = xo + nT > A khi n ®ñ lín. Do vËy

|f(xn)| = |f(xo + nT )| = |f(xo)| < |f(xo)|
2

khi n ®ñ lín. M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) = 0 víi mäi x ∈ R.

Bµi 1.36. Cho f vµ g lµ c¸c hµm tuÇn hoµn víi c¸c chu kú t−¬ng øng lµ Tf , Tg > 0 vµ
lim

x→∞
[
f(x)− g(x)

]
= 0.

a) Chøng minh r»ng Tf = Tg.
b) Chøng minh r»ng f(x) = g(x) víi mäi x ∈ R.

Gi¶i:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f(x+Tf )−g(x+Tg) → 0 (x →∞). Do ®ã f(x)−g(x+Tf ) →

0, (x →∞).
VËy g(x)− g(x + Tf ) → 0, (x →∞).
Theo Bµi tËp 1.35. g(x) = g(x + Tf ) víi mäi x ∈ R.
Suy ra Tf ≥ Tg. T−¬ng tù Tg ≥ Tf . Nh− vËy Tf = Tg.
b) §Æt h(x) = f(x)− g(x).
Ta cã {

lim
x→∞

h(x) = 0

h(x+Tf ) = h(x), ∀x ∈ R
Theo Bµi tËp 1.35., h(x) = 0 víi mäi x ∈ R. VËy f(x) = g(x) víi mäi x ∈ R.

Bµi 1.37. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn R tho¶ m·n

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ R(K > 0).

a) Chøng minh r»ng nÕu K < 1 th× ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã duy nhÊt nghiÖm.
b) Gi¶ sö thªm r»ng víi mäi x ∈ R, lim

x→∞
f(x+n) = 0, h·y chøng minh lim

x→+∞
f(x) =

0.
c) H·y chØ ra mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n lim

n→∞
f(x+n) = 0, nh−ng f(x) 6−→

0, khi x → +∞.
Lêi gi¶i:

a) LÊy xo ∈ R. §Æt x1 = f(xo); xn+1 = f(xn), n ≥ 1.
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Ta cã: ∣∣f(xn+1)− f(xn)
∣∣ ≤ K|xn+1 − xn|
≤ K|f(xn)− f(xn+1| ≤ K2|xn − xn+1|
≤ · · · ≤ Kn+1|x1 − xo|.

Do ®ã víi mäi n, p ∈ N th×

|xn+p − xn| ≤
∣∣xn+p − xn+p−1

∣∣ + · · ·+
∣∣xn+1 − xn

∣∣
≤ (

Kn+p + · · ·+ Kn+1
)|xo − x1|

≤ Kn
(
K + K2 + · · ·+ Kp

)|xo − x1|

≤ Kn K

1−K
|xo − x1| → 0 (n →∞).

Do vËy (xn)n lµ d·y Cauchy trong R nªn héi tô. Gäi x? = lim
n→∞

xn.

Do tÝnh liªn tôc cña f vµ c¸ch x©y dùng (xn)n ta cã f(x?) = x?.
NÕu tån t¹i x′? 6= x? sao cho f(x′?) = x′?,
th× |x? − x′?| = |f(x?)− f(x′?)| ≤ K|x? − x′?|.
V× K < 1 nªn ®iÒu nµy v« lý. VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã duy nhÊt nghiÖm trªn

R.
b) Víi mçi ε > 0, gäi xo = 0 < x1 < · · · < xm = 1 víi

∣∣xi−xi−1

∣∣ <
ε

2K
, i = 1,m.

V× lim
n→∞

f(xi + n) = 0 nªn tån t¹i N sao cho |f(xi + n)| < ε

2
, ∀n ≥ N, ∀i = 1,m.

Víi mäi x > N , gäi n lµ sè nguyªn d−¬ng sao cho n ≤ x, x− n < 1.

Khi ®ã n ≥ N vµ tån t¹i xi sao cho |x− (xi + n)| = |xi − (x− n)| < ε

2K
.

Do ®ã |f(x)− f(xi + n)| ≤ K|x− (xi + n)| < ε

2
.

V× vËy |f(x)| < |f(xi + n)|+ ε

2
< ε.

Bµi 1.38. Cho f, g lµ hai hµm sè liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

∀x ∈ [0, 1], 0 < f(x) < g(x).

Cho (xn)n lµ mét d·y bÊt kú cña ®o¹n [0, 1]. Víi mçi n ∈ N, ta ®Æt yn =
[f(xn)

g(xn)

]n
.

Chøng minh r»ng d·y (yn)n héi tô vµ tÝnh lim
n→∞

yn.

H−íng dÉn:

XÐt hµm h x¸c ®Þnh trªn [0, 1] bëi h(x) =
f(x)

g(x)
. DÔ thÊy r»ng h liªn tôc trªn [0, 1]

vµ h([0, 1]) ⊂ (0, 1).
MÆt kh¸c, h liªn tôc nªn h([0, 1]) = [m,M ] víi m,M ∈ (0, 1). V× v©y

∀x ∈ [0, 1], m ≤ f(x)

g(x)
≤ M.

§Æc biÖt, víi n ∈ N ta cã m ≤ f(xn)

g(xn)
≤ M . §iÒu nµy kÐo theo

∀n ∈ N, mn ≤ yn ≤ Mn.

V× m,M ∈ (0, 1) nªn lim
n→∞

mn = lim
n→∞

Mn = 0, tõ ®ã lim
n→∞

yn = 0.
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Ch−¬ng II. §¹o hµm cña hµm sè

Bµi 2.1. Kh¶o s¸t tÝnh kh¶ vi cña c¸c hµm sè sau:

a) f(x) =

{
x2 nÕu x ∈ Q
0 nÕu x ∈ R \Q

b) f(x) =

{
x2 nÕu x ∈ Q
x3 nÕu x ∈ R \Q

c) f(x) = [x] sin2 πx.

d) f(x) = cos
√
|x|.

e) f(x) =





n
√

2, x =
1

n2

1, víi x cßn l¹i.

Gi¶i:
a) T¹i mçi x 6= 0, hµm f kh«ng liªn tôc nªn kh«ng kh¶ vi
- T¹i xo = 0 ta cã

∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ = |f(x)

x
| ≤ |x|, ∀x 6= 0

V× lim
x→0

|x| = 0 nªn lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0 do ®ã f cã ®¹o hµm t¹i xo = 0 vµ f ′(0) = 0.

b) DÔ chøng minh r»ng f kh«ng liªn tôc t¹i mçi x /∈ {0, 1} nªn f kh«ng cã ®¹o
hµm t¹i c¸c ®iÓm ®ã.

- T¹i x = 0, ta cã
∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ =
|f(x)|
|x| | ≤ |x|+ x2, ∀x 6= 0

V× lim
x→0

(|x|+ x2) = 0 nªn lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0.

Do ®ã f cã ®¹o hµm t¹i x = 0 vµ f ′(0) = 0.
- T¹i x = 1

f(x)− f(0)

x− 1
=





x2 − 1

x− 1
, nÕu x ∈ Q, x 6= 1

x3 − 1

x− 1
, nÕu x ∈ Q, x ∈ I

=

{
x + 1, nÕu x ∈ Q, x 6= 1

x2 + x + 1, nÕu x ∈ I
Chän d·y (xn)n ⊂ Q, xn → 1(n →∞) xn 6= 1,∀n, ta cã

f(xn)− f(1)

xn − 1
→ 2 (n →∞)
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Chän d·y (x′n)n ⊂ I, xn → 1 (n →∞) ta cã

f(xn)− f(1)

xn − 1
→ 3 (n →∞)

VËy f kh«ng cã ®¹o hµm t¹i x = 1.
c) Hµm sè cã ®¹o hµm trªn R.

Bµi 2.2 Cho

f(x) =





x2 sin
1

x
+ ax, nÕu x 6= 0

0, nÕu x = 0
(0 < a < 1)

a) Chøng minh r»ng f cã ®¹o hµm trªn R.

b) Chøng minh r»ng víi mçi α > 0, hµm f ′ ®æi dÊu trªn (−α, α).
Tõ ®ã suy ra r»ng hµm f kh«ng ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng më chøa 0.

Gi¶i:
a) DÔ dµng chøng minh ®−îc f cã ®¹o hµm trªn R vµ

f ′(x) =





a + 2x sin
1

x
− cos

1

x
, nÕu x 6= 0

a, nÕu x = 0

Ta cã f ′(
1

nπ
) = (−1)n+1 + a, f ′(

1

(n + 1)π
) = (−1)n + a. V× a ∈ (0, 1) nªn f ′(

1

nπ
) vµ

f ′(
1

(n + 1)π
) lu«n tr¸i dÊu nhau. Chän n ®ñ lín sao cho

( 1

(n + 1)π
,

1

nπ

)
⊂ (−α, α).

Ta cã f ′ ®æi dÊu trªn (−α, α).
V× f ′ ®æi dÊu trªn mçi kho¶ng më chøa 0 nªn f kh«ng ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng

më chøa 0.

Bµi 2.3 (®Þnh lý Darboux) Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [a, b] vµ
f ′(a) < 0 < f ′(b).

a) Chøng minh r»ng f ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i mét ®iÓm xo ∈ (a, b).

b) Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho f ′(xo) = 0.

Gi¶i:
a) ®Æt M = inf

x∈[a,b]
f(x)

NÕu f(a) = M th× lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
≥ 0. ®iÒu nµy v« lý v× f ′(a) < 0.

NÕu f(b) = M th× lim
x→b+

→ lim
f(x)− f(b)

x− b
≤ 0.

®iÒu nµy v« lý v× f ′(b−) > 0.
Do f liªn tôc trªn [a, b] nªn f ph¶i ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i mét ®iÓm xo ∈ [a, b], xo 6=

a, xo 6= b. Do ®ã tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho

f(xo) = inf
x∈[a,b]

f(x).
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b) Suy ra trùc tiÕp tõ c©u a) vµ Bæ ®Ò Fermat.

Bµi 2.4. Cho f lµ mét hµm sè kh¶ vi t¹i xo ∈ (a, b). Chøng minh r»ng

lim
n→∞

n
[
f(xo +

1

n
)− f(xo)

]
= f ′(xo)

lim
h→0

f(xo + ch)− f(xo)

h
= cf ′(xo)

lim
h→0

f(xo + ch)− f(xo + (c− 1)h)

h
= f ′(xo)

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.5. Cho f : R→ R tháa m·n

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|α, ∀x, y ∈ R (α > 1, k ≥ 0)

Chøng minh r»ng f(x) lµ hµm h»ng trªn R.

Gi¶i:

Víi mçi h 6= 0 ta cã
∣∣∣f(x + h)− f(x)

h

∣∣∣ ≤ k|h|α−1.

V× lim
h→0

k|h|α−1 = 0 nªn lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= 0, ∀x ∈ R.

Do ®ã
f ′(x) = 0, ∀x ∈ R

VËy f(x) = const, ∀x ∈ R.
Bµi 2.6. Cho f : [0, +∞) → R lµ hµm kh¶ vi.

a) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

f ′(x) = a, th× lim
x→∞

f(x)

x
= a.

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

f ′(x) = +∞ th× lim
x→∞

f(x)

x
= +∞.

c) ChiÒu ng−îc l¹i trong c©u a) cã ®óng kh«ng ?

Lêi gi¶i:
a) Tr−íc hÕt ta chøng minh: nÕu lim

x→∞
ϕ′(x) = 0 th×

lim
x→∞

ϕ(x)

x
= 0, víi ϕ kh¶ vi trªn (0, +∞).

Víi mçi ε > 0, tån t¹i c > 0 sao cho |ϕ′(x)| ≤ ε

2
, ∀x ≥ c.

Do ®ã víi mçi x ≥ c th×

ϕ(x)

x
=

ϕ(x)− ϕ(c) + ϕ(c)

x
=

ϕ′(ξ)(x− c) + ϕ(c)

x
V× vËy

|ϕ(x)

x
| ≤ ε

2
(1− c

x
) +

|ϕ(c)|
x

≤ ε

2
+
|ϕ(c)|

x

Ch¼n h¹ng sè c1 > c sao cho
∣∣∣ϕ(c)

x

∣∣∣ <
ε

2
víi mçi x > c1.

Khi ®ã víi mçi x > c1 ta cã
∣∣∣ϕ(x)

x

∣∣∣ < ε.
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VËy lim
x→∞

ϕ(x)

x
= 0.

B©y giê ta ®Æt ϕ(x) = f(x)− ax. Ta cã lim
x→∞

ϕ′(x) = 0.

Do ®ã lim
x→∞

ϕ(x)

x
= lim

x→∞
(
f(x)

x
− a) = 0.

Suy ra lim
x→∞

f(x)

x
= a.

b) Tõ gi¶ thiÕt ta chøng minh ®−îc lim
x→∞

f(x) = +∞.

KÕt qu¶ ®−îc suy ra tõ qui t¾c L'Hospital.

c) XÐt hµm sè f(x) = x + sin x. Ta cã lim
x→∞

f(x)

x
= 1 nh−ng lim

x→∞
f ′(x) kh«ng tån

t¹i.

Bµi 2.7. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1) sao cho f(0) =
0, f(1) = 1.

a) Chøng minh r»ng tån t¹i c¸c ®iÓm x1, x2, · · · , x2002, 0 < x1 < x2 < · · · <
x2002 < 1 sao cho

1

2002
[f ′(x1) + f ′(x2) + · · ·+ f ′(x2002)] = 1.

b) Chøng minh r»ng tån t¹i a, b ∈ (0, 1), a 6= b sao cho

f ′(a).f ′(b) = 1

Lêi gi¶i:
a) Theo ®Þnh lý Lagrange, víi mçi i ∈ {1, 2, · · · , 2002}, tån t¹i

xi ∈
(i− 1

2002
,

i

2002

)
sao cho

f(
i

2002
)− f(

i− 1

2002
) = f ′(xi).

1

2002
.

Do vËy

1

2002

2002∑
i=1

f ′(xi) = f(1)− f(0) = 1.

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.8. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn R sao cho

g′(x) = f(g(x)),∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

g(x) = c th× f(c) = 0.

Lêi gi¶i:
Tõ gi¶ thiÕt ta cã lim

x→∞
g′(x) = f(c).

NÕu f(c) > 0 th× tån t¹i xo > 0 sao cho

g′(x) ≥ f(c)

2
> 0,∀x > xo.

V× vËy

g(x) =

x∫

xo

g′(t)dt + g(xo) ≥ f(c)

2
(x− xo) + g(xo)
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®iÒu nµy m©u thuÉn v×

lim
x→∞

[f(c)

2
(x− xo) + g(xo)

]
= +∞.

T−¬ng tù nÕu f(c) < 0 th× còng dÉn ®Õn m©u thuÉn. VËy f(c) = 0.
Bµi 2.9. Cho f lµ mét hµm cã ®¹o hµm trªn R tháa m·n

f(x + sin x) ≤ f(x), ∀x ∈ R.

a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f ′(x) = 0 cã v« sè nghiÖm.

b) H·y chØ ra mét hµm tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn.

Gi¶i:
®Æt g(x) = f(x)− f(x + sin x).

Ta cã {
g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R

g(k2π) = 0, ∀k ∈ Z.

V× vËy mçi ®iÓm x = k2π, k ∈ Z lµ cùc trÞ ®Þa ph−¬ng cña hµm g. Theo bæ ®Ò Fermat
th×

g′(k2π) = 0

Ta cã
g′(k2π) = f ′(k2π)− f ′(k2π)(1 + cos k2π) = 0

⇐⇒ f ′(k2π) = 0, ∀k ∈ Z
b) f(x) = cos x.

Bµi 2.10. Cho f vµ g lµ c¸c hµm cã ®¹o hµm trªn R tháa m·n
{

f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ R
f(xo) = g(xo).

Chøng minh r»ng f ′(xo) = g′(xo).

Gi¶i:
®Æt h(x) = g(x)− f(x).
DÔ thÊy h ®¹t cùc trÞ t¹i xo, do ®ã h′(xo) = 0. V× vËy

f ′(xo) = g′(xo).

Bµi 2.11. Cho f lµ mét hµm sè cã ®¹o hµm trªn R \ {0} vµ tån t¹i giíi h¹n lim
x→0

f ′(x).

Chøng minh r»ng f ′(0) tån t¹i.

H−íng dÉn:
XÐt tû sè

g(x) =
f(x)− f(0)

x− 0
, x 6= 0,

vµ dïng ®Þnh lý Lagrange.

Bµi 2.12. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn R tháa m·n

f(0) = 0, f(x) ≥ | sin x|, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng ®¹o hµm cña hµm f t¹i 0 kh«ng tån t¹i.
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Gi¶i:

Gi¶ sö f ′(0) tån t¹i. Víi mçi x ∈ (0,
π

2
) ta cã

f(x)− f(0)

x− 0
≥ sin x

x
V× vËy

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
≥ lim

x→0+

sin x

x
= 1

T−¬ng tù ta chøng minh ®−îc f ′(0−) ≤ −1. M©u thuÉn nµy chøng tá f ′(0) kh«ng tån
t¹i.

Bµi 2.13. Cho f(x) = a1 sin x + a2 sin 2x + · · ·+ an sin nx.
Gi¶ sö r»ng f(x) ≤ | sin x| víi mçi x ∈ R. Chøng minh r»ng

|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1

Gi¶i:
Ta cã

|f ′(0)| = lim
x→0

∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ = lim
x→0

|f(x)|
|x| ≤ lim

x→0

| sin x|
|x| = 1

MÆt kh¸c |f ′(0)| = |a1 + 2a2 + · · ·+ nan|
Do ®ã |a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

Bµi 2.14. Cho R → [0, +∞) lµ mét hµm cã ®¹o hµm liªn tôc trªn R sao cho tån t¹i
k > 0 tháa m·n

f(a) = 0, |f ′(x)| ≤ kf(x), ∀x ∈ R.

H·y chøng minh r»ng f(x) = 0, ∀x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]

Tõ ®ã suy ra f(x) = 0 víi mçi x ∈ R.

Gi¶i:
®Æt M = sup {f(x) : a− 1

2k
≤ x ≤ a +

1

2k
} < +∞

Víi mçi x ∈ [a− 1

2k
, a +

1

2k
] ta cã |f(x)| =

∣∣∣
x∫
a

f ′(t)dt
∣∣∣

* NÕu x ≥ a th×

|f(x)| =
∣∣∣

x∫

a

f ′(t)dt
∣∣∣ ≤

x∫

a

|f ′(t)|dt ≤ k

x∫

a

f(t)dt ≤ kM(x− a) ≤ M

2
.

T−¬ng tù nÕu x ≤ a ta còng cã |f(x)| ≤ M

2
.

V× vËy

f(x) = |f(x)| ≤ M

2
, ∀x ∈

[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
.

Do ®ã

0 ≤ M = sup {f(x) : x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
} ≤ M

2
.

VËy M = 0 vµ f(x) = 0 víi mçi x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
.

Bµi 2.15. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [a, +∞) tháa m·n

f(x) > 0, ∀x ∈ [a, +∞) vµ inf
x≥a

f ′(x)

f(x)
> 0.
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Chøng minh r»ng víi mçi δ > 0 ta cã lim
x→+∞

f(x)

f((1 + δ)x)
= 0

Gi¶i:

Chän a′ sao cho a′ > max {1, a}. ®Æt k = inf
x≥a

f ′(x)

f(x)
> 0. Ta cã

f ′(x) ≥ kf(x) > 0, ∀x ≥ a′.

Tõ ®ã suy ra f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a′, +∞) vµ khi x ≥ a′

f((1 + δ)x)− f(x) =

(1+δ)x∫

x

f ′(t)dt ≥ k

(1+δ)x∫

x

f(t)dt ≥ kδxf(x).

Do ®ã
f((1 + δ)x) ≥ f(x)(1 + kδx), ∀x ≥ a′.

Suy ra 0 <
f(x)

f((1 + δ)x)
≤ 1

1 + kδx
, ∀x ≥ a′.

Tõ ®ã ta cã lim
x→∞

f(x)

f((1 + δ)x)
= 0.

Bµi 2.16. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1), f(1) = 0. Chøng
minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

f(c) +
1

2002
cf ′(c) = 0.

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = x2002f(x). ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.17. Cho α, β > 1, f kh¶ vi trªn [0, 1], f(0) = 0 vµ f(x) > 0 víi mçi x ∈ (0, 1).
Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

α
f ′(c)
f(c)

= β.
f ′(1− c

f(1− c)
.

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = (f(x))α.(f(1− x)β.
¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.18. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn R, f ′ gi¶m ngÆt.
a) Chøng minh r»ng víi mçi x ∈ R ta cã

f(x + 1)− f(x) < f ′(x) < f(x)− f(x− 1).

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

= l th× lim
x→∞

f ′(x) = 0.

c) H·y t×m mét vÝ dô vÒ hµm g kh¶ vi trªn R sao cho lim
x→∞

g(x) = l nh−ng g′(x)

kh«ng tiÕn vÒ 0 khi x → +∞.

Gi¶i:
a) Theo ®Þnh lý Lagrange, víi mçi x ∈ R, tån t¹i c1, c2 sao cho x− 1 < c1 < x <

c2 < x + 1 vµ
f(x + 1)− f(x) = f ′(c2)

f(x)− f(x− 1) = f ′(c1).
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V× f ′ gi¶m ngÆt nªn f ′(c2) < f ′(x) < f ′(c1).
Do ®ã f(x + 1)− f(x) < f ′(x) < f(x)− f(x− 1).
b) NÕu lim

x→∞
f(x) = l th×

lim
x→∞

[f(x + 1)− f(x)] = lim
x→∞

[f(x)− f(x− 1)] = 0.

Do ®ã lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

c) XÐt hµm g(x) =





sin x2

x
,x 6= 0

0,x = 0.
DÔ chøng minh ϕ kh¶ vi trªn R nh−ng lim

x→+∞
g′(x) kh«ng tån t¹i.

Bµi 2.19. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn [0, +∞), f(0) = 0. Hµm g x¸c ®Þnh bëi

g(x) =





f(x)

x
, nÕu x > 0

f ′(0), nÕu x = 0.

a) Chøng minh r»ng nÕu f ′ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞) vµ f kh¶ vi liªn tôc trªn
[0, +∞) th× g liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞).

b) Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) th× g kh¶ vi liªn
tôc trªn [0, +∞).

Gi¶i:

a) * g(x) =
f(x)

x
kh¶ vi trªn (0, +∞) do ®ã g liªn tôc trªn (0, +∞).

* lim
x→0+

f(x)

x
= f ′(0) = g(0).

Do vËy g liªn tôc trªn [0, +∞).
T¹i mçi x ∈ (0, +∞),

g′(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
=

f ′(x)− f(x)

x
x

.

Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i c ∈ (0, x) sao cho

f(x)

x
=

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(c).

Do vËy

g′(x) =
f(x)− f(c)

x
≥ 0.

VËy g lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, +∞) vµ do ®ã g ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞).

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.20 Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [0, 1] sao cho

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho f ′(c) =
f(c)

c
.

Gi¶i:
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®Æt

ϕ(x) =





f(x)

x
, nÕu x ∈ (0, 1]

0, nÕu x = 0.

Khi ®ã ϕ lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1] vµ

ϕ′(1) = f ′(1)− f(1) = −f(1)

* NÕu f ≡ 0 th× kÕt luËn cña bµi to¸n lµ hiÓn nhiªn.
* XÐt f 6≡ 0.
Th1: Cã xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) > 0. Gäi c ∈ [0, 1] sao cho

ϕ(c) = max
x∈[0,1]

ϕ(x) = max
x∈[0,1]

f(x)

x
> 0.

Ta cã c 6= 0. NÕu c = 1 th× ϕ(1) = f(1) > 0 vµ ϕ′(1) = −f(1) < 0. MÆt kh¸c

ϕ′(1) = lim
x→1−

ϕ(x)− ϕ(1)

x− 1
≥ 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá c 6= 1. VËy c ∈ (0, 1). Theo bæ ®Ò Fermat, ta cã ϕ′(c) = 0

nªn f ′(c) =
f(c)

c
.

Th2: NÕu cã xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) < 0, ta gäi c ∈ [0, 1] sao cho

ϕ(c) = inf
x∈[0,1]

ϕ(x).

LËp luËn t−¬ng tù ®−a ®Õn f ′(c) =
f(c)

c
.

Bµi 2.21. Cho n lµ mét sè nguyªn d−¬ng, ak, bk ∈ R, (k = 1, 2, · · · , n). Chøng minh
r»ng ph−¬ng tr×nh

x +
n∑

k=1

(ak sin kx + bk cos kx) = 0

cã nghiÖm trong (−π, π).

H−íng dÉn:
XÐt hµm

ϕ(x) =
x2

2
+

n∑

k=1

(
− ak

k
cos kx +

bk

k
sin kx

)
, x ∈ [−π, π]

Khi ®ã ϕ(π) = ϕ(−π). ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.22.
a) Cho c1, c2, · · · , c2003 lµ c¸c sè thùc tháa m·n

c1 − 3c3 + 5c5 − 7c7 + · · ·+ 2001c2001 − 2003c2003 = 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh

c1 cos x + 22c2 cos 2x + · · ·+ 20032.c2003 cos 2003x = 0

cã Ýt nhÊt 3 nghiÖm trªn (−π, π).
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b) Cho a1, a2, · · · , an tháa m·n

a1 +
a2

2
+ · · ·+ an

n
= 0 (n > 1).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh a1 + a2x + · · ·+ anx
n−1 = 0 cã nghiÖm trong (0, 1).

c) Cho a0, a1, · · · , an ∈ R tháa m·n
n∑

k=0

ak

2k + 1
= 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh
n∑

k=0

ak cos(2k + 1)x = 0 cã nghiÖm trong (0,
π

2
).

H−íng dÉn:
a) XÐt hµm

ϕ(x) = c1 sin x + 2c2 sin 2x + · · ·+ 2003c2003 sin 2003x.

Khi ®ã ta cã: ϕ(0) = ϕ(
π

2
) = ϕ(π) = ϕ(−π) = ϕ(−π

2
).

¸p dông ®Þnh lý Rolle.

b) XÐt hµm ϕ(x) = a1x + a2
x2

2
+ · · ·+ an

xn

n
.

Ta cã ϕ(0) = ϕ(1) = 0. ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

c) XÐt hµm

ϕ(x) =
n∑

k=0

ak sin(2k + 1)x

2k + 1
.

Bµi 2.22. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn R, c, d ∈ R sao cho

c < d vµ f(c) = f(d), f ′(c) > 0, f ′(d) > 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i, xo ∈ (c, d) tháa m·n
{

f(xo) = f(d)

f ′(xo) ≤ 0.

Lêi gi¶i:
®Æt ϕ(x) = f(x)− f(d).
Ta cã ϕ(c) = ϕ(d) = 0, ϕ′(c) > 0, ϕ′(d) > 0. Ta cÇn chøng minh tån t¹i xo ∈ (c, d)

sao cho ϕ(xo) = 0.

V× ϕ′(c) = →
x→o+

lim
ϕ(x)− ϕ(c)

x− c
> 0 nªn tån t¹i δ > 0 sao cho

ϕ(x) > 0, ∀x ∈ (c, c + δ) ⊂ [c, d].

®Æt xo = sup {α ∈ [c, d] : ϕ(x) > 0,∀x ∈ (c, c + α)}.
Ta dÔ dµng chøng minh ϕ(xo) = 0 vµ xo ∈ (c, d). Ta cã

ϕ′(xo) = ϕ′(x−o ) = lim
x→0−

ϕ(x)− ϕ(xo)

x− xo

= lim
x→0−

ϕ(x)

x− xo

≤ 0.
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Bµi 2.23. Cho f lµ mét hµm cã ®¹o hµm trªn [0, 1] vµ

f ′(0) < 0, f ′(1) < 0, f(0) = f(1) = 0.

a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = 0 cã nghiÖm trong (0, 1).
b) Cã thÓ kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i x1, x2 ∈ (0, 1), x1 6= x2 vµ

f ′(x1) = f ′(x2)?

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.24. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, 1], f(0) = 0, f(1) = 1. Chøng minh r»ng víi
mçi K1, K2 > 0, tån t¹i x1, x2 ∈ (0, 1), sao cho x1 6= x2 vµ

K1

f ′(x1)
+

K2

f ′(x2)
= K1 + K2.

Gi¶i:

XÐt hµm ϕ(x) = f(x)− K1

K1 + K2

.

Ta cã ϕ(0) = − K1

K1 + K2

< 0, ϕ(1) =
K2

K1 + K2

> 0.

V× ϕ(0).ϕ(1) < 0, nªn tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

ϕ(c) = 0 ⇐⇒ f(c) =
K1

K1 + K2

.

¸p dônh ®Þnh lý Lagrange cho hµm f trªn [0, c] ta cã:
∃x1 ∈ (0, c) : f(c)− f(0) = f ′(x1)c.

Do ®ã
K1

K1 + K2

= f ′(x1)c hay
K1

f ′(x1)(K1 + K2)
= c.

¸p dông ®Þnh lý Lagrange cho hµm f trªn [c, 1] ta cã:
∃x2 ∈ (c, 1) : f(1)− f(c) = f ′(x2)(1− c).

Nh− vËy
K2

f ′(x2)(K1 + K2)
= 1− c.

Do ®ã
K1

f ′(x1)(K1 + K2)
+

K2

f ′(x2)(K1 + K2)
= 1

hay
K1

f ′(x1)
+

K2

f ′(x2)
= 1.

Bµi 2.25. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [a, b], kh¶ vi trªn (a, b). BiÕt r»ng f(a) ≤ f(b) vµ

f(x) + f ′(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).

Chøng minh r»ng f ′(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).
Gi¶i:

V× f lµ hµm liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

f(xo) = sup
x∈[a,b]

f(x).

+ NÕu xo ∈ (a, b) th× theo bæ ®Ò Fermat f ′(xo) = 0. Do ®ã

f(xo) = f(xo) + f ′(xo) < ε.

V× vËy f(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).
+ Gi¶ sö xo = b.
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* NÕu cã x1 ∈ (a, b) ®Ó f(x1) = f(b) = sup
x∈[a,b]

f(x) th× f ′(x1) = 0 vµ ta còng cã

f(x) ≤ f(x1) ≤ f(x1) + f ′(x1) < ε, ∀x ∈ (a, b).

* NÕu f(x) < f(b) víi mäi x ∈ (a, b), th× ta cÇn chøng minh f(b) ≤ ε. Gi¶ sö
ng−îc l¹i f(b) > ε. Ta t×m ®−îc δ > 0 sao cho f(x) > ε, ∀x ∈ [b− δ, b].

Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i c ∈ (b− δ, b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(b− δ)

δ
≥ 0.

Do vËy f(c) + f ′(c) > 0.
M©u thuÉn trªn chøng tá f(x) ≤ f(b) < ε, ∀x ∈ (a, b).

Bµi 2.26. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [−1, 1], f(0) = 0.
T×m giíi h¹n cña d·y (un)n víi

un =
n∑

k=1

f(
k

n2
)

H−íng dÉn: (un)n héi tô vÒ
1

2
f ′(0).

Bµi 2.27. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, +∞) vµ lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Chøng minh r»ng víi mçi d > 0 ta cã lim
x→∞

[
f(x + d)− f(x)

]
= 0.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.28. Cho f lµ mét hµm tháa m·n

f ′(x) < 0 < f ′′(x), ∀x < 0

f ′′(x) < 0 < f ′(x),∀x > 0.

Chøng minh r»ng f ′(0) kh«ng tån t¹i.

H−íng dÉn:
Gi¶ sö r»ng f ′(0) tån t¹i, h·y chøng minh r»ng lóc ®ã f ′(0) = 0. H·y chØ ra m©u

thuÉn b»ng c¸c gi¶ thiÕt trªn.

Bµi 2.29. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn (a, b). Gi¶ sö r»ng víi mçi x ∈ (a, b), giíi h¹n

lim
x→0+

1

2h

[
f(x + h)− f(x− h)

]
= g(x)

tån t¹i h÷u h¹n.

a) Chøng minh r»ng nÕu g(x) ≥ 0 víi mçi x ∈ (a, b) th× f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng.
b) Chøng minh r»ng nÕu g ≡ 0 th× f lµ hµm h»ng.
c) Chøng minh r»ng nÕu g liªn tôc trªn (a, b) th× f kh¶ vi liªn tôc trªn (a, b).

Gi¶i:
a) Tr−íc hÕt xÐt tr−êng hîp g(x) > 0 víi mçi x ∈ (a, b). Gi¶ sö f kh«ng ph¶i lµ hµm

®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b), ta t×m ®−îc x1, x2 ∈ (a, b) sao cho x1 < x2 vµ f(x1) > f(x2).

®Æt c =
f(x1) + f(x2)

2
vµ ϕ(x) = f(x)− c.

Ta cã ϕ(x1) = f(x1)− c > 0, ϕ(x2) = f(x2)− c < 0.
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®Æt x = sup {α ∈ (x1, x2) : ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ (x1, α)}.
Ta t×m ®−îc (bn)n, bn > 0, bn → 0 vµ ϕ(x + bn) < 0.
Khi ®ã

g(x) = lim
n→∞

[
f(x + bn)− f(x− bn)

]

= lim
n→∞

[
ϕ(x + bn)− ϕ(x− bn) ≤ 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b).
* Tr−êng hîp g(x) ≥ 0 víi mçi ε > 0, xÐt h(x) = f(x) + εx.
Theo chøng minh trªn h lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b), do vËy f còng lµ hµm

®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b) v× ε > 0 tïy ý.

b) NÕu g ≡ 0 th× f võa ®¬n ®iÖu t¨ng võa ®¬n ®iÖu gi¶m do ®ã f lµ hµm h»ng.

c) Gäi G lµ mét nguyªn hµm cña g. Khi ®ã

lim
h→0

G(x + h)−G(x− h)

2h
= g(x).

Do vËy

lim
h→0

(f −G)(x + h)− (f −G)(x− h)

2h
= 0,∀x ∈ (a, b).

Theo c©u b) th× f −G = const.
Suy ra f(x) = G(x) + c, ∀x ∈ (a, b).
Nh− vËy f lµ hµm cã ®¹o hµm liªn tôc trªn (a, b).

Bµi 2.30. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) sao cho

f(0) = lim
x→∞

f(x).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f ′′(x) = 0 cã nghiÖm.

Bµi 2.31. Gi¶ sö f vµ g lµ c¸c hµm kh¶ vi trªn [a, b], trong ®ã g(x) 6= 0 vµ g′(x) 6= 0
víi mçi x ∈ [a, b]. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

1

g(b)− g(a)

∣∣∣∣
f(a) f(b)
g(a) g(b)

∣∣∣∣ =
1

g′(c)

∣∣∣∣
f(c) g(c)
f ′(c) g′(c).

∣∣∣∣

H−íng dÉn:

®Æt ϕ(x) =
f(x)

g(x)
, ϕ(x) =

1

g(x)
, x ∈ [a, b].

H·y ¸p dông ®Þnh lý Cauchy.

Bµi 2.32. Cho f vµ g lµ c¸c hµm x¸c ®Þnh trªn (a, b) sao cho víi mçi x ∈ (a, b), tån
t¹i δx > 0 ®Ó

f(x + h)− f(x− h) = 2hg(x), 0 < h < δx.

Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi th× f ′′(x) = 0,∀x ∈ (a, b).
B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.33. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) tháa m·n

f(0) = 0, f ′(0) > 0 vµ f ′′(x) ≥ f(x),∀x ≥ 0.
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Chøng minh r»ng f(x) > 0 víi mçi x > 0.

Gi¶i:
®Æt ϕ(x) = ex(f ′(x)− f(x)). Ta cã

ϕ′(x) = ex(f ′′(x)− f(x)) ≥ 0,∀x ≥ 0.

Do vËy ϕ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞). MÆt kh¸c

ϕ(0) = f ′(0)− f(0) > 0.

Suy ra ϕ(x) > 0,∀x ∈ [0, +∞) nªn f ′(x) > f(x),∀x ∈ [0, +∞).
LÆp l¹i lËp luËn t−¬ng tù víi Ψ(x) = e−xf(x) ta suy ra

f(x) > 0,∀x > 0.

Bµi 2.34. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) sao cho f > 0, f ′ ≤ 0
vµ f ′′ bÞ chÆn trªn [0, +∞). Chøng minh r»ng

lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Gi¶i:
Tõ gi¶ thiÕt suy ra tån t¹i giíi h¹n l = lim

x→∞
f(x).

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö l = 0 (nÕu kh«ng ta ®Æt hµm
ϕ(x) = f(x)− l). Víi mçi ε > 0, tån t¹i A > 0 sao cho

|f(x)| < ε2, ∀x > A.

®Æt M = sup
x≥0

|f ′′(x)|.
Víi mçi x > A, tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

f(x + ε)− f(x)− f ′(x)ε =
1

2
f ′′(x + θε)ε2.

Do ®ã

|f ′(x)| ≤ |f(x + ε)|+ |f(x)|
ε

+
1

2
M.ε

≤ (2 +
1

2
M)ε.

VËy lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Bµi 2.35. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b] sao cho f(a) = f(b) =
f ′(a) = f ′(b) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho f ′′(c) = f(c).

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = e−x(f(x) + f ′(x)]. ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.36. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b] vµ trªn ®o¹n nµy f cã
kh«ng Ýt h¬n ba kh«ng ®iÓm kh¸c nhau. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(c) + f ′′(c) = 2f ′(c).

H−íng dÉn:
®Æt ϕ(x) = e−xf(x).
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¸p dông ®Þnh lý Rolle ta t×m ®−îc c1, c2 ∈ (a, b) sao cho f ′(c1) = f(c1), f
′(c2) =

f(c2), c1 6= c2.
L¹i ®Æt Ψ(x) = e−x(f ′(x) − f(x)) råi ¸p dông ®Þnh lý Rolle ta suy ra ®iÒu ph¶i

chøng minh.

Bµi 2.37. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp n trªn [0, 1], x1, x2, · · · , xn, xn+1 lµ
c¸c sè kh¸c nhau thuéc [0, 1]. Chøng minh

∣∣∣
n+1∑

k=1

f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)

∣∣∣

≤ 1

n!
sup

x∈[0,1]

|f (n)(x)|

Gi¶i:®Æt

ϕ(x) = f(x)−
n+1∑

k=1

f(xk).
n+1∏
j=1

j 6=k

(x− xj)

n+1∏
j=1

j 6=k

(xk − xj)

.

Ta cã ϕ(x1) = ϕ(x2) = · · · = ϕ(xn+1) = 0.
Do ®ã tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho ϕ(n)(c) = 0, tøc lµ

f (n)(c)−
n+1∑

k=1

n!f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)
= 0.

Suy ra
∣∣∣

n+1∑

k=1

f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)

∣∣∣ ≤ 1

n!
max
x∈[0,1]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣.

Bµi 2.38. Cho f lµ hµm kh¶ vi cÊp 2 trªn R vµ tháa m·n

lim
x→∞

(f(x)− |x|) = 0; f(0) ≤ 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo sao cho f ′′(xo) = 0.
Lêi gi¶i:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra

lim
x→∞

f(x)

x
= 1; lim

x→−∞
f(x)

x
= −1; lim

x→∞
f(x) = +∞

Râ rµng f ′ lµ hµm liªn tôc trªn R.
Th1: NÕu f ′ kh«ng ph¶i lµ ®¬n ¸nh trªn R nghÜa lµ tån t¹i x1, x2 ∈ R, x1 6= x2 vµ

f ′(x1) = f ′(x2), th× theo ®Þnh lý Rolle, tån t¹i xo sao cho f ′′(xo) = 0.
Th2: NÕu f ′ lµ ®¬n ¸nh khi ®ã f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu trªn R. Do ®ã tån t¹i giíi h¹n

lim
x→∞

f ′(x) vµ lim
x→−∞

f ′(x), vµ

lim
x→∞

f ′(x) = lim
x→∞

f(x)

x
= 1; lim

x→−∞
f ′(x) = lim

x→−∞
f(x)

x
= −1.

VËy f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn R vµ −1 < f ′(x) < 1, ∀x ∈ R.
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®Æt ϕ(x) = x− f(x). Ta cã ϕ′(x) = 1− f ′(x) > 0, ∀x ∈ R, ϕ(0) = −f(0) ≥ 0.
VËy x− f(x) 6−→ 0 (x → +∞).
Nh− vËy tr−êng hîp nµy kh«ng thÓ x¶y ra.

Bµi 2.39. Gi¶ sö f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp 3 trªn [0, +∞), f(x) > 0, f ′(x) >
0, f ′′(x) > 0 víi mçi x ∈ [0, +∞). Chøng minh r»ng nÕu:

lim
x→∞

f ′(x).f ′′′(x)

(f ′′(x))2
= c, c < 2

th×

lim
x→∞

f(x).f ′′(x)

(f ′(x))2
=

1

2− c
.

H−íng dÉn:

XÐt hµm ϕ(x) =
1

f ′(x)
.

Tr−íc hÕt chøng minh lim
x→∞

ϕ′(x) = 0. Do vËy

lim
x→∞

(f ′(x))2

f ′′(x)
= +∞.

Sau ®ã chøng minh lim
x→∞

f(x) = +∞.

¸p dông qui t¾c L'Hospital

lim
x→∞

f(x).f ′′(x)

(f ′(x))2
= lim

x→∞
f(x)

(f ′(x))2

f ′′(x)

= lim
x→∞

1

2− f ′(x).f ′′′(x)

(f ′′(x))2

=
1

2− c
.

Bµi 2.40. Cho f lµ hµm kh¶ vi ®Õn cÊp hai trªn (a, b). Chøng minh r»ng víi mçi
x ∈ (a, b) ta cã

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= f ′′(x).

Gi¶i:
XÐt

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
.

Ta cã f(x + h) = f(x) + f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 + o1(h

2)

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 + o2(h

2).

Tõ ®ã ta cã

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= f ′′(x) + lim

h→0

o1(h
2) + o2(h

2)

h2

= f ′′(x)
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B¹n ®äc tù kiÓm chøng víi x = 0 vµ

f(x) =





x2 sin
1

x
, x 6= 0

e, x = 0.

Ta cã lim
h→0

f(0 + h) + f(0− h)− 2f(0)

h2
= 0 nh−ng f ′′(0) kh«ng tån t¹i.

Bµi 2.41. Cho f lµ hµm x¸c ®Þnh trªn R cã ®¹o hµm mçi cÊp vµ
∣∣∣f (n)(x)− f (n−1)(x)

∣∣∣ <
1

n2
, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng lim
n→∞

f (n)(x) = cex, c = const.

H−íng dÉn:
D·y hµm (f (n)(x))n héi tô ®Òu vÒ hµm g(x) trªn R. DÔ thÊy r»ng g′(x) = g(x) víi

mçi x ∈ R tõ ®ã suy ra g(x) = cex, c = const.

Bµi 2.42. Cho P (x) lµ mét ®a thøc bËc n víi hÖ sè thùc sao cho P (x) cã n nghiÖm
ph©n biÖt x1, x2, · · · , xn. Chøng minh r»ng

n∑

k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
= 0.

Gi¶i:
Theo gi¶ thiÕt P (x) = a(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn), a 6= 0. Do ®ã

P ′(x) = P (x)
( 1

x− x1

+
1

x− x2

+ · · ·+ 1

x− xn

)
, ∀x /∈ {x1, x2, · · · , xn}.

V× P (x1) = P (x2) = · · · = P (xn) nªn tån t¹i c¸c sè y1, y2, · · · , yn−1 sao cho

x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < xn−1 < yn−1 < xn

P ′(y1) = P ′(y2) = · · · = P ′(yn−1) = 0.

Ta l¹i cã

P ′′(x) = P ′(x).
( 1

x− y1

+
1

x− y2

+ · · ·+ 1

x− yn−1

)
, ∀x /∈ {y1, y2, · · · , yn−1},

vµ

0 = P ′(yk) = P (yk).
( 1

yk − x1

+
1

yk − x2

+ · · ·+ 1

yk − xn

)
, ∀k = 1, n− 1.

V× P (yk) 6= 0 nªn ta cã

1

yk − x1

+
1

yk − x2

+ · · ·+ 1

yk − xn

= 0, ∀x = 1, n− 1.

Do ®ã
n∑

k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
=

n−1∑

k=1

( 1

xk − y1

+
1

xk − y2

+ · · ·+ 1

xk − yn−1

)

=
n∑

k=1

( n∑
j=1

1

yk − xj

)
= 0.
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Bµi 2.43. Cho P (x) lµ mét ®a thøc bËc n ≥ 1 tháa m·n P (x) = 0 víi mçi x ∈ R.
Chøng minh

P (x) + P ′(x) + · · ·+ P (n)(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

Gi¶i:
Gi¶ sö P (x) = anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 (an 6= 0).
V× P (x) ≥ 0 víi mçi x ∈ R nªn n ch½n vµ an > 0.
XÐt hµm

F (x) = P (x) + P ′(x) + · · ·+ P (n)(x).

V× F còng lµ ®a thøc bËc n víi hÖ sè cña xn lµ an nªn lim
x→∞

F (x) = +∞.

Do ®ã tån t¹i xo ∈ R sao cho F (xo) = inf
x∈R

F (x).

Theo bæ ®Ò Fermat F ′(xo) = F (xo)− P (xo) = 0.
Nh− vËy F (xo) = inf

x∈R
F (x) = P (xo) ≥ 0,

Vµ F (x) ≥ 0,∀x ∈ R.

Bµi 2.44. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a−h, a+h], kh¶ vi trªn (a−h, a+h), h > 0.
Chøng minh r»ng tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

f(a + h)− f(a− h) = h
(
f ′(a + θh) + f ′(a− θh)

)
.

Gi¶i:
®Æt ϕ(x) = f(a + x) − f(a − x), x ∈ [0, h]. Ta cã ϕ liªn tôc trªn [0, h] vµ kh¶ vi

trªn (0, h). Theo ®Þnh lý Lagrange tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

ϕ(h)− ϕ(0) = ϕ′(θh).h

⇐⇒ f ′(a + h)− f(a− h) =
[
f ′(a + θh) + f ′(a− θh)

]
h

Bµi 2.45. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn R sao cho tån t¹i
θ ∈ (0, 1) ®Ó

f(x + h) = f(x) + hf ′(x + θh), ∀x, h ∈ R.

Gi¶i:
Víi mçi x, h ∈ R ta cã f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + o(h2).
V× vËy h[f ′(x + θh)− f ′(x)] = o(h2).

Suy ra
f ′(x + θh)− f ′(x)

h
=

o(h2)

h2
, h 6= 0.

Do ®ã b»ng c¸ch lÊy giíi h¹n khi h → 0 ta cã θf ′′(x) = 0, ∀x ∈ R
VËy f(x) = Ax + B.

Bµi 2.46. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [−2, 2] sao cho

|f(x)| ≤ 1, ∀x ∈ [−2, 2], (f(0))2 + (f ′(0))2 = 4.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ (−2, 2) sao cho f(xo) + f ′′(xo) = 0.
Gi¶i:

®Æt F (x) = (f(x))2 + (f ′(x))2.
Ta cã F ′(x) = 2f ′(x)(f(x) + f ′′(x)), F (0) = 4.
Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i θ ∈ (−2, 0) sao cho

f(0)− f(−2) = f ′(θ1)2.
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Do ®ã f ′(θ1) ≤ 1

2
(|f(0)|+ |f(−2)|) ≤ 1

T−¬ng tù tån t¹i θ2 ∈ (0, 2) sao cho f ′(θ2) ≤ 1. Suy ra

F (θ1) ≤ 2 vµ F (θ2) ≤ 2.

V× F (0) = 4, F (θ1) ≤ 2, F (θ2) ≤ 2, nªn F ph¶i ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt t¹i xo ∈ (θ1, θ2)
vµ F ′(xo) = 0.

NÕu f ′(xo) = 0 th× F (xo) = (f(xo))
2 ≤ 1, v« lý. Do vËy

f ′(xo) 6= 0 vµ f(xo) + f ′′(xo) = 0.

Bµi 2.47. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b]. Chøng minh r»ng tån
t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
f ′′(c).

Gi¶i:

Gäi A lµ h»ng sè sao cho:
f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
.A.

®Æt F (x) =
f(a) + f(x)

2
− f(

a + x

2
)− (x− a)2

8
.A.

Ta cã F (a) = F (b) = 0 do ®ã tån t¹i θ ∈ (a, b) sao cho F ′(θ) = 0

⇐⇒ 1

2

[
f ′(θ)− f ′(

a + θ

2
)
]
− θ − a

4
A = 0 (∗)

L¹i ¸p dông ®Þnh lý Lagrange cho hµm f ′ trªn [
a + θ

2
; θ] ta t×m ®−îc c ∈ (a, b) sao

cho

f ′(θ)− f ′(
a + θ

2
) = f ′′(c).

θ − a

2
.

Thay vµo (*) ta cã f ′′(c) = A.
Nh− vËy tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
f ′′(c).

Bµi 2.48. Cho a, b, c ∈ R tháa m·n
c

3
= −2

5
(
a + b

n + 2
).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh

a sinn x + b cosn x + c sin x + c = 0

cã nghiÖm trong (0,
π

2
).

H−íng dÉn:
XÐt hµm

ϕ(x) =
a sinn+2 x

n + 2
− b

cosn+2 x

n + 2
+

c sin3 x

3
+

c sin2 x

2
.

Chøng tá ϕ(0) = ϕ(
π

2
) råi ¸p dông ®Þnh lý Rolle.
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Bµi 2.49. Cho ph−¬ng tr×nh xn = x + n.
a) Chøng minh r»ng víi mçi n, ph−¬ng tr×nh cã duy nhÊt nghiÖm xn > 0.

b) Chøng minh d·y (xn)n bÞ chÆn vµ t×m lim
n→∞

xn

n
1
n

; lim
n→∞

xn.

Gi¶i:
XÐt hµm fn(x) = xn − x− n. Ta cã f ′n(x) = nxn−1 − 1.

f ′n(x) ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ (
1

n
)

1
n−1

Ta cã b¶ng biÕn thiªn

Dùa vµo b¶ng biÕn thiªn ta thÊy ph−¬ng tr×nh fn(x) = 0 cã duy nhÊt nghiÖm xn víi

xn > (
1

n
)

1
n−1 .

b) V× fn(1) = −n < 0 nªn xn > 1.
V× fn(2) = 2n − 2− n > 0 nªn xn < 2.
VËy (xn)n bÞ chÆn. Ta cã xn

n = xn + n nªn

xn
n

n
=

xn + n

n
→ 1 (n →∞).

Do ®ã
xn

n
1
n

→ 1 (n →∞).

Tõ ®ã suy ra lim
n→∞

xn = 1.

Bµi 2.50. Cho f : [0, 1] → R lµ hµm liªn tôc sao cho f(0) = f(1) = 0, f kh¶ vi ®Õn
cÊp hai trªn (0, 1) vµ f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) ≥ 0 ∀x ∈ (0, 1).

Chøng minh r»ng f(x) ≤ 0 víi mçi x ∈ [0, 1].

Gi¶i:
XÐt hµm ϕ(x) = ex.f(x). Khi ®ã{

ϕ(0) = ϕ(1) = 0

ϕ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, 1).

NÕu tån t¹i xo ∈ (0, 1) sao cho ϕ(xo) > 0 th× gäi c ∈ (0, 1) tháa m·n

ϕ(c) = sup
x∈[0,1]

ϕ(x) > 0.

Ta cã ϕ′(c) = 0. V× ϕ′ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, 1) nªn{
ϕ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (c, 1)

ϕ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (0, c).

Do vËy 0 = ϕ(0) ≥ ϕ(c) > 0. M©u thuÉn nµy chøng tá

ϕ(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Suy ra f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Bµi 2.51. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn R vµ f ′′(x) ≥ f(x) víi mçi
x ∈ R. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i a, b ∈ R, a < b, f(a) = f(b) = 0 th×

f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b].
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Gi¶i:
Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho f(xo) > 0. Gäi c ∈ (a, b) sao cho

f(c) = sup
x∈[a,b]

f(x) > 0.

Ta cã f ′(c) = 0. Khi ®ã f ′′(c) ≥ f(c) > 0.
Gäi [α, β] ⊂ [a, b] sao cho c ∈ (α, β) vµ f ′′(x) > 0, ∀x ∈ [α, β].
Khi ®ã f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng ngÆt trªn (α, β). Do f ′(c) = 0 nªn

{
f ′(x) < 0, ∀x ∈ (α, c)

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (c, β).

V× vËy f(α) > f(c) = sup
x∈[a,b]

f(x).

M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b]

Bµi 2.52. Cho K lµ mét h»ng sè , f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, +∞) sao cho

f ′(x) ≤ kf(x), ∀x ≥ 0.

Chøng minh r»ng f(x) ≤ ekxf(0), ∀x ≥ 0.
H−íng dÉn:

XÐt hµm ϕ(x) = e−kxf(x).
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Ch−¬ng III. phÐp tÝnh tÝch ph©n

Bµi 3.1. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R. §Æt

F (x) =

x∫

0

f(t)dt.

Chøng minh r»ng nÕu f lµ hµm ch½n th× F lµ hµm lÎ , nÕu f lµ hµm lÎ th× F lµ hµm
ch½n.

Gi¶i:
Gi¶ sö f lµ hµm ch½n
B»ng phÐp ®æi biÕn t = −u,

ta cã F (−x) =
−x∫
0

f(t)dt =
x∫
0

f(−u)(−du) = −
x∫
0

f(t)dt = −F (x) víi mçi x ∈ R.

V× vËy F lµ hµm lÎ . Tr−êng hîp cßn l¹i hoµn toµn t−¬ng tù.

Bµi 3.2. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn [0, 1].
a) Chøng minh r»ng

π
2∫

0

f(sin x)dx

f(sin x) + f(cos x)
=

π

4
.

b) TÝnh c¸c tÝch ph©n

I =

π
2∫
0

dx

1 + ecos 2x
; J =

π
2∫
0

dx

1 +
√

tgx
.

Gi¶i:
a) §Æt

I1 =

π
2∫

0

f(sin x)

f(sin x) + f(cos x)
dx.

B»ng phÐp ®æi biÕn x =
π

2
− t ta suy ra

I1 =

π

2∫

0

f(cos x)

f(sin x) + f(cos x)
dx.

Do ®ã 2I1 = J1 + I1 =

π
2∫
0

dx =
π

2
.V× vËy I1 =

π

4
.

b) Ta cã
1

1 + ecos 2x
=

1

ecos2 x−sin2 x + 1
=

esin2 x

esin2 x + ecos2 x
.

Do ®ã I1 =
π

4
.

®©y lµ tr−êng hîp riªng cña c©u a) víi f(x) = ex2
.
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Bµi 3.3. Cho f lµ mét hµm ch½n liªn tôc trªn [−a, a], a > 0; g lµ mét hµm liªn tôc
nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn [−a, a] vµ

g(−x) =
1

g(x)
, ∀x ∈ [−a, a].

a) Chøng minh r»ng
a∫

−a

f(x)dx

1 + g(x)
=

a∫

0

f(x)dx.

b) TÝnh

I =

π
2∫

−π
2

cos x

1− x +
√

x2 + 1
dx.

c) TÝnh

lim
a→+∞

a∫

−a

dx

(1 + x2)(1 + ex)
.

Gi¶i:
a) §Æt x = −t, ta cã

I =

a∫

−a

f(x)dx

1 + g(x)
=

a∫

−a

f(−t)dt

1 + g(−t)

=

a∫

−a

f(t)dt

1 +
1

g(t)

=

a∫

−a

f(t)g(t)dt

1 + g(t)
=

a∫

−a

f(x)g(x)dx

1 + g(x)
.

V× vËy

I + I = 2I =

a∫

−a

f(x)dx = 2

a∫

0

f(x)dx.

Tõ ®ã suy ra I =
a∫
0

f(x)dx.

b) ¸p dông c©u a) víi g(x) =
√

x2 + 1− x. DÔ thÊy

g(−x) =
√

x2 + 1 + x =
1√

x2 + 1− x
=

1

g(x)
, ∀x ∈ [−π

2
,
π

2
].

Bµi 3.4. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [−a, a]. Chøng minh r»ng

a)
a∫
−a

f(x2)dx = 2
a∫
0

f(x2)dx.

b)
a∫
−a

xf(x2)dx = 0.

H−íng dÉn:
a) §Æt g(x) = f(x2). DÔ thÊy g lµ hµm ch½n trªn [−a, a].
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b) §Æt h(x) = xf(x2). DÔ thÊy h lµ hµm lÎ trªn [−a, a].

Bµi 3.5. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

a)

π
2∫
0

f(sin x)dx =

π
2∫
0

f(cos x)dx =
1

2

π∫
0

f(sin x)dx.

b)
nπ∫
0

f(cos2 x)dx = n
π∫
0

f(cos2 x)dx.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.6. Cho f lµ mét hµm liªn tôc nhËn gi¸ trÞ d−¬ng vµ tuÇn hoµn víi chu kú b»ng 1
trªn R. Chøng minh r»ng

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx ≥ 1, ∀n ∈ N∗.

Lêi gi¶i: Ta cã

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx +

2
n∫

1
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx + · · ·+

1∫

n−1
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx.

Trong mçi tÝch ph©n
i+1
n∫

i
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx, 1 ≤ i ≤ n− 1,

thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn x = t +
i

n
, ta cã

i+1
n∫

i
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x +
i

n
)

f(x +
i + 1

n
)
dx.

V× vËy

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx +

1
n∫

0

f(x +
1

n
)

f(x +
2

n
)
dx + · · ·+

1
n∫

0

f(x +
n− 1

n
)

f(x)
dx.

B»ng c¸ch ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta nhËn ®−îc

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx ≥ n

1
n∫

0

dx = 1.
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Bµi 3.7. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0 vµ

0 ≤ f ′(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b].

Chøng minh r»ng

a)
b∫

a

f(x)dx ≥ 1

2

[
(f(b))2 − (f(a))2

]
.

b)
b∫

a

(f(x))3dx ≤
( b∫

a

f(x)dx
)2

.

Gi¶i:
a) Ta cã f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a, b] vµ f(x) ≥ f(a) = 0, ∀x ∈ [a, b]. Do ®ã

:
f(x) ≥ f(x).f ′(x), ∀x ∈ [a, b].

Tõ ®©y suy ra

b∫

a

f(x)dx ≥
b∫

a

f(x).f ′(x)dx =
1

2
[f(x)]2

∣∣∣
b

a
=

1

2

[
(f(b))2 − (f(a))2

]
.

b) XÐt hµm sè

F (x) = (

x∫

a

f(t)dt)2 −
x∫

a

(f(t))3dt, x ∈ [a, b].

Ta cã

F ′(x) = 2.
x∫
a

f(t)dt.f(x)− (f(x))3 = f(x)
[
2

x∫
a

f(t)dt− (f(x))2
]
.

§Æt G(x) = 2
x∫
0

f(t)dt− (f(x))2. Ta cã

G′(x) = 2f(x)− 2f(x).f ′(x) = 2f(x)(1− f ′(x)) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].
Do ®ã G(x) ≥ G(a) = 0, ∀x ∈ [a, b].
Tõ ®ã suy ra F ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. Nh− vËy F (b) ≥ F (a) = 0.

NghÜa lµ
( b∫

a

f(x)dx
)2

≥
b∫

a

(f(x))3dx.

Bµi 3.8. Cho f ∈ C[a,b]; x1, x2, · · · , xn ∈ [a, b], k1, k2, · · · , kn > 0. Chøng minh r»ng
tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

k1

x1∫
xo

f(x)dx + k2

x2∫
xo

f(x)dx + · · ·+ kn

xn∫
xo

f(x)dx = 0.

Gi¶i: XÐt hµm

ϕ(x) = k1

x1∫

x

f(t)dt + k2

x2∫

x

f(t)dt + · · ·+ kn

xn∫

x

f(t)dt.

Ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc

k1ϕ(x1) + k2ϕ(x2) + · · ·+ knϕ(xn) = 0.
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MÆt kh¸c ϕ lµ hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ ki > 0 víi mäi i = 1, n, do ®ã tån t¹i xo ∈ [a, b]

sao cho ϕ(xo) = 0, hay k1

x1∫
xo

f(x)dx + k2

x2∫
xo

f(x)dx + · · ·+ kn

xn∫
xo

f(x)dx = 0.

Bµi 3.9. Chøng minh r»ng víi mäi a, b, 0 < a < b th×

a)
∣∣∣

a+1∫
a

sin x2dx
∣∣∣ ≤ 1

a
,

b)
∣∣∣

b∫
a

sin x

x
dx

∣∣∣ ≤ 2

a
.

Gi¶i:

a) XÐt tÝch ph©n I =
a+1∫
a

sin x2dx. B»ng phÐp ®æi biÕn t = x2, ta cã

I =

(a+1)2∫

a2

sin t

2
√

t
dt.

§Æt u =
1

2
√

t
, du = − 1

2t
.

1

2
√

t
dt vµ chän v = − cos t.Ta cã

|I| =
∣∣∣− cos t

2
√

t

∣∣∣
(a+1)2

a2
−

(a+1)2∫

a2

cos tdt

4t
√

t

∣∣∣

≤ 1

2(a + 1)
+

1

2a
+

∣∣∣
(a+1)2∫

a2

cos tdt

4t
√

t

∣∣∣

≤ 1

2(a + 1)
+

1

2a
+

(a+1)2∫

a2

dt

4t
√

t
=

1

a
.

b) §Æt u =
1

x
, du = − 1

x2
dx vµ chän v = −cosx. Ta cã

∣∣∣
b∫

a

sin x

x
dx

∣∣∣ =
∣∣∣− cos x

x

∣∣∣
b

a
−

b∫

a

cos xdx

x2

∣∣∣

≤ 1

a
+

1

b
+

b∫

a

| cos x|dx

x2

≤ 1

a
+

1

b
+

b∫

a

dx

x2
=

2

a
.
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Bµi 3.10. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f liªn tôc trªn [0, 1] sao cho

x∫

0

f(t)dt =

1∫

x

f(t)dt.

H−íng dÉn: LÊy ®¹o hµm hai vÕ.
Bµi 3.11. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = f(b) = 0. Chøng minh r»ng

a)

b∫

a

xf(x).f ′(x)dx = −1

2

b∫

a

[f(x)]2dx.

b) Gi¶ sö

b∫

a

[f(x)]2dx = 1. H·y chøng minh

b∫

a

[f ′(x)]2dx.

b∫

a

[xf(x)]2dx ≥ 1

4
.

Gi¶i:
a) §Æt u = x, dv = f(x).f ′(x)dx vµ chän v =

1

2
(f(x))2. Ta cã

b∫

a

xf(x).f ′(x)dx =
1

2
x[f(x)]2

∣∣∣
b

a
− 1

2

b∫

a

[f(x)]2dx

= −1

2

b∫

a

[f(x)]2dx.

b)
b∫

a

[f ′(x)]2dx.

b∫

a

[xf(x)]2dx ≥ ( b∫

a

xf(x).f ′(x)dx
)2

=
1

4

b∫

a

[f(x)]2dx =
1

4
.

Bµi 3.12. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R. §Æt

f1(x) =

x∫

0

f(t)dt, · · · , fn(x) =

x∫

0

fn−1(t)dt.

Chøng minh r»ng fn+1(x) =
1

n!

x∫
0

(x− t)nf(t)dt, n ≥ 1.

(B¹n ®äc tù gi¶i).
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Bµi 3.13. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, π] sao cho
π∫

0

f(x) sin xdx =

π∫

0

f(x) cos xdx = 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = 0 cã Ýt nhÊt hai nghiÖm ph©n biÖt trong
(0, π).

Gi¶i:
Gi¶ sö r»ng f cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm trªn (0, π).
Th1: f v« nghiÖm trªn (0, π). Do tÝnh liªn tôc cña f ta suy ra f kh«ng ®æi dÊu

trªn (0, π). Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö f(x) > 0 víi mäi x ∈ (0, π). Khi ®ã
π∫
0

f(x) sin xdx > 0, m©u thuÉn.

Th2: f cã duy nhÊt nghiÖm xo ∈ (0, π). DÔ thÊy r»ng hµm
g(x) = f(x) sin(x− xo) kh«ng ®æi dÊu trªn (0, π). Do ®ã

π∫

0

f(x) sin(x− xo)dx > 0.

MÆt kh¸c tõ gi¶ thiÕt ®· cho ta cã
π∫

0

f(x) sin(x− xo)dx = cos xo

π∫

0

f(x) sin xdx− sin xo

π∫

0

f(x) cos xdx = 0

M©u thuÉn trªn chøng tá f cã Ýt nhÊt hai nghiÖm ph©n biÖt trªn (0, π).

Bµi 3.14. Cho Ik = [ak, bk], k = 1, 2, · · · , n lµ n ®o¹n rêi nhau tõng ®«i mét.
a) Gi¶ sö P (x) lµ mét ®a thøc bËc nhá h¬n n tháa m·n

bk∫

ak

P (x)dx = 0, ∀k = 1, 2, · · · , n.

Chøng minh r»ng P (x) = 0 víi mäi x ∈ R.
b) Chøng minh r»ng tån t¹i mét ®a thøc kh¸c kh«ng bËc n tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn.

H−íng dÉn:
a) Dïng ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n.
b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.15. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [−1, 1] sao cho
0∫

−1

f(x)dx =

1∫

0

f(x)dx.

Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (−1, 1) sao cho f ′(c) = 0.

Gi¶i:
Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i x1 ∈ [−1, 0],
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x2 ∈ [0, 1] sao cho
0∫
−1

f(x)dx = f(x1), vµ
1∫
0

f(x)dx = f(x2).

* NÕu x1 6= 0 hoÆc x2 6= 0 th× x1 6= x2. Theo ®Þnh lý Rolle, tån t¹i c ∈ (x1, x2) ⊂
(−1, 1) sao cho f ′(c) = 0.

* NÕu x1 = x2 = 0, th×
0∫

−1

f(x)dx = f(0) =

1∫

0

f(x)dx.

NÕu f(x) 6= f(0), ∀x ∈ (0, 1] th× g(x) = f(x) − f(0) 6= 0 víi mäi x ∈ (0, 1]. V×
vËy g(x) kh«ng ®æi dÊu trªn (0, 1] vµ

1∫

0

g(x)dx =

1∫

0

g(x)dx− f(0) 6= 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá tån t¹i x1 ∈ (0, 1] sao cho

f(x1) = f(0).

L¹i ¸p dông ®Þnh lý Rolle ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.

Bµi 3.16. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ [0, 1] sao cho

1∫

0

f(x)x2dx =
1

3
f(c).

Gi¶i:
Do f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] nªn tån t¹i x1, x2 ∈ [0, 1]

f(x1) = min
x∈[0,1]

f(x), f(x2) = max
x∈[0,1]

f(x).

Do ®ã
x2f(x1) ≤ x2f(x) ≤ x2f(x2),∀x ∈ [0, 1].

Suy ra

1

3
f(x1) ≤

1∫

0

x2f(x)dx ≤ 1

3
f(x2).

⇐⇒ f(x1) ≤ 3

1∫

0

x2f(x)dx ≤ f(x2).

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian cña hµm liªn tôc, tån t¹i c ∈ [0, 1] ®Ó

f(c) = 3

1∫

0

x2f(x)dx.
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Bµi 3.17.Cho α > 0, f liªn tôc [0, 1], f(0) > 0, vµ

1∫

0

f(x)dx <
1

α + 1
.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = xα cã nghiÖm trong (0, 1).
Lêi gi¶i:

XÐt hµm ϕ(x) = f(x)− xα, x ∈ [0, 1]. Ta cã ϕ(0) = f(0) > 0. MÆt kh¸c

1∫

0

ϕ(x)dx =

1∫

0

f(x)dx− 1

α + 1
< 0.

V× vËy tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho
1∫
0

ϕ(x)dx = ϕ(xo) < 0.

Do tÝnh liªn tôc cña ϕ vµ ϕ(0).ϕ(xo) < 0 ta suy ra ph−¬ng tr×nh ϕ(x) = 0 cã
nghiÖm trong (0, 1).

Bµi 3.18. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, n] vµ

n∫

0

f(x)dx = 0, (n ∈ N). Chøng minh

r»ng tån t¹i c ∈ [0, n− 1] sao cho

c∫

0

f(x)dx =

c+1∫

0

f(x)dx.

Gi¶i:
XÐt hµm

ϕ(x) =

x∫

0

f(t)dt−
x+1∫

0

f(t)dt =

x+1∫

x

f(t)dt.

Râ rµng ϕ liªn tôc trªn [0, n− 1] vµ

ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(n− 1) = 0.

Ta dÔ dµng suy ra tån t¹i c ∈ [0, n− 1] ®Ó ϕ(c) = 0.

Bµi 3.19. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n
1∫
0

xkf(x)dx = 0, ∀k = 1, · · · , n− 1,
1∫
0

xnf(x)dx = 1.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho |f(xo)| ≥ 2n(n + 1).
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö r»ng |f(x)| < 2n(n + 1), ∀x ∈ [0, 1]
Ta cã

1∫

0

|x− 1

2
|ndx =

1

2n(n + 1)
.
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V× vËy
1∫

0

(x− 1

2
)nf(x)dx ≤

1∫

0

|x− 1

2
|n|f(x)|dx

<

1∫

0

|x− 1

2
|n.2n(n + 1)dx = 1.

MÆt kh¸c
1∫

0

(x− 1

2
)nf(x)dx =

1∫

0

xnf(x)dx = 1.

M©u thuÉn trªn chøng tá r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

|f(xo)| ≥ 2n(n + 1).

Bµi 3.20. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

b∫

a

|f(x)|dx = 0.

Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ [a, b].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) 6= 0. Ta cã |f(xo)| > 0.
Do tÝnh liªn tôc cña f , tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] vµ ε > 0 sao cho

|f(x)| ≥ ε, ∀x ∈ [α, β].

Khi ®ã:
b∫

a

|f(x)|dx ≥
β∫

α

f(x)dx ≥ ε(b− a) > 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

Bµi 3.21. Cho f lµ hµm kh¶ tÝch trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)dx > 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] sao cho f(x) > 0, ∀x ∈ [α, β].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö r»ng víi mäi ®o¹n [α, β] ⊂ [a, b], tån t¹i xo ∈ [α, β] sao cho f(xo) ≤ 0.

§Æt I =
b∫

a

f(x)dx > 0. XÐt ph©n ho¹ch [a, b] bëi

xo = a < x1 < x2 < · · · < xn = b, xi = a + i.
b− a

n
, i = 0, n.

Ta cã lim
x→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = I > 0 víi ξi ∈ ∆i = [xi−1, xi].
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Do vËy, tån t¹i no sao cho víi mäi n ≥ no th×

n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≥ 1

2
> 0.

Chän ξi ∈ [xi−1, xi] sao cho f(ξi) ≤ 0 ta dÉn ®Õn ®iÒu m©u thuÉn.

Bµi 3.22. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a, b]. Chøng minh r»ng

a)
( b∫

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
b∫

a

(f(x))2dx.
b∫

a

(g(x))2dx.

b)
1∫
0

xn
√

1− xdx ≤ 1

(n + 1)
√

n + 2
.

c) NÕu f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b], th×

b∫

a

f(x)dx.

b∫

a

1

f(x)
dx ≥ (b− a)2.

Gi¶i:
a) B¹n ®äc tù gi¶i
b)

1∫

0

xn
√

1− xdx =

1∫

0

√
xn.

√
xn(1− x)dx

≤
( 1∫

0

xndx
) 1

2
.
( 1∫

0

xn(1− x)dx
) 1

2

≤ 1√
n + 1

( 1∫

0

xndx−
1∫

0

xn+1dx
) 1

2

≤ 1√
n + 1

( 1

n + 1
− 1

n + 2

) 1
2

≤ 1√
n + 1

.
1√

n + 1.
√

n + 2
=

1

(n + 1)
√

n + 2

Bµi 3.23. Cho f liªn tôc trªn [0, 1], 0 ≤ f(x) ≤ 1 víi mäi x ∈ [0, 1]. Chøng minh r»ng

1∫

0

f(x)dx ≤
( 1∫

0

f(x2)dx
)2

.

Lêi gi¶i: XÐt

ϕ(x) =

x2∫

0

f(t)dt−
( x∫

0

f(t2)dt
)2

, x ∈ [0, 1].
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ϕ′(x) = f(x2).2x− 2

x∫

0

f(t2)dt.f(x2)

= 2.f(x2)[x−
x∫

0

f(t2)dt].

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ ∈ [0, 1] :

ϕ′(x) = 2f(x2)
[
x− xf(ξ)

]

= 2xf(x2)
[
1− f(ξ)

] ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1].

VËy ϕ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, 1]. Do vËy ϕ(1) ≥ ϕ(0) = 0.

Ta suy ra

1∫

0

f(t)dt ≥
( 1∫

0

f(t2)dt
)2

.

Bµi 3.24. Cho f lµ hµm liªn tôc kh«ng ©m trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

√
1 +

( 1∫
0

f(x)dx
)2 ≤

1∫

0

√
1 + (f(x))2dx ≤ 1 +

1∫

0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:
* Ta lu«n cã f(x) ≥ 0 víi mäi x ∈ [0, 1]. Do ®ã

√
1 + (f(x))2 ≤ 1 + f(x), ∀x ∈ [0, 1].

V× vËy
1∫

0

√
1 + (f(x))2dx ≤ 1 +

1∫

0

f(x)dx.

* BÊt ®¼ng thøc cßn l¹i t−¬ng ®−¬ng víi

1 ≤
( 1∫

0

√
1 + (f(x))2dx

)2

−
( 1∫

0

f(x)dx
)2

⇐⇒ 1 ≤
1∫

0

(√
1 + (f(x))2 + f(x)

)
dx.

1∫

0

(√
1 + (f(x))2 − f(x)

)
dx

⇐⇒ 1 ≤
1∫

0

(√
1 + (f(x))2 + f(x)

)
dx.

1∫

0

dx√
1 + (f(x))2 + f(x)

.

BÊt ®¼ng thøc cuèi lu«n lu«n tho¶ m·n theo Bµi 3.23.

Bµi 3.25. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, b], vµ 0 < a < b, f nghÞch biÕn trªn [0, b].
Chøng minh r»ng
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b

a∫

0

f(x)dx ≥ a

b∫

0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:

b

a∫

0

f(x)dx ≥ a

a∫

0

f(x)dx + a

b∫

a

f(x)dx

⇐⇒ (b− a)
a∫
0

f(x)dx ≥ a
a∫
0

f(x)dx.

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ1, ξ2 : 0 ≤ ξ1 ≤ a ≤ ξ2 ≤ b vµ

(b− a)

a∫

0

f(x)dx = a(b− a)f(ξ1)

a

b∫

a

f(x)dx = a(b− a)f(ξ2).

V× f(ξ1) ≥ f(ξ2) nªn

(b− a)

a∫

0

f(x)dx ≥ a

b∫

a

f(x)dx.

Bµi 3.26. Cho a, b, c ∈ R, a < b < c. Chøng minh r»ng

1

c− a

c∫

a

f(x)dx ≤ max{ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx,
1

c− b

c∫

b

f(x)dx},

víi f liªn tôc trªn [a, b].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö



1

c− a

c∫

a

f(x)dx >
1

b− a

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

c∫

a

f(x)dx >
1

c− b

c∫

b

f(x)dx

Khi ®ã ta cã



1

c− a

b∫

a

f(x)dx +
1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
1

b− a

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

b∫

a

f(x)dx +
1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
1

c− b

c∫

b

f(x)dx
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⇐⇒





1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
c− b

(b− a)(c− a)

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

b∫

a

f(x)dx >
b− a

(c− b)(c− a)

c∫

b

f(x)dx

⇐⇒





c∫

b

f(x)dx >
c− b

b− a

b∫

a

f(x)dx

b∫

a

f(x)dx >
b− a

c− b

c∫

b

f(x)dx

.

Suy ra

c∫

b

f(x)dx >
c− b

b− a

b− a

c− b

c∫

b

f(x)dx, v« lý.

Bµi 3.27. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0. Chøng minh r»ng

b∫

a

|f(x).f ′(x)|dx ≤ (b− a)

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Lêi gi¶i:

Víi mäi x ∈ [a, b], ta cã f(x) =
x∫
a

f ′(t)dt.

Do ®ã |f(x).f ′(x)| ≤
x∫
a

|f ′(t)|dt.|f ′(x)|.
Suy ra

b∫

a

|f(x).f ′(x)|dx ≤
b∫

a

( x∫

a

|f ′(t)|dt
)|f ′(x)|dx.

Ta cã:
( x∫

a

|f ′(t)|dt
)′

= |f ′(x)|. Do vËy

b∫

a

( x∫

a

|f ′(t)dt
)
.|f ′(x)|dx =

1

2

( x∫

a

|f ′(t)|dt
)2

∣∣∣
b

a

=
1

2

( b∫

a

|f ′(x)|dx
)2

≤ 1

2
(b− a).

b∫

a

|f ′(x)|2dx.

Ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.
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Bµi 3.28. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0. Chøng minh r»ng

1

b− a

b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

|f ′(x)|dx.

Gi¶i: Ta cã

|f(x)| = |f(x)− f(a)| =
∣∣

x∫

a

f ′(t)dt
∣∣

≤
x∫

a

|f ′(t)|dt ≤
b∫

a

|f ′(t)|dt.

Do ®ã
b∫

a

|f(x)|dx ≤ (b− a)

b∫

a

|f ′(x)|dx.

Bµi 3.29. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b]. Chøng minh r»ng
b∫

a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤ (b− a)2

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Lêi gi¶i: Ta cã

(
f(x)− f(a)

)2
=

( x∫

a

f ′(t)dt
)2 ≤

x∫

a

(f ′(t))2dt.

x∫

a

12dt

≤ (x− a)

x∫

a

(f ′(t))2dt

≤ (x− a)

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Do ®ã
b∫

a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤

b∫

a

(x− a)dx.

b∫

a

(f ′(x))2dx

≤ (b− a)2

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Bµi 3.30.Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [0, 1], f(0) = 0. Chøng minh r»ng

sup
0≤x1

|f(x)| ≤
1∫

0

(f ′(x))2dx.
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Bµi 3.31. Cho f liªn tôc trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)g(x)dx = 0 víi mäi hµm g kh¶ vi liªn tôc

trªn [a, b] tho¶ m·n g(a) = g(b) = 0.
Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ [a, b].

Lêi gi¶i:
Gi¶ sö r»ng tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) > 0.
Khi ®ã tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] vµ ε > 0 sao cho f(x) > ε > 0, ∀x ∈ [α, β]. §Æt

g(x) =





0 nÕu x ∈ [a, α]

(x− α)2(x− β)2, x ∈ (α, β)

0,x ∈ [β, b].

Khi ®ã g kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)g(x)dx ≥ ε

β∫

α

(x− α)2(x− β)2dx > 0.

(qui −íc [a, α] = {a} nÕu α = a, [β, b] = {b} nÕu β = b.)

Bµi 3.32. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc ®¬n ®iÖu cïng lo¹i trªn [a, b]. Chøng minh r»ng
b∫

a

f(x)g(a + b− x)dx ≤ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx.

b∫

a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)g(x)dx.

H−íng dÉn:
Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i xo ∈ [a, b]:

b∫

a

g(x)dx =

b∫

a

g(a + b− x)dx = g(a + b− xo).

Sö dông

(f(x)− f(xo))
(
g(a + b− x)− g(a + b− xo)

)
≤ 0, ∀x ∈ [a, b] ®Ó suy ra phÇn ®Çu

cña bÊt ®¼ng thøc.

Bµi 3.33. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, 2]. Chøng minh r»ng
2∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3

2

(
f(0)− 2f(1) + f(2)

)2
.

Lêi gi¶i:
1∫

0

(f ′′(x))2dx = 3

1∫

0

x2dx.

1∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3(

1∫

0

x2f ′′(x)dx)2

= 3
(
f ′(1) + f(0)− f(1)

)2
.

2∫

1

(f ′′(x))2dx = 3

2∫

1

(x− 2)2dx.

2∫

1

(f ′′(x))2dx ≥ 3
( 2∫

1

(x− 2)f ′′(x)dx
)2
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= 3
(− f ′(1) + f(2)− f(1)

)2
.

Do ®ã
2∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3
[(

f ′(1) + f(0)− f(1)
)2

+
(− f ′(1) + f(2)− f(1)

)2
]

≥ 3

2

(
f(0)− 2f(1) + f(2)

)2
.

Bµi 3.34. Cho f : [0, 1] → R, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc, f ®¬n ®iÖu gi¶m.

§Æt a =
1∫
0

g(x)dx.

Chøng minh r»ng
1∫
0

f(x)g(x)dx ≤
a∫
0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:

§Æt ϕ(x) =
x∫
0

g(t)dt vµ F (x) =
x∫
0

f(t)g(t)dt−
ϕ(x)∫
0

f(t)dt.

Lóc ®ã
F ′(x) = f(x)g(x)− f(ϕ(x).ϕ′(x)

= f(x).g(x)− f(ϕ(x)).g(x)

=
[
f(x)− f(ϕ(x))

]
g(x), ∀x ∈ [0, 1].

Ta cã

ϕ(x) =

x∫

0

g(t)dt = g(ξ)x ≤ x, ∀x ∈ [0, 1].

Do ®ã g(ϕ(x)) ≥ g(x), ∀x ∈ [0, 1].
Tõ ®ã suy ra F ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].
V× vËy F (1) ≤ F (0) = 0 hay

1∫

0

f(x)g(x)dx ≤
a∫

0

f(x)dx.

Bµi 3.35. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a, b], f ®¬n ®iÖu t¨ng vµ 0 ≤ g(x) ≤ 1 víi

mäi x ∈ [a, b]. §Æt h(x) =
x∫
a

g(t)dt.

a) H·y so s¸nh

F (x) =
x∫
a

f(t)g(t)dt vµ G(x) =
a+h(x)∫

a

f(t)dt.

b) Chøng minh víi l =
b∫

a

g(x)dx, ta cã

b∫

a

f(x)g(x)dx ≥
a+l∫

a

f(x)dx.
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H−íng dÉn: T−¬ng tù Bµi tËp 3.34.

Bµi 3.36. Cho a, b ∈ R, b ≥ 0 f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞], f(x) ≥ 0 víi mäi
x ∈ [0, +∞) vµ

f(x) ≤ a + b

x∫

0

f(t)dt, ∀x ≥ 0.

Chøng minh r»ng f(x) ≤ aebx, ∀x ≥ 0. Lêi gi¶i:

+ Th1: b = 0. Ta dÔ dµng suy ra kÕt qu¶.

+ Th 2: b > 0. XÐt h(x) = e−bx
( x∫

0

f(t)dt + a
b

)
. Ta cã

h′(x) = e−bx(f(x)− a− b

x∫

a

f(t)dt) ≤ 0, ∀x ≥ 0.

Do ®ã h lµ hµm gi¶m trªn [0, +∞) vµ h(x) ≤ h(0), ∀x ∈ [0, +∞).

Suy ra: e−bx
( x∫

a

f(t)dt +
a

b

)
≤ a

b
, ∀x ≥ 0, hay

a + b

x∫

a

f(t)dt ≤ aebx ∀x ≥ 0.

V× vËy f(x) ≤ aebx, ∀x ≥ 0.

Bµi 3.37. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ =

b∫

a

|f(x)|dx.

Chøng minh r»ng f kh«ng ®æi dÊu trªn [a, b]. Lêi gi¶i:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra

b∫

a

f(x)dx =

b∫

a

|f(x)|dx hay

b∫

a

f(x)dx = −
b∫

a

|f(x)|dx.

Th1: Gi¶ sö
b∫

a

f(x)dx =
b∫

a

|f(x)|dx. Khi ®ã

b∫

a

(|f(x)| − f(x))dx = 0

§Æt ϕ(x) = |f(x)| − f(x). Ta cã ϕ liªn tôc trªn [a, b], ϕ(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], vµ
b∫

a

ϕ(x)dx = 0.

Do vËy: ϕ(x) = 0, ∀x ∈ [a, b] hay |f(x)| = f(x), ∀x ∈ [a, b].
VËyf(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].
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Th2: Gi¶ sö
b∫

a

f(x)dx = −
b∫

a

|f(x)|dx. Hoµn toµn t−¬ng tù ta suy ra

f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b].

Bµi 3.38. Cho f lµ mét hµm liªn tôc ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a, b]. §Æt

F (x) =

x∫

a

f(t)dt.

Chøng minh r»ng
(*) F (αx + (1− α)y) ≤ αF (x) + (1− α)F (y), ∀x, y ∈ [a, b], α ∈ (0, 1).

Lêi gi¶i:
Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö x ≤ y. Khi ®ã

x ≤ αx + (1− α)y ≤ y.

(*) ®−îc viÕt l¹i nh− sau
αx+(1−α)y∫

a

f(t)dt ≤ α
x∫
a

f(t)dt + (1− α)
y∫
a

f(t)dt.

⇐⇒ (∗∗) α

αx+(1−α)y∫

a

f(t)dt ≤ (1− α)

y∫

αx+(1−α)y

f(t)dt.

KÕt qu¶ trªn cã ®−îc b»ng c¸ch thay
y∫
a

f(t)dt bëi

x∫

a

f(t)dt +

αx+(1−α)y∫

x

f(t)dt +

y∫

αx+(1−α)y

f(t)dt.

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ1, ξ2 sao cho

x ≤ ξ1 ≤ αx + (1− α)y ≤ ξ2 ≤ y

vµ
V T (∗∗) = α.f(ξ1).(1− α)(y − x)

V P (∗∗) = α(1− α)f(ξ2)(y − x).

V× f(ξ1) ≤ f(ξ2) nªn (**) lu«n tho¶ m·n.

Bµi 3.39. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [0, 1] sao cho

f(0) = f(1) = 0,

1∫

0

|f ′(x)|dx = 1.

Chøng minh r»ng |f(x)| ≤ 1

2
, ∀x ∈ [0, 1].

H−íng dÉn: Sö dông

|f(x)| = |
x∫

0

f(t)dt| ≤
x∫

0

|f ′(t)|dt
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|f(x)| =
∣∣∣

1∫

x

f(t)dt
∣∣∣ ≤

1∫

x

∣∣f ′(t)
∣∣dt.

Bµi 3.40. Cho f kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], vµ f(a) = f(b) = 0, |f ′(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b].
Chøng minh r»ng

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤ M.

(b− a)2

4
.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.41. Cho f lµ hµm kh¶ tÝch trªn [a, b] sao cho f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b].

Chøng minh r»ng
b∫

a

f(x)dx > 0.

(B¹n ®äc tù gi¶i).

Bµi 3.42. Cho a ∈ [0, 1]. T×m tÊt c¶ c¸c hµm kh«ng ©m, liªn tôc trªn [0, 1] sao cho
1∫

0

f(x)dx = 1,

1∫

0

xf(x)dx = a,

1∫

0

x2f(x)dx = a2.

H−íng dÉn: Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy-Schwartz:

a =
1∫
0

xf(x)dx ≤
√

1∫
0

x2f(x)dx.

√
1∫
0

f(x)dx = a, vµ ®iÒu kiÖn ®Ó dÊu \=" x¶y ra

®Ó kÕt luËn kh«ng cã hµm f nµo tho¶ m·n.

Bµi 3.43. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

1

y − x

y∫

x

f(t)dt = f
(x + y

2

)
, ∀x, y ∈ R, x 6= y.

Chøng minh r»ng f(x) = Ax + B, víi A,B = const.
H−íng dÉn: Chøng minh

f(x) =
1

2h

x+h∫

x−h

f(t)dt, ∀x, h ∈ R, h 6= 0.

Tõ ®ã suy ra f cã ®¹o hµm liªn tôc trªn R.

B»ng c¸ch lÊy ®¹o hµm hai vÕ biÓu thøc 2hf(x) =
x+h∫
x−h

f(t)dt

theo h ta nhËn ®−îc ®iÒu cÇn chøng minh.

Bµi 3.44. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

1∫

0

(f(x))2dx =

1∫

0

(f(x))3dx =

1∫

0

(f(x))4dx.
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H−íng dÉn: Sö dông

1∫

0

[
f(x)− (f(x))2

]2

dx = 0.

Bµi 3.45. T×m c¸c giíi h¹n lim
x→∞

un, trong ®ã:

a) un =
1∫
0

dx

1 + xn
.

b) un =
1∫
0

xnarctg(nx)dx.

c) un =
1∫
0

xn ln(1 + x2)dx.

d) un = n

π
4∫
0

tgnxdx.

e) un =

1
n∫
0

arctg(nx)dx.

f) un = n
1∫
0

xn
√

1− xdx.

g) un =
1∫
0

xntgxdx.

h) un = n
1∫
0

xntgxdx.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.46. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞). §Æt

F (x) =
1

x

x∫

0

f(t)dt.

a) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→+∞

f(x) = l th× lim
x→+∞

F (x) = l.

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→+∞

f(x) = +∞ th× lim
x→+∞

F (x) = +∞.

c) H·y t×m mét vÝ dô ®Ó chØ ra chiÒu ng−îc l¹i ë c©u a) kh«ng cßn ®óng.
Lêi gi¶i:

a) Ta cã:

|F (x)− l| =
∣∣1
x

x∫

0

f(t)dt− l
∣∣ =

∣∣1
x

x∫

0

(f(t)− l)dt
∣∣

≤

x∫
0

|f(t)− l|dt

x
, ∀x > 0.

Hµm sè G(x) =
x∫
0

∣∣f(t)− l
∣∣dt lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, kh«ng ©m trªn (0, +∞).

NÕu G(x) bÞ chÆn trªn bëi M , ta cã
∣∣f(x)− l

∣∣ ≤ M

x
, ∀x > 0.
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Tõ ®ã suy ra lim
x→+∞

F (x) = l.

NÕu G(x) kh«ng bÞ chÆn trªn [0, +∞) khi ®ã lim
x→+∞

G(x) = +∞.

Theo qui t¾c L'Hospital

lim
x→+∞

G(x)

x
= lim

x→+∞
G′(x) = lim

x→+∞
|f(x)− l| = 0.

Do vËy lim
x→+∞

f(x) = l.

b) H−íng dÉn: ¸p dông qui t¾c L'Hospital:

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

x∫
0

f(t)dt

x
= lim

x→+∞
f(x) = +∞.

(§Ó ý r»ng lim
x→+∞

x∫
0

f(t)dt = +∞.)

c) XÐt f(x) = sin x.

Bµi 3.47. Cho f(x) lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞) vµ lim
x→+∞

f(x) = l.

Chøng minh r»ng víi mäi a > 0, ta cã lim
x→+∞

a∫
0

f(nx)dx = al.

Lêi gi¶i:
Dïng phÐp ®æi biÕn t = nx ta cã

a∫

0

f(nx)dx =
1

n

na∫

0

f(t)dt = a
1

an

na∫

0

f(t)dt.

Theo Bµi tËp 3.46. th×

lim
x→∞

1

na

na∫

0

f(t)dt = l.

Do vËy lim
x→∞

a∫
0

f(nx)dx = al.

Bµi 3.48. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞), lim
x→+∞

= l 6= 0, vµ f(0) + f(1) + · · · +
f(n) 6= 0 víi mäi n. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

[
n∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= 1.

Lêi gi¶i: Ta cã

lim
x→∞

[
a∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= lim

x→∞

1
n

n∫
0

f(x)dx

f(0)+f(1)+···+f(n)
n

.

Theo Bµi tËp 3.46, th× lim
x→∞

1

n

n∫
0

f(x)dx = l.

MÆt kh¸c v× lim
x→∞

f(n) = l, nªn

lim
x→∞

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

n
= l.
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VËy lim
x→∞

[
n∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= 1.

Bµi 3.49. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R tuÇn hoµn víi chu kú T, g lµ mét hµm liªn tôc
trªn [0, T ]. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

T∫

0

f(nx)g(x)dx = 0.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.50. Cho f vµ g lµ c¸c hµm liªn tôc tuÇn hoµn víi chu kú b»ng 1 trªn R. Chøng
minh r»ng

lim
x→∞

1∫

0

f(nx)g(x)dx =

1∫

0

f(x)dx.

1∫

0

g(x)dx.

Bµi 3.51. a) Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

n

1∫

0

xnf(x)dx = f(1).

b) Gi¶ sö f ′(1) tån t¹i vµ f(1) = 0. H·y chøng minh

lim
x→∞

n2

1∫

0

xnf(x)dx = −f ′(1).

Lêi gi¶i:

a) Tr−íc hÕt ta chøng minh lim
x→∞

n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx = 0.

Víi mäi ε > 0, tån t¹i δ ∈ (0, 1) sao cho
∣∣f(x)− f(1)

∣∣ < ε, ∀x ∈ (1− δ, 1).

§Æt M = sup
x∈[0,1]

|f(x)|. Ta cã

∣∣∣n
1∫

0

xn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣ ≤ n

1−δ∫

0

2Mxndx + n

1∫

1−δ

xnεdx

≤ n

n + 1

(
2M(1− δ)n+1 + ε

)
.

Do ®ã lim
x→∞

∣∣∣n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣ ≤ ε, ∀ε > 0.

Tõ ®ã suy ra lim
x→∞

n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx = 0.
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Do ®ã lim
x→∞

[
n

1∫
0

xnf(x)dx− n

n + 1
f(1)

]
= 0.

Suy ra lim
x→∞

n
1∫
0

xnf(x)dx = f(1).

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.52. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [−a, a], a > 0. T×m giíi h¹n

lim
x→∞

a∫

−a

1− cos nx

x
f(x)dx.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.53. Cho f : [0, +∞) → [0, +∞) lµ hµm liªn tôc tho¶ m·n

lim
x→+∞

f(x)

x∫

0

(f(t))2dt = 1.

Chøng minh lim
x→+∞

f(x)(3x)
1
3 = 1.

B¹n ®äc tù gi¶i.


