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§Þnh lÝ thÆng d­ Trung Hoa Prime

§Þnh lÝ thÆng d­ Trung Hoa ®­îc coi lµ mét trong nh÷ng viªn kim c­¬ng trong sè häc s¬ cÊp.

§©y cã thÓ coi lµ mét ®Þnh lÝ quan träng lÝ thuyÕt ®ång d­, trong bµi viÕt nµy hi väng trao ®æi

cïng b¹n ®äc mét sè øng dông cña nã trong viÖc gi¶i mét sè bµi to¸n phæ th«ng.

1 Néi dung ®Þnh lÝ vµ chøng minh:

§Þnh lÝ. §Þnh lÝ thÆng d­ Trung Hoa ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau: Cho m 1, . . . , mn lµ n sè nguyªn

d­¬ng ®«i mét nguyªn tè cïng nhau vµ a1, . . . , an lµ n sè nguyªn bÊt k×. Khi ®ã hÖ ph­¬ng tr×nh

®ång d­:

x ≡ ai (mod mi)

Cã nghiÖm vµ nghiÖm nµy lµ duy nhÊt theo mod
n
∏

i=1

mi

Tr­íc hÕt ta h·y nh×n l¹i vÊn ®Ò ®­îc ®Æt ra, cã hai vÊn ®Ò chóng ta cÇn quan t©m ë ®©y: thø

nhÊt lµ tÝnh gi¶i ®­îc cña hÖ ph­¬ng tr×nh ®ång d­ nµy, thø hai lµ tÝnh duy nhÊt cña nghiÖm.

B©y giê ta h·y tiÕp cËn bµi to¸n, ®­¬ng nhiªn ta chØ cÇn chøng m×nh cho tr­êng hîp n = 2, c¸c

tr­êng hîp n > 2 lµ hÖ qu¶ cña tr­êng hîp nµy. Cã rÊt nhiÒu c¸ch chøng minh bµi to¸n nµy,

d­íi ®©y lµ mét trong nh÷ng c¸ch th«ng dông:

Tr­íc hÕt ta sÏ chøng minh bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò Berzout. Cho hai sè nguyªn m vµ n sao cho gcd(m, n) = 1. Khi ®ã lu«n tån t¹i x vµ y

sao cho mx + ny = 1

Chøng minh. Ta xÐt tËp {1 − mx}, do m vµ n nguyªn tè cïng nhau nªn ta cã {1 − mx} ch¹y

qua mét hÖ thÆng d­ ®Çy ®ñ mod n. Khi ®ã ¾t tån t¹i x sao cho n | 1 − mx, ta chØ cÇn xÐt

y =
1 − mx

n
. Bæ ®Ò Berzout ®­îc chøng minh xong

HÖ qu¶. Víi mäi d nguyªn lu«n tån t¹i u vµ v sao cho d = mu + nv.

B©y giê quay l¹i bµi to¸n cña chóng ta, theo lÝ thuyÕt ®ång d­, tån t¹i u, v sao cho:

x = a1 + m1u, x = a2 + m2v

Do ®ã ta chØ cÇn chän u vµ v tháa m·n a1 − a2 = m2v − m1u, ®iÒu nµy hiÓn nhiªn theo bæ ®Ò

Berzout ë trªn. Nh­ vËy tøc lµ tån t¹i x tháa m·n hÖ ph­¬ng tr×nh ®ång d­ trªn. PhÐp chøng

minh hoµn tÊt cho bµi to¸n tån t¹i nghiÖm. B©y giê ta sÏ chøng minh tÝnh duy nhÊt cña nghiÖm.
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ThËt vËy ta h·y xÐt hai nghiÖm x vµ x′ cña hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho, khi ®ã ta cã

x ≡ x′ (mod mi) , ∀i = 1, , n

Do mi ®«i mét nguyªn tè cïng nhau nªn ta ph¶i cã x ≡ x′ (mod m1...mn), ta cã kh¼ng ®Þnh

vÒ tÝnh duy nhÊt cña nghiÖm theo mod m1...mn. Cã mét sè chøng minh kh¸c cho bµi to¸n nµy,

tuy nhiªn t¸c gi¶ vÉn thÝch c¸ch chøng minh nµy h¬n v× nã vÉn cã t¸c dông cho ®Þnh lÝ thÆng

d­ Trung Hoa trong tr­êng hîp tæng qu¸t:

Cho m1, .., mn lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng a1, .., an lµ c¸c sè nguyªn khi ®ã hÖ ph­¬ng tr×nh ®ång

d­:

x ≡ ai (mod mi)

cã nghiÖm khi vµ chØ khi gcd(mi, mj) | ai − aj, ∀i 6= j. Khi ®ã c¸c b¹n h·y liªn hÖ víi ®Þnh lÝ

Berzout ë trªn ®Ó tù t×m lêi gi¶i cho m×nh coi nh­ lµ bµi tËp ®Ó hiÓu râ h¬n b¶n chÊt cña vÊn

®Ò.

2 NghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång d­

§Þnh lÝ. NÕu ta ®Æt M =
n
∏

i=1

mi vµ di =
M

mi

, h·y chøng minh r»ng: víi x =
n
∑

i=1

ai(di)
ϕ(mi)

th× x lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång d­ ®· cho.

B©y giê ta quan t©m h¬n ®Õn viÖc øng dông cña ®Þnh lÝ Trung Hoa trong lÝ thuyÕt ®ång d­.

Tr­íc hÕt ta sÏ nªu l¹i mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n:

Cho P (x) lµ mét ®a thøc hÖ sè nguyªn, viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod n) lµ

viÖc t×m tÊt c¶ c¸c líp x trong Zn = {0, 1, .., n− 1} mµ tháa m·n n | P (x).

Ch¼ng h¹n xÐt P (x) = x3 − x, khi ®ã ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod 3) cã 3 nghiÖm

ph©n biÖt lµ x = 0, 1, 2.

Tuy nhiªn ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod 4) l¹i chØ cã 3 nghiÖm x = 1, x = 3, x = 0.

§Þnh lÝ sau ®©y cho phÐp ta chØ cÇn quan t©m ®Õn viÖc gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh ®ång d­ víi n = pa

víi p lµ c¸c sè nguyªn tè.

§Þnh lÝ 1. Cho n =
r
∏

i=1

p
ai

i , khi ®ã ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod n) cã nghiÖm

khi vµ chØ khi tÊt c¶ c¸c ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod pai

i ) (*) cã nghiÖm. H¬n n÷a
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nÕu gäi Ni lµ sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ã th× ph­¬ng tr×nh P (x) ≡ 0 (mod n) cã ®óng

N1...Nr nghiÖm.

Chøng minh. ChiÒu thuËn cña bµi to¸n lµ hiÓn nhiªn, bëi nÕu tån t¹i x mµ P (x) ≡ 0 (mod n)

th× hiÓn nhiªn x sÏ tháa m·n tÊt c¶ c¸c ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod pai

i ).

Ta xÐt chiÒu ®¶o cña bµi to¸n, nh­ng tr­íc hÕt ta chó ý ®Õn mét tÝnh chÊt ®¬n gi¶n cña ®a thøc

hÖ nguyªn a − b | P (a) − P (b).

B©y giê ta t¹m gäi xpi
lµ 1 trong c¸c nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång d­ (*), theo tÝnh chÊt trªn

ta chØ cÇn xÐt sù tån t¹i cña x sao cho: x ≡ xpi
(mod pai

i )

Khi ®ã c©u tr¶ lêi lµ tån t¹i theo ®Þnh lÝ Trung Hoa. Víi ý t­ëng nµy c©u sau thùc chÊt lµ hÖ

qu¶, víi mçi 1 c¸ch chän nghiÖm trong Ni nghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh ®ång d­ ë trªn l¹i cho

ta 1 nghiÖm duy nhÊt mod n, vµ hiÓn nhiªn c¸c nghiÖm nµy ph©n biÖt theo mod n, tõ ®ã ta

cã chÝnh x¸c N1Nr nghiÖm. PhÐp chøng minh cña ta hoµn tÊt

Nh­ vËy nh­ ®· nãi, viÖc nghiªn cøu nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång d­ modn, cã thÓ chuyÓn

vÒ nghien cøu nghiÖm trong tr­êng hîp n lµ lòy thõa cña sè nguyªn tè , vµ tõ ®ã cã thÓ chuyÓn

vÒ nghiªn cøu nghiÖm trong tr­êng hîp n lµ sè nguyªn tè dùa theo kÕt qu¶ sau:

§Þnh lÝ 2. Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh ®ång d­ P (x) ≡ 0 (mod p) cã k nghiÖm x1, .., xk ®ång thêi

gcd(P ′(xi), p) = 1 th× víi mäi a nguyªn d­¬ng ph­¬ng tr×nh P (x) ≡ 0 mod pa còng cã ®óng

k nghiÖm theo mod pa.

PhÐp chøng minh cña bµi to¸n nµy dùa vµo hÖ qu¶ cña bæ ®Ò Helsen sau, c¸c b¹n cã thÓ tù

chøng minh coi nh­ bµi tËp:

Bæ ®Ò. Víi mäi x vµ h lu«n tån t¹i r(x, h) sao cho: P (x + h) = P (x) + hP ′(x) + h2r(x, h)

¸p dông bæ ®Ò nµy ta cã thÓ chøng minh ®­îc bµi to¸n theo quy n¹p. §Ó hiÓu râ h¬n ®Þnh lÝ (1)

ta sÏ ®­a ra mét vÝ dô minh häa

Bµi to¸n 2.1. Cho n lµ sè nguyªn d­¬ng lín h¬n 1, h·y tÝnh sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång

d­ x(x − 1) ≡ 0 (mod n).

Lêi gi¶i. Ta viÕt n d­íi d¹ng ph©n tÝch thõa sè nguyªn tè n =
n
∏

i=1

ai. Khi ®ã theo ®Þnh lÝ 1 ta

sÏ quan t©m ®Õn sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®ång d­: x(x − 1) ≡ 0 (mod pai

i ), chó ý r»ng x

vµ x− 1 nguyªn tè cïng nhau nªn ph­¬ng tr×nh ®ång d­ nµy chØ cã 2 nghiÖm x ≡ 0 (mod p
ai

i )

hoÆc x ≡ 1 (mod pai

i ), tõ ®ã theo ®Þnh lÝ 1 ph­¬ng tr×nh nµy cã tÊt c¶ 2r nghiÖm, bµi to¸n ®­îc

chøng minh xong.
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Bµi to¸n 2.2. Cho n lµ sè nguyªn lÎ cã d¹ng
r
∏

i=1

pai

i . Khi ®ã xÐt a lµ nguyªn bÊt k× vµ nguyªn

tè cïng nhau víi n th× ph­¬ng tr×nh ®ång d­ x2 ≡ a (mod n) cã ®óng
r
∏

i=1

(1 +
(

a

pi

)

) trong ®ã
(

a

pi

)

lµ kÝ hiÖu Legendre.

Lêi gi¶i. Theo t­ t­ëng trªn ta chØ cÇn quan t©m ®Õn viÖc xÐt bµi to¸n khi n = pa, ta sÏ chøng

minh r»ng víi mäi k ph­¬ng tr×nh x2 ≡ a mod pk cã ®óng 1 +
(

a

p

)

nghiÖm.

Víi k = 1 th× kÕt cña cña bµi to¸n lµ hiÓn nhiªn, nÕu a lµ sè chÝnh ph­¬ng mod p th× ph­¬ng

tr×nh ®· cho cã ®óng 2 nghiÖm, nÕu a lµ phi thÆng d­ chÝnh ph­¬ng mod p th× hiÓn nhiªn

ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm. VËy ta cã kÕt qu¶ bµi to¸n.

B©y giê ta h·y xÐt khi k > 1, hiÓn nhiªn ta chØ cÇn quan t©m khi mµ a lµ sè chÝnh ph­¬ng

mod p. Khi ®ã gäi xo lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh P (x) ≡ 0 (mod p) víi P (x) = x2 − a th× ta

cã P (xo) = 2xo, sÏ nguyªn tè cïng nhau víi p khi p lÎ. Theo ®Þnh lÝ (2) ta cã kÕt qu¶ bµi to¸n

cho tr­êng hîp k > 1. PhÐp chøng minh cña ta hoµn tÊt.

NhËn xÐt. §­¬ng nhiªn bµi to¸n nµy vÉn cã thÓ gi¶i ®­îc cho tr­êng hîp n tæng qu¸t, tuy nhiªn

phÐp chøng minh nµy kh¸ dµi v× ph¶i chia 1 sè tr­êng hîp vÒ lòy thõa cña 2, phÇn nµy xin dµnh

cho b¹n ®äc coi nh­ lµ mét bµi t×m hiÓu nhá. Cuèi cïng ®Ó hiÓu h¬n vÝ dô 1 vµ vÝ dô c¸c b¹n

h·y thö søc vËn dông ®Ó gi¶i bµi to¸n sau ®©y:

VÝ dô 2.1. Ta xÐt S = {k ∈ Zn|k
2 ≡ 1 (mod n)}. H·y tÝnh

∏

k∈S

k theo mod n.

VÝ dô 2.2. (Tæng qu¸t cña ®Þnh lÝ Willson) XÐt T = {k ∈ Zn| gcd(k, n) = 1}, h·y tÝnh
∏

k∈T

k theo mod n.

Cã mét gîi ý nhá cho hai bµi to¸n nµy ®Ó c¸c b¹n tiÖn theo dâi:

§Çu tiªn ®Ó ý r»ng nÕu k thuéc S th× n − k còng thuéc S, ta cã thÓ ph©n S thµnh c¸c cÆp sè

(k, n − k) vµ chó ý r»ng tÝch c¸c phÇn tõ nµy ®ång d­ −1 mod n do k2 ≡ 1 (mod n), do vËy
∏

k∈S

k (mod n) = (−1)
|S|
2 chóng ta quay l¹i vÝ dô 1. T­¬ng tù trong T ta còng chia thµnh c¸c

cÆp "nghÞch ®¶o" tuy nhiªn cÇn l­u ý mét sè phÇn tõ mµ nghÞch ®¶o modn cña nã lµ chÝnh nã,

hay chÝnh lµ tháa m·n ph­¬ng tr×nh k2 ≡ 1 (mod n) vµ chóng ta ph¶i quay l¹i xÐt t­¬ng tù vÝ

dô 1 víi 1 chót r¾c rèi h¬n. Ta tiÕp tôc víi mét vÝ dô kh¸ ®iÓn h×nh cho øng dông cña ®Þnh lÝ

Trung Hoa:

Bµi to¸n 2.3. Cho S = {p1, , pr} lµ tËp r sè nguyªn tè ph©n biÖt, vµ P lµ ®a thøc hÖ sè nguyªn
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sao cho víi mäi n ®Òu tån t¹i pi trong S sao cho pi | P (n). Chøng minh r»ng tån t¹i i sao cho

pi | P (n), ∀n ∈ N .

Lêi gi¶i. Ta ph¶n chøng ®iÒu ng­îc l¹i, tøc lµ víi mçi pi trong S tån t¹i ai sao cho p - P (ai),

khi ®ã b»ng phÐp xÐt x tháa m·n hÖ ®ång d­ x ≡ ai (mod pi)

Theo ®Þnh lÝ Trung Hoa lu«n tån t¹i x tháa m·n bµi to¸n, ta suy ra P (x) kh«ng cã ­íc nguyªn

tè trong S vµ tõ ®ã ta cã sù v« lÝ nghÜa lµ ph¶i tån t¹i pi tháa m·n bµi to¸n, ®ã lµ ®iÒu cÇn chøng

minh.

Bµi to¸n tæng qu¸t sau ®©y vÉn ®óng nÕu ta thay S b»ng mét tËp sè nguyªn d­¬ng bÊt k×, ý

t­ëng cña bµi to¸n hoµn toµn gièng lêi gi¶i ¬ trªn nh­ng cã cÇn ®«i chót kÜ thuËt khÐo lÐo, xin

®­îc tiÕp tôc dµnh lêi gi¶i cho b¹n ®äc.

Bµi to¸n 2.4 (§©y lµ mét vÝ dô kh¸ ®iÓn h×nh cho ®Þnh lÝ Trung Hoa). Chøng minh r»ng víi

mäi sè nguyªn n ta cã thÓ chän n sè nguyªn liªn tiÕp sao cho tÊt c¶ c¸c sè ®ã ®Òu lµ hîp sè.

Lêi gi¶i. Gîi ý: XÐt p1, .., pn lµ c¸c sè nguyªn tè ph©n biÖt sau ®ã xÐt hÖ ®ång d­ x ≡ −k

(mod p2
k).

Bµi to¸n 2.5. Chøng minh r»ng víi mäi n lu«n tån taÞ mét tËp S mµ |S| = n sao cho víi mçi

tËp con T kh¸c rçng cña S th×
∑

x∈T

x kh«ng lµ luü thõa cña mét sè nguyªn.

Lêi gi¶i. Víi nh÷ng d¹ng to¸n nh­ vËy ta quan t©m nhiÒu ®Õn sè mò cña c¸c thõa sè nguyªn

tè, ta biÕt r»ng mét sè sÏ lµ luü thõa cña mét sè nguyªn nÕu nh­ gcd(vpi
(n)) > 1 víi pi lµ tËp

c¸c ­íc nguyªn tè cña n. Do vËy mét mÑo ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n lµ t×m c¸ch x¸c lËp mét sè

­íc nguyªn tè cña n mµ sè mò cña nã trong khai triÓn cña n b»ng 1. §iÒu nµy gîi ý cho ta bæ

®Ò sau:

Cho a1, ..., an lµ c¸c sè nguyªn ph©n biÖt. Khi ®ã lu«n tån t¹i x sao cho x + ai kh«ng lµ sè lòy

thõa víi mäi i = 1, .., n. §Ò chøng minh bæ ®Ò nµy ta chØ cÇn chän ra n sè nguyªn tè ph©n biÖt

pn > ... > p2 > p1 > max{a1, . . . , an} vµ xÐt hÖ ph­¬ng tr×nh ®ång d­: x ≡ pi − ai (mod p2
i ).

Khi ®ã ta cã víi mäi i tõ 1, . . . , n th× vpi
(x + ai) = 1 vµ ta cã kÕt qu¶ bµi to¸n.

Quay l¹i vÝ dô ta ®ang xÐt, bµi to¸n lµ hÖ qu¶ cña bæ ®Ò trªn th«ng qua phÐp quy n¹p. §Çu tiªn

ta dùng cho n. Sau ®ã chän sè x theo thuËt to¸n trªn, bæ sung x vµo tËp ®ã ta ®­îc tËp n + 1

phÇn tö. Vµ do ®ã kÕt thóc bµi to¸n.
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Bµi to¸n 2.6 (Thi v« ®Þch to¸n §µi Loan). Ta ®Þnh nghÜa mét h×nh vu«ng cã 4 ®Ønh lµ c¸c ®iÓm

nguyªn, ®ång thêi ®o¹n th¼ng nèi t©m O víi tÊt c¶ c¸c ®iÓm nguyªn trªn biªn vµ trong h×nh

vu«ng ®ã chøa Ýt nhÊt mét ®iªm nguyªn kh¸c hai ®Çu mót. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn

d­¬ng n, tån t¹i mét h×nh vu«ng tèt d¹ng n ∗ n.

Lêi gi¶i. Bµi to¸n nªu ra vÊn ®Ò vÒ ®o¹n th¼ng chøa ®iÓm nguyªn, v× vËy buéc ta ph¶i t×m hiÓu

vÒ tÝnh chÊt cña hai ®iÓm nguyªn trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, ®iÒu kiÖn ®Ó ®o¹n th¼ng ®ã chøa ®iÓm

nguyªn kh¸c hai ®Çu mót.

Bæ ®Ò 1. Cho hai ®iÓm A(a, b) vµ B(c, d) nguyªn trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, khi ®ã ®o¹n AB chøa

Ýt nhÊt 1 ®iÓm nguyªn kh¸c A vµ B khi vµ chØ khi gcd(a − c, b − d) > 1.

PhÐp chøng minh cña bæ ®Ò nµy kh¸ ®¬n gi¶n víi c«ng cô vector.

Quay l¹i bµi to¸n ta ®ang xÐt, ta gäi ®Ønh gÇn O nhÊt lµ (x, y). Khi ®ã to¹ ®é c¸c ®iÓm nguyªn

cña h×nh vu«ng sÏ lµ (x + i, y + j) víi i, , j = 0, ..., n. Khi ®ã ta cÇn t×m ®iÒu kiÖn ®Ó cho víi

mäi cÆp (i, , j) víi i, j ∈ {0, ..., n} ta lu«n cã gcd(x + i, y + j) > 1. §iÒu nµy gîi ý cho ta sö

dông ®Þnh lÝ Trung Hoa ®Ó x©y dùng ®iÒu kiÖn cho bµi to¸n. Víi mçi cÆp (i, j) ta x¸c ®Þnh mét

sè nguyªn tè pij sao cho c¸c sè pij ph©n biÖt. Tõ ®ã ta chØ cÇn xÐt x, y tho¶ m·n hÖ:

{

x ≡ −i (mod pij)

y ≡ −j (mod pij)

Theo ®Þnh lÝ Trung Hoa hÖ nµy cã nghiÖm x, y, tøc lµ tån t¹i mét h×nh vu«ng n ∗ n tho¶ m·n

bµi to¸n. Bµi to¸n ®­îc chøng minh xong.

Bµi to¸n 2.7. Cho f1, ..., fn lµ n ®a thøc kh¸c 0, khi ®ã chøng minh r»ng tån t¹i ®a thøc P hÖ

nguyªn sao cho víi mäi i = 1, .., n ta lu«n cã P + fn lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy.

Lêi gi¶i. Gîi ý: H·y sö dông tiªu chuÈn Eistein: NÕu P (x) = an.x
n + ... + a1x + a0 lµ ®a thøc

hÖ sè nguyªn tho¶ m·n, tån t¹i mét sè nguyªn tè p sao cho:

i) p | ai, ∀i = 2, ..., n vµ p - a1

ii )p2 - a0

th× P (x) lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy. Tõ ®ã x©y dùng mét ®a thøc tho¶ m·n hÖ ®ång d­ phï hîp víi

hai ®iÒu kiÖn i vµ ii.
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3 Bµi tËp

Bµi tËp 1 (VMO 2009). Cho m = 20072008, hái cã tÊt c¶ bao nhiªu sè tù nhiªn n < m sao cho

m|n(2n + 1)(5n + 2)

Bµi tËp 2 (Bulgaria TST 2003). Ta gäi mét tËp C lµ tèt nÕu víi mäi k th× tån t¹i a, b kh¸c nhau

trong C sao cho gcd(a + k, b + k) > 1. Gi¶ sö ta cã mét tËp tèt mµ tæng c¸c phÇn tö trong ®ã

b»ng 2003. Chøng minh r»ng ta cã thÓ lo¹i ®i mét phÇn tö c trong C sao cho tËp cßn l¹i vÉn

lµ tËp tèt.

Bµi tËp 3. Chøng minh r»ng hai kh¼ng ®Þnh sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

1. n kh«ng lµ béi cña 4

2. Tån t¹i x vµ y sao cho p | x2 + y2 + 1

Bµi tËp 4. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh x2 − 34y2 = −1 kh«ng cã nghiÖm nguyªn nh­ng víi

mäi n lu«n tån t¹i cÆp x, y sao cho n | x2 + 34y2 + 1.

Bµi tËp 5. Cho P (x) lµ ®a thøc hÖ sè nguyªn, kh¸c h»ng. Khi ®ã víi mäi sè nguyªn M ®Òu

tån t¹i x sao cho P (x) cã Ýt nhÊt m sè nguyªn tè ph©n biÖt.

Bµi tËp 6 (Moldova TST 2009). 1. Chøng minh r»ng tËp c¸c sè nguyªn cã thÓ ph©n ho¹ch

thµnh c¸c cÊp sè céng víi c«ng sai kh¸c nhau.

2. Chøng minh r»ng tËp hîp c¸c sè nguyªn kh«ng thÓ viÕt d­íi d¹ng hîp cña c¸c cÊp sè céng

víi c«ng sai ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.

Bµi tËp 7 (USA -TST 2009). Chøng minh r»ng tån t¹i d·y {k i} t¨ng thùc sù sao cho víi mäi n

th× k1...kn − 1 lµ tÝch cña hai sè nguyªn liªn tiÕp.

Bµi tËp 8. Cho S lµ tËp h÷u h¹n c¸c sè nguyªn d­¬ng, chøng minh r»ng tån t¹i x sao cho víi

mäi t thuéc S th× ta cã s.t lµ sè lòy thõa.

Bµi tËp 9. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn n th× tån t¹i n sè liªn tiÕp sao cho mçi s« trong

chóng kh«ng biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng tæng hai sè chÝnh ph­¬ng.

Chó ý: Mét sè biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng tæng hai sè chÝnh ph­¬ng khi vµ chØ khi v p(n) ch½n

víi mäi p ≡ 3 (mod 4)
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