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Dinh li thang du Trung Hoa Prime

Dinh 1i thang du Trung Hoa dugc coi la mot trong nhiing vién kim cuong trong s6 hoc so cép.
Day c6 thé coi la mot dinh If quan trong 1i thuyét dong du, trong bai viét ndy hi vong trao déi
cung ban doc mot s6 tng dung clia né trong viéc giai mot s6 bai toan phé thong.

1 Noi dung dinh li va chimmg minh:

Pinh li. Dinh Ii thing du Trung Hoa dwoc phdt biéu nhu sau: Cho m, ..., my la n s6 nguyén
duong doi mot nguyén t0 cung nhau va aq, . . ., a, la n s6 nguyén bdt ki. Khi dé hé phuong trinh
dong du:

r=a; (modm;)
n
C6 nghiém va nghiém nay la duy nhdt theo mod [] m;
i=1
Tru6c hét ta hay nhin lai van dé duoc dat ra, ¢6 hai van dé chiing ta cAn quan tam & day: thi
nhét 1a tinh giai dugc clia hé phuong trinh dong du nay, thit hai 1a tinh duy nhat ctia nghiém.

Bay gio ta hay tiép can bai toan, duong nhién ta chi can ching minh cho truong hop n = 2, céac
trudng hgp n > 2 1a hé qua cua trudng hgp nay. C6 rit nhiéu cich ching minh bai todn nay,
duéi day la mdt trong nhitng cach thong dung:

Trudc hét ta s& ching minh bé dé sau:
Bo6 dé Berzout. Cho hai s6 nguyén m va n sao cho ged(m, n) = 1. Khi d6 luon ton tai x va y
sao cho mz +ny =1

Chiing minh. Ta xét tap {1 — mx}, do m va n nguyén t6 cing nhau nén ta c6 {1 — mx} chay
qua mot hé thang du ddy di mod n. Khi d6 &t ton tai x sao cho n | 1 — mux, ta chi can xét
1—mx

Y= . B6 dé Berzout dugc chiing minh xong O

n

Hé qua. Vi moi d nguyén lubn ton tai u va v sao cho d = mu + nv.
Bay gio quay lai bai toan cta ching ta, theo Ii thuyét dong du, ton tai u, v sao cho:

T =a;+mu, = as+ mov

Do d6 ta chi can chon u va v théa min a; — ay = myv — myu, di€u nay hién nhién theo bé dé
Berzout & trén. Nhu vay tic 1a ton tai = théa man hé phuong trinh dong du trén. Phép ching
minh hoan tat cho bai todn ton tai nghiém. Bay gid ta s€ ching minh tinh duy nhat ctia nghiém.
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That vay ta hay xét hai nghiém x va x’ ctia hé phuong trinh da cho, khi d6 ta cé

r=2" (modm;) ,Vi=1,,n
Do m; doi mot nguyén t6 cuing nhau nén ta phai ¢6 z = 2’ (mod my...m,), ta c6 khang dinh
v€ tinh duy nhét cia nghiém theo mod m;...m,. C6 mét s6 chiing minh khac cho bai todn nay,
tuy nhién tdc gia van thich cach ching minh nay hon vi n6é van c¢6 tic dung cho dinh 1i thang
du Trung Hoa trong trudng hop téng quat:
Cho my, .., m, 1a cic s6 nguyén duong aq, .., a, la cic s6 nguyén khi d6 hé phuong trinh dong
du:

r=a; (modm;)

¢6 nghiém khi va chi khi ged (g, m;) | a; — aj,Vi # j. Khi d6 cdc ban hay lién he véi dinh 1i
Berzout & trén dé tu tim 10i gidi cho minh coi nhu 1a bai tap d€ hiéu rd hon ban chit clia van
dé.

2 Nghiém cua phuong trinh dong du

Pinh li. Néu ta dit M = [ m; va d; = —, hdy chitng minh rang: véi x = a;(d;)#™)
i=1 my i=1

thi T la nghiém ciua phuong trinh dong duw da cho.

Bay gio ta quan tam hon dén viéc Gng dung cta dinh 1i Trung Hoa trong li thuyét dong du.

Trudc hét ta s€ néu lai mot s6 khai niém co ban:

Cho P(x) la mot da thiic hé s6 nguyén, viéc gidai phuong trinh dong dw P(x) = 0 (mod n) la

viéc tim tdt cd cdc lop T trong Z,, = {0,1,..,n — 1} ma théa mdn n | P(x).

Chéng han xét P(z) = 23 — x, khi d6 phuong trinh déng du P(z) = 0 (mod 3) ¢6 3 nghiém

phan biet la 7z =0, 1, 2.

Tuy nhién phuong trinh dong du P(z) =0 (mod 4) lai chi ¢6 3 nghitm 7= 1,7 = 3
v

U
[oN
e

Dinh 1i sau day cho phép ta chi cAn quan tam dén viéc giai cic phuong trinh don
vGi p 1a cac sO nguyén to.

Pinh li 1. Cho n = []p;*, khi d6 phuong trinh dong du P(z) = 0 (mod n) c6 nghiém
=1

khi va chi khi tit ca cac phuong trinh déng du P(z) = 0 (mod pi*) (*) c6 nghiém. Hon nita
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néu goi V; la s6 nghiém cua phuong trinh d6 thi phuong trinh P(z) = 0 (mod n) cé ding
Nj...N, nghiém.

Chitng minh. Chiéu thuan cua bai todn 12 hién nhién, bdi néu ton tai x ma P(z) =0 (mod n)
thi hién nhién x s& thda man tit ca cdc phuong trinh dong du P(z) =0 (mod p{).

Ta xét chiéu déo ctia bai todn, nhung trudc hét ta chi y dén mot tinh chat don gian cua da thic
hé nguyén a — b | P(a) — P(b).

Bay gio ta tam goi 7, 1a 1 trong cac nghiém cuia phuong trinh dong du (*), theo tinh chét trén
ta chi can xét sy ton tai cua x sao cho: z = x,, (mod p{*)

Khi d6 cau tra 10i 1a ton tai theo dinh Ii Trung Hoa. Vi y tudng nay cau sau thuc chat 1a hé
qua, v6i mdi 1 cach chon nghiém trong N; nghiém ctia cdc phuong trinh dong du & trén lai cho
ta 1 nghiém duy nhat mod 7, va hién nhién céc nghiém nay phan biét theo mod n, tir d6 ta
c6 chinh xdc N1 N, nghiém. Phép chiing minh cta ta hoan tat O

Nhu vay nhu di néi, viéc nghién citu nghiém ctia phuong trinh déng du modn, c6 thé chuyén
vé nghien citu nghiém trong trudng hop n 1a lily thira chia s6 nguyén t6 , va tir d6 c6 thé chuyén
v€ nghién ctu nghiém trong trudng hop n 1a s6 nguyén t6 dua theo két qua sau:

Pinh li 2. Gid sit phuong trinh dong duw P(x) = 0 (mod p) ¢ k nghiém 7, .., Ty dong thoi
ged(P'(x;),p) = 1 thi véi moi a nguyén duong phuong trinh P(x) = 0 mod p* ciing cé ding
k nghiém theo mod p°.

Phép chiing minh clia bai todn nay dua vao hé qua clia bé dé Helsen sau, cdc ban c6 thé tu
chitng minh coi nhu bai tap:

Bo6 dé. Véi moi x va h luon tén tai r(x, h) sao cho: P(x + h) = P(x) + hP'(z) + h%r(x, h)
ap dung bd dé nay ta c6 thé ching minh duoc bai todn theo quy nap. Dé hiéu rd hon dinh i (1)
ta s€ dua ra mot vi du minh hoa

Bai toan 2.1. Cho n la s6 nguyén duong lon hon 1, hdy tinh s6 nghiém cua phuong trinh dong
du z(x —1) =0 (mod n).

Loi giai. Ta viét n dudi dang phan tich thira s6 nguyén t6 n = H a;. Khi d6 theo dinh 1i 1 ta

s

s€ quan tam dén s6 nghiém cta phuong trinh dong du: z(z — 1) =0 (mod p{*), chd y ring x
va 2 — 1 nguyén t6 cing nhau nén phuong trinh déng du nay chi c6 2 nghiém x = 0 (mod p;*)
hodac z =1 (mod p{*), tir d6 theo dinh 1i 1 phuong trinh nay c6 tt ca 2" nghiém, bai todn dugc
chitng minh xong. U
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Bai toan 2.2. Cho n la sé nguyén Ié c¢6 dang |] pi*. Khi do xét a la nguyén bdt ki va nguyén

=1
r

16" cung nhau véi n thi phuong trinh dong du x? = a (mod n) c¢é ding [](1 + ( )) trong do

i=1 Pi
(;”) la ki hiéu Legendre.

Loi gidgi. Theo tu tudng trén ta chi can quan tam dén viéc xét bai toan khi n = p?, ta s€ ching
minh ring v6i moi k phuong trinh 22 = ¢ mod p* c6 ding 1 + (Z) nghiém.

V6i k =1 thi két cha clia bai todn 1a hién nhién, néu a 1a s6 chinh phuong mod p thi phuong
trinh da cho c¢6 ding 2 nghiém, néu « 1a phi thang du chinh phuong mod p thi hién nhién
phuong trinh vo nghiém. Vay ta cé két qua bai toan.

Bay gid ta hay xét khi k& > 1, hién nhién ta chi cdn quan tam khi ma a 1a s6 chinh phuong
mod p. Khi d6 goi z, 1a nghiém cla phuong trinh P(z) = 0 (mod p) v6i P(x) = 2% — a thi ta
c6 P(z,) = 2x,, s€ nguyén t6 cung nhau véi p khi p 1é. Theo dinh 1i (2) ta c6 két qua bai toan
cho truong hop k£ > 1. Phép ching minh cua ta hoan tat. O

Nhan xét. Puong nhién bai todn nay véan c6 thé giai dugc cho trudng hop n téng quat, tuy nhién
phép ching minh nay khé dai vi phai chia 1 s6 trudng hgp vé liiy thira cua 2, phan nay xin danh
cho ban doc coi nhu 12 mot bai tim hiéu nho. Cu6i cing dé hiéu hon vi du 1 va vi du cdc ban
hiy thir sitc van dung dé giai bai toan sau day:

Vidu 2.1. Ta xét S = {k € Z,|k* =1 (mod n)}. Hay tinh [] k theo mod n.
keS
Vi du 2.2. (Téng qudt ctia dinh Ii Willson) Xét T = {k € Z,|gcd(k,n) = 1}, hdy tinh
[ k theo mod n.
keT
C6 mot goi y nhod cho hai bai todn nay dé cac ban tién theo doi:
Dau tién dé y ring néu k thuoc S thi n — k ciling thuoc S, ta c6 thé phan S thanh céc cap so
(k,m — k) va chd y ring tich cdc phan tir nay déng du —1 mod n do k> =1 (mod n), do vay

[] % (mod n) = (—1)% ching ta quay lai vi du 1. Tuong tu trong 7T ta cling chia thanh cac
keS
cap “nghich dao” tuy nhién can luu y mot s6 phan tir ma nghich dao modn ctia né 1a chinh nd,

hay chinh 1a théa man phuong trinh k2 = 1 (mod n) va ching ta phai quay lai xét tuong tu vi
du 1 véi 1 chit ric r6i hon. Ta ti€p tuc v6i mot vi du khd dién hinh cho tng dung cta dinh Ii
Trung Hoa:

Bai toan 2.3. Cho S = {p1,,p.} la tdp r s6 nguyén t6 phdn biét, va P la da thiic hé s6 nguyén

Khoi THPT Chuyén PHSP HN Page 5



Dinh li thang du Trung Hoa Prime

sao cho véi moi n déu ton tai p; trong S sao cho p; | P(n). Chitng minh rdng ton tai i sao cho
pi | P(n),Vn € N.

Loi gidi. Ta phan ching diéu ngugc lai, tic 12 v6i mdi p; trong S ton tai a; sao cho p 1 P(q;),
khi d6 bang phép xét x thdoa man hé dong du = = a; (mod p;)

Theo dinh 1i Trung Hoa luon ton tai x thda man bai todn, ta suy ra P(x) khong cé udc nguyén
td trong S va tir d6 ta ¢6 su vo i nghia 1a phai ton tai p; thoa man bai todn, do 1a di€u can ching
minh. 0]

Bai todn téng qudt sau day van ding néu ta thay S bing mot tap s6 nguyén duong bat ki, y
tudng cua bai todn hoan toan giong 10i giai o trén nhung c6 can doi chit ki thuéat khéo 1éo, xin
duoc ti€p tuc danh 16i giai cho ban doc.

Bai toan 2.4 (Pay la mot vi du kha dién hinh cho dinh 1i Trung Hoa). Chitng minh rdng véi
moi s6 nguyén n ta cé thé chon n sé nguyén lién tiép sao cho tdt cd cdc s6 dé déu la hop so.

Loi gidgi. Goi y: Xét p1,..,p, 12 cdc s6 nguyén t6 phan biét sau dé xét hé¢ dong du x = —k
(mod p3?). O

Bai toan 2.5. Chiing minh rdng vdoi moi n luén ton tai mot tap S ma |S| = n sao cho vdi méi
tdp con T khdc réong cia S thi ) x khong la luy thita cia mot s6” nguyén.

z€T
Loi gidi. V6i nhitng dang todn nhu vay ta quan tAm nhiéu dén s6 mii cua céc thira s6 nguyén
t0, ta biét rang mot so s& 1a luy thira clia mot s6 nguyén néu nhu ged(vy,(n)) > 1 vé6i p; 1a tap
céc udc nguyén t6 ctia n. Do vay mot meo dé gidi quyét bai toan 1a tim cach xdc lap mot s6
udc nguyén t¢ clia n ma s6 mil clia nd trong khai trién clia n bing 1. Piéu ndy goi y cho ta bd
dé sau:
Cho ay, ..., a, l1a ciac s6 nguyén phan biét. Khi d6 ludn ton tai x sao cho x + a; khong 1a so liy
thita v6i moi ¢ = 1, .., n. Dé chiing minh b6 dé nay ta chi cin chon ra n s6 nguyén t6 phan biét
Pn > ... > p2 > p1 > maz{ay, ..., a,} va xét he phuong trinh dong du: = = p; — a; (mod p?).
Khi d6 ta ¢6 v6i moi ¢ tir 1,...,n thi v,,(z + a;) = 1 va ta c6 két qua bai toan.
Quay lai vi du ta dang xét, bai toan la hé qua ctia bé dé trén thong qua phép quy nap. Pau tién
ta dung cho n. Sau d6 chon s6 x theo thuat todn trén, bd sung x vao tap d6 ta duoc tap n + 1
phén tir. Va do d6 két thdc bai todn. O
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Bai toan 2.6 (Thi vo dich toan Dai Loan). Ta dinh nghia mot hinh vuéng cé 4 dinh la cdc diém
nguyén, dong thoi doan thdng noi tam O véi tdt cd cdc diém nguyén trén bién va trong hinh
vuong dé chita it nhdt mot diém nguyén khdc hai dau miit. Chitng minh rang voi moi s6 nguyén
duong n, ton tai mot hinh vuong tét dang n * n.

Loi gidi. Bai todn néu ra van dé vé doan thang chita diém nguyén, vi vay buoc ta phai tim hiéu
vé tinh chat clia hai diém nguyén trén mit phing toa do, diéu kién dé doan thing dé chita diém
nguyén khic hai dau mdt.

Bo6 dé 1. Cho hai diém A(a,b) va B(c,d) nguyén trén mdt phdng toa do, khi dé doan AB chiia
it nhdt 1 diém nguyén khdac A va B khi va chi khi ged(a —c,b —d) > 1.

Phép chiing minh clia b6 dé nay kha don gian vé6i cong cu vector.

Quay lai bai todn ta dang xét, ta goi dinh gan O nhat 1a (z,y). Khi d6 toa do cac diém nguyén
cua hinh vuong s&€ 1a (z + 4,y + j) v6ii,,7 = 0,...,n. Khi d6 ta can tim diéu kién dé cho véi
moi cap (i,,7) v6i i,j € {0,...,n} ta luon ¢6 ged(x + 4,y + j) > 1. Diéu nay goi y cho ta su
dung dinh 1f Trung Hoa dé xay dung diéu kién cho bai todn. V6i mdi cap (i, j) ta xdc dinh mot
s6 nguyén to p;; sao cho cic s6 p;; phan biét. Tur d6 ta chi can xét x, y thod man hé:

{x = —i (mod pi;)

y=—j (mod py)

Theo dinh 1i Trung Hoa hé nay c¢6 nghiém z, y, tic la ton tai mot hinh vuong n * n thoa man
bai todn. Bai todn dugc chitng minh xong. O

Bai toan 2.7. Cho fi, ..., fn la n da thitc khdc 0, khi dé chitng minh rdng ton tai da thiic P hé
nguyén sao cho véi moi i = 1,..,n ta luén c6 P + f, la da thitc bdt khd quy.

Loi gidgi. Gogi y: Hay st dung tiéu chuén Eistein: Néu P(z) = a,.2" + ... + a17 + ag 1a da thic
hé s6 nguyén thoa man, ton tai mot s6 nguyén td p sao cho:

Dpla,Vi=2...nvapfa

i )p® { ao

thi P(x) la da thic bat kha quy. Tir d6 xay dung mot da thic thoa man hé dong du phu hop véi
hai diéu kién 7 va 1. 0]
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Bai tap 1 (VMO 2009). Cho m = 2007%°%8, hdi c¢6 tdt cd bao nhiéu sé tu nhién n < m sao cho
m|n(2n + 1)(5n + 2)

Bai tap 2 (Bulgaria TST 2003). Ta goi mét tdp C' la tot néu véi moi k thi ton tai a, b khdc nhau
trong C sao cho ged(a + k,b+ k) > 1. Gid su ta cé6 mot tdp tot ma tong cdc phdn ti trong dé
bdng 2003. Ching minh rdng ta cé thé loai di mét phdn tit ¢ trong C sao cho tdp con lai van
la tdp tot.

Bai tap 3. Chimg minh rang hai khang dinh sau la tuong duong:
1. n khong la boi cua 4
2. Tén tai v va y sao cho p | z* +y* + 1

Bai tap 4. Chitng minh rdng phuong trinh % — 34y® = —1 khong c¢6 nghiém nguyén nhung voi
moi n luén ton tai cdp x,y sao cho n | x* + 34y* + 1.

Bai tap 5. Cho P(z) la da thitc hé s6 nguyén, khdc hang. Khi dé voi moi so nguyén M déu
ton tai x sao cho P(x) cé it nhdt m so nguyén to phdn biét.

Bai tap 6 (Moldova TST 2009). /. Chitng minh rdng tdp cdc sé nguyén cé thé phan hoach
thanh cdc cdp s6 cong voi cong sai khdc nhau.

2. Chitng minh rdng tdp hop cdc s nguyén khong thé viét dudi dang hop ciia cdc cdp s6 cong
Vi cong sai doi mot nguyén té cung nhau.

Bai tap 7 (USA -TST 2009). Chitng minh rang ton tai day {k;} tdng thic su sao cho vdi moi n
thi ky...k, — 1 la tich cia hai s6 nguyén lién tiép.

Bai tap 8. Cho S la tdp hitu han cdc s6 nguyén duong, chiing minh rdng ton tai x sao cho vdi
moi t thudc S thi ta cé s.t la so liy thira.

Bai tap 9. Chiing minh rdng véi moi sé nguyén n thi ton tai n s lién tiép sao cho méi sé trong
chiing khong biéu dién duoc dudi dang tong hai sé” chinh phuong.

Chii y: M¢t s6 biéu dién duoc dudi dang tong hai sé chinh phiong khi va chi khi v,(n) chdn
voi moi p=3 (mod 4)
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