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ĐNN H LÝ VIÈTE VÀ CÁC ỨN G DỤN G 
1. N HẮC LẠI VÀ MỞ RỘN G MỘT SỐ VẤN  ĐỀ VỀ ĐA THỨC: 
 1.1. N hắc lại về đa thức: 
Hàm số ����: � → � được gọi là một đa thức nếu ���� ≡ 
��� hoặc ���� có dạng: ���� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �������� + ���� 
Khi đó, ��, ��, … , �� gọi là các hệ số của đa thức. �� được gọi là hệ số cao nhất, �� được gọi là hệ số tự do. 
N ếu �� = 1 thì đa thức ���� gọi là đa thức chuNn tắc hay đa thức mônic. N ếu �� ≠ 0 thì đa thức ���� gọi là đa 
thức bậc � và ta kí hiệu: deg ���� = �. Hiển nhiên, nếu ���� ≡ 0 thì deg ���� = 0. 
Để cho gọn, đôi khi người ta còn viết: 

���� =  �!�!�
!"� =  #!���!�

!"�  

Cách viết đằng sau gọi là cách viết ngược, với �#�, #�, … , #�� = ���, ����, … , ���. 
 
 1.2. Đa thức trên các tập số: 
Cho ���� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �������� + ����. Khi đó, ∀% = 1, �: 
N ếu �! ∈ ' thì ta nói ���� ∈ '[�] 
Các trường hợp riêng: 
 N ếu �! ∈ � thì ta nói ���� ∈ �[�] 
 N ếu �! ∈ * thì ta nói ���� ∈ *[�] 
 N ếu �! ∈ + thì ta nói ���� ∈ +[�] 
Rất rõ ràng, �[�] ⊃ *[�] ⊃ +[�]. 
 
 1.3. Các phép tính trên đa thức: 
Cho 2 đa thức sau: ���� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �-���-�� + �-�- .��� = #� + #�� + #��� + ⋯ + #������� + #��� 
Trong đó, �-#� ≠ 0. Ta định nghĩa một số phép toán cơ bản trên đa thức như sau: 
  a. Các phép tính cơ bản: 
Có 3 phép tính cơ bản thường dùng đối với 2 đa thức là phép cộng, kí hiệu là ���� + .���; phép trừ kí hiệu là ���� − .��� và phép hợp, kí hiệu là � ∘ .��� = �1.���2 
 
VD1.3a.1: Chứng minh rằng: 
a. deg1���� ± .���2 ≤ max{9; �} 
b. deg1����. .���2 = 9 + � 
c. deg1� ∘ .���2 = 9� 
Lời giải: Rõ ràng ta chỉ cần xét các hệ số cao nhất �- và #� của 2 đa thức. 
a. N ếu 9 > � thì đa thức >��� = ���� + .��� có dạng: >��� = �-�- + �-���-�� + ⋯ + ��� + #���� + ����� + #�������� + ⋯ + ��� + #��� + ��� + #�� 
Vì �- ≠ 0 nên theo định nghĩa, deg >��� = 9 = max{9; �} 
Tương tự với 9 < �, ta cũng có deg >��� = � = max{9; �} 
N ếu 9 = �, ta có: >��� = ��� + #���� + ����� + #�������� + ⋯ + ��� + #��� + ��� + #�� 
Do >��� có hệ số cao nhất là 
� = �� + #� nên deg >��� ≤ � = max{9; �}, đẳng thức xảy ra khi �� + #� = 0. 
Từ các trường hợp vừa xét, ta có deg1���� + .���2 ≤ max{9; �} (đpcm). 
Với trường hợp >@��� = ���� − .���, ta đặt .@��� = −.��� thì >@��� = ���� + .��� và theo điều vừa nói 
trên, ta cũng có deg1���� − .���2 ≤ max{9; �} (đpcm). 
b. Số hạng cao nhất của ����. .��� là �-#��-A�, mà �-#� ≠ 0 nên deg1����. .���2 = 9 + � (đpcm). 
c. Ta có: � ∘ .��� = �1.���2 = �-.-��� + �-��.-����� + ⋯ + ��.��� + ��, mà theo câu b thì: deg1���� ∘ .���2 = deg .-��� = deg1.���. .��� … .���2 = � deg .��� = �9 (đpcm). 
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  b. Phép chia đa thức: 
Cho 2 đa thức B��� và C��� ∈ �[�] sao cho deg B��� ≥ deg C���. 
Khi dó, tồn tại duy nhất hai đa thức ���� và E��� ∈ �[�] sao cho deg E��� < deg C��� và: B��� = C���. ���� + E��� ���� gọi là thương và E��� gọi là dư trong phép chia đa thức B��� cho đa thức C��� 
Chú ý rằng nếu deg B��� < deg C��� thì ���� ≡ 0 và E��� ≡ B���. 
N ếu E��� ≡ 0 thì ta nói rằng B��� chia hết cho C��� hay C��� chia hết B��� và kí hiệu: B��� ⋮ C��� hay C���|B���. 
 
VD1.3b.1: Tìm dư trong phép chia B��� = ����H + � + 1 cho C��� = �� − 1. 
Lời giải: 
Đặt: B��� = C���. .��� + E���. Vì deg C��� = 2 nên deg E��� < 2, do đó E��� là đa thức bậc nhất. 
Lại đặt: E��� = �� + # với �, # ∈ �. Lần lượt cho � = 1 và � = −1, với chú ý C�1� = C�−1� = 0, ta có: J B�1� = C�1�. .��� + � + #B�−1� = C�−1�. .��� − � + #K ⇔ M � + # = 3−� + # = 1K ⇔ M� = 1# = 2K 
Vậy đa thức dư trong phép chia cần tìm là E��� = � + 2 
 
 1.4. N ghiệm của đa thức và một số vấn đề liên quan: 
  a. Định nghĩa: 
Cho đa thức B��� ∈ �[�]. Giá trị �� ∈ � của � mà tại đó B���� = 0 được gọi là nghiệm của đa thức B���. 
  b. Định lý Bézout: 
Cho đa thức B��� ∈ �[�]. Khi đó �� là một nghiệm của B��� khi và chỉ khi B��� ⋮ �� − ��� 
Chứng minh: 
Xét đa thức B��� ∈ �[�] và C��� = � − ��. Theo định nghĩa phép chia đa thức, tồn tại duy nhất 2 đa thức .��� 
và E��� sao cho: B��� = C���. .��� + E��� = �� − ���. .��� + E��� 
Vì deg E��� < deg C��� = 1 nên E��� ≡ 
���. Đặt E��� = 
, ta có: B��� = �� − ���. .��� + 
 ⇒ B���� = 
 ⇒ B��� = �� − ���. .��� + B���� 
Theo định nghĩa về nghiệm của đa thức, �� là nghiệm của B��� khi và chỉ khi B���� = 0, tức là: B��� = �� − ���. .��� 
Đó cũng chính là đpcm. 
 
Hệ quả 1: đa thức bậc � không là đa thức hằng thì có không quá � nghiệm. 
Chứng minh: 
Giả sử đa thức B��� ∈ �[�] có deg B��� = � và có từ � + 1 nghiệm trở lên, là: ��, ��, … , ��A�. Theo định lý 
Bézout, ta có: B��� = �� − ����� − ��� … �� − ��A��. C���, suy ra deg B��� ≥ � + 1 > �, mâu thuẫn. 
Từ đây ta có đpcm. 
 
Hệ quả 2: đa thức bậc � có nhiều hơn hoặc bằng � + 1 nghiệm là đa thức 0. 
 
VD1.4b.1: (Công thức nội suy Largrange) 
Cho B��� ∈ �[�] có deg B��� = � và � + 1 số thực ��, ��, … , ��A�. Chứng minh rằng: B��� = B���� �� − ����� − �P� … �� − ��A����� − ������ − �P� … ��� − ��A�� + B���� �� − ����� − �P� … �� − ��A����� − ������ − �P� … ��� − ��A�� + ⋯

+ B���A�� �� − ����� − ��� … �� − ������A� − ������A� − ��� … ���A� − ��� =  B��!� Q � − �R�! − �R
�A�
R"�RS!

�A�
!"�  

Lời giải: 
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Xét đa thức: 

C��� = B��� −  B��!� Q � − �R�! − �R
�A�
R"�RS!

�A�
!"�  

Ta thấy deg C��� ≤ �. Cho � lần lượt nhận các giá trị ��, ��, … , ��A�, ta thấy ∀% = 1, � + 1 thì: C��!� = B��!� − B��!� = 0 
Suy ra ��, ��, … , ��A� là � + 1 nghiệm của C���. Theo hệ quả 2 của định lý Bézout suy ra C��� ≡ 0. Từ đó: 

B��� =  B��!� Q � − �R�! − �R
�A�
R"�RS!

�A�
!"�  

Đó là đpcm. 
 
Chú ý rằng từ công thức nội suy Largrange được chứng minh trong ví dụ nêu trên, ta có 2 hệ quả quan trọng: 
N ếu đa thức bậc � xác định tại � + 1 giá trị của biến thì nó xác định hoàn toàn. 
N ếu 2 đa thức có bậc không lớn hơn � và nhận giá trị bằng nhau tại � + 1 điểm giá trị của biến thì chúng đồng 
nhất với nhau. 
 
Ở phần sau, khi chứng minh định lý Viète và một số định lý quan trọng khác, ta sẽ sử dụng các hệ quả này. 
 
 1.5. Đa thức với hệ số nguyên, sự bất khả qui và tiêu chuNn bất khả qui Einstein: 
  1.5.1. Đa thức với các hệ số nguyên: 
Ở phần đầu, ta đã định nghĩa đa thức ���� ∈ +[�] là đa thức có các hệ số nguyên (hay đa thức nguyên) nếu và 

chỉ nếu: ���� = ���� + �������� + ⋯ + ��� + �� đồng thời �! ∈ +, ∀% = 1, � 
  1.5.2. Sự bất khả qui của đa thức và tiêu chuNn bất khả qui Einstein: 
  a. Định nghĩa: 
Đa thức ���� ∈ +[�] gọi là bất khả qui trên +[�] nếu và chỉ nếu ���� không phân tích được thành tích của 2 đa 
thức cũng thuộc +[�]. 
  b. Định lý về sự bất khả qui của đa thức: 
Cho đa thức ���� ∈ +[�] và ���� = ���� + �������� + ⋯ + ��� + ��. Khi đó, nếu tồn tại số nguyên tố T 

thoả mãn điều kiện ∀U = 0, �: 

V T ∤ ��T | �X, �X��, … , ��T� ∤ ��
K 

Đồng thời ���� phân tích được thành tích của 2 đa thức cũng thuộc +[�] thì ít nhất một trong 2 đa thức trên có 
bậc không nhỏ hơn U + 1. 
Chứng minh: 
Giả sử ���� = .���Y��� với: .��� = #-�- + #-���-�� + ⋯ + #�� + #� Y��� = 
��-���- + 
��-A����-A� + ⋯ + 
�� + 
� 
là các đa thức thuộc +[�]. 
Ta có �� = #-
��- là số chia hết cho T nhưng không chia hết cho T� nên trong 2 số #-và 
��-, có đúng một 
số chia hết cho T. Giả sử #- ⋮ T còn 
��- thì không. 
Gọi %� là số nhỏ nhất mà #!Z không chia hết cho T với 0 < %� ≤ 9 
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Vì �!Z = 
��-#!Z + 
��-A�#!Z�� + ⋯ mà �!Z không chia hết cho T nên %� ≥ U + 1. 

Mà 9 ≥ %� nên 9 ≥ U + 1. Đó chính là đpcm. 
  c. Tiêu chuNn bất khả qui Einstein: 
Trong định lý trên, cho U = � − 1 thì ta có định lý sau: 
Cho đa thức ���� ∈ +[�] và ���� = ���� + �������� + ⋯ + ��� + ��. Khi đó, nếu tồn tại số nguyên tố T 
thoả mãn: 

V �� không chia hết cho T����, ����, … , �� chia hết cho T�� không chia hết cho T� K 
thì đa thức ���� bất khả qui trên +[�] 
 
Định lý này được gọi là tiêu chuNn bất khả qui Einstein. N ó rất hữu dụng trong việc giải các bài toán Số Học 
trên đa thức. 
 
 1.6. Phương trình đại số và các định nghĩa liên quan: 
Cho đa thức ���� ∈ �[�] và ���� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �������� + ����. Khi đó, mệnh đề chứa biến: “���� = 0” được gọi là một phương trình đại số bậc � (hay phương trình bậc �). � 
gọi là Nn, các hệ số ��, ��, … , �� được gọi là các hệ số của phương trình. Các giá trị ��, ��, … , �X của � làm cho 
mệnh đề đúng được gọi là nghiệm của phương trình. Tập hợp các giá trị ấy gọi là tập nghiệm của phương trình. 
Công việc đi tìm tập nghiệm của một phương trình được gọi là giải phương trình ấy. 
 
2. ĐNN H LÝ VIÈTE: 
 2.1. Các đa thức đối xứng sơ cấp và vai trò của chúng: 
Đa thức � biến B���, ��, … , ��� được gọi là đa thức đối xứng giữa � biến ấy nếu với mọi hoán vị �g�, g�, … , g�� 
của bộ số ���, ��, … , ���, ta đều có: B���, ��, … , ��� = B�g�, g�, … , g��. 
Các đa thức đối xứng là một bộ phận rất quan trọng của tập hợp các đa thức nhiều biến. Khi xét đến các đa thức 
đối xứng này, ta thường nói đến những đa thức đối xứng sơ cấp. Đó là các đa thức có dạng: 

h����� = �� + �� + ⋯ + �� =  �!
�

!"�  

h����� = ���� + ���P + ⋯ + ���� + ���P + ���i + ⋯ + ���� + ⋯ + ������ =  �!�R�j!kRj�  

……………… 

h�X��� =  �!l�!m … �!n�j!lk!mk⋯k!nj� =  oQ �!p
X

R"� q�j!lk!mk⋯k!nj�  

……………… 

h����� = ���� … �� = Q �!
�

!"�  

h�X��� gọi là hàm đa thức đối xứng bậc U tương ứng của � biến và là một tổng gồm r�X các số hạng bậc U. Mỗi 
số hạng là tích của U biến từ � biến {��, ��, … , ��} và được gọi là tích chập U của � biến phần tử. Trong một số 
tài liệu, biểu thức h�X��� còn được gọi là các đa thức Viète. 
Một số đa thức đối xứng sơ cấp thường gặp là: h����� = �� + ��, h����� = ���� hP���� = �� + �� + �P, hP���� = ���� + ���P + �P��, hPP��� = �����P 
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Vai trò của các đa thức đối xứng sơ cấp nói trên trong Đại Số là hết sức quan trọng. Chúng ta sẽ thấy rõ điều ấy 
qua định lý sau đây: 
 
Định lý cơ bản của Đại Số: Mọi đa thức đối xứng đều có thể biểu diễn được qua các đa thức đối xứng sơ cấp. 
Định lý này đối với trường hợp đa thức � biến B���, ��, … , ��� bản thân tôi chưa tìm ra cách chứng minh. Tôi 
chỉ có thể đưa ra cách chứng minh đối với trường hợp � = 3 và từ đó, hệ quả là trong trường hợp � = 2 định lý 
cũng vẫn đúng. 
Chứng minh (đối với trường hợp � = 3): 
Trong trường hợp � = 3, định lý được phát biểu như sau: 
Mọi đa thức đỗi ứng B��, g, s� đều viết được dưới dạng đa thức đối xứng 3 biến Viète, tức là ở dạng: B��, g, s� = t�T, u, v� 
Với T = � + g + s, u = �g + gs + s� và v = �gs 
 
Thật vậy, nhận xét rằng với mỗi bộ số mũ �%, w, U� cố định thì các hệ số tương ứng với �-g�sx với mọi hoán vị �9, �, T� của �%, w, U� đều phải bằng nhau. (Vì giả sử ngược lại, tức là các hệ số tương ứng với �-g�sx khác 
nhau thì đa thức không còn đối xứng giữa �, g, s) Do đó, ta chỉ cần chứng minh định lý cho trường hợp: B��, g, s� = �!gRsX + �!gXsR + �RgXs! + �Rg!sX + �Xg!sR + �XgRs! 
Với % = w = 0 và U = �, ta xét biểu thức: >� = �� + g� + s� 
Khi đó, ∀� ∈ y∗, � ≥ 2 ta có: >�A� = T>� − u>��� + v>��� 
Vậy bằng nguyên lý quy nạp toán học, ta suy ra với mọi đa thức có dạng >� = �� + g� + s� đều có thể được 
biểu diễn qua các đa thức đối xứng 3 biến Viète. Từ đó, ta suy ra đa thức có dạng: {����, g, s� = ��g�� + �gs�� + �s��� 
Tức là ứng với bộ số mũ % = 0, w = U = �, các đa thức ấy cũng có thể đươc biểu diễn ở dạng: {�� = Y�T@, u@, v@� 
Với T@ = �g + gs + s�, u@ = ��g��gs� + �gs��s�� + �s����g� = �gs�� + g + s� 
và v@ = ��g��gs��s�� = ��gs��. 
Xét trường hợp % = 0, w = 9 > � = U, ta có đa thức: {-,���, g, s� = ���g- + s-� + g��s- + �-� + s���- + g-� 

N hưng đa thức trên có thể được viết dưới dạng: {-,���, g, s� = {�>-��v-��{�� 

Vậy {-,���, g, s� có thể được biểu diễn thông qua T, u, v. 

Cuối cùng, xét trường hợp %, w, U khác nhau đôi một. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 0 < % < w < U. 
Trong trường hợp ấy, ta có: B��, g, s� = �!gRsX + �!gXsR + �RgXs! + �Rg!sX + �Xg!sR + �XgRs! = v!1>X�!{R�! − vX�R{XA�R�!2 
Vậy định lý được chứng minh. 
   
N hư vậy, có thể coi các đa thức đối xứng sơ cấp nêu trên là “chiếc cầu nối” dẫn chúng ta từ chỗ các đa thức đối 
xứng nói chung khó nghiên cứu về trường hợp các đa thức đối xứng sơ cấp cơ bản, thuần nhất và dễ nghiên cứu 
hơn nhiều. Chúng ta sẽ hiểu rõ hơn về vai trò của các đa thức đối xứng này qua định lý Viète được trình bày ở 
phần sau, cũng là đề tài chính của bài báo cáo này. 
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Đối với trường hợp 3 biến số �, #, 
, người ta thường đặt T = � + # + 
, u = �# + #
 + 
� và v = �#
. Từ đó 
mà hình thành một phương pháp chứng minh các bất đẳng thức Đại Số mang tên “T, u, v”. Chúng ta sẽ tìm hiểu 
kĩ hơn về phương pháp “T, u, v” ở phần sau. 
 
Trong phương pháp này, khi �, #, 
 ≥ 0, ta chú ý đến một số cơ sở sau: 

• TP − 4Tu + 3v ≥ 0 (tương đương với �P + #P + 
P + 3�#
 ≥ �#�� + #� + #
�# + 
� + 
��
 + ��) 

• Ti − 5T�u + 4u� + 6Tv ≥ 0 (tương đương với  
                                                              ���� − #��� − 
� + #��# − 
��# − �� + 
��
 − ���
 − #� ≥ 0) 

• TP ≥ 27v, uP ≥ 27v� (lần lượt tương đương với � + # + 
 ≥ 3��#
�
 và �# + #
 + 
� ≥ 3���#
��� ) 

• Tu ≥ 9v (tương đương với �� + # + 
���# + #
 + 
�� ≥ 9�#
) 
 
VD2.1a.1: (Bulgari MO 1998) 
Cho �, #, 
 ≥ 0 thoả �#
 = 1. Chứng minh rằng: 11 + � + # + 11 + # + 
 + 11 + 
 + � ≤ 12 + � + 12 + # + 12 + 
 

Lời giải: 
Đặt T = � + # + 
, u = �# + #
 + 
� và v = �#
 = 1. Ta có: �{ = 1T + 1 − � + 1T + 1 − # + 1T + 1 − 
= �1 + � + #��1 + # + 
� + �1 + # + 
��1 + 
 + �� + �1 + 
 + ���1 + � + #��T + 1 − ���T + 1 − #��T + 1 − 
�

= T� + 4T + 3 + uT� + 2T + Tu + u 

�� = 12 + � + 12 + # + 12 + 
 = 4T + u + 124T + 2u + 9 

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: T� + 4T + 3 + uT� + 2T + Tu + u ≤ 4T + u + 124T + 2u + 9 

⇔ u − 34T + 2u + 9 ≤ Tu − 2T − 3T� + 2T + Tu + u ⇔ �u − 3��T� + 2T + Tu + u� ≤ �Tu − 2T − 3��4T + 2u + 9� ⇔ �3u − 5�T� + �T − 1�u� + 6Tu ≥ 24T + 3u + 27 
Mặt khác do v = 1 và theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 

� � + # + 
 ≥ 3��#
��# + #
 + 
� ≥ 3���#
��� K 
⇒ M � + # + 
 ≥ 3�# + #
 + 
� ≥ 3K 

Hay T, u ≥ 3, do đó: �{ ≥ 4T� + 2u� + 6Tu ≥ 12T + 6�u − 1�T + 6T + 2u� ≥ 24T + 3u + �u� + 6u� ≥ �� 
Vậy ta có đpcm, và đẳng thức chỉ xảy ra khi � = # = 
 = 1. 
 
Bây giờ chúng ta hãy đến với định lý Viète. 
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 2.2. Định lý Viète: 
  a. Đôi nét về François Viète: 

 Francois Vieøte, coøn ñöôïc nhieàu ngöôøi bieát ñeán vôùi teân tieáng La tinh laø Vieta, oâng sinh naêm 1540 taïi 

Fontenay-le-Comte, Phaùp. Thuôû nhoû oâng hoïc ôû moät tröôøng doøng vaø sau ñoù tieáp tuïc hoïc luaät ôû tröôøng Ñaïi hoïc 

Poitiers ngay taïi queâ nhaø. OÂng sôùm noåi baät leân bôûi söï khoân ngoan, saéc saûo trong nhöõng laàn tham vaán veà luaät 

phaùp cho nhöõng ngöôøi loãi laïc,sau ñoù khoâng laâu oâng trôû thaønh coá vaán hoaøng gia cho Vua Henry III vaø Henry 

IV cuûa Phaùp.Vaøo nhöõng luùc raûnh roãi,oâng nghieân cöùu toaùn hoïc vaø töï xuaát baûn nhöõng keát quaû maø oâng gaët haùi 

ñöôïc.Oâng ñöôïc meänh danh laø cha ñeû cuûa ngaønh soá hoïc hieän ñaïi vaø là nhaø toaùn hoïc loãi laïc nhaát cuûa theá kæ 16. 

 Nhöõng caâu chuyeän sau seõ phaàn naøo moâ taû moät chuùt tính caùch cuûa oâng.Trong thôøi gian laøm vieäc cho vua 

Henry III,oâng ñaõ tìm ra chìa khoùa maät maõ cuûa ngöôøi Taây Ban Nha daøi 500 kí töï vaø ñoïc ñöôïc thö töø bí maät  

cuûa quaân ñoäi keû thuø.Vua Philipp II cuûa Taây Ban Nha vaãn tin chaéc raèng maät maõ cuûa mình laø baát khaû xaâm 

phaïm,khoâng ai coù theå giaûi maõ ñöôïc neân khi nghe tin ñoù ,oâng ta ñaõ phaøn naøn vôùi Ñöùc giaùo hoaøng raèng ngöôøi 

Phaùp ñaõ söû duïng ma thuaät ñeå choáng laïi oâng ta vaø ñieàu ñoù traùi vôùi nhöõng baøi hoïc toát ñeïp cuûa Chuùa.   

 Khaû naêng cö xöû kheùo leùo cuûa Viete ñöôïc minh hoïa trong caâu chuyeän veà Francoise de Rohan, ngöôøi em 

hoï cuûa Henry III.Baø ñaõ höùa hoân vôùi coâng töôùc J.de Nermours vaø coù moät con trai vôùi oâng nhöng sau ñoù,oâng 

naøy laïi cöôùi moät ngöôøi phuï nöõ khaùc laø Anne d’Este. Francoise muoán oâng ta coâng boá laø choàng hôïp phaùp cuûa 

mình coøn ñöùa con cuøng Anne chæ laø con hoang.Viete ñaõ tìm ra giaûi phaùp:Nghò vieän tuyeân boá Francoise laø vôï 

hôïp phaùp cuûa Nemours vaø trao cho baø ta nhöõng quyeàn lôïi cuûa moät coâng töôùc vaø ñoàng thôøi cuoäc hoân nhaân cuûa 

Anne vaø Nemours bò huyû boû ñeå ñaûm baøo Anne vaø con coâ ta seõ khoâng bò toån haïi naøo veà danh döï hay quyeàn 

lôïi. 

 Khaû naêng toaùn hoïc cuûa Viete baét ñaàu loä dieän trong söï vieäc sau vaøo muøa heø naêm 1594.Nhaø toaùn hoïc 

ngöôøi Bæ A. van Roomen ñöa ra thaùch thöùc cho taát caû nhöõng nhaø toaùn hoïc ñöông thôøi veà lôøi giaûi cho moät 

phöông trình baäc 45.Ñaïi söù Haø Lan daâng cho vua Henry IV cuoán saùch cuûa van Roomen vôùi lôøi bình luaän 

raèng döôøng nhö nöôùc Phaùp khoâng coù moät nhaø toaùn hoïc naøo quan troïng.Nhaø vua cho goïi Viete vaø ngay sau 

ñoù oâng ñaõ laäp töùc tìm ra lôøi giaûi cho baøi toaùn ,vaøo ngaøy hoâm sau,oâng tìm ra hôn 22 caùch giaûi nöõa. 

 Ñaùp laïi Van Roomen,Viete thaùch thöùc oâng giaûi baøi toaùn Apollonius tìm ra caùch xaây döïng 1 ñöôøng troøn 

tieáp xuùc vôùi 3 tam giaùc cho tröôùc.Khi Adrianus Romanus tìm ra lôøi giaûi söû duïng 2 hyperbolas,Vieteù khoâng 

haøi loøng laém vôùi lôøi giaûi ñoù vì noù xa laï vôùi hình hoïc maø theo oâng chæ caàn duøng hình hoïc phaúng ,chæ vôùi nhöõng 

ñöôøng troøn vaø ñöôøng thaúng. Sau ñoù, oâng ñaõ ñöa ra lôøi giaûi toång quaùt cho baøi toaùn tieáp tuyeán vôùi moät phöông 

phaùp thuaàn chaát hình hoïc vaø xuaát baûn moät cuoán saùch nhoû vôùi töïa ñeà Apollonius Gallus naêm 1600 ôû Paris. 

Adrianus caûm thaáy raát haøi loøng vaø höùng thuù neân ngay sau ñoù oâng leân ñöôøng ñeán Phaùp ñeå gaëp Viete vaø coù 

moät tình baïn maät thieát vôùi Viete. 

 Laáy laøm ngaïc nhieân vì sao moät luaät sö baän roän nhö Viete laïi coù theå daønh nhieàu thôøi gian ñeán theá cho 

toaùn hoïc.Theo moät nhaø söû hoïc ñöông thôøi,vaøo naêm 1620,söï suy tö daønh cho toaùn hoïc cuûa Viete saâu saéc ñeán 

noãi suoát 3 ngaøy lieàn oâng ngoài treân baøn làm việc, khoâng aên, khoâng nguû, ngoaïi tröø ngaû ñaàu vaøo khuyû tay vaø 

thieáp ñi, cuõng khoâng nghæ ngôi moät chuùt naøo. Viete maát naêm 1603, chỉ 2 thaùng sau khi vua cho oâng nghæ höu.  
  b. Định lý Viète: 
Cho đa thức B��� ∈ �[�] xác định như sau: B��� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �������� + ���� ��� ≠ 0� và 
bộ số thực {��, ��, … , ��} (không nhất thiết phải hoàn toàn phân biệt lẫn nhau, trong trường hợp đa thức có 
nhiều nghiệm bằng nhau). Khi đó, ��, ��, … , �� là � nghiệm của B��� khi và chỉ khi chúng thoả mãn hệ điều 
kiện sau: 
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�1�

���
���
�
���
��� h����� = �� + �� + ⋯ + �� =  �!

�
!"� = − ������h����� = ���� + ���P + ⋯ + ���� + ���P + ���i + ⋯ + ���� + ⋯ + ������ =  �!�R�j!kRj� = ������… … … … … …

h�X��� =  �!l�!m … �!n�j!lk!mk⋯k!nj� =  oQ �!p
X

R"� q�j!lk!mk⋯k!nj� = �−1�X �X��… … … … … …
h����� = ���� … �� = Q �!

�
!"� = �−1�� ����

K 

Chứng minh: 
a. Định lý thuận: 
Giả sử ��, ��, … , �� là các nghiệm của B���. Theo định lý Bézout thì: B��� = �� + ��� + ���� + ⋯ + �������� + ���� ≡ ���� − ����� − ��� … �� − ��� 

⇒  �X�� �X�
X"� ≡  �−1�Xh�X����X�

X"�  

Từ đồng nhất thức trên ta có: h�X��� = �−1�X �X �� , ∀U = 1, � 

Đó chính là đpcm. 
b. Định lý đảo: 
Giả sử bộ số {��@ , ��@ , … , ��@ } là thoả hệ điều kiện �1�. Ta chứng minh rằng chúng là � nghiệm của B���. 
Thật vậy, gọi ��, ��, … , �� là � nghiệm của B���. Theo định lý thuận vừa chứng minh, ta có: h�X��� = h�X��@�, ∀U = 1, � 
Xét 2 đa thức: 

B��� = �� − ����� − ��� … �� − ��� =  h�X����X�
X"�  

C��� = �� − ��@ ��� − ��@ � … �� − ��@ � =  h�X��′��X�
X"�  

N hưng do h�X��� = h�X��@�, ∀U = 1, � nên B��� ≡ C��� và vì thế tập nghiệm của chúng là giống nhau. 
Từ đây ta cũng có đpcm. 
 
VD2.2b.1: Cho đa thức B��� ∈ �[�] và B��� = �� + �������� + ⋯ + ���� + ��� + �� có � nghiệm không 
âm. Chứng minh rằng: ���� �� ≥ ����� 

Lời giải: 
Theo định lý Viète ta có: h���� = ���P … �� + ���P … �� + ⋯ + ���� … ���� = �−1����. �� h�� = ���� … �� = �−1���� 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
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�−1������� = ���P … �� + ���P … �� + ⋯ + ���� … ����� ≥ ����� … �������  

⇒ �−1������ ≥ ���−1���������  ⇒ ���� �� ≥ ����� 

Đó chính là đpcm. 
 
VD2.2b.2: Cho phương trình: ��i − ��P + #�� − 
� + � = 0 �∗�. Biết rằng phương trình �∗� có 4 nghiệm 

trong khoảng �0, ��� và �, #, 
, � > 0. Chứng minh rằng: 21� + 164
 ≥ 80# + 320� 
Lời giải: 
Gọi ��, ��, �P, �i là 4 nghiệm của phương trình �∗�. Theo định lý Viète ta có: 

���
�
���

�� + �� + �P + �i = 1���� + ���P + ���i + ���P + ���P + �P�i = #������P + �����i + ���P�i + ���P�i = 
������P�i = ��
K 

Vì � > 0 nên bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 21 + 164 
� ≥ 80 #� + 320 �� ⇔ 21 + 164������P + �����i + ���P�i + ���P�i�≥ 80����� + ���P + ���i + ���P + ���P + �P�i� + 320������P�i� ⇔ 81�1 − 2����1 − 2����1 − 2�P��1 − 2�i� ≤ �1 + 2����1 + 2����1 + 2�P��1 + 2�i� 

Do giả thiết ��, ��, �P, �i ∈ �0; ��� nên �1 − 2���, �1 − 2���, �1 − 2�P�, �1 − 2�i� > 0. 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

�1 − 2����1 − 2����1 − 2�P� ≤ �1 − 2�� + 1 − 2�� + 1 − 2�P3 �P = �1 + 2�i3 �P
 ⇒ 0 < 27�1 − 2����1 − 2����1 − 2�P� ≤ �1 + 2�i�P �1� 

Lý luận tương tự ta có: 

V0 < 27�1 − 2����1 − 2�P��1 − 2�i� ≤ �1 + 2���P �2�0 < 27�1 − 2�P��1 − 2�i��1 − 2��� ≤ �1 + 2���P �3�0 < 27�1 − 2�i��1 − 2����1 − 2��� ≤ �1 + 2�P�P �4�K 
N hân theo vế các bất đẳng thức �1�, �2�, �3� và �4� rồi rút gọn, ta có: 81�1 − 2����1 − 2����1 − 2�P��1 − 2�i� ≤ �1 + 2����1 + 2����1 + 2�P��1 + 2�i� 
Và đó chính là đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: �� = �� = �P = �i = 14 ⇔ #� = 38 ; 
� = 116 ; �� = 1256 

 
VD2.2b.3: Tồn tại hay không một tập hợp ' gồm hữu hạn các số thực dương sao cho ứng với mỗi � ∈ +A đều 
tồn tại đa thức B��� ∈ '[�] sao cho deg B��� = � và B��� có đúng � nghiệm đều thuộc '. 
Lời giải: 
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Giả sử tồn tại tập hợp ' = {��, ��, … , ��} trong đó � = �� < �� < ⋯ < �� = # thoả mãn yêu cầu bài toán. 
Khi đó, theo giả thiết thì tồn tại đa thức: ���� = #��� + #������� + ⋯ + #� + #� ∈ '[�] 
sao cho ���� có � nghiệm ����, … , �� ∈ '. Theo định lý Viète ta có: 

 �!�
�

!"� = �− #���#� �� − 2 #���#� < �− #���#� �� + 2 |#���||#�|  
N hưng do #���, #���, #� ∈ ' ⊂ [�; #] nên: 

��� ≤  �!�
�

!"� ≤ �#��� + 2 #� , ∀� ∈ y∗ 
Điều này không thể xảy ra khi ta tăng giá trị của � đến vô cùng. 
Vì vậy mà không tồn tại một tập hợp ' nào thoả điều kiện của bài toán đưa ra cả. 
 
VD2.2b.4: Tìm tất cả các đa thức ���� có dạng như sau: 

���� = �� +  �−1�Xr�X�XX���X�
X"�  

và nhận các số thực ��, ��, … , �� làm nghiệm. Ở đây, r�X = �!U! �� − U�!  là số tổ hợp chập k của n phần tử. 
Lời giải: 
Xét đa thức ���� thoả điều kiện như vậy. Theo định lý Viète thì: r�X�XX = h�X��� =  �!l�!m … �!n�j!lk!mk⋯k!nj� , ∀U = 1, � 

(tổng này gồm r�X số hạng). 
Xét số �X thoả điều kiện |�X| = max{|��|, |��|, … |��|} 
Khi đó: r�X|�X|X = h�X��� =  ��!l���!m� … ��!n��j!lk!mk⋯k!nj� ≤ r�X|�X|X, ∀U = 1, � 

⇔  ��!l���!m� … ��!n��j!lk!mk⋯k!nj� = r�X|�X|X, ∀U = 1, � 

Suy ra |��| = |��| … |��|. Mặt khác, cũng theo định lý Viète: |�� + �� + ⋯ + ��| = �|��| 
Vì thế ��, ��, … , �� cùng dấu. Vậy �� = �� = ⋯ = �� = � và ta có đa thức ���� cần tìm là: 

���� = �� − ��� =  �−1�Xr�X���X�
X"�  

 
Các ví dụ trên cho ta thấy ứng dụng của định lý Viète đối với trường hợp tổng quát của đa thức bậc � và trường 
hợp riêng đối với � = 4. Song, 2 trường hợp riêng rất thường gặp của định lý Viète là: 
Đối với phương trình bậc 2: ��� + #� + 
 = 0. ��, �� là 2 nghiệm của phương trình khi và chỉ khi: �� + �� = −#� ; ���� = 
�  
Đối với phương trình bậc 3: ��P + #�� + 
� + � = 0. ��, ��, �P là 3 nghiệm của phương trình khi và chỉ khi: �� + �� + �P = −#� ; ���� + ���P + �P�� = 
� ; �����P = −��  

Ta sẽ xét một số bài toán ví dụ cho việc ứng dụng định lý Viète đối với phương trình bậc 2 và bậc 3 ở phần sau. 
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3. CÁC ỨN G DỤN G CỦA ĐNN H LÝ VIÈTE: 
 3.1. Định lý Viète với phương trình bậc 2: 
  a. Liên hệ giữa các nghiệm của một phương trình bậc 2: 
Cho phương trình bậc 2: ��� + #� + 
 = 0. Khi đó, dựa vào định lý cơ bản của Đại Số, ta thấy mọi biểu thức 
đối xứng giữa �� và �� đều có thể được biểu diễn theo 2 đại lượng: > = �� + �� = −#� ; � = ���� = 
� 

Do đó, ta có thể tính theo tham số (hoặc các hệ số cụ thể) cho trước các nghiệm của phương trình bậc 2 mà 
không cần phải tính cụ thể các nghiệm ấy ra. Điều này không chỉ hữu ích khi bài toán cho phương trình chứa 
tham số mà còn rất có ý nghĩa khi các nghiệm của phương trình tìm ra được quá phức tạp. 
Ta hãy xét một số bài toán: 
 
VD3.1a.1: Cho phương trình bậc 2: �� + �� + # = 0 có các nghiệm ��, ��. Tính theo � và # các biểu thức sau: 
a. ��� + ��� 
b. |�� − ��| 
c. ��P + ��P 
Lời giải: 
Theo định lý Viète, ta có: �� + �� = −� và ���� = #. Vì thế: 
a. ��� + ��� = ��� + ���� − 2���� = �� − 2# 

b. ��� − ���� = ��� + ��� − 2���� = �� − 2# − 2# = �� − 4# ⇒ |� − #| = ���� − ���� = ��� − 4# 

c. ��P + ��P = ��� + ������� + ���� + ���� = ��� + ������� + ���� − ����� = �−����� − #� = �# − �P 
 
VD3.1a.2: Cho phương trình �� + 9� + � = 0 có 39� = 16�. Chứng minh rằng trong 2 nghiệm của phương 
trình, có một nghiệm bằng 3 lần nghiệm còn lại. 
Lời giải: 
Gọi ��, �� là 2 nghiệm của phương trình đã cho. Theo định lý Viète và giả thiết, ta có: 

��� + �� = −9���� = �39� = 16� K 
Suy ra: 3��� + ���� − 16���� = 0 ⇔ 3��� − 10���� + 3��� = 0 ⇔ �3�� − ������ − 3��� = 0 
Tức là �� = 3�� hoặc �� = 3��. 
Đó chính là đpcm. 
 
VD3.1a.3: Cho phương trình bậc 2: ��� + #� + 
 = 0. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để phương trình 
đã cho có 1 nghiệm bằng U lần nghiệm kia là: U#� = �U + 1���
  �∗�. 
Lời giải: 
Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi Δ = #� − 4�
 ≥ 0. 
Gọi ��, �� là 2 nghịêm của phương trình đã cho. Khi đó, nghiệm này bằng U lần nghiệm kia khi và chỉ khi: �� − U�� = 0 ∨ U�� − �� = 0 ⇔ ��� − U����U�� − ��� = 0 ⇔ �����U� + 1� − U���� + ���� = 0 ⇔ �U� + 1����� − ���� + ���� − 2�����U = 0 ⇔ �U� + 2U + 1����� = U��� + ���� 
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⇔ �U + 1�� 
� = U #���  �định lý Viète� ⇔ U#� = �U + 1���
 
Bây giờ, giả sử ta đã có hệ thức �∗�, do các biến đổi kể trên là biến đổi tương đương 2 chiều nên ta chỉ cần 
chứng minh rằng phương trình đã cho cũng có nghiệm. Thật vậy: 
N ếu �
 < 0 thì phương trình đã cho ắt có nghiệm. 
N ếu �
 ≥ 0, từ hệ thức �∗� và bất đẳng thức Cauchy, ta có: #� = �U + 1��U �
 ≥ 4UU �
 = 4�
 ⇒ khi Δ = #� − 4�
 ≥ 0 

Vậy từ hệ thức �∗� ta suy ra được phương trình đã cho có nghiệm. 
Đến đây, ta kết thúc chứng minh. 
 
VD3.1a.4: Cho biết rằng phương trình �� − �9 + 2�� + �29 − 1� = 0 có các nghiệm là ��, ��. Lập một hệ 
thức giữa �� và �� độc lập với 9. 
Lời giải: 
Ta có: Δ = �9 + 2�� − 4�29 − 1� = 9� + 49 + 4 − 89 + 4 = �9 − 2�� + 4 > 0 nên phương trình đã cho 
luôn có nghiệm ∀9 ∈ �. 
Theo định lý Viète ta có: J�� + �� = 9 + 2���� = 29 − 1 K 
Suy ra: 29 = 2�� + 2�� − 4 = ���� + 1, tức là: 2�� + 2�� − ���� = 5. 
Vậy hệ thức giữa ��, �� độc lập với 9 là 2�� + 2�� − ���� = 5. 
 
VD3.1a.5: Cho phương trình �� + �� + 1 = 0 có 2 nghiệm là ��, �� và phương trình �� + #� + 1 = 0 có 2 
nghiệm là �P, �i. Chứng minh rằng: ��� − �P���� − �P���� − �i���� − �i� = #� − ��. 
Lời giải: 
Theo định lý Viète, ta có:  ��� − �P���� − �P���� − �i���� − �i� = ��P� − ��� + ����P + �������i� − ��� + ����i + ����� = ��P� + ��P + 1���i� + #�i + 1�  �định lý Viète� = ��P� + #�P + 1 + �� − #��P���i� + #�i + 1 − �� + #��i� = −�P�i�� − #��� + #� �vì �P, �i là các nghiệm của PT �� + #� + 1 = 0� = #� − �� �vì theo định lý Viète thì �P�i = 1� Vậy ��� − �P���� − �P���� − �i���� − �i� = #� − �� (đpcm). 
 
VD3.1a.6: Cho phương trình 3�� + 4�9 − 1�� + 9� − 49 + 1 = 0. Tìm 9 để phương trình có các nghiệm 
phân biệt ��, �� thỏa điều kiện: 1�� + 1�� = 12 ��� + ��� 

Lời giải: 
Phương trình có 2 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi: Δ�@ ≥ 0 ⇔ 4�9 − 1�� − 3�9� − 49 + 1� ≥ 0 ⇔ 9� + 49 + 1 ≥ 0 
Trong điều kiện ấy, theo định lý Viète, ta có: 1�� + 1�� = 12 ��� + ��� 
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⇔ ��� + ��� � 1���� − 12� = 0 ⇔ �� + �� = 0 ∨  ���� = 2 ⇔ −43 �9 − 1� = 0 ∨ 3�9� − 49 + 1� = 2 ⇔ 9 = 1 ∨ 9 = 2 + �5 ∨  9 = 2 − �5 
Vì tất cả các giá trị trên của 9 đều thoả Δ�@ ≥ 0 nên 9 ∈ �1; 2 + �5; 2 − �5  

 
VD3.1a.7: Cho phương trình: 1� + 1� − � + 1� − # = 0   �1� 

Với �, # > 0. Chứng minh rằng �1� có 2 nghiệm phân biệt �� > �� và 
¡� < �� < �¡P ;  − �¢P < �� < − ¢P. 

Lời giải: 
ĐKXĐ của phương trình là: � ≠ 0; �; #. Trong điều kiện ấy, �1� tương đương với: 3�� − 2�� − #�� − �# = 0   �1′� 
Vì �1@� có £, r trái dấu nên nó ắt có 2 nghiệm phân biệt cũng trái dấu, mặt khác: � = 0; � = �; � = # đều 
không là nghiệm của �1@� nên tất cả các nghiệm của �1@� đều là nghiệm của �1�. 
Gọi �� > 0 > �� là 2 nghiệm phân biệt của �1� 
Ta có: 1�� + 1�� + # = 1� − �� > 0 ⇒ � − �� > 0 

⇒ 1� − �� > 1��   �vì 1�� + # > 0� ⇒ �� > � − �� ⇒ �� > �2 

Mặt khác:  # > 0 nên: 1�� + # < 1�� ⇒ 1� − �� = 1�� + 1�� + # < 2�� ⇒ �� < 2� − 2�� ⇒ �� < 2�3  

Vậy ta có: �2 < �� < 2�3  

Lý luận tương tự ta cũng có: −2#3 < �� < −#3  

Và đó chính là đpcm. 
 
VD3.1a.8: Cho phương trình bậc 2: �9 − 1��� + 29� + 9 + 1 = 0. Tìm 9 để phương trình có 2 nghiệm ��, �� thoả điều kiện: ����� + ����� = 29 
Lời giải: 
Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi: Δ@ ≥ 0 ⇔ 9� − �9 − 1��9 + 1� ≥ 0 ⇔ 1 ≥ 0 (đúng ∀9 ∈ �) 
Theo định lý Viète, ta có: ����� + ����� = 29 ⇔ ������� + ��� = 29 
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⇔ −�9 + 1�9 − 1 . −299 − 1 = 29 ⇔ 29�9 − 1�� − 29�9 + 1� = 0 ⇔ 29�9� − 29 + 1 − 9 − 1� = 0 ⇔ 9��9 − 3� = 0 ⇔ 9 = 0 hoặc 9 = 3 1đều thoả điều kiện ∆′ ≥ 02 Vậy 9 = 0 và 9 = 3 là các giá trị của 9 thoả mãn yêu cầu đề bài. 
 
VD3.1a.9:  
a. Cho phương trình �� − �� + 1 = 0. Tính giá trị của biểu thức: > = ��H + ��H 

b. Lập một đa thức bậc 7 nhận § = ¨35© + ¨53©  làm nghiệm. 
Lời giải: 
a. Kí hiệu >� = ��� + ���. Theo định lý Viète, ta có: J�� + �� = ����� = 1 K 
Từ đó: >� = ��� + ��� = ��� + ���� − 2���� = �� − 2 >i = ��i + ��i = ���� + ����� − 2������ = ��� − 2�� − 2 = �i − 4�� + 2 >P = ��P + ��P = ��� + ���P − 3������� + ��� = �P − 3� 
Vậy: >H = ��H + ��H = ���P + ��P����i + ��i� − ��P��P��� + ��� = ��i − 4�� + 2���P − 3�� − �= �H − 7�ª + 14�P − 7� 

b. Đặt �� = ¨35©  và �� = ¨53©  . Theo định lý Viète, ta có: �� + �� = § và ���� = 1 

⇒  nên ��, �� là nghiệm của phương trình bậc hai �� − §� + 1 = 0 
Theo câu a, ta có: >H = ��H + ��H = §H − 7§ª + 14§P − 7§ 
Suy ra: §H − 7§ª + 14§P − 7§ = 35 + 53 = 3415 

Hay: 15§H − 105§ª + 210§P − 105§ − 34 = 0 
Vậy đa thức cần tìm là: B��� = 15�H − 105�ª + 210�P − 105� − 34 
 
  b. Liên hệ giữa nghiệm của các phương trình bậc 2: 
VD3.1b.1: Cho �, #, 
 đôi một khác nhau và 
 ≠ 0. Biết rằng 2 phương trình sau có ít nhất một nghiệm chung: �� + �� + #
 = 0 �� + #� + 
� = 0 
Chứng minh rằng các nghiệm còn lại của chúng là nghiệm của phương trình �� + 
� + �# = 0. 
Lời giải: 
Gọi �� là nghiệm chung của 2 phương trình đã cho. Ta có: ��� + ��� + #
 = ��� + #�� + 
� ⇔ �� − #��� = �� − #�
 ⇔ �� = 
 (vì � − # ≠ 0) 
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Gọi �� là nghiệm còn lại của phương trình �� + �� + #
 = 0 và �� là nghiệm còn lại của phương trình �� + #� + 
� = 0. Theo định lý Viète, ta có: J���� = 
�� = #
���� = 
�� = 
�K ⇒ J�� = #�� = 
K ⇒ J�� + �� = # + 
���� = #
 K 
Mặt khác, cũng theo định lý Viète, vì # và 
 là 2 nghiệm của phương trình �� + �� + #
 = 0 nên # + 
 = −�. 
Vậy: �� + �� = # + 
 = −� và ���� = #
 nên theo định lý Viète đảo thì chúng là 2 nghiệm của phương trình: �� + 
� + �# = 0 
Đó chính là đpcm. 
 
VD3.1b.2: Biết rằng phương trình �� + #
 + 
 = 0 �1� có 2 nghiệm dương. Chứng minh rằng phương trình 
�� + �# − 2�
�� + 1 − �# = 0 �2� với � ≥ 0 cũng có 2 nghiệm đều dương. 
Lời giải: 

Vì phương trình �1� có 2 nghiệm dương nên: � Δ� ≥ 0−# > 0
 > 0 K ⇒ �#� − 4
 ≥ 0# < 0
 > 0 K 
Xét phương trình �2�, ta có: ¬� = �# − 2�
�� − 4
�1 − �#� = #� − 4�#
 + 4��
� − 4
 + 4�#
 = #� − 4
 + 4��
� ≥ #� − 4
 ≥ 0 
Suy ra phương trình �2� cũng có nghiệm. Ta sẽ chứng minh các nghiệm ấy đều dương. 
Thật vậy, theo định lý Viète thì: −# + 2�

 = 2� − #
 > 0 �∗� vì � � ≥ 0−# > 0
 > 0 K 

1 − �#
 > 0 �∗∗� vì � 1 > 0
 > 0−�# ≥ 0K 
Vì thế, 2 nghiệm của phương trình �2� đều dương. Đó chính là đpcm. 
 
VD3.1b.3: Cho phương trình �� + T� + 1 = 0 �1� có 2 nghiệm là � và #, đồng thời phương trình �� + u� + 2 = 0 �2� có 2 nghiệm là � và 
. Chứng minh rằng: �# − ���# − 
� = Tu − 6. 
Lời giải: 
Điều kiện có nghiệm của 2 phương trình lần lượt là T� ≥ 4 và u� ≥ 16. 
Dưới điều kiện ấy, theo định lý Viète ta có: �# − ���# − 
� = Tu − 6 ⇔ #� − �� + 
�# + �
 = �� + #��� + 
� − 6 ⇔ #� − 2 − 1 + 
� = #� + �# + #
 + 
� − 6 ⇔ 5 − 2 = 2 + 1 �định lý Viète� 
N hưng đẳng thức sau cùng đúng nên ta có đpcm. 
 
VD3.1b.4: Cho các phương trình: �� + �� + 1 = 0 �1� �� + #� + 1 = 0 �2� �� + 
� + 1 = 0 �3� 
Biết rằng tích của 1 nghiệm của �1� với 1 nghiệm của �2� là 1 nghiệm của �3�. Tính: > = �� + #� + 
� + �#
. 
Lời giải: 
Theo định lý Viète, các cặp nghiệm của cả 3 phương trình nói trên đều gồm 2 nghiệm là nghịch đảo của nhau. 
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Gọi >� = J��, 1��¯ ; >� = J��, 1��¯  và >P = J����, 1����¯  lần lượt là tập nghiệm của các PT �1�, �2�, �3� 

Lại theo định lý Viète, ta có: ��� + 1��� = �� − 2; ��� + 1��� = #� − 2 và ������ + 1������ = 
� − 2 
Suy ra: ��� − 2��#� − 2� = °��� + 1���± °��� + 1���± = ������ + 1������ + ������ + ������ = 
� − 2 + ����� + ������ − 2 �∗� 

Mặt khác, cũng theo định lý Viète: ��� + 1��� ��� + 1��� = ���� + 1���� + ���� + ���� ⇒ �# + 
 = ���� + ����  �∗∗� 

Thay �∗∗� vào �∗�, ta có: ��� − 2��#� − 2� = 
� − 4 + ��# + 
�� ⇒ ��#� − 2��� + #�� + 4 = 
� − 4 + ��#� + 2�#
 + 
� ⇒ 2�� + 2#� + 2
� + 2�#
 = 8 ⇒ �� + #� + 
� + �#
 = 4 
Vậy > = �� + #� + 
� + �#
 = 4. 
 
VD3.1b.5: Giả sử 2 phương trình �� + �� + # = 0 có 2 nghiệm là ��, �� và phương trình �� + 
� + � = 0 có 
2 nghiệm �P, �i. Chứng minh rằng: 2��� + �P���� + �i���� + �P���� + �i� = 2�# − ��� + 2�� + 
��#
 − ��� 
Lời giải: 
Điều kiện có nghiệm của 2 phương trình trên lần lượt là: �� ≥ 4# và 
� ≥ 4�. 
Trong điều kiện ấy, áp dụng định lý Viète, ta có: 2��� + �P���� + �i���� + �P���� + �i� = 2���� + ��P + �i��� + �P�i����� + ��P + �i��� + �P�i� = 2���� − 
�� + ������ − 
�� + �� = 2���� + # + 
�� − ������ + # + 
�� − �� 21�� + 
��� + # − �21�� + 
��� + # − �2 = 2��� + 
������ + �� + 
��# − ����� + ��� + �# − ���� = 2�# − ��� + 2#�� + 
�� − 2��� + 
��# − �� = 2�# − ��� + 2�� + 
���# + #
 − �# + ��� = 2�# − ��� + 2�� + 
��#
 − ��� 
Đó chính là đpcm. 
 
  c. Các bất đẳng thức và bài toán cực trị: 
VD3.1c.1: Cho phương trình �� − 2�9 + 4�� + 9� − 8 = 0 có 2 nghiệm ��, ��. Chứng minh rằng: ��� + ��� ≥ �� + �� 
Đẳng thức xảy ra khi nào? 
Lời giải: 
Phương trình đã cho có 2 nghiệm khi và chỉ khi ¬@ ≥ 0 ⇔ �9� + 89 + 16� − 9� + 8 ≥ 0 ⇔ 9 ≥ −3. 
Trong điều kiện ấy, theo định lý Viète ta có: ��� + ��� − ��� + ��� = ��� + ���� − ��� + ��� − 2���� = 4�9 + 4�� − 2�9 + 4� + 2�9� − 8� = 29� + 309 + 72 = 2�9 + 3�� + 18�9 + 3� ≥ 0 (vì 9 ≥ −3 theo điều kiện có nghiệm của phương trình) 
Vậy ��� + ��� ≥ �� + �� (đpcm). Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 9 = −3. 
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VD4.1c.2: Cho phương trình �� − �29 + 1�� + 9� + 9 − 2 = 0. Tìm 9 để phương trình có 2 nghiệm ��, �� 
đồng thời £ = ����� + 5� đạt giá trị nhỏ nhất. 
Lời giải: 
Ta có: ¬ = �29 + 1�� − 4�9� + 9 − 2� = 9 > 0 nên phương trình đã cho luôn có 2 nghiệm phân biệt là: �� = 29 + 1 + 32 = 9 + 2; �� = 29 + 1 − 32 = 9 − 1, hoặc ngược lại 
Xét trường hợp 1: �� = 9 + 2 và �� = 9 − 1, theo định lý Viète ta có: ����� + 5� = ���� + 5�� = 9� + 9 − 2 + 5�9 + 2� = 9� + 69 + 8 = �9 + 3�� − 1 ≥ −1 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 9 = −3 (thoả ¬ ≥ 0) 
Xét trường hợp 2: �� = 9 − 1 và �� = 9 + 2, cũng theo định lý Viète ta có: ����� + 5� = ���� + 5�� = 9� + 9 − 2 + 5�9 − 1� = 9� + 69 − 7 = �9 + 3�� − 16 ≥ −16 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 9 = −3 (thoả ¬ ≥ 0) 
Từ kết luận của 2 trường hợp trên ta có min £ = −16, đạt được khi và chỉ khi 9 = −3. 
 
VD3.1c.3: Cho phương trình �� − 59� − 49 = 0. Tìm 9 để phương trình có 2 nghiệm phân biệt ��, �� đồng 
thời biểu thức sau đạt giá trị nhỏ nhất: £ = 9���� + 59�� − 149 + 1 + ��� + 59�� − 149 + 19�  

Lời giải: 
Phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi: ¬ > 0 ⇔ 259� + 169 > 0 ⇔ 9�259 + 16� > 0 ⇔ 9 > 0 hoặc 9 < − 1625 
Vì ��, �� là 2 nghiệm của phương trình đã cho nên: ��� − 59�� − 149 + 1 = ��� − 59�� − 149 + 1 ⇒ ��� + 59�� − 149+= ��� + 59�� − 149 + 1 
Từ đó, theo định lý Viète, ta có: ��� + 59�� − 149 + 1 = 12 ���� + ��� + 59��� + ��� − 289 + 2�

= 12 ���� + ���� + 59��� + ��� − 2���� − 289 + 2� 

= 12 �259� + 259� + 89 − 289 + 2� = 259� − 109 + 1 = �59 − 1�� ≥ 0 
Suy ra: 9���� + 59�� − 149 + 1 > 0; ��� + 59�� − 149 + 19� > 0 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có: 

£ = 9���� + 59�� − 149 + 1 + ��� + 59�� − 149 + 19� ≥ 2¨ 9���� + 59�� − 149 + 1 . ��� + 59�� − 149 + 19�  

Suy ra £ ≥ 2. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: 9���� + 59�� − 149 + 1 = ��� + 59�� − 149 + 19� ⇔ 9i

= ���� + 59�� − 149 + 1����� + 59�� − 149 + 1� ⇔ 9i = �59 − 1�i 
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⇔ 9 = 59 − 1 hoặc 9 = −59 + 1 ⇔ 9 = − 14 �không thoả ¬ > 0� hoặc 9 = 15 �thoả ¬ > 0� 
Vậy 9 = 15  là giá trị thoả yêu cầu đề bài.  
VD3.1c.4: Cho phương trình �� − 2�9 − 3�� + 9 − 13 = 0. Tìm 9 để phương trình có 2 nghiệm ��, �� và 
biểu thức sau đạt giá trị lớn nhất: £ = ���� − ���� + ����. 
Lời giải: 
Phương trình đã cho có 2 nghiệm ��, �� khi và chỉ khi: Δ@ ≥ 0 ⇔ �9 − 3�� − 9 + 13 ≥ 0 ⇔ 9� − 79 + 22 > 0 �đúng ∀9 ∈ �� Theo định lý Viète ta có: £ = ���� − ���� + ���� = 3���� − ��� + ���� = 3�9 − 13� − 4�9 − 3�� = −49� + 279 − 75

= − �29 − 274 �� − 47116 ≤ − 47116  

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 9 = 278  �thoả ¬′ ≥ 0� 
Vậy 9�� £ = − 47116 , đạt được khi và chỉ khi 9 = 278  
 
VD3.1c.5: Cho phương trình �9� + 9 + 1�� − �9� + 29 + 2�� − 1 = 0. Tìm 9 để phương trình có 2 
nghiệm ��, �� sao cho > = �� + �� đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất. 
Lời giải: 
Phương trình đã cho có: ¬ = �9� + 29 + 2�� + 4�9� + 9 + 1� > 0, ∀9 ∈ � nên nó luôn có nghiệm. 
Theo định lý Viète, ta có: > = �� + �� = 9� + 29 + 29� + 9 + 1  ⇔ >9� + >9 + > = 9� + 29 + 2 ⇔ �> − 1�9� + �> − 2�9 + > − 2 = 0 �∗� 
Tập giá trị của > là tập hợp các giá trị của biểu thức đó làm cho phương trình �∗� có nghiệm, tức là: ¬�∗� ≥ 0 ⇔ �> − 2�� − 4�> − 2��> − 1� ≥ 0 ⇔ �> − 2��> − 2 − 4> + 4� ≥ 0 ⇔ 32 ≤ > ≤ 2 

Rõ ràng khi 9 = 0 thì > = 2 và khi 9 = 1 ± �52  thì > = 32 �các giá trị trên thoả ¬ ≥ 0� 

Vậy max > = 2 và min > = 32 , đạt được lần lượt tại 9 = 2 và 9 = 1 ± �52 .  
  d. Các bài toán số học: ³´µ. ¶·. ¶: Cho phương trình bậc hai �� − 3� − 12 = 0 có các nghiệm ��, ��. Kí hiệu như sau: 
 >� = ��� + ���, ∀� ∈ y∗ và � ≥ 2. Chứng minh rằng >� = 3>��� + 12 >��� 

Lời giải: 
Theo định lý Viète, ta có: >� = ��� + ��� = 2; >� = �� + �� = 3; >� = ��� + ��� = ��� + ���� − 2���� = 3� − 2. �−12 � = 10 

Suy ra: 
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>� = 3>� + 12 >� 

Vậy đpcm đúng tại � = 2. 
Giả sử tại đpcm đúng tại � = U đúng tại � = U, tức là: >X = 3>X�� + 12 >X�� 

Theo định lý Vi ète, ta cũng có: 3>X = ��� + ���1��X + ��X2 = ��XA� + ��XA� + ����1��X�� + ��X��2 = >XA� + −12 >X�� 

Suy ra: >XA� = 3>X + 12 >X�� 

Tức là đpcm cũng đúng với � = U + 1. Vậy theo nguyên lý qui nạp toán học thì ∀� ∈ y∗ và � ≥ 2: >� = 3>��� + 12 >��� 

 
VD3.1d.2: Cho phương trình �� − 6� + 1 = 0 có các nghiệm ��, ��. Kí hiệu: >� = ��� + ���, ∀� ∈ y∗. Chứng 
minh rằng >� là một số nguyên ∀� ∈ y . Tính >�A� theo >� và >���, ∀� ∈ y∗. Tìm số dư phép chia >P��¹ cho 5 
Lời giải: 
Theo định lý Viète, ta có: >� = ��� + ��� = 2; >� = �� + �� = 6 nên >� và >� là các số nguyên. 
Mặt khác, cũng theo định lý Viète, ta có: ���� = 1, suy ra: >� = ��� + 1���   , ∀� ∈ y∗ 

Giả sử >X là số nguyên ∀U = 1, �, ta có: >�>� = ��� + ���>� = ��� + ������� + ���� = ��� + 1��� °��� + 1���± = ���A� + 1���A� + ����� + 1����� 

Suy ra: 6>� = >�A� + >���, ∀� ∈ y∗. Mà 6>� và >��� là các số nguyên (theo giả thiết qui nạp) nên >�A� cũng 
là số nguyên. 
Vậy theo nguyên lý quy nạp, ta có >� là số nguyên ∀� ∈ y∗. Mặt khác, trong quá trình qui nạp, ta cũng đã 
chứng minh được: 6>� = >�A� + >���, tức là: >�A� = 6>� − >���. 
Công thức trên chính là cách tính >�A� theo >� và >���. 
Bây giờ ta tìm số dư của >P��¹ khi chia cho 5. Ta có: >�A� = 6>� − >��� ≡ >� − >����9�� 5� 
Suy ra: >�A� ≡ >� − >��� ≡ �>��� − >���� − >��� ≡ −>����9�� 5� 
Trong đồng dư thức trên, thay � + 1 bởi � − 2 thì ta có: >��� ≡ −>��ª�9�� 5� 
Từ đó: >�A� ≡ >��ª �9�� 5� 
Lại thay � + 1 bởi � thì >� ≡ >��º �9�� 5�. Mà 3108 ⋮ 6 nên >P��¹ ≡ >� ≡ 2 �9�� 5�. 
Do đó, số dư trong phép chia cần tìm là 2. 
 
VD3.1d.3: Tìm số hạng tổng quát của dãy số Fibonacci được xác định như sau: »� = »� = 1; »�A� = »� + »���, ∀� ∈ y∗ 
Lời giải: 
Gọi �, # là các số thoả điều kiện: � + # = 1;  �# = −1. 
Theo định lý Viète, �; # là 2 nghiệm của phương trình bậc 2: �� − � − 1 = 0 �∗� 
Ta có: 
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»�A� = �� + #�»� − �#»��� ⇒ »�A� − #»� = ��»� − #»���� 
Đặt ¼� = »�A� − #»� thì ta thấy ¼� = �¼���, hay �¼�� là một cấp số nhân có công bội u = �. 
Mặt khác: ¼� = »� − #»� = 1 − # = � nên ta có ¼� = ��, ∀� ∈ y∗. 
Tức là »�A� = �� + #»�, từ đó: »�A� = �»�A� − #»�� + #�»� − #»���� + #��»��� − #»���� + ⋯ + #����»� − #»�� + #�»� 

⇒ »�A� = #� + �#��� + ��#��� + ⋯ + ����#� + �#��� + �� =  �X#��X�
X"� = ��A� − #�A�� − #  

Bây giờ ta thay các giá trị của � và # vào, vì �, # là nghiệm của phương trình �∗� nên không mất tính tổng quát, 
ta có thể coi: 

� = 1 + �52 ; # = 1 − �52  

Vậy 

»� = °1 + �52 ±� − °1 − �52 ±�
1 + �52 − 1 − �52 = °1 + �52 ±� − °1 − �52 ±�

�5 , ∀� ∈ y∗ 

Công thức nói trên chính là số hạng tổng cần tìm của dãy số Fibonacci. 
 N ói thêm về Fibonacci: Fibonacci tên thật là Leonardo da Pisa (1170 – 1250), cũng được biết đến với các 
tên gọi khác như Leonardo Pisano, Leonardo Bonacci, Leonardo Fibonacci, là nhà Toán học người Italia, được 
coi là nhà toán học thông minh nhất thời trung đại của thế giới. 
 
 Dãy số Fibonacci xuất hiện lần đầu trong cuốn sách “Liber Abaci” của Fibonacci từ bài toán sau đây: 
Một cặp thỏ mỗi tháng sinh một lần, cho một cặp thỏ con gồm một đực và một cái. Cặp thỏ mới sinh ra sau 2 
tháng lại bắt đầu sinh cặp mới. Giả thiết thỏ không chết và luôn sinh sản được (^_^), hỏi sau một năm sẽ có bao 
nhiêu thỏ nếu như lúc đầu ta có 1 cặp thỏ. 
 
 Từ giả thiết suy ra rằng sau một tháng sẽ có 2 cặp thỏ, sau 2 tháng, cặp thứ nhất tiếp tục sinh và ta có 3 cặp 
thỏ. Tháng tiếp theo, cặpt hú 2 cũng sinh, và cặp đầu vẫn sinh nên ta lại có 5 cặp thỏ. N hư vậy, nếu kí hiệu »� là 
số thỏ ở tháng � kể từ đầu năm thì ta thấy �»�� lập thành dãy số Fibonacci nói trên: »� = »� = 1; »�A� = »� + »���, ∀� ∈ y∗ 
 Dãy Fibonacci có vai trò rất quan trọng trong không chỉ trong Toán học mà trong tất cả các ngành khoa học 
khác. Trong rất nhiều bài toán khó, dãy Fibonacci xuất hiện làm cho người giải không khỏi kinh ngạc bất ngờ. 
Trong tự nhiên, người ta cũng quan sát và thống kê thấy được đa số các gân, cành, lá cây mọc theo quy luật của 
dãy Fibonacci diệu kì này. 
 
Chú ý rằng từ cách giải bài toán tìm số hạng tổng quát của dãy Fibonaci, ta có thể tìm được số hạng tổng quát 
của dãy số cho bởi công thức truy hồi sau: ¼� = �, ¼� = #; ¼�A� = §¼� + ½¼���, ∀� ∈ y∗ 
Dãy số xác định như thế được gọi là dãy hồi quy tuyến tính bậc 2. N ó gắn liền với tên tuổi nhà toán học người 
Pháp François Édouard Anatole Lucas (1842-1891) nên còn được gọi là dãy Lucas. 
Trong trường hợp phương trình bậc hai �� − §� − ½ = 0 không có nghiệm thực, ta vẫn có thể giải bài toán 
trong trường số phức. 
Bây giờ, ta sẽ ứng dụng tư tưởng trên vào một bài toán tổng quát hơn: 
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VD3.1d.4: Cho �, #, 
 là các số thực thoả điều kiện � ≠ 0 và #� − 4�
 > 0 
a. Bài toán thuận: Cho phương trình bậc 2: B��� = ��� + #� + 
 = 0 �∗� có 2 nghiệm thực ��, ��. Đặt >� = ��� + ���. Khi đó: �>�A� + #>� + 
>��� = 0, ∀� ∈ y∗. 
b. Bài toán đảo: Cho 2 số thực phân biệt ��, ��. Kí hiệu >� = ��� + ���. Khi đó, nếu: �>�A� + #>� + 
>��� = 0, ∀� ∈ y∗ thì ��, �� là 2 nghiệm phân biệt của phương trìnhB��� = 0. 
Lời giải: 
a. Bài toán thuận: ��, �� là 2 nghiệm của phương trình �∗� ⇒ �>�A� + #>� + 
>��� = 0, ∀� ∈ y∗. 
Thật vậy, vì ��, �� là 2 nghiệm của phương trình �∗� nên theo định lý Viète ta có: >�A� = ���A� + ���A� = ��� + ������� + ���� − ���������� + ������ = − #� >� − 
� >��� 

Suy ra �>�A� + #>� + 
>��� = 0, ∀� ∈ y∗ (đpcm). 
b. Bài toán đảo: �>�A� + #>� + 
>��� = 0, ∀� ∈ y∗ ⇒ ��, �� là 2 nghiệm của phương trình �∗� 
Hệ thức truy hồi đã cho tương đương với: ���������� + #�� + 
� + ���������� + #�� + 
� = 0, ∀� ∈ y∗ 
Hay: ��XB���� + ��XB���� = 0, ∀U ∈ y �1� 
Do �� và �� là 2 số thực phân biệt nên chúng không thể đồng thời bằng 0. 
Vì thế, �1� chỉ xảy ra khi B���� = B���� = 0. 
Tức là ��, �� là 2 nghiệm của phương trình B��� = 0. Đó chính là đpcm. 
 
Ứng dụng bài toán trên, ta có thể giải một số bài toán Số Học sau: 
 

VD3.1d.5: Tìm ¾14 + �152H¿ với [�] là phần nguyên của số thực �, chỉ số nguyên lớn nhất không vượt quá �. 

Lời giải: 

Đặt �� = 4 + �15 và �� = 4 − �15 thì ta có �� + �� = 8 và ���� = 1. Theo định lý Viète đảo thì ��, �� là 2 
nghiệm của phương trình bậc hai: À� − 8À + 1 = 0. 
Đặt >� = ��� + ���. Theo VD3.1d.4 thì: >�A� = 8>� − >���, từ đó ta tính được: >� = 8; >� = 62; >P = 488; >i = 3842; >ª = 30248; >º = 238142; >H = 1874888 

Mà: 0 < ��H = 14 − �152H < 1 nên 1874887 < 1874888 − ��H < 1874888 hay: 1874887 < 14 + �152H < 1874888 

Vậy: ¾14 + �152H¿ = 1874887 

 

VD3.1d.6: Chứng minh rằng trong biểu diễn thập phân của số 17 + 4�32�
 có ít nhất � chữ số 9 sau dấu phảy. 

Lời giải: 

Đặt �� = 7 + 4�3 và �� = 7 − 4�3, ta có �� + �� = 14 và ���� = 7� − 14�32� = 1 nên theo định lý Viète 

đảo thì ��, �� là 2 nghiệm của phương trình À� − 14À + 1 = 0. 
Đặt >� = ��� + ��� thì với cách chứng minh tương tự như VD3.1d.2, ta có >� luôn là số nguyên dương ∀� ∈ y∗. 
Mặt khác: 0 < �� = 7 − 4�3 = 17 + 4�3 < 111 < 110 

N ên: 0 < 17 − 4�32� < 110� 
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Vậy: 17 + 4�32� < >� < 17 + 4�32� + 110� 

⇒ >� − 110� < 17 + 4�32� < >� 

Mà >� là số nguyên dương ∀� ∈ y∗ nên sau dấy phảy của số 17 + 4�32�
 luôn có ít nhất là � chữ số 9. 

Đó chính là đpcm. 
 
VD3.1d.7: Cho phương trình �� − 4� + 1 = 0 có các nghiệm ��, ��. Chứng minh rằng ���� + ���� có thể được 
phân tích thành tổng bình phương của 3 số nguyên liên tiếp ∀� ∈ y∗. 
Lời giải: 

Giải phương trình đã cho, ta thấy nó có 2 nghiệm phân biệt là �� = 2 + �3 và �� = 2 − �3. 
Theo định lý về khai triển nhị thức N ewton thì ∃ ��, #� ∈ +∗ sao cho: 

���� = 12 + �32� = �� + #��3��� = 12 − �32� = �� − #��3K 
⇒ ��� − 3#�� = 1�� + #��321�� − #��32 = �12 − �3212 + �32�� = 1 

Mặt khác, theo định lý Viète, ta có: ������ = ������� = 1 = ��� − 3#�� ⇒ ��� = 3#�� + 1 

Vậy: ���� + ���� = 1�� + #��32� + 1�� − #��32� = 2��� + 6#�� = 2�3#�� + 1� + 6#�� = 12#�� + 2 = �4#�� − 4#� + 1� + 4#�� + �4#�� + 4#� + 1� = �2#� − 1�� + �2#��� + �2#� + 1��, ∀� ∈ y∗ 
Và đó chính là đpcm. 
 
VD3.1d.8: (VMO 2002) 
Tìm các giá trị nguyên dương của 9 để phương trình sau có nghiệm nguyên dương: � + g + ¼ + Â = ���g¼Â 

Lời giải: 
Phương trình đã cho có thể đưa về dạng tương đương sau: � + g + ¼ + Â = ���g¼Â ⇔ �� + g + ¼ + Â�� = ���g¼Â ⇔ �� + 2�g + ¼ + Â�� + �g + ¼ + Â�� = ���g¼Â �1� 
Giả sử � là số nguyên dương sao cho phương trình �1� có nghiệm nguyên dương ��; g; ¼; Â�. 
Gọi ���; g�; s�; ��� là nghiệm nguyên dương của phương trình �1� sao cho �� + g� + s� + �� có giá trị nhỏ 
nhất. Và, không mất tính tổng quát, giả sử �� ≥ g� ≥ s� ≥ ��. Khi đó, từ hệ thức �1�, ta dễ thấy: �g� + ¼� + Â��� ⋮ �� 
Mặt khác, �� là nghiệm nguyên dương của phương trình bậc hai: �� + �2�g� + ¼� + Â�� − ��g�¼�Â��� + �g� + ¼� + Â��� = 0 
Theo định lý Viète, và từ nhận xét rằng �g� + ¼� + Â��� ⋮ ��, ta thấy phương trình trên còn có một nghiệm 
nguyên dương nữa là: �� = �g� + ¼� + ÂÃ����  

Điều này chứng tỏ rằng °�g� + ¼� + ÂÃ���� ; g�; s�; ��±  cũng là một nghiệm của PT �1� 

Mặt khác, do �� ≥ g� ≥ s� ≥ �� và �� + g� + s� + �� có giá trị nhỏ nhất trong các nghiệm của PT �1� nên: 
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�� ≥ �� ≥ g� ≥ s� ≥ �� 
Theo định lý về dấu của tam thức bậc hai, ta có: 0 ≤ B�g�� = g�� − ��g��¼�Â� + 2�g� + ¼� + Â��g� + �g� + ¼� + Â��� ≤ g�� − ��g��¼�Â� + 6g�� + 9gÃ� = 16g�� − ��gÃ�¼�Â� 
Suy ra: ��g��¼�Â� ≤ 16g�� ⇒ �� ≤ ��¼�Â� ≤ 16 ⇒ � ≤ 4 
Mà � ∈ +A nên � ∈ {1; 2; 3; 4} 
Tại � = 1, phương trình �1� có nghiệm nguyên dương � = g = ¼ = Â = 4 
Tại � = 2, phương trình �1� có nghiệm nguyên dương � = g = ¼ = Â = 2 
Tại � = 3, phương trình �1� có nghiệm nguyên dương � = g = 1; ¼ = Â = 2 
Tại � = 4, phương trình �1� có nghiệm nguyên dương � = g = ¼ = Â = 1 
Vậy các giá trị cần tìm của � là � ∈ {1; 2; 3; 4}. 
 
  e. Giải và biện luận một số hệ phương trình: 
Một đa thức B���; ��; … ; ��� được gọi là đối xứng giữa các biến ��, ��, … , �� nếu như với mọi hoán vị 1�!l;  �!m; … ; �!Ä2 của bộ số ���; ��; … ; ���, ta đều có: B1�!l;  �!m; … ; �!Ä2 = B���; ��; … ; ��� 

Hệ phương trình gồm các phương trình đối xứng giữa các Nn được gọi là hệ phương trình đối xứng loại I. 
Sau đây, ta sẽ tìm hiểu ứng dụng của định lý Viète trong việc giải các hệ phương trình loại này. 
 
VD3.1e.1: Giải hệ phương trình: J�� + �g + g� = 4� + �g + g = 2 K 
Lời giải: 
Đặt > = � + g và � = �g, hệ phương trình trở thành: J>� − � = 4> + � = 2 K ⇔ M −� = > − 2>� + >� − 4> + 4 = 4K ⇔ J � = 2 − >>�> − 2� = 0K ⇔ M> = 0� = 2K hoặc M> = 2� = 0K 
Do điều kiện >� ≥ 4� nên ta chỉ chọn kết quả > = 2; � = 0. 
Khi đó, theo định lý Viète đảo, �; g là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: À� − 2À = 0 

Suy ra J� = 0g = 2K hoặc J� = 2g = 0K 
Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghịêm là �0; 2� và �2; 0�. 
 
Đối với các hệ phương trình gồm các phương trình không đối xứng, hoặc chỉ một phương trình là đối xứng, 
bằng phép đổi biến số hoặc một số biến đổi Đại Số khéo léo, ta vẫn có thể đưa chúng về dạng hệ đối xứng. 
 
VD3.1e.2: Giải hệ phương trình: 

��� + g + �� − g = 4�� + g� = 128 K 
Lời giải: 

Đặt ¼ = �� + g và Â = �� − g. Khi đó: J� + g = ¼�� − g = Â� K. Suy ra: 
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Å� = 12 �¼� + Â��
g = 12 �¼� − Â��K 

Hệ đã cho có dạng: J ¼ + Â = 4¼i + Âi = 256 �∗�K 
Đặt > = ¼ + Â = 4 và � = ¼Â thì điều kiện để hệ có nghiệm là >� ≥ 4�, tức là � ≤ 4. 
Biến đổi phương trình �∗� của hệ, ta có: 256 = ¼i + Âi = �¼� + Â��� − 2¼�Â� = ��¼ + Â�� − 2¼Â�� − 2�¼Â�� ⇔ �2� − 16�� − 2�� = 256 ⇔ 4�� − 64� + 256 − 2�� − 256 = 0 ⇔ ��� − 32� = 0 
Theo điều kiện xác định suy ra � = 0. 
Từ định lý Viète đảo thì �, g là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� − 4� = 0 ⇔ � = 0 hoặc � = 4 
Suy ra ��; g� ∈ {�0; 4�; �4; 0�} 
Thử lại ta thấy các nghiệm nói trên đều thoả hệ phương trình. 
Vậy hệ có 2 nghiệm ��; g� là �0; 4� và �4; 0�. 
 
VD3.1e.3: (Olympic 30/4 năm 2007) 
Giải hệ phương trình: 

V�� + g� + 8�g� + g = 16
�� + g = �� − g K 

Lời giải: 
Đặt > = � + g và � = �g. Theo định lý Viète đảo, �, g là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� − >� + � = 0 
Điều kiện để hệ có nghĩa là > > 0 và điều kiện để hệ có nghiệm là phương trình ấy có nghiệm, tức là >� ≥ 4� 
Mặt khác, vì �� + g� = >� − 2� nên từ phương trình đầu của hệ ta có: >� − 2� + 8�> = 16 ⇒ >P − 2>� + 8� − 16> = ⇒ >�> − 4��> + 4� − 2��> − 4� = 0 ⇒ �> − 4��>� + 4> − 2�� = 0 
Thay ngược trở lại �� + g� = >� − 2� thì: �> − 4���� + g� + 4>� = 0 
N hưng vì �� + g� ≥ 0, ∀�, g ∈ � và 4> > 0 do > > 0 theo điều kiện có nghĩa của hệ nên �� + g� + 4> > 0 
Vậy ta có > = 4, suy ra � + g = 4 

Suy ra �� + g = 2 và g = 4 − �. Thay vào phương trình sau của hệ ta được: �� − �4 − �� = 2 ⇔ �� + � − 6 = 0 ⇔ � = −3 hoặc � = 2 
Suy ra ��; g� ∈ {�−3; 7�; �2; 2�} 
Thử lại ta thấy các nghiệm trên đều thoả hệ. 
Vậy hệ phương trình đã cho có các nghiệm ��; g� là �−3; 7� và �2; 2�  
Phép thế Viète cũng được dùng để biện luận hoặc định tham số để hệ phương trình thoả một điều kiện nào đó. 
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VD3.1e.4: (Thi học sinh giỏi THCS TPHCM năm 1999 – 2000) 
Tìm 9 để hệ sau có nghiệm: J �g�� + 4��g + 4� = 9�� + g� + 4�� + g� = 9 + 1K 
Lời giải: 
Biến đổi hệ phương trình đã cho, ta có: J �g�� + 4��g + 4� = 9�� + g� + 4�� + g� = 9 + 1K ⇔ J ��� + 4���g� + 4g� = 9��� + 4�� + �g� + 4g� = 9 + 1K 
Đặt À = �� + 4� và Æ = g� + 4g thì hệ đã cho có dạng: M ÀÆ = 9À + Æ = 9 + 1K 
Theo định lý Viète đảo thì À; Æ là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� − �9 + 1�� + 9 = 0 �∗� 
Phương trình trên có tổng các hệ số: � + # + 
 = 1 − �9 + 1� + 9 = 0 nên có 2 nghiệm: �� = 1; �� = 9 
Suy ra: M À = 1Æ = 9K  hoặc  MÀ = 9Æ = 1 K 
Do À = �� + 4� = �� + 2�� − 4 ≥ −4 nên hệ đã cho có nghiệm khi và chỉ khi phương trình �∗� có 2 nghiệm 
đều không nhỏ hơn −4. Điều này xảy ra khi và chỉ khi 9 ≥ −4 
Vậy tập hợp các giá trị của 9 để hệ có nghiệm là [−4; +∞� 
 

VD3.1e.5: Cho các số thực �, g, s ≠ 0 thoả hệ điều kiện: J� + g + s = �gs�� = gs K 
Chứng minh rằng: �� ≥ 3 
Lời giải: 
Biến đổi hệ điều kiện đã cho, ta có: J� + g + s = �gs�� = gs K ⇔ Jg + s = gs. � − � = �P − �gs = �P K 
Theo định lý Viète đảo, g; s là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� − ��P − ��� + �� = 0 
Để tồn tại các số �; g; s thoả điều kiện của đề bài thì phương trình trên phải có nghiệm. 
Điều này có nghĩa là: Δ ≥ 0 ⇔ ��P − ��� − 4�� ≥ 0 ⇔ ��P + ����P − 3�� ≥ 0 ⇔ ����� + 3���� − 3� ≥ 0 ⇔ �� ≥ 3 �vì �� + 3 > �� ≥ 0� 
Vậy �� ≥ 3 (đpcm). 
 

VD3.1e.6: Cho các số thực �, g, s thoả hệ điều kiện: J�� + g� + s� = 2�g + gs + s� = 1K 
Chứng minh rằng: − 43 ≤ �, g, s ≤ 43 

Lời giải: 
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Do vai trò �, g, s bình đẳng nên ta chỉ cần chứng minh điều mà gia thiết yêu cầu đối với 1 biến nào đó trong số 
chúng là đủ. Chẳng hạn, ta sẽ chứng minh cho �. 
Thật vậy, ta có: J�� + g� + s� = 2�g + gs + s� = 1K ⇔ J�g + s�� − 2gs = 2 − ��gs + ��g + s� = 1 K 
Đặt > = g + s và � = gs, hệ trở thành: J>� − 2� = 2 − ��     �1�� + >� = 1                 �2�K 
Từ �2� ta có � = 1 − >�, thay vào �1� thì: >� − 2�1 − >�� = 2 − �� ⇔ >� + 2�> + �� − 4 = 0 ⇔ �> + ��� − 4 = 0 ⇔ > = −� + 2 hoặc > = −� − 2 
• N ếu > = −� + 2 thì � = 1 − ��−� + 2� = �� − 2� + 1. 
Theo định lý Viète, g, s là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� + �� − 2�� + �� − 2� + 1 = 0 
Vì có tồn tại các số g, s nên phương trình nói trên có nghiệm, do đó: ∆ = �� − 2�� − 4�� − 1�� ≥ 0 ⇔ ��3� − 4� ≤ 0 ⇔ 0 ≤ � ≤ 43 

• N ếu > = −� − 2 thì � = 1 − ��−� − 2� = �� + 2� + 1 
Theo định lý Viète, g, s là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: �� + �� + 2�� + �� + 2� + 1 = 0 
Vì có tồn tại các số g, s nên phương trình nói trên có nghiệm, do đó: ∆ = �� + 2�� − 4�� + 1�� ≥ 0 ⇔ ��3� + 4� ≤ 0 ⇔ − 43 ≤ � ≤ 0 

Hợp của 2 kết qủa trên, ta có: − 43 ≤ � ≤ 43 

Tương tự ta cũng có: − 43 ≤ g ≤ 43  và − 43 ≤ s < 43 

Vậy ta đã có đpcm. 
 
 3.2. Định lý Viète đối với phương trình bậc 3: 
Ứng dụng của định lý Viète đối với phương trình bậc 3 tương tự như ứng dụng của định lý này đối với phương 
trình bậc 2. Ta hãy xét một số bài toán: 
  a. Liên hệ giữa các nghiệm ��, ��, �P của một phương trình bậc 3: 
VD3.2a.1: Gọi ��, ��, �P là 3 nghiệm của phương trình: �P − � + 1 = 0. Tính: > = ���� + ���� + �P�� 
Lời giải: 
Theo định lý Viète, ta có: 
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� �� + �� + �P = 0���� + ���P + �P�� = −1�����P = −1 K 
Ta lại có: �!P − �! + 1 = 0 ⇔ �!P = �! − 1 �% = 1,2,3� ⇒ �!ª = �!P − �!� = −�!� + �! − 1 �% = 1,2,3� ⇒ �!¹ = 2!� − 3�! + 2 �% = 1,2,3� ⇒ �!�� = 2�!P − 5�!� + 5�! − 2 �% = 1,2,3� 
Ta có: 

> =  �!��P
!"� = 2  �!P

P
!"� − 5  �!�

P
!"� + 5  �!

P
!"� − 6 

Mặt khác: ���P + ��P + �PP = ��� + �� + �P�P − 3��� + �� + �P������ + ���P + �P��� + 3�����P = −3��� + ��� + �PP = ��� + �� + �P�� − 2����� + ���P + �P��� = 2 K 
Suy ra: > = 2. �−3� − 5.2 − 6 = −22 
 
VD3.2a.2: Cho hệ phương trình: 

V � + g + s = 3�P + gP + sP = 15�i + gi + si = 35K 
Biết rằng hệ phương trình trên có một nghiệm thoả điều kiện �� + g� + s� < 10. Không giải hệ, hãy tính giá trị 
của biểu thức: > = �ª + gª + sª 
Lời giải: 
Đặt T = �g + gs + s� và u = �gs. Theo định lý Viète đảo, �, g, s là nghiệm của đa thức: B�¼� = ¼P − 3¼� + T¼ − u 
Ta có: 

V�P − 3�� + T� − u = 0gP − 3g� + Tg − u = 0sP − 3s� + Ts − u = 0 K 
N hân theo vế các đẳng thức trên lần lượt với �X , gX, sX rồi cộng chúng lại theo vế, ta có: ��XAP + gXAP + sXAP� − 3��XA� + gXA� + sXA�� + T��XA� + gXA� + sXA�� − u��X + gX + sX� = 0 
Đặt >� = �� + g� + s� �� ∈ y� thì ta có: >XAP = 3>XA� − T>XA� − u>X   �∗� 
Mặt khác, vì � + g + s = 3 nên �� + g + s�� = �� + g� + s� + 2��g + gs + s�� = >� + 2T, suy ra: >� = 9 − 2T 
Trong đẳng thức �∗�, cho U = 1, ta có: >i = 3>P − T>� + u>� ⇒ 35 = 45 − T�9 − 2T� + 3�3T − 4� ⇒ T� = 1 ⇒ J T = 1T = −1K 
N hưng nếu T = −1 thì >� = 9 − 2. �−1� = 11 > 10, trái với giả thiết. Vậy T = 1, suy ra u = −1 
Cuối cùng, trong �∗�, cho U = 2, ta có: >ª = 3>i − T>P + u>� = 3.35 − 1.15 − 1.7 = 83 
Vậy �ª + gª + sª = 63 
 
VD3.2a.3: Cho 2 đa thức ���� = �P + ��� + #� + 
 và .��� = �� + � + 2008. Biết rằng phương trình ���� = 0 có 3 nghiệm phân biệt còn phương trình �[.���] = 0 vô nghiệm. Chứng minh rằng: 
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��2007� > 164 
Lời giải: 
Gọi ��, ��, �P là 3 nghiệm phân biệt của ����. Theo định lý Viète thì: 

� �� + �� + �P = −����� + ���P + �P�� = #�����P = −
 K 
Do đó: ���� = �P − ��� + �� + �P��� + ����� + ���P + �P���� − �����P = �� − ����� − ����� − �P� 
Ta có: �[.���] = ��� + � + 2008 − ������ + � + 2008 − ������ + � + 2008 − �P� 
Vì phương trình �[.���] = 0 vô nghiệm nên các phương trình: �� + � + 2008 − �� = 0; �� + � + 2008 − �� = 0; �� + � + 2008 − �P = 0 
 đều vô nghiệm. Do đó: 

���
��2008 − �� > 142008 − �� > 142008 − �P > 14

K ⇒ �2008 − ����2008 − ����2008 − �P� > 164 

Tức là ��2008� > 164 �đpcm� 
 
  b. Các bài toán lượng giác: 
VD3.2b.1: Cho phương trình �P + T�� + u� + v = 0. Biết rằng phương trình này có các nghiệm thực, đồng 
thời các nghiệm ấy là cosin 3 góc của một tam giác. Tính giá trị của biểu thức: £ = T� − 2�u + v� 
Lời giải: 
Giả sử các nghiệm của phương trình là cosin 3 góc của tam giác £Ér. 
Theo định lý Viète, ta có: 

Vcos £ + cos É + cos r = −T                                            �1�cos £ cos É + cos É cos r + cos r cos £ = u               �2�cos £ cos É cos r = −v                                                      �3�K 
Từ �1� và �2� ta có: cos� £ + cos� É + cos� r = �cos £ + cos É + cos r�� − 2�cos £ cos É + cos É cos r + cos r cos £� 
Suy ra: cos� £ + cos� É + cos� r = T� − 2u 
Từ �3� ta có: −2v = cos £ [cos�É + r� − cos�É − r�] = − cos� £ − cos� É − cos� r + 1 
Từ 2 điều vừa suy ra, ta có: −2v = −�T� − 2u� + 1 
Hay: T� − 2�u + v� = 1 
Vậy £ = 1. 
 
VD3.2b.2: Tính giá trị của biểu thức: £ = tanº 10Ã + tanº 50Ã + tanº 70Ã 
Lời giải: 
Cách 1: 
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Theo công thức góc nhân ta có: tan 3� = 3 tan � − tanP �1 − 3 tan� �  

Suy ra: tan� 3� = tanº � + 9 tan� � − 6 tani �9 tani � + 1 − 6 tan� �  

Hay: tanº � − �6 + 9 tan� 3�� tani � + �9 + 6 tan� 3�� tan� � − tan� 3� = 0  �1� 
Đặt g = tan� �, phương trình �1� được viết dưới dạng: gP − �6 + 9 tan� 3��g� + �9 + 6 tan� 3��g − tan� 3� = 0   �2� 
Quay về với bài toán, trong phương trình �2�, lần lượt thay � = 10Ã, � = 50Ã và � = 70Ã thì theo đính lý Viète  
đảo suy ra g� = tan� 10Ã ; g� = tan� 50Ã và gP = tan� 70Ã là 3 nghiệm phân biệt của phương trình bậc ba: gP − 9g� + 11g − 13 = 0 

Theo giả thiết, ta cần tính giá trị của biểu thức £ = g�P + g�P + gPP 
Từ định lý Viète cho phương trình bậc ba, ta có: 

Å g� + g� + gP = 9g�g� + g�gP + gPg� = 11g�g�gP = 13
K 

Vì thế: £ = tanº 10Ã + tanº 50Ã + tanº 70Ã = g�P + g�P + gPP= �g� + g� + gP�1�g� + g� + gP�� − 3�g�g� + g�gP + gPg��2 + 3g�g�gP = 433 

Vậy £ = tanº 10Ã + tanº 50Ã + tanº 70Ã = 433 
 
Cách 2: ta sẽ tiếp cận bài toán ở một hướng khác 
Đổi các giá trị lượng giác trên thành radian, ta cần phải tính giá trị của biểu thức: £ = tan� Ê18 + tan� 5Ê18 + tan� 7Ê18 

N hận xét rằng: tan� �3. Ê18� = tan� Ê6 = 13 

tan� �3. 5Ê18� = tan� 5Ê6 = 13 

tan� �3. 7Ê18� = tan� 7Ê6 = tan� Ê6 = 13 

Suy ra Ê18 ; 3Ê18 ; 7Ê18  là 3 nghiệm của phương trình tan� 3� = 13 

⇔ °3 tan � − tanP �1 − 3 tan� � ±� = 13 

⇔ tanº � − 6 tani � + 9 tan� �9 tani � − 6 tan� � + 1 = 13 ⇔ 3 tanº � − 27 tani � + 33 tan� � − 1 = 0 

Đến đây ta đặt các Nn phụ: g� = ���� Ê18 ; g� = ���� 5Ê18 ; gP = ���� 7Ê18 , bài toán quay về giống như cách 1. 
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VD3.2b.3: Tính giá trị của biểu thức: 

Í = ¨cos 2Ê7� + ¨cos 4Ê7� + ¨cos 6Ê7�
 

Lời giải: 
Mọi thứ bắt nguồn từ nhận xét sau: 2Ê7 ; 4Ê7 ; 6Ê7  là các nghiệm của phương trình 3� + 4� = U2Ê ⇒ 4� = −3� + U2Ê ⇒ cos 4� = cos 3� ⇒ 2 cos� 2� − 1 = 4 cosP � − 3 cos � ⇒ 2�2 cos� � − 1�� − 1 = 4 cosP � − 3 cos � ⇒ 2�4 cosi � − 4 cos� � + 1� − 1 = 4 cosP � − 3 cos � ⇒ �cos � − 1��8 cosP � + 4 cos� � − 4 cos � − 1� = 0 Nhưng 2Ê7 ; 4Ê7 ; 6Ê7  không phải là nghiệm của phương trình cos � − 1 = 0 
Suy ra 2Ê7 ; 4Ê7 ; 6Ê7  là các nghiệm của phương trình: 8 cosP � + 4 cos� � − 4 cos � − 1 = 0 
Đặt �� = 2 cos 2Ê7 ; �� = 2 cos 4Ê7 ; �P = 2 cos 6Ê7  thì ��, ��, �P là các nghiệm của phương trình: �P + �� − 2� − 1 = 0 
Theo định lý Viète, ta có: 

� �� + �� + �P = −1���� + ���P + �P�� = 2�����P = 1 K 
Để tính giá trị của biểu thức đề bài yêu cầu: 

Í = ¨cos 2Ê7� + ¨cos 4Ê7� + ¨cos 6Ê7� = ���� + ���� + ��P�  

Ta xét thêm biểu thức Ï = ������ + ����P� + ��P��� , khi đó: ÍP = �� + �� + �P + 31���� + ���� + ��P� 21������ + ����P� + ��P��� 2 − 3������P�    

ÏP = ���� + ���P + �P�� + 31������ + ����P� + ��P��� 2 �������P� 1���� + ���� + ��P� 2� − 3Ð�������P��
 

Tức là: MÍP = 3ÍÏ − 4ÏP = 3ÍÏ − 5K 
Suy ra: �ÍÏ�P = �3ÍÏ − 4��3ÍÏ − 5� = 9�ÍÏ�� − 27ÍÏ + 20 ⇒ �ÍÏ − 3�P + 7 = 0 ⇒ ÍÏ = 3 − �7�

 

Suy ra: ÍP = 3ÍÏ − 4 = 5 − 3�7�  
Vậy: 

¨2 cos 2Ê7� + ¨2 cos 4Ê7� + ¨2 cos 6Ê7� = Ð5 − 3�7��
 

Hay: 
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Í = ¨cos 2Ê7� + ¨cos 4Ê7� + ¨cos 6Ê7� = ¨5 − 3�7�2�
 

Đó chính là giá trị cần tính của Í. 
 
  c. Ứng dụng của phép thế Viète trong chứng minh các bất đẳng thức, phương pháp “T, u, v”: 
Trước hết ta nhắc lại định lý sau: 
Định lý cơ bản của Đại Số (đối với trường hợp 3 biến số): Mọi đa thức đối xứng B��, g, s� đều có thể được 
biểu diễn dưới dạng đa thức t�T, u, v� trong đó T = � + g + s, u = �g + gs + s�, v = �gs. 
Áp dụng định lý trên, để chứng minh một bất đẳng thức đối xứng giữa 3 biến số, ta thường tìm cách đưa chúng 
từ dạng khai triển B��, g, s� thành dạng chính tắc T, u, v là t�T, u, v�. (Tất nhiên, điều này tuy luôn làm được 
nhưng không phải lúc nào cũng dễ dàng). Sau đó, ta sẽ tìm cách phân tích chúng ở dạng T, u, v đó thành các bất 
đẳng thức đúng mà ta có thể chứng minh được. 
Để đưa các bất đẳng thức ở dạng khai triển theo �, g, s thành dạng chính tắc theo T, u, v, ta thường dùng một số 
hằng đẳng thức sau: �� + g� + s� = �� + g + s�� − 2��g + gs + s�� = T� − 2u ��g�� + �gs�� + �s��� = ��g + gs + s��� − 2�gs�� + g + s� = u� − 2Tv �� + g��g + s��s + �� = �� + g + s���g + gs + s�� − �gs = Tu − v �P + gP + sP = �� + g + s�P − 3�� + g��g + s��s + �� = TP − 3Tu + 3v �i + gi + si = ��� + g� + s��� − 2���g� + g�s� + s���� = �T� − 2u�� − 2�u� − 2Tv� 
Sau khi đã đưa được bất đẳng thức cần chứng minh về dạng chính tắc theo T, u, v, công việc còn lại của chúng 
ta là chứng minh một bất đẳng thức mới với các đại lượng T, u, v. Ưu thế của phương pháp này là chúng ta sẽ 
không cần phải thông qua những ước lượng trung gian mà thay vào đó sẽ sử dụng những đánh giá trực tiếp và 
nhờ đó sẽ thu được những ước lượng rất chặt mà đôi khi các bất đẳng thức cơ sở khác như AM-GM, Holder 
Bunyakovsky, Tchebychev… không thể thực hiện được. 
Tiếp theo chúng ta sẽ đến với một số bất đẳng thức cơ sở thường được sử dụng trong phương pháp T, u, v: 
 
Bất đẳng thức Schur: Cho �, #, 
 ≥ 0 và � là một số thực bất kì. Khi đó: �Ñ�� − #��� − 
� + #Ñ�# − 
��# − �� + 
Ñ�
 − ���
 − #� ≥ 0 
Chứng minh: 
Không mất tính tổng quát, giả sử � ≥ # ≥ 
. Đưa bất đẳng thức cần chứng minh về dạng: �� − #���Ñ�� − 
� − #Ñ�# − 
� + 
Ñ�� − #��� − 
� ≥ 0 
Ta có: � − 
 = �� − #� + �# − 
� ≥ # − 
 ≥ 0 và �Ñ ≥ #Ñ ≥ 0 nên: �Ñ�� − 
� ≥ #Ñ�# − 
� 
Hay: �Ñ�� − 
� − #Ñ�# − 
� ≥ 0. Vậy: �� − #�1�Ñ�� − 
� − #Ñ�# − 
�2 ≥ 0 

Mặt khác, cũng vì � ≥ # ≥ 
 nên 
Ñ�� − #��� − 
� ≥ 0 
Suy ra: �� − #���Ñ�� − 
� − #Ñ�# − 
� + 
Ñ�� − #��� − 
� ≥ 0 
Từ đây ta có được đpcm. 
 
Các hệ quả của bất đẳng thức Schur: 
Lần lượt cho � = 1 và � = 2, ta có các bất đẳng thức sau: ��� − #��� − 
� + #�# − 
��# − �� + 
�
 − ���
 − #� ≥ 0 ���� − #��� − 
� + #��# − 
��# − �� + 
��
 − ���
 − #� ≥ 0 
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Viết các bất đẳng thức trên dưới dạng T, u, v, ta có: TP − 4Tu + 9v ≥ 0 Ti − 5T�u + 4u� + 6Tv ≥ 0 
Hai bất đẳng thức trên là một phần trong số các cơ sở hết sức quan trọng của phương pháp T, u, v. Ta còn một số 
bất đẳng thức cơ sở khác cũng rất quan trọng như sau: T� ≥ 3u TP ≥ 27v u� ≥ 3Tv 2TP + 9v ≥ 7Tu 

T�u + 3Tv ≥ 4u� Tu� + 2u� ≥ 4T�u Tu� ≥ 2T�v + 3uv uP + 9v� ≥ 4Tuv 

Ti + 3u� ≥ 4T�u 2TP + 9v� ≥ 7Tuv TPu + uP ≥ 6Tuv 

Các bạn hãy tự chứng minh lại các bất đẳng thức cơ sở trên xem như bài tập đối với mình 
Sau đây là một số bài toán đã được sắp xếp với độ khó tăng dần nhằm giúp các bạn làm quen với phương pháp: 
VD3.2c.1: (Iran TST 1996) 
Cho �, g, s ≥ 0 và không có quá một số trong chúng bằng 0. Chứng minh rằng: ��g + gs + s�� � 1�� + g�� + 1�g + s�� + 1�s + ���� ≥ 94 

Lời giải: 
Cần phải nói thêm rằng Iran TST 1996 là một bất đẳng thức rất khó vì tính chặt chẽ của nó. Các bạn có thể thử 
tự tìm cách chứng minh bất đẳng thức nói trên bằng phương pháp đánh giá thông qua các bất đẳng thức cổ điển, 
nhưng xin báo trước rằng kết quả sẽ không mấy khả quan! N goài cách giải bằng phương pháp T, u, v sắp được 
trình bày dưới đây, bài toán còn có một lời giải bằng phương pháp phân tách bình phương SOS, cũng được coi 
là một ví dụ kinh điển cho phương pháp SOS, nhưng nó không phải là phạm vi nghiên cứu của chúng ta. 
Bây giờ ta đến với lời giải bằng phương pháp T, u, v của bài toán: 
 
Đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s�, v = �gs, bất đẳng thức cần chứng minh có thể biến đổi thành: ��g + gs + s�� � 1�� + g�� + 1�g + s�� + 1�s + ���� ≥ 94 

⇔ u °�T� + u�� − 4T�Tu − v��Tu − v�� ± ≥ 94 ⇔ 4Tiu − 17T�u� + 4uP − 34Tuv − 9v� ≥ 0 
Đến đây tức là ta đã đi được nửa chặng đường của phương pháp. Cần phải lưu ý với các bạn rằng phương pháp 
“T, u, v” rất dễ gây ra nhầm lẫn trong khi biến đổi, vì thế ta phải hết sức thận trọng khi sử dụng nó. 
Việc còn lại của chúng ta là biến đổi bất đẳng thức đã cho thành tổng của các số hạng không âm dựa vào các cơ 
sở của phương pháp “T, u, v”. Lưu ý với bạn đọc rằng kĩ năng biến đổi T, u, v của chúng ta chỉ có thể được nâng 
cao nhờ kinh nghiệm trong việc giải quyết nhiều bài toán chứ không thể tự nhiên mà có được. 
Quay lại với bài toán Iran TST 1996, ta viết bất đẳng thức thu được sau cùng dưới dạng sau: 4Tiu − 17T�u� + 4uP − 34Tuv − 9v� ≥ 0 ⇔ Tu�TP − 4Tu + 9v� + u�Ti − 5T�u + 4u� + 6Tv� + v�Tu − 9v� ≥ 0 
Theo các cơ sở của phương pháp “T, u, v” thì bất đẳng thức sau cùng là đúng. Vì thế mà ta có đpcm. 
 
VD3.2c.2: Cho 3 số thực dương �, g, s thỏa điều kiện � + g + s = 1. Chứng minh rằng: �1 − ���� + �1 − g��� + �1 − s��� ≤ �1 + ���1 + g��1 + s� 
Lời giải: 
Đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s�, v = �gs, bất đẳng thức cần chứng minh có thể biến đổi thành: �1 − ���� + �1 − g��� + �1 − s��� ≤ �1 + ���1 + g��1 + s� ⇔ 3 − 2�T� − 2u� + �1 − 2u�� − 2�u� − 2v� ≤ 1 + T + u + v 
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N hưng vì giả thiết T = 1 nên bất đẳng thức cần chứng minh được biến đổi thành: 3 − 2�1 − 2u� + �1 − 2u�� − 2�u� − 2v� ≤ 2 + u + v 
Hay: 2u� − u + 3v ≤ 0 
Vì Tu ≥ 9v và T = 1 nên ta có u ≥ 9v, tức là −u + 9v ≤ 0. Vì thế, chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta có: 2u� − u + 13 u ≤ 0 

N hưng điều này tương đương với: 2u� − 23 u ≤ 0 ⇔ 2u �u − 13� ≤ 0 ⇔ 0 ≤ u ≤ 13 

Song bất đẳng thức sau cùng này hiển niên đúng vì T� ≥ 3u 
Và ta đã có đpcm. 
 
VD3.2c.3: Cho �, g, s > 0 thoả điều kiện �gs = 1. Chứng minh rằng: 1�� + g�� + 1�g + s�� + 1�s + ��� + 2�1 + ���1 + g��1 + s� ≥ 1 

Lời giải: 
Với phép thế T = � + g + s, u = �g + gs + s�, v = �gs, bất đẳng thức được đưa về dạng: 2T� + u� + 2Tu + T − 3 + 2�T + u + 2� ≥ �T + u + 2�� 
Hay: T� ≥ 2u + 3 
N hưng điều này hiển nhiên đúng, vì ta có: T� ≥ 3u (cơ sở phương pháp “T, u, v”) 
Còn theo bất đẳng thức Cauchy thì: �g + gs + s� ≥ 3���gs���

 ⇒ u ≥ 3 ⇒ 3u ≥ 2u + 3 
Vậy T� ≥ 2u + 3 và ta đã có đpcm. 
 
VD3.2c.3: Cho �, g, s ≥ 0 và thoả mãn điều kiện �� + g� + s� = 1. Chứng minh rằng: 827 ≤ �1 − �g��1 − gs��1 − s�� ≤ 1 

Lời giải: 
Bất đẳng thức �1 − �g��1 − gs��1 − s�� ≤ 1 là hiển nhiên. Ta sẽ chứng minh: �1 − �g��1 − gs��1 − s�� ≥ 827 

Đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s� và v = �gs, bất đẳng thức cần chứng minh được đưa về dạng: 1 − u + Tv − v� ≥ 827 ⇔ 1 − u + v�T − v� ≥ 827 

Theo bất đẳng thức Schur, ta có: TP − 4Tv + 9v ≥ 0 ⇔ 9v ≥ T�4u − 2T�� 
Mặt khác, vì �� + g� + s� = 1 nên T� − 2u = 1 hay 4u − T� = 2u − 1, từ đó: 9v ≥ T�2u − 1� ⇔ v ≥ 19 T�2u − 1� 

Theo bất đẳng thức cơ sở của phương pháp “T, u, v”, ta có: Tu ≥ 9v ⇔ T − v ≥ 89 T 
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N hân theo vế 2 bất đẳng thức vừa thu được, ta có: v�T − v� ≥ 881 T��2u − 1� 

Mặt khác, vì T� = 2u + 1 nên bất đẳng thức trên có dạng: v�T − v� ≥ 881 �2u − 1��2u + 1� ⇔ v�T − v� ≥ 881 �4u� − 1� 

Vậy, để có điều phải chứng minh, ta chỉ cần đánh giá được: 1 − u + 881 �4u� − 1� ≥ 827 

Biến đổi tương đương bất đẳng thức này về dạng nhân tử, ta được: �1 − u��49 − 32u� ≥ 0 
Song điều này hiển nhiên đúng vì: 1 = �� + g� + s� ≥ �g + gs + s� = u. 
Vậy ta có đpcm. 
 
VD3.2c.4: Cho �, g, s > 0 thoả điều kiện � + g + s = 1. Chứng minh rằng: 11 − �g + 11 − gs + 11 − s� ≤ 278  

Lời giải: 
Đặt T = � + g + s = 1, u = �g + gs + s� và v = �gs. Sử dụng các hằng đẳng thức sau: �1 − �g��1 − gs��1 − s�� = 1 − u + Tv − v� �1 − �g��1 − gs� + �1 − gs��1 − s�� + �1 − s���1 − �g� = 3 − 2u + Tv 
Ta biến đổi được bất đẳng thức cần chứng minh về dạng: 3 − 2u + Tv1 − u + Tv + v� ≤ 278  

Hay: 3 − 11u + 19v − 27v� ≥ 0 
Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: �� + g + s�P ≥ 27�gs ⇒ TP ≥ 27v ⇒ TPv ≥ 27v� ⇒ −27v� ≥ −v 
Mà T = 1 nên v ≥ 27vP và để có đpcm, ta chỉ cần đánh giá được: 3 − 11u + 19v − v ≥ 0 ⇔ 3 − 11u + 18v ≥ 0 
Viết bất đẳng thức trên về dạng theo �, g, s thì ta có: 3 − 11��g + gs + s�� + 18�gs ≥ 0 Không mất tính tổng quát, giả sử s = 9%�{�, g, s} thế thì s ≤ 13 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: �g�18s − 11� − 11s�� + g� ≥ �� + g2 �� �18s − 11� − 11s�� + g� 

Vì � + g + s = 1 nên ta chỉ cần chứng minh rằng: 

�1 − s2 �� �18s − 1� − 11s�1 − s� ≥ 0 

N hưng điều này tương đương với: �3s − 1���2s + 1� ≥ 0 
Bất đẳng nói trên là hiển nhiên đúng. Vì thế mà ta có đpcm. 
 
VD3.2c.5: Cho �, g, s ≥ 0. Chứng minh rằng: �8�� + gs��8g� + s���8s� + �g� ≤ �� + g + s�º 



36 
 

Lời giải: 
Đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s� và v = �gs. Do bất đẳng thức cần chứng minh là đồng bậc nên không 
giảm tính tổng quát, ta có thể giả sử T = � + g + s = 1. Khi đó, bất đẳng thức được đưa về dạng: 513��gs�� + 64��PgP + gPsP + sP�P� + 8�gs��P + gP + sP� ≤ 1 
Ta sử dụng các hằng đẳng thức sau: �P + #P + 
P = T�T� − 3u� + 3v �P#P + #P
P + 
P�P = uP − 3u�v + 3v� 
Và bất đẳng thức cần chứng minh đã được đưa về dạng: 513��gs�� + 64��PgP + gPsP + sP�P� + 8�gs��P + gP + sP� ≤ 1 ⇔ 513vP + 64�uP − 3u�v + 3v�� + 8v�TP − 3Tu + 3v� ≤ 1 ⇔ 729v� + 64u�u� − 3v� + 8v�1 − 3u� ≤ 1 ⇔ 64u�u� − 3v� + 8v�1 − 3u� ≤ �1 − 27v��1 + 27v� 
Theo các bất đẳng thức cơ sở của phương pháp “T, u, v” thì ta có: Tu ≥ 9v, mà T = 1 nên: u ≥ 9v ⇒ 1 − 3u ≤ 1 − 27v ⇒ 8v�1 − 3u� ≤ 8v�1 − 27u� 
Để giải quyết bài toán, ta chỉ cần chứng minh: 64u�u� − 3v� ≤ �1 − 27v��1 + 19v� 
Bây giờ ta sẽ chứng minh: 1 − 27v ≥ 16�u� − 3v� 
Hay: 1 + 21v ≥ 16u� 
Thật vậy, theo bất đẳng thức Schur ta có: TP − 4Tu + 9v ≥ 0 nên tại T = 1 ta sẽ có: 1 + 9v ≥ 4u 
Suy ra: 1 + 21v ≥ 17v + 4u ≥ 1 + 73 �4u − 1� 

Xét 2 trường hợp sau: Nếu u ≥ 14  hoặc u ≤ 13 , ta sẽ chứng minh 1 + 73 �4u − 1� ≥ 16u�. Điều này tương đương với: �3u − 1��4u − 1� ≤ 0 (đúng trong trường hợp đang xét) Nếu 13 ≤ u ≤ 14  thì theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 14 ≥ u ≥ 3�v��
 

Suy ra 1 − 27v ≥ 16�u� − 3v� 
Vậy trong mọi trường hợp ta luôn có 1 − 27v ≥ 16�u� − 3v� 
Phần còn lại ta sẽ chứng minh: 16�1 + 19v� ≥ 64u, hay 19v + 1 ≥ 64u, nhưng điều này hiển nhiên đúng theo 
bất đẳng thức Schur, kết hợp với T = 1. 
Vì thế, ta đã có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi �, g, s tỉ lệ với �13 , 13 , 13�  hay �0, 12 , 12�  hoặc các hoán vị của chúng. 
 
VD3.1c.6: Cho �, #, 
 > 0. Chứng minh rằng: 1�� + �# + #� + 1#� + #
 + 
� + 1
� + 
� + �� ≥ 9�� + # + 
�� 

Lời giải: 
Đặt T = � + # + 
, u = �# + #
 + 
� và v = �#
. Ta chú ý đến hằng đẳng thức sau: �� + �# + #� = �� + #�� − �# = �1 − 
�� − �# = 1 − 
 − u 
Vậy bất đẳng thức cần chứng minh có thể được đưa về dạng sau: 
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 �1 − � − u��1 − # − u� ≥ 9T� �1 − � − u��1 − # − u��1 − 
 − u�ÒÓÒ  

Khai triển và thu gọn bất đẳng thức trên, chú ý rằng vì các biến khá cồng kềnh nên ta có thể đặt 9 = 1 − u để 
quá trình tính toán được đơn giản hơn. Sau khi đã khai triển và thu gọn rồi thay lại các biến như cũ thì ta cần 
chứng minh bất đẳng thức sau: 9uP + 6u� − 3u + 9v + 1 ≥ 0 
Hay: u�3u + 1�� + 9v − 1 − 4u ≥ 0 
N hưng hiển nhiên ta đã có u�3u + 1�� ≥ 0 và theo bất đẳng thức Schur đối với T = 1 thì ta có: T� − 4Tu + 9v ≥ 0 ⇒ 1 + 9v ≥ 4u 
Vậy bất đẳng thức hoàn toàn được chứng minh. 
 
VD3.1c.7: Cho �, g, s ≥ 0 và � + g + s = 1. Chứng minh rằng: �g + gs + s� ≥ 12��P + gP + sP����g� + g�s� + s���� 
Lời giải: 
Đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s� và v = �gs. 
Với giả thiết T = 1, bất đẳng thức cần chứng minh được đưa về dạng: u ≥ 12�1 − 3u + 3v��u� − 2v� Nếu u ≥ 14  thì do 0 ≤ v ≤ T9  nên ta chỉ cần chứng minh rằng: 

u ≥ 12u� �1 − 3u − u3� 

Hay: 1 ≥ 4u�3 − 8u� 
Xét hàm số: B�u� = 12u − 32u� có đạo hàm B@�u� = 12 − 64u < 0 trên miền đang xét của u nên B�u� giảm 
trên miền này và ta có: B�u� ≤ B �14� = 1 

�đối với các bạn không biết về đạo hàm, ta có thể xét dấu biểu thức: B�u�� − B�u��u� − u� < 0 với u� < u� ≤ 14� 
Nếu 0 ≤ u ≤ 14 , bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: u ≥ 12u��1 − 3u� + 12v�3u� + 6u − 2� − 72v� 
N hưng bất đẳng thức nói trên đúng vì theo bất đẳng thức Cauchy thì: 12u�1 − 3u� = 4.3u�1 − 3u� ≤ 13u + �1 − 3u�2� = 1 

N ên suy ra: 12u��1 − 3u� ≤ u 
Mặt khác: 3u� + 6u − 2 < 0 với u thuộc miền đang xét. Vì thế: u ≥ 12u��1 − 3u� ≥ 12u��1 − 3u� + 12v�3u� + 6u − 2� ≥ 12u��1 − 3u� + 12v�3u� + 6u − 2� − 72v� 
Vậy trong mọi trường hợp, bất đẳng thức: u ≥ 12�1 − 3u + 3v��u� − 2v� 
là bất đẳng thức đúng. Và ta đã có đpcm. 
Điều thú vị của bài toán trên là đẳng thức xảy ra tại các điểm �, g, s có giá trị lệch nhau. Các bạn hãy tự kiểm tra 
điều này. 
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VD3.1c.8: Cho �, g, s ≥ 0. Tìm hằng số U nhỏ nhất để bất đẳng thức sau đây luôn đúng: 

�� + g + s3 �X ��g + gs + s�3 �P�X� ≥ �� + g��g + s��s + ��8  

Lời giải: 
Cho � = g = 1 và s → 0 thì ta thấy giá trị của U bị chặn trong miền: U ≥ U� = 3 ln 3 − 4 ln 22 ln 2 − ln 3  

Ta sẽ chứng minh bất đẳng thức đúng tại U = U� vừa tìm được. 
Thật vậy, đặt T = � + g + s, u = �g + gs + s� và v = �gs. Vì bất đẳng thức đồng bậc nên không giảm tính 
tổng quát, ta có thể giả sử T = 1. Khi đó, bất đẳng thức cần chứng minh được đưa về dạng: 

» = v + 8uP�XZ�3PAXZ� − q ≥ 0 

Xét 2 trường hợp: 
N ếu 1 ≥ 4u ≥ 0 thì: 

» ≥ 8uP�XZ�3PAXZ� − q = uP�XZ� Ô 83PAXZ� − uXZ��� Õ ≥ uP�XZ� o 83PAXZ� − �14�XZ��� q = 0 ⇒ » ≥ 0 

Nếu 13 ≥ u ≥ 14  thì theo bất đẳng thức Schur ta có TP − 4Tu + 9v ≥ 0, mà T = 1 nên: 
v ≥ 4u − 19  

Từ đó: 

» ≥ 4u − 19 + 8uP�XZ�3PAXZ� − q = 8uP�XZ�3PAXZ� − 5u + 19  

Đặt: 

B�u� = 8uP�XZ�3PAXZ� − 5u + 19  

Tính đạo hàm ta có: B@�u� = 4�3 − U��uXZ��� . 3XZAP� − 59 

Vì
13 ≥ u ≥ 14  nên B ′�u� < 0, suy ra B�u� là hàm giảm trên Ö14 ; 13× . Mà B ′ �13� < 0 < B ′ �14� nên tồn tại duy  

nhất u� ∈ Ö14 ; 13×  sao cho B ′�u�� = 0. Theo bổ đề Fermat ta có: 
B�u� ≥ min JB �13� , B �14�¯ 

N hưng ta có: B �13� = B �14� = 0 

N ên B�u� ≥ 0. 

Vậy trong tất cả các trường hợp, ta đều có: » = v + 8uP�XZ�3PAXZ� − u ≥ 0 
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Do đó, giá trị nhỏ nhất cần tìm của U là: U = U� = 3 ln 3 − 4 ln 22 ln 2 − ln 3 ≈ 1,82 

 
d. Các bất đẳng thức nhiều hơn 3 biến số: 

Phương pháp “T, u, v” không chỉ cho phép ta chứng minh được các bất đẳng thức 3 biến mà còn hỗ trợ việc tìm 
được các hằng số tốt, làm cho bất đẳng thức trở nên mạnh nhất. N hưng, có thể bạn nghĩ rằng “T, u, v” chỉ thực 
sự hữu dụng đối với trường hợp bất đẳng thức gồm có 3 biến số? Sự thật không phải thế, bằng định lý Viète, kết 
hợp với một số công cụ cơ bản của Giải Tích, chúng ta có thể chứng minh các bất đẳng thức với số lượng biến 
nhiều hơn. Phần này xin giới thiệu với các bạn một bất đẳng thức 4 biến, được chứng minh bằng cách đưa về 3 
biến nhờ ứng dụng của 2 định lý quan trọng là định lý Viète của Đại Số và định lý Rolle của Giải Tích. 
N hưng trước hết, ta hãy làm quen với một số khái niệm cơ sở của Giải Tích. 
 
Đạo hàm của đa thức: 

Cho đa thức ���� = ���� + �������� + ⋯ + ��� + �� =  �X�X�
X"�  

Ta định nghĩa giới hạn của tỉ số giữa số gia của giá trị ���� với số gia của � khi số gia ấy dần đến 0, là đạo hàm 
của đa thức ����, nghĩa là: �′��� = lim∆Û→� ��� + ∆�� − ����∆�  

Ta chứng minh được đa thức đạo hàm của ���� là: 

�@��� = ������� + �� − 1��������� + ⋯ + 2��� + �� =  U�X�X���
X"�  

Các tính chất của đa thức đạo hàm: 
N ếu ∀� ∈ [�; #], ta có �@��� > 0 thì ���� tăng trên [�; #] 
N gược lại, nếu ∀� ∈ [�; #], ta có �@��� < 0 thì ���� giảm trên [�; #]  
N ếu ∀� ∈ [�; #], ta có �@��� = 0 thì ���� là hàm hằng trên [�; #] 
Chứng minh: 
Ta chỉ chứng minh trường hợp �@��� > 0, các trường hợp còn lại có thể suy ra tương tự. 
Thật vậy, trong trường hợp này, ���� là hàm tăng trên [�; #] khi và chỉ khi: ��� + ∆�� − ����∆� > 0, ∀� ∈ [�; #] 
Tức là: �@��� = lim∆Û→� ��� + ∆�� − ����∆� > 0 

Và ta đã có đpcm. 
 
Bổ đề Fermat: 

Cho đa thức ����. N ếu đa thức này đạt cực trị tại điểm �� ∈ ��; #� thì ta có �@���� = 0  
Chứng minh: 
Không mất tính tổng quát, giả sử �� là điểm cực tiểu. Để chứng minh bổ đề Fermat, ta xét đạo hàm bên 
trái và đạo hàm bên phải của ���� tại điểm ��: �@���A� = limÜ→ÜZÝ ���� − ������ − �� , �@����� = limÜ→ÜZÞ ���� − ������ − ��  
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N hưng do ���� đạt cực tiểu tại điểm �� nên với � đủ gần �� thì ���� − ����� ≥ 0. Vì vậy giá trị dưới 
dấu lim ở đẳng thức thứ nhất luôn không âm, còn ở đẳng thức thứ hai luôn không dương. Vì thế đạo 
hàm bên phải tại điểm �� không âm, còn đạo hàm bên trái tại điểm �� luôn không dương. Vì ���� có 
đạo hàm trên [�; #] nên hai đạo hàm này bằng nhau và vì thế bắt buộc chúng phải cùng bằng 0. 
Bổ đề Fermat được chứng minh. 
 
Áp dụng kết quả này, ta sẽ chứng minh được định lý Rolle: 
 
Định lý Rolle: 
Cho đa thức ���� có đạo hàm trên ��; #�. Khi đó, nếu ���� = ��#� thì tồn tại �� ∈ ��; #� sao cho: �@��Ã� = 0 
Chứng minh: 
Giả sử đa thức ���� đạt giá trị lớn nhất Í và giá trị nhỏ nhất 9 trên đoạn [�, #]. Có thể xảy ra hai 
trường hợp 

a) Í =  9. Khi đó ���� là đa thức hằng trên [�, #] và ∀� ∈ [�; #], ta có �@��� = 0. 
b) Í >  9. Do ���� = ��#� nên một trong hai giá trị Í và 9 phải đạt được tại một điểm �� ∈ ��; #�. N hưng khi đó ���� đạt cực trị tại �� và theo bổ đề Fermat ta có �@���� = 0.  

N hư vậy định lý đã được chứng minh. 
 
Một trong những hệ quả quan trọng của định lý Rolle là, khi ta cho ���� = ��#� = 0 thì: 
Giữa 2 nghịêm �� và �� của đa thức ����, có 1 nghiệm của đa thức đạo hàm �@��� 
 
Bây giờ ta sẽ ứng dụng hệ quả này, kết hợp với định lý Viète để chứng minh bất đẳng thức nổi tiếng sau: 
 
VD3.1d.1: Cho �, #, 
, � ≥ 0. Chứng minh rằng: 

¨�#
 + #
� + 
�� + ��#4� ≤ ¨�# + �
 + �� + #
 + #� + 
�6  

Lời giải: 
Đặt T = −�� + # + 
 + ��, u = �# + �
 + �� + #
 + #� + 
�, v = �#
 + #
� + 
�� + ��# và  = �#
�. 
Theo định lý Viète đảo, �, #, 
, � là 4 nghịêm thực không âm của phương trình: ���� = �i − T�P + u�� − v� +  = 0 
Theo hệ quả của định lý Rolle, giữa 2 nghiệm của ���� phải có một nghiệm của �@���. N hưng vì �@��� là đa 
thức bậc ba không đồng nhất với 0 nên �@��� có đúng 3 nghiệm thực dương. 
Kí hiệu 3 nghiệm ấy là ¼, Â, ß. Ta có: �@��� = 4�P − 3T�� + 2u� − v 
Theo định lý Viète, đối với �@���, ta có: 

���
�� ¼ + Â + ß = 3T4¼Â + Âß + ß¼ = u2¼Âß = v4

K 
N hưng cũng theo định lý Viète đối với đa thức ���� thì: 
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Å � + # + 
 + � = T�# + �
 + �� + #
 + #� + 
� = u�#
 + #
� + 
�� + ��# = v�#
� + 
K 

N ên ta có: 

���
�� ¼ + Â + ß = 34 �� + # + 
 + ��

¼Â + Âß + ß¼ = 12 ��# + �
 + �� + #
 + #� + 
��
¼Âß = 14 ��#
 + #
� + 
�� + ��#�

K 
Với 3 số thực dương ¼, Â, ß, theo bất đẳng thức Cauchy ta có: ¼Â + Âß + ß¼3 ≥ ��¼Âß���  
Suy ra: 

¨�#
 + #
� + 
�� + ��#4� ≤ ¨�# + �
 + �� + #
 + #� + 
�6  

 
Và đó chính là đpcm. 
 
Xin lưu ý với các bạn rằng bất đẳng thức trong VD3.1d.4 rất chặt. Phương pháp thường được dùng để chứng 
minh nó là phương pháp dồn biến, với sự hỗ trợ của định lý SMV (Stronger Mixing Variables). N hưng với định 
lý Viète, ta đã sử dụng các kiến thức trong sách giáo khoa phổ thông để làm được một điều mà phải sử dụng 
những công cụ rất mạnh mới có thể giải quyết được. Thật là kì diệu! 
 
  e. Các bất đẳng thức khác liên quan đến phương trình bậc ba: 
VD3.2e.1: Cho đa thức ���� = �P + ��� + #� + 
 có 3 nghiệm không âm phân biệt. Chứng minh rằng: 

− �3 > ¨#3 > −�
�  

Lời giải: 
Gọi ��, ��, �P là 3 nghiệm không âm phân biệt của ����. Theo định lý Viète thì: 

� �� + �� + �P = −����� + ���P + �P�� = #�����P = −
 K 
Mặt khác, vì ��, ��, �P là các số không âm phân biệt nên theo bất đẳng thức Bunyakovsky và bất đẳng thức 
Cauchy, trong các trường hợp không xảy ra dấu bằng vì các biến lệch nhau, ta thu được dãy bất đẳng thức sau: �� + �� + �P3 > ¨���� + ���P + �P��3 > ������P�  

Thay các đa thức Viète vào, ta có: 

− �3 > ¨#3 > −�
�  

Đó chính là đpcm. 
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VD3.2e.2: Cho phương trình �P + T�� + u� + T = 0. Biết rằng u ≠ 1 và phương trình đã cho có 3 nghiệm là 

tan 3 góc của một tam giác nhọn. Chứng minh rằng: T ≤ −3�3 và u ≥ 9. 
Lời giải: 
Giả sử phương trình đã cho có 3 nghiệm là tan £ , tan É , tan r với £, É, r là 3 góc của tam giác nhọn £Ér. 
Theo định lý Viète, ta có: 

� tan £ + tan É + tan r = −Ttan £ tan É + tan É tan r + tan r tan £ = utan £ tan É tan r = −T K 
Vì tam giác ABC nhọn nên tan £ , tan É , tan r > 0, vì vậy T < 0 và u > 0. 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: tan £ tan É tan r = tan £ + tan É + tan r ≥ 3�tan £ tan É tan r�

 ⇒ −T ≥ 3�−T�  ⇒ TP ≤ 27T 

Vì T < 0 nên từ bất đẳng thức trên ta suy ra T ≤ −3�3. 
Mặt khác, cũng theo bất đẳng thúc Cauchy: u = tan £ tan É + tan É tan r + tan r tan £ ≥ 3 ��tan £ tan É tan r���

 ⇒ u ≥ 3�T�� ≥ 3�27� ⇒ u ≥ 9 
Vậy ta có đpcm. 
 
VD3.2e.3: (VMO 2002) 
Biết rằng đa thức ���� = �P + ��� + #� + 
 có 3 nghiệm thực. Chứng minh rằng: 12�# + 27
 ≤ 6�P + 10��� − 2#�P� 
Lời giải: 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: −6���� − 2#� ≤ −27
 + 10��� − 2#�P� 
Gọi ��, ��, �P là 3 nghịêm thực của đa thức ����. Theo định lý Viète, ta có: 

� �� + �� + �P = −����� + ���P + �P�� = #�����P = −
 K 
Suy ra: �� − 2# = ��� + ��� + �P�. Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành: 6��� + �� + �P����� + ��� + �P�� ≤ 27�����P + 10���� + ��� + �P��P� 
N ếu ��� + ��� + �P� = 0 thì �� = �� = �P = 0 và bất đẳng thức là hiển nhiên đúng. 
N ếu ��� + ��� + �P� > 0. 
Không mất tính tổng quát, giả sử ��� ≤ ��� ≤ �P�, mặt khác vì bất đẳng thức là đồng bậc nên ta còn có thể giả sử ��� + ��� + �P� = 9. Khi đó: �P� ≥ 3 và 2���� ≤ ��� + ��� ≤ 6. 
Do đó, bất đẳng thức cần chứng minh lại được biến đổi về dạng: 2��� + �� + �P� − �����P ≤ 10 
N hưng theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có: [2��� + �� + �P� − �����P]� = [2��� + ��� + �P�2 − �����]� ≤ [4 + �2 − ������][��� + ���� + �P�] ⇒ [2��� + �� + �P� − �����P]� ≤ [8 − 4���� + �������]�9 + 2����� ⇒ [2��� + �� + �P� − �����P]� ≤ 2������P + ������� − 20���� + 72 ⇒ [2��� + �� + �P� − �����P]� ≤ ����� + 2���2���� − 7� + 100 ≤ 100 
Vậy ta có đpcm. 
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 3.3. Định lý Viète với phương trình bậc cao: 
  a. Một vài đẳng thức và bất đẳng thức về các đa thức đối xứng: 
VD3.3a.1: Cho 2 bộ số {��} và {��} giảm và không âm thoả mãn hệ điều kiện: �hX���� ≥ hX����, ∀U = 1, � − 1h����� = h����� K 
Chứng minh rằng: h����� ≤ h����� 
Lời giải: 
Ta có: [h�����]� − 2h������ = h����� Vậy bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: [h�����]� − 2h������ ≤ [h�����]� − 2h������ 
N hưng vì: h����� = h����� 
N ên ta chỉ ta chỉ cần chứng minh: h������ ≥ h������ 
Ta có: ��X − �X�� ≥ 0 ⇒ �X� ≥ �X� + 2�X��X − �X�, ∀�X, �X ∈ � 
Từ đó suy ra: 

h������ ≥ h������ + 2  ��X − �XA��[hX���� − hX����]���
X"�  

N hưng theo giả thiết thì {��} là dãy giảm và hX���� ≥ hX����, ∀U = 1, � − 1 nên ta có: 

2  ��X − �XA��[hX���� − hX����]���
X"� ≥ 0 

Vậy: 

h������ ≥ h������ + 2  ��X − �XA��[hX���� − hX����]���
X"� ≥ h������ 

Và đó chính là đpcm. 
 
VD3.3a.2: (Bất đẳng Karamata) 
Cho 2 bộ số giảm và không âm thoả mãn hệ điều kiện: �hX���� ≥ hX����, ∀U = 1, � − 1h����� = h����� K 
Chứng minh rằng với mọi đa thức ���� thoả điều kiện: �@@��� ≥ 0, ∀� ∈ �, ta luôn có: h��[����] ≥ h��[����] Lời giải: 
Vì �@@��� ≥ 0 nên theo định lý Largrange ta có: ���X� ≥ ���X� + �@��X���X − �X�, ∀�X, �X ∈ � 
Lần lượt cho U = 1,2, … , � rồi cộng các bất đẳng thức dạng như trên lại với nhau, ta có: 

h��[����] ≥ h��[����] +  �@��X���X − �X����
X"�  
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Tức là: 

h��[����] ≥ h��[����] +  [�@��X� − �@��XA��][hX���� − hX����]���
X"�  

N hưng vì �@@��� ≥ 0, ∀� ∈ � nên �@��� là hàm tăng trên �. Mặt khác, vì {��} là dãy giảm nên: �@��X� > �@��XA��, ∀U = 1, � 
Suy ra: 

 [�@��X� − �@��XA��][hX���� − hX����]���
X"� ≥ 0 

Từ đó: 

h��[����] ≥ h��[����] +  [�@��X� − �@��XA��][hX���� − hX����]���
X"� ≥ h��[����] 

Và ta đã có đpcm. 
 
VD3.3a.3: Với mỗi dãy số thực {��}, ta kí hiệu: £ = 1� ��� + �� + ⋯ + ��� 

É = 1� ���� + ��� + ⋯ + ���� 
Giả thiết rằng �! ∈ [T, u], ∀% = 1, �. Chứng minh rằng: £�É ≥ 4Tu�T + u�� Lời giải: 
Từ giả thiết ta có: 

��! − T���! − u� ≤ 0, ∀% = 1, � ⇒  ��X − T���X − u� ≤ 0�
X"�  

Suy ra: 

 �X�
�

X"� − �T + u�  �X
�

X"� + �Tu ≥ 0 

Với các kí hiệu của bài toán thì bất đẳng thức trên được đưa về dạng: É − �T + u�£ + �Tu ≥ 0 
Vậy: É£� ≤ −Tu£� + T + u£� = −Tu �1£ − T + u2Tu �� + �T + u��4Tu ≤ �T + u��4Tu  

N ghịch đảo 2 vế của bất đẳng thức trên, ta thu được: £�É ≥ 4Tu�T + u�� 

Và đó chính là đpcm.  
 
VD3.3a.4: Cho ��, ��, … , �� > 0. Chứng minh rằng: h��r�� ≥ ¨h��r�� ≥ ⋯ ≥ ¨h����r����ÄÞl ≥ ¨h��r��

Ä
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Lời giải: 
Ta chứng minh dãy bất đẳng thức trên bằng quy nạp. 
Với � = 1, dễ thấy bất đẳng thức đúng. 
Giả sử bất đẳng thức đúng tại � − 1, ta sẽ chứng minh nó cũng đúng cho �. 
Thật vậy, không mất tính tổng quát, giả sử 0 < �� < �� < ⋯ < ��. 
Xét đa thức ���� = �� − h������ + h������ − ⋯ + �−1��h��. 
Theo định lý Viète đảo, rõ ràng đa thức ���� có � nghiệm là ��, ��, … , �� nên theo định lý Rolle, đa thức: �@��� = ����� − �� − 1�h������ + ⋯ + �−1����h���� 
có � − 1 nghiệm g�, g�, … , g� xen kẽ với các nghiệm của ����: 0 < �� < g� < �� < g� < �P < ⋯ < ���� < g��� < �� 
Theo định lý Viète, ta lại có: 

���
��
�� g� + g� + ⋯ + g� = � − 1� h��

g�g� + g�gP + ⋯ + g�g� + g�gP + g�gi + ⋯ + g�g� + ⋯ + g���g� = � − 2� h��… … … … …g�g� … g� = 1� h����
K 

Theo giả thiết quy nạp ta có: � − 1�r���� h�� ≥ ¨� − 2�r���� h�� ≥ ⋯ ≥ ¨ h�����r������ÄÞl
 

Suy ra: h��r�� ≥ ¨h��r�� ≥ ⋯ ≥ ¨h����r����ÄÞl
 

N hưng theo bất đẳng thức Cauchy thì: 1�� + 1�� + ⋯ + 1�� ≥ ������ … ��Ä  

⇒ ����� … ��� � 1�� + 1�� + ⋯ + 1��� ≥ � ������ … ������Ä
 

Vì thế: 

¨h����r����ÄÞl ≥ ¨h��r��
Ä

 

Vậy ta có: h��r�� ≥ ¨h��r�� ≥ ⋯ ≥ ¨h����r����ÄÞl ≥ ¨h��r��
Ä

 

Và theo nguyên lý quy nạp toán học, ta đã có được đpcm. 
 
Chú ý: đây chính là bài toán tổng quát cho bài toán VD3.1d.4. 
 
VD3.3a.5: Cho 2 bộ số dương � = ���, ��, … , ��� và g = �g�, g�, … , g��. Chứng minh hằng đẳng thức: 
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h���� + g�h���� + g� = h�����h����� + h���g�h���g� + � 12h���� + g�h�����h���g��  o�!  gR
�

R"� − g!  �!
�

R"� q��
!"�  

Lời giải: 
Ta sử dụng biến đổi sau: 

 o�!  gR
�

R"� − g!  �!
�

R"� q��
!"� =  1�!h���g� + g!h�����2��

!"�  

=  ¾�!�1h���g�2� + g!1h�����2� + 2�!g!h�����h���g�¿�
!"�  

= 1h���g�2�  �!�
�

!"� + 1h�����2�  g!�
�

!"� − 2h�����h���g�  �!g!
�

!"�  

= 1h���g�2� �1h�����2� − h������ + 1h�����2� �1h���g�2� − h���g�� − 2h�����h���g�  �!g!
�

!"�  

= 21h�����2�1h���g�2� − 21h�����2�h���g� − 21h���g�2�h�����1h�����2� − 2h�����h���g�  �!g!
�

!"�  

Vậy: 

� 12h���� + g�h�����h���g��  o�!  gR
�

R"� − g!  �!
�

R"� q��
!"� = £É 

Với: 

Å£ = 1h�����2�1h���g�2� − 1h�����2�h���g� − 1h���g�2�h�����1h�����2� − h�����h���g�  �!g!
�

!"�É = h���� + g�h�����h���g� K 
Ta lại có: 

h���� + g� =  ��! + g!����
!"�  1�R + gR2�

R"!A� =  à��! + g!� o  �R
�

R"!A� +  gR
�

R"!A� qá���
!"�  

=  à�!  �R
�

R"!A� + g!  �R
�

R"!A� + �!  gR
�

R"!A� + g!  gR
�

R"!A� á���
!"�  

=  o�!  �R
�

R"!A� q���
!"� +  og!  gR

�
R"!A� q���

!"� +  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"�  

= h����� + h���g� +  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"�  

Mà đpcm tương đương với: 

h���� + g�h���� + g� − h�����h����� − h���g�h���g� = � 12h���� + g�h�����h���g��  o�!  gR
�

R"� − g!  �!
�

R"� q��
!"�  
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Qui đồng mẫu thức các phân thức ở vế trái, ta đưa hằng đẳng thức về dạng một phân thức có tử thức là: h���� + g�h�����h���g� − h�����h���� + g�h���g� − h���g�h���� + g�h����� = h����� + h���g� − 1h���g�2�h����� − 1h�����2�h���g� − h�����h���g�h����� − h�����h���g�h���g� 

= h�����h���g�h����� + h�����h���g�h���g� + h�����h���g� à o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"� á
− 1h���g�2�h����� − 1h�����2�h���g� − h�����h���g�h����� − h�����h���g�h���g� 

= àh����� + h���g� +  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"� á − 1h���g�2�h����� − h�����h���g�h����� 

= h����� + h���g� à o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"� á − 1h���g�2�h����� − 1h�����2�h���g� 

Vậy để chứng minh hằng đẳng thức, ta chỉ cần chứng minh: 

h�����h���g� −  �!g!
�

!"� =  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"�  

N hưng ta có: 

h�����h���g� −  �!g!
�

!"� = Ô �!
�

!"� Õ Ô g!
�

!"� Õ −  �!g!
�

!"�  

=  �!g!
�

!"� +  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"� −  �!g!
�

!"�  

=  o�!  gR
�

R"!A� q���
!"� +  og!  �R

�
R"!A� q���

!"�  

Và ta đã có đpcm. 
 
Từ kết quả của VD3.3a.4, ta có: 

h���� + g�h���� + g� − h�����h����� − h���g�h���g� = � 12h���� + g�h�����h���g��  o�!  gR
�

R"� − g!  �!
�

R"� q��
!"� ≥ 0 

⇒ h���� + g�h���� + g� ≥ h�����h����� + h���g�h���g� 

Đó chính là nội dung của bất đẳng thức Markuc – Lopes. 
 
  b. Đa thức bậc cao và định lý Viète: 
VD3.3b.1: Cho đa thức ���� = ���� + �������� + ⋯ + ��� + �� với � ≥ 2 và ���� ≠ 0. Biết rằng ���� có � nghiệm là các số thực dương. Chứng minh rằng: â���������� â ≥ �� 

Lời giải: 
Gọi ��, ��, … , �� là � nghiệm dương của ����. Theo định lý Viète, ta có: 
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���
�� �� + �� + ⋯ + �� = ������ > 0

���� … ���� + ���P … ���� + ⋯ + ���P … ���� = �−1���� ���� > 0
���� … �� = �−1�� ���� > 0

K 
Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 

� �� + �� + ⋯ + �� ≥ � ����� … ��Ä
���� … ���� + ���P … ���� + ⋯ + ���P … ���� ≥ � ������ … ������Ä K 

N hân theo vế 2 bất đẳng thức trên thì: ��� + �� + ⋯ + �������� … ���� + ���P … ���� + ⋯ + ���P … ����� ≥ ������ … �� ⇒ ��� + �� + ⋯ + �������� … ���� + ���P … ���� + ⋯ + ���P … ��������� … �� ≥ �� 

⇒ â���������� â ≥ �� 

Vậy ta có đpcm. 
 
VD3.1b.2: Biết rằng đa thức ���� = ����� + ����ããã + ����ãã¹ + ⋯ + ��ããã� + ����� có 2000 nghiệm phân 
biệt đồng thời ��ããª = 1995 và ��ããH = 1997. Chứng minh rằng ��ããº > 2231. 
Lời giải: 
Do đa thức ���� có 2000 nghiệm phân biệt nên theo định lý Rolle thì: 
Đa thức �@��� có 1999 nghiệm phân biệt, đa thức �@@��� có 1998 nghiệm phân biệt và đa thức �@@@��� có 1997 
nghiệm phân biệt. 
N hưng �@@@�0� = 3.2. ��ããH = 3.2.1997 ≠ 0 nên đa thức sau: .��� = ��ããH. �@@@ �1�� = 6��ããH��ããH + 24��ããº��ããº + 60��ããª��ããª + ⋯ + #� 

cũng có 1997 nghiệm phân biệt. Giả sử các nghiệm đó là ��, ��, … , ��ããH Theo định lý Viète ta có: 

 �!
�ããH
!"� = − 24��ããº6��ããH  

Và:  �!�R�j!kRj� = − 60��ããª6��ããH  

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có: 

Ô  �!
�ããH
!"� Õ� ≥ 2  �!�R�j!kRj�  

⇒ �− 24��ããº6��ããH �� ≥ −2. 60��ããª6��ããH  

⇒ |��ããº| ≥ 12 �5��ããª��ããH > 2231 

 Và đó chính là đpcm. 
 
VD3.1b.3: Gọi 9, �, T là 3 nghiệm của phương trình bậc ba ��P + #�� + 
� − � = 0. Chứng minh rằng: 
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9� + �� + T� ≥ �29 + �3� − �2 + �3T  

Lời giải: 
Theo định lý Viète ta có 9�T = 1 
Chọn § = 45Ã , ½ = −30Ã , ä = 165Ã thì § + ½ + ä = 180Ã thì: 

cos § = �22 , cos ½ = �32 , cos ä = − cos 15Ã = − �2 + �32  

Vậy sau khi nhân 2 vế cho 9�T = 1 thì bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 9� + �� + T� ≥ 29� cos § + 2�T cos ½ + 2T9 cos ä ⇔ �9 cos ½ + � cos § − T�� + �9 sin ½ − � sin §�� ≥ 0 
N hưng bất đẳng thức sau cùng hiển nhiên đúng nên ta có đpcm. 
 
Chú ý: bất đẳng thức 9� + �� + T� ≥ 29� cos § + 2�T cos ½ + 2T9 cos ä với § + ½ + ä = 180Ã được gọi là 
bất đẳng thức Erdos. Trong tam giác, bất đẳng thức này có rất nhiều ứng dụng. 
 
 3.4. Ứng dụng của định lý Viète trong một bài toán Hình Học của thế kỉ: 
Kết thúc bài thuyết trình, xin đưa các bạn bước đến một cánh cửa dẫn vào một chân trời khác rộng lớn hơn. 
Chúng ta đều đã biết, định lý Viète là một trong những định lý mang tính nền tảng cho sự phát triển của Đại Số, 
nhưng có lẽ ít người nghĩ rằng định lý này còn xuất hiện trong một số phân ngành quan trọng khác của Toán 
Học. N hư đã nói ở trên, chúng ta sẽ bắt gặp bóng dáng của định lý Viète trong Giải Tích, cùng với sự hỗ trợ của 
định lý Rolle, định lý Largrange… để chứng minh các mệnh đề quan trọng. Bây giờ, chúng ta sẽ đến với định lý 
này trong một bài toán Hình Học của thế kỉ, đó là định lý Morley. 
 
VD3.4.1: (Định lý Morley) 

Cho tam giác £Ér bất kì. Các đường chia ba góc £Érå  và góc £rÉå kề với Ér cắt nhau tại æ. Các đường chia 

ba góc £Érå  và góc £rÉå kề với Ér cắt nhau tại æ. Các đường chia ba góc £Érå  và góc £rÉå kề với Ér cắt nhau 
tại æ. Chứng minh rằng tam giác æh» đều. 
Lời giải: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Không mất tính tổng quát, giả sử bán kính đường tròn ngoại tiếp của tam giác ABC bằng 1 (đvđd). Thế thì £É = 2 sin 3
 , Ér = 2 sin 3�, r£ = 2 sin 3#. Bây giờ xét tam giác ABE, áp dụng định lý sin, ta có: £hsin £Éhå = £Ésin £hÉå ⇒ £h = £É sin #sin�180Ã − � − #� = 2 sin # sin 3
sin�60Ã − 
� 

E

D

F

C

A

B
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Mặt khác, xét phương trình: sin 3� = sin 3�    �1� 
Ta có:  �1� ⇔ 3� = 3� + UÊ ⇔ � = � + UÊ3  

Lần lượt cho U = 0,1,2, ta được các giá trị của � là: �� = �, �� = � + Ê3 , �P = � − Ê3 

Bây giờ, đặt � = sin � và xem �1� như là một phương trình đại số theo � thì: 3� − 4�P = sin 3� 
Biến đổi về dạng chính tắc của phương trình bậc 3, ta được: 4�P − 3� + sin 3� = 0 
Do �� = sin � , �� = sin�� + 60Ã� , �P = sin�� − 60Ã� là các nghiệm của phương trình nên nói trên theo định lý 
Viète ta có: �����P = sin 3�4  ⇒ 4 sin � sin�60Ã + �� sin�60Ã − �� = sin 3� 
Áp dụng công thức vừa thu được, ta có: sin 3
 = 4 sin 
 sin�60Ã + 
� sin�60Ã − 
� 
Từ đó suy ra: £h = 2 sin # sin 3
sin�60Ã − 
� = 2 sin #. 4 sin 
 sin�60Ã + 
� sin�60Ã − 
�sin�60Ã − 
� = 8 sin # sin 
 sin�60Ã + 
� 

Lý luận tương tự ta có: £æ = 8 sin 
 sin # sin�60Ã + #� 
Áp dụng định lý cosin cho tam giác ADE, ta có: æh� = £æ� + £h� − 2£æ. £h. cos æ£hå= 64 sin� # sin� 
 sin��60Ã + #� + 64 sin� # sin� 
 sin��60Ã + 
�− 2.64 sin� # sin� 
 sin�60Ã + #� sin�60Ã + 
� cos �= 64 sin� # sin� 
[sin��60Ã + #� + sin��60Ã + 
� − 2 sin�60Ã + #� sin�60Ã + 
� cos �] 
Mặt khác, chú ý rằng �60Ã + #� + �60Ã + 
� + � = 180Ã nên �60Ã + #�, �60Ã + 
�, � là số đo 3 góc của một 
tam giác. Trong họ các tam giác có số đo 3 góc là �60Ã + #�, �60Ã + 
�, � (họ này gồm các tam giác đồng dạng 
với nhau nên ta chỉ cần xét đặc trưng 1 tam giác bất kì trong họ), xét đặc trưng tam giác có số đo 3 góc là �60Ã + #�, �60Ã + 
�, � và có bán kính đường tròn ngoại tiếp bằng 1, theo định lý cos thì: 4 sin� � = 4 sin��60Ã + #� + 4 sin��60Ã + 
� − 2 . 2 sin�60Ã + #� . 2 sin�60Ã + 
� cos � ⇒ sin� � = sin��60Ã + #� + sin��60Ã + 
� − 2 sin�60Ã + #� sin�60Ã + 
� cos � 
Do tính chất nói trên đặc trưng cho bộ tam giác này nên ta có: æh� = 64 sin� # sin� 
[sin��60Ã + #� + sin��60Ã + 
� − 2 sin�60Ã + #� sin�60Ã + 
� cos �] ⇒ æh� = 64 sin� � sin� # sin� 
 ⇒ æh = 8 sin � sin # sin 
 
Lý luận tương tự ta cũng có: h» = 8 sin � sin # sin 
 và »æ = 8 sin � sin # sin 
, suy ra æh = h» = »æ, tức là 
tam giác DEF đều (đpcm). 
 

THE EN D 
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Tài liệu tham khảo: 
1. Phương trình bậc hai và một số ứng dụng (N guyễn Đức Tấn, Vũ Đức Đoàn, Trần Đức Long, , Lương Anh 
Văn, N guyễn Anh Hoàng, N guyễn Phước, Bùi Ruy Tân) 
2. Đa thức và ứng dụng (N guyễn Hữu Điển) 
3. Một số bài toán chọn lọc về lượng giác (N guyễn Văn Mậu, Phạm Thị Bạch N gọc) 
4. Bất đẳng thức về đa thức (Lê Hoành Phò, N guyễn Sinh N guyên, N guyễn Văn Thông, Trần Bá Hà, N guyễn 
Cung N ghi, N gô Thế Phiệt, Phan Xuân Quang, Lê Hữu Dũng, N guyễn Duy Thái Sơn, N guyễn Quốc Khánh) 
5. Tuyển tập đề thi Olympic 30/4 (trường THPT chuyên Lê Hồng Phong) 
6. Tuyển tập đề thi học sinh giỏi Quốc gia Việt N am (Trần N am Dũng, N guyễn Tiến Khải, Trịnh Thanh Đèo) 
7. Sáng tạo bất đẳng thức (Phạm Kim Hùng) 
8. N âng cao và phát triển Toán 9 (2 tập, Vũ Hữu Bình) 
9. Tạp chí Toán học và Tuổi trẻ 
10. Bất đẳng thức – Định lý và áp dụng (N guyễn Văn Mậu) 
11. 40 năm Olympic Toán học Quốc tế (N guyễn Văn N ho) 
12. Tuyển tập đề thi Olympic Toán Châu Á – Thái Bình Dương (N guyễn Văn N ho) 
13. Đa thức Đại Số và phân thức hữu tỉ (N guyễn Văn Mậu) 
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