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Yo nor di
Thiong dé c6 tat ca nhing loi gigi ngan nhat

va hay nhat ciia moi bai toan
(P.Erdos)

Hién nay cac bai toan vé Ii thuyét t6 hop cang ngay cang cé vé xa la véi hoc sinh
chung ta va cling c6 khi xa la v&i nhiéu ban hoc sinh chuyén toéan, cac ban con e ngai vi
khi nhin vao céc bai toan c6 vé « dao to bia 16n” vi sao? Khong hiéu hét dé hay kho qué.
Diéu d6 cang khién cho nhiing con ngudi to mo ham hoc hoi muén lao vao. Nhiing bai
toan t6 hop déu lam cho con ngudi rén mot tu duy cao, nd nhu nhitng cau hoi 1Q th vi.
C6 mot s6 bai todn cac ban s& nghi diéu d6 hién nhién ma sao chiing minh lai kho qua?
D6 chinh 13 mau chdt van dé cuia mot bai toan to hop. Dé lam tét cac bai toan nay ciing
doi hoi cac ban mot tu duy cao, nhirng suy luan tinh té | sic bén. Bé duoc nhu vay ciing
yBu cau cac ban mot su luyén tap. Trong bai viét nay , toi xin dé cap dén mot sb van dé
so cap va pho bién cua toan té hop dé mong c6 thé phan nao truyén tai dén mot sé ban
yéu toan dé dang tiép can va ciing it e ngai hon védi cac bai toan t6 hop nira. Vi kién thic
con han hep nén c6 mét vai su sai X6t , mong cac ban théng cam .

Qua day t6i cling xin gi6i thiéu véi cac ban mot s6 website cho cac ban yéu toan:
w.w.w.diendantoanhoc.net;( Dién dan VMF) va mot sd dién dan khiac nhu:
w.w.w.mathscope.org ; w.w.w.mathlinks.ro ; w.w.w.math.vn.....& d6 cac ban s€ hoc hoi
duoc nhiéu kinh nghiém va tiép xdc véi ban bé bén phuong.

Cubi cing t6i ciing xin tran trong cam on cac anh Pham Hy Hiéu ( Sinh vién dai hoc
ngoai thuong Sai Gon- Huy chuong bac IMO 2009) , anh V& Quéc B4 Can (sinh vién
Paj hoc Y Dugc Can Tho) d stra chita, dong gop gitp t61 hoan thanh bai Vlet nay.Cam
on cac ban da don doc bai viét caa toi. Moi y kién dong gop xin giri vé dya chi:
winwave1995@yahoo.com.vn hozc lién hé tryuc tiép qua nick yahoo: winwave1995

Lé Tran Nhac Long
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Problem 1: Ly thuyét do thi

“Todn hoc va con ngwoi nhu hai dinh ludn néi véi nhau
bai mét doan thang”

Lé Tran Nhac Long
Truwong THPT chuyén Lé Quy Pon —tp Pa Ning

Ly thuyét d6 thi noi chung , dc biét do thi t6 mau dugc van dung dé giai cac bai toan
khong mau myc hiéu qua dic biét 1a Té Hop Pai So

Ta sé& thé hien méi qua hé gitra cac gia thiét bai toan trong khéng gian va c6 nhiing khang
dinh twong tng vé do thi t6 mau dé cd van dung gai quyét hang loat bai toan dugc xét

Va ta s& cuing di dén nhitng bai toan sau dé hiéu rd thém vé Ii thuyét 46 thi

Vi du 1: trong phong c6 6 nguwoi chizng minh rang ton lai 3 nguwoi déi mét quen nhau va
doi mot khdng quen nhau.

Giai: xét 6 diém trén mat phang. Chon 1 diém bit ki ta dung doan ndi lién giita cac diém
thé hién su quen nhau va va cac diém ndi
nét dut vai nhau chi sy khdng quen nhau

Bay gio ta xét 6 diém O,A,B,C,D,E lay B
O lam tam,

Trong 5 diém con lai , ta thy 2 nguoi c
bat ki hoic 1a quen nhau , hoic 13 khéng
quen nhau , trén hinh theo nguyén li
Dirichlet thi ton tai it nhat 3 duong
thang nét lién tir O dén 5 diém )
A B,C,D,E hoic 3 dudng ndi nét dut .

Bay gio ta chi can xét sy quen nhau . that

vay néu trong 3 diém A,B,C ma nbi lai .E
véi nhau thi ta dugc 1 tam giac c¢6 dinh

la O => thoa man bai toan, néu khong ndi lai thi 3 diém A,B,C s& chi ndi nhau bang nét
duat ciing 1a diéu phai ching minh. Vay ludn tim duoc 3 nguoi d6i mot quen nhau hoac
khéng quen nhau.

Nhdn xét: trong bai nay dé |6i gidi ngean gon ta c6 thé dung thém ménh dé Pai sé , dé la
A=B< AvB
Bay gio cau hoi dit ra 1a ta c6 thé tong quat bai toan nay 1én n ngudi ma ¢ k ngudi doi

mot quen nhau hoac m nguoi d6i mot khong quen nhau dugc khong? Pap an sé duoc tra
loi & phan sau
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Vi du 2: ¢6 17 nha toan hoc viét thur cho nhau , viét vé 3 d@é tai khac nhau maéi nguwoi phdi
Viét thir cho cdc nguroi con lgi biét, tirng cdp nha toan hoc viét thu trao déi cing mét dé
tai. Chitng minh rang ¢4 it nhat 3 nha toan hoc viét thur cho nhau trao doi vé cing 1 dé
tai.

Giai: tu trong cua ching ta ciing nhu bai toan trén.chon 17 diém trén mat phing va dat
tén la OA,OA,,...,OA, Vacu 2 diém bat ki ta dung mau d6 ndi hai diém d6 chi sy trao
d6i dé tai thir nhat , mau xanh 1a
dé tai tha 2 va vang chi dé tai
thr 3

Gia sir cAc canh duoc to nhiéu
nhét 1a mau dé theo nguyén Ii
Dirichlet trong 16 canh thi cé it
nhét 6 canh dugc t6 mau do gia
str do 1a cac canh
OA,0OA,,...,OA; trong sau
diém nay néu c6 2 diém dugc
ndi v6i nhau mau do thi tao
than 1 tam giac mau do c6 dinh
la O tuc 1a da c¢6 3 nguoi trao
ddi cung 1 d¢é tai. Bay gid xét 6
diém nay khong c6 2 diém nao
duoc ndi véi nhau mau d6 thi
phai néi véi nhau mau xanh
hoac vang . theo vi du 1 thi luén
t6n tai trong 6 diém d6 3 diém cung duoc néi boi mau xanh hoic mau vang.Vay bai toan
dugc chitng minh ©

Vi du 3:(vi du ndy khéng mang tinh dé thi ma duwa vao tw tuéng cia no)

Trong mgt nhém gom 2n+1 nguwoi , Véi méi n nguoi thi ton tai I nguwoi trong 2n+1 nguoi
nay quen n ngueoi dé .Chirng minh rang

a) Co n+1 nguoi déi mgt quen nhau
b) Ton tai I nguoi quen hét tat ca cdc ngueoi

Giai:

a) Ta s& quy nap: rd rang c6 2 ngudi quen nhau , gia sir c6 k ngudi doi mot quen nhau (k
<n) thi ton tai 1 ngudi quen k ngudi ndy theo gia thiét => c6 k+1 ngudi déi mot quen
nhau .Do d6 tdn tai n+1 nguoi d6i mot quen nhau

b) Xét n ngudi con lai trong cu a thi ton tai 1 ngudi trong n+1 nguoi nay quen n ngudi
d6 suy ra nguoi ndy quen tat ca cac ngudi con lai
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BAI TAP:
Bai 1.1:(TST Hong Kong 1999) Cac hoc sinh diroc phét bai kiém tra , méi mdn mét bai ,
trong n (n> 3)mon hoc. Biét rang véi mai mén hoc bdt ki ¢é dung 3 hoc sinh dat diém toi
wu ,com véi hai mon tay y thi ¢d 1 hoc sink dat diém téi wu cho méi mdn trong cd hai mén
dé. Hay xdc dinh n bé nhat sao cho tir cde diéu kién 6 thé suy ra c6 diing 1 hoc sinh dat
diém toi wu cho méi mon trong n mdn hoc (PS:8)

Bai 1.2:C6 3 truong hoc, méi truong hoc ¢ n hoc sinh. Mt hoc sinh bdt ki ¢6 tong sé
nguoi quen tu

hai trong hoc kia 1a n+1. Chitng minh rang cé thé chon diwoc ¢ méi truong 1 hoc sinh
sao cho 3 hoc sinh nay déi m¢ot quen nhau.

Bai 1.3:trong mgt phong cé 5 ngueoi, gitta 3 nguoi bat ki luén tim dwoe 2 ngwoi quen
nhau va 2 nguoi khong quen nhau. Ching minh rang nhém nguoi ndy c6 thé ngoi quanh
mét ban tron sao cho méi nguwedi déu quen hai nguroi ngoi canh minh

Bai 1.4:

Trong mét can phong ¢6 9 nguoi , biét rang giita 3 nguoi bdt ki ¢é 2 ngwoi quen nhau .
Chutng minh rang, c6 thé tim dwoc 4 ngwoi ma 2 nguwoi bat Ki trong sé dé déu quen nhau

Bai 1.5:(Tran Nam Diing-Preparation VMO-2010) Cho 2010 tdp hep, méi tdp hop chiza
45 phan tiz. Biét rang hep cua hai tap hop bat ky chita diing 89 phan tie. Héi hop cua tat
ca CAc tdp hop noi trén chiza bao nhiéu phan ti?

LO1 GlAI CAC BAI TAP DUNG PO THI

Bai 1.1:(TST Hong Kong 1999) Cac hoc sinh dwoc phét bai kiém tra , méi mén mgt bai
, trong n (n> 3)mén hoc. Biét rang véi méi mén hoc bt ki ¢é diing 3 hoc sinh dat diém
t6i 1eu ,com véi hai mdn tdy y thi ¢6 1 hoc sinh dat diém téi wu cho méi mon trong ca hai
mén dé. Hay xdc dinh n bé nhat sao cho tir cde diéu kién c6 thé suy ra ¢é diing 1 hoc sinh
dat diém téi uu cho méi mon trong n mén hoc

Giai: Ta s& biéu thi mdi hoc sinh la mot dién trén mat phang sao cho khong c¢é 3 diém
nao thang hang , va ca hai hoc sinh dat diém t6i wu cho trong mot mén nao do ta sé ndi
hai diém twong (ng lai v&i nhau. Nhu vay trong méi mon ta s& ¢6 duy nhit maot tam giac.
Vi ctr hai mon bat ki ludn ¢6 1 hoc sinh dat diém téi wu cho ca 3 mén d6 nén giira hai tam
giac ludn c6 chung dinh

Ta c6 nhdn xét sau: néu 4 tam giac c6 chung mot dinh thi tat ca cac tam giac déu c6
ching dinh d6. That vay bai vi néu khdng thi tam giac thir 5 c6 chung 4 dinh véi 4 tam
giéc kia tao thanh 1 tu gidc => vo li!

Bay gio xét 1 tam gi4c bat ki thi nd s& c6 chung dinh véi mdi mét trong 7 tam giéc con
lai. theo nguyén Ii Dirichlet thi ton tai mot trong cac dinh ciia tam giac da chon c¢d chung
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dinh vai it nhat {nT—Z} 1 tam gi4c khac. Theo nhan xét trén ta can

{n—;2}+124:>[n—;2}23:>n28.vayn nhé nhat 12 8

Bai 1.2:C6 3 truong hoc, méi trirong hoc ¢ n hoc sinh. Mt hoc sinh bdt ki ¢6 tong sé
nguwoi quen tir hai trirong hoc kia 1a n+1. Ching minh rang c6 thé chon duwot ¢ mai
truong 1 hoc sinh sao cho 3 hoc sinh nay déi m¢gt quen nhau

Giai: Trong 3 trudng ta chon ra 1 hoc sinh ¢ sé ngudi quen k (k <) nhiéu nhat véi mot
trong hai truong kia.Gia st nguoi do 1a A quen k hoc sinh ¢ truong tha 2. Khi d6 sé quen
n-k+1 hoc sinh & truong thi 3.Xét hoc sinh B ¢ truong sé 3 nam trong s6 ngudi quen caa
A, néu B quen nguoi hoc sinh C & truong thir 2 nam trong k ngudi quen cua A thi A,B,C
13 3 nguoi can tim. Con néu B quen C khdng nam trong k ngudi quen caa A thi B s& quen
khong qua n-k hoc sinh cta truong thi 2 => B s€ quen khong it hon (n+1)-(n-k)=k+1 hoc
sinh cua trudng 1. Ma theo cach chon k thi k 1 s6 16n nhat => mau thuan. vay bai toan
duoc chung minh

Bai 1.3:trong mét phong cé 5 ngueoi, gicta 3 nguoi bat ki luén tim dwege 2 nguwoi quen
nhau va 2 nguwoi khdng quen nhau. Chiing minh rang nhém nguwoi nay cé thé ngoi quanh
mgt ban tron sao cho méi ngueoi déu quen hai nguoi ngoi canh minh

Gidi:
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xét mdi nguoi 13 1 diém trén Mat phang . 5 nguoi ndy sé 1a 5 diém ko thang hang va tao
thanh mot ngii giéc 161 ABCDE

ta s& thé hién cac dudng duoc néi lién 12 chi sy quen nhau con nét dat 1a s ko quen nhau
ctia 2 ngudi bat ki

ta s& chimg minh hinh trén 1a diéu can chang minh . that vay néu ta da sép 1 nguoi quen
vé6i 2 ngudi ngdi canh gia sir ngudi nay lai quen voi nguoi dbi dién tiép theo giai sir nhu
A quen B va E ma néu A ciing quen ca C thi Tam giac ACE thoa man dé bai nhung ABC
thi ko vi trong do s€ ko c6 2 ngudi nao ko quen nhau

do d6 cach sip sép nhu trén 13 duy nhit dé thoa ndm yéu cau bai toan

Bai 1.4:
a) Trong mét cin phong c6 9 ngueoi , biét rang giita 3 nguoi bdt ki ¢6 2 nguoi quen nhau
. Chatng minh rang, ¢ thé tim diwoc 4 nguweoi ma 2 ngueoi bat Ki trong so dé déu quen nhau

Giai: Trén mit phang ta lay 9 diém va néu giira 2 diém duoc t6 mau do thé hién su quen
nhau va mau xanh thé hién sy khong quen nhau c6 2 truong hop xay ra

TH1: néu ton tai mot diém c6 chung dinh véi hon 4 canh mau xanh ,gia sir cac canh d6 1a
OA,OA,,OA,, OA, vi trong 3 ngudi bat ki c6 hai ngudi quen nhau nén trong 4

diém OA,OA,,OA,, OA, , khong thé ndi véi nhau canh xanh vi thé chings déu phai ni véi
nhau mau d6 => 4 diém nay lap thanh mét tir gi4c ¢6 4 canh va cac dudng chéo cing 1a
mau do , day chinh la 4 nguoi d6i mot quen nhau

TH2:néu ton tai mot diém c6 chung dinh véi khdng qué 3 canh mau xanh , thi theo
nguyén Ii Dirichlet thi ton tai it nhat mot dinh 13 dau mat caa hai canh mau xanh , vi du
d6 1a H, suy ra n6 phai la ddu mut cia 6 canh , ma theo vi du mét trong 6 dinh chira 6
canh ay ludn ton tai 3 dinh ndi voi nhau bang mau do vi khong ton tai 3 diém néi voi
nhau ma xanh ( gia thiét) , nhu vay 3 diém nay hop véi H thanh mot ti giac ¢6 4 canh va
cac dudng chéo ndi vaéi nhau thanh bang cac canh mau do => dy 1a 4 diém can tim

Bai 1.5:(Tran Nam Diing-Preparation VMO-2010) Cho 2010 tdp hep, méi tdp hop chiza
45 phan tie. Biét rang hop cua hai tdp hop bdt ky chita ding 89 phan tir. Héi hop cua tat
Ca CAc tdp hop noi trén chiza bao nhiéu phdan ti?

Giai: Do hop cua hai tap hop bat ky chtra diing 89 phan tir nén giao hai tap hop bat ky
chta ding 1 phan to.

Ta chon ra mot tap hop Ao gdom 45 phan tir : X ={X,, X,,..., X,c}

Do 2009 tap hop con lai, mdi tap hop déu chtra 1 phan tir trong A nén theo nguyén Ii
Dirichlet ra suy ra c6 mot phan ti trong X (gia sir 1a 1) nam trong it nhat

[—2229}1: 45tap hop. Dat 45 tap hop nay 1a A; , Az, ..., Ags
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Suy ra x; nam trong it nhat 46 tap hop (bao gém 45 tap hop A1, A, ..., Ass Vatap hop
Ao)

Ta chirng minh tit ca cac tap hop con lai déu chir x, bang phan ching : gia st ton tai
mét tap hop B khong chira x; (B nam trong s6 2010 tap hop dang xét va khac Ag, A1, Ay
, ..., Ass). Lan lugt xét giao cua B voi Ag A1, As, ..., Ass: |BNA =D, ;
IBAA=h ;...; |[BNA,|=b, . Nhan thiy ring cac tap hop A (i=0,12,...,45) da
¢6 chung mot phan tir 1a x, va do d6 khong c6 chung phan tir nao khac, tir d6 cac phan tir
b (i=0,12,..,45) d6i mot phan biét. Vay B c6 it nhat 46 phan tir (v0 Ii) .

Diéu gia sir 1a vo Ii nén tat ca cac tap hop trong 2010 tap dang xét déu chira x, . Do d6
hop ciia cua tat ca cac tap hop dang xét ¢6 : (2010.45-2009) phan tir.
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Problem 2: T6 mau

“Todn hoc mubn mau”

T6 mau né mang mot khéi niém va biéu dién twong ty nhu do thi nhung mang tinh triru
tuong hon, t6 mau khong chi 12 t cAc mau ma n6 cd thé 1a danh sb hay dat khéi niém cho
mét tinh chat nao dé trong bai toan

Bay gio ta cung dén voi cac bai toan sau day

Vidu 1: (Kiém tra 15-10A2-LOP 2010)Cho mét hinh chiz nhdt 37 chia thanh 21 6 .
Mdi é duroc t6 bang 2 mau xanh hodc dé .chizng minh rang luén ton tei mét hinh chitng
nhat khéng tam thieong cé 4 dinh dwoc td cling mét mau.

Giai:
Céch 1: ( L& Tran Nhac Long)

Ta gia str s6 6 dugc t6 mau d6 nhiéu hon sb 6 duoc td mau xanh , theo nguyén Ii Dirichlet
thi 6 it nhat 11 6 dugc t6 mau do

Bay gio ta chi xét cach t6 mau do. Néu tdn tai mot cot c6 3 6 duoc t6 3 mau thi sé mau
ctia 6 6 con lai 1a 8 thi theo nguyén Ii Dirichlet s& ton tai it nhat mot cot ¢6 2 6 duoc to 2
Mau va cot co 3 6 td mau do va cot ¢d 2 6 td mau d6 tao thanh 1 hinh chix nhat can tim

Do d6 ta xét mdi cot chi ¢d nhiéu nhat 2 6 duoc t6 mau do, theo nguyén Ii Dirichlet thi c6
4 ¢cot ¢6 2 6 duoc t6 mau do .

Xét theo hang ngang ta c6 C2 =3 cach to cho mdi cot ma ta lai c6 4 cach t6 nén theo

nguyén li Dirichlet c6 2 cach to trung nhau hai cach to nayla hai cét tao thanh hinh chit
nhat c6 4 dinh duoc t6 cung mau.
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Céch 2:(Tran Nguyén Quéc Cuong)Céch nay thudn tly td mau

Ta xét hai hang dau tién , hai 6 cia mot cot duoc td hai mau gidng nhau duoc goi 1a
“cling mau”, va hai 6 duoc t6 hai mau khac nhau duoc goi 1a “khac mau” néu trong 7 cot
d6 c6 ba cot “cung mau” thi cd hai cot cing mau do ( hodc xanh) do 1a hinh chit nhat cé
4 dinh do d6 mdi chi cd thé tdn tai nhiéu nhat hai cot “ciing mau” khac mau t6 tuong tu &
hai hang dudi ciing thé nén suy ra ton tai 3 cot c6 ¢6 hai hang dau va hai hang cudi ciing
khéi niém khac mau . mat khac vi du cac 6 trong 1 cot 1a 1,2,3 thir tu theo hang néu 1
khac 2 va 2 khac 3 thi 1 va 3 cung mau do d6 chi cé hai cach td nén trong 3 ¢ot d6 co6 2
cot cb cung 1 cach to ,hai cot nay hop lai thanh 1 hinh chit nhat ¢6 4 dinh dugc to cung
mau

(hinh nay ta dang xét mau do)

Céch 3:(Tran Nguyén Quéc Cwong)ta co trong mét cét thi ludn co 2 & cliing mau va co
2xC3 =6 cach sdp xép ching do dé trong 6 cét con lai ludn cb 1 cét tring véi cét duoc
chon va tqo thanh hinh ché nh4t ¢6 4 goc cung mau

Vi du 2: Cho mét hinh chéz nhat nx[(n-1)n+1] . Méi 6 dueec t6 bang 2 mau xanh hodc do

.chizng minh rang ludn tén tai mét hinh chizng nhdt khdng tam thuong c6 4 dinh dwoc td
cung mgt mau.

Giai: tuong ty nhu cach 3

Vi du 3: Phu hinh vudng 5 x 5 bang cac quan tri-mi-no hinh chir L 1x2 sao cho cac 6
khong chuom I1én nhau thi con thira 1 6 khong duoc phi. Hoi 6 d6 co thé nam & vj tri
nao?

GIALI : (Ta co mot sé cach danh sb , t6 mau nhu sau)

Céach 1:(H6 Phi Nhan-12CT-LHP-HCM) Ta danh s6 25 & vudng cia bang : cac 6 vudng
& s6 hang lé vasd cot ¢ 1as6 7 (c6 9 6) ; 16 6 vudbng con lai ta danh sé (-4) (nhu hinh v&
bén)

7 4|7 |47
4 |-4|-4| 4 -4
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Nhan xét khi ta 1at mot quan tri-mi-no bat ki vao bang bén thi tong ba 6 sb trong quan tri-
mi-no ay hién nhién 1a sé am .

Tir nhan xét trén : Néu 6 khong duoc |4t 1a 6 s6 mang sb (-4) thi tong cac 6 con lai 1a :
7.9+(-4).15 =3 > 0. Va do d6 phan con lai khong thé 14t kin bang cac quan tri-mi-no.

Do d6 cac 6 khong duoc 14t chi cd thé nam trong sé cac 6 mang sb 7. Ta sé& chi ra cac 0
nay déu co thé 1a 6 khong duoc lat .

Do tinh dbi xing cua hinh vudng 5 X 5 ta chi ¢an chi ra cach lat trong 3 truong hop :

-« TH1:

« TH2:

* TH3
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Céch 2: ta con khéa nhiéu cach danh sé khac vi du nhu sau: cac 6 cot 1é hang 1é ta danh 1a
-2 con cac 0 cot chan hang chan ta danh 1a 1 thi 1 quan tri-mi-no chi lay 1én céc 6 -2,1,1
va cac quan Tri-mi-no nay cé 3 6 téng 1a 1+1-2=0

2 1 ) 1 > | Néutabo mot 6 duoc danh sb 1 thi tong cac 6
con lai caa hinh vuéng la : 9x(-2)+24-9=-3

1 1 1 1 1 nhung cac quan Tri-mi-no lai phu hét tat ca
céc & nay nén phai cé tong bang 0. Vo Ii!

-2 1 -2 1 -2 | Con néu ta bo mot trong cac 6 dugc danh sb -2
thi tong cua cac 6 con lai la

1 1 1 1 1
8%(-2)+25-9=0 phu hop ! vay cac 6 dugc bo
phai 12 cac 6 danh s6 -2 . Ta duoc céc cach lat

-2 1 -2 1 -2

nhu cach 1

Céach 3:(Tur Nguyén Thai Son PTNK-DPHQGHCM )Ta t6 mau cac 6 cot 1¢ hang 1¢ 1a mau
do

Ta thay mot quan Tri-mi-no khéng thé 1at hai 6 mau do
nén néu khong c6 6 mau do nao bi xda thi s6 quan tri-
mi-no phai 1at 1a 9 cai twong tng véi s6 6 1a 9x3=27>25
v0 li vay cac 6 khong duoc lat phai 1a cac 6 duogc td mau
do va ta c6 céch lat nhu céach 1

Vi du 4: Chitng minh rang trong 17 sé tw nhién bdt ki luén tim ra dwoc 5 s6 déi mét chia
hét cho nhau hodc déi mét khdng chia hét cho nhau.

Giai: ta s& ching minh bai toan tong quéat nhu sau:

Chuang minh ring trong n? +1s6 nguyén duong ludn ton tai n+1 sé d6i mot chia hét cho
nhau hoic khong chia hét cho nhau.

Ta xét ddy s6 ting dan sau: a,,a,,...,a,  tadanh a lal,tr a; tro di (i >2)ta dem chia
cho cac s a; V6i j < i néu thay thay khdng chia hét thi danh cho né gié tri bang gié tri
cua sb dung trudc cong thém 1, con néu chia hét cho mot nhom nao do thi ta danh gia tri
cua gia tri s6 16n nhit nhom néu ta danh cac sé dén gié tri n+1 thi theo cach danh trén s&
c6 n+1 sé doi mot khong chia hét cho nhau vi, (n+1)% > n? +1 con néu gia tri duoc danh
khong vuot qué n thi theo nguyén Ii Dirichlet thi ton tai gié tri 1ap lai n+1 lan , tac lata c6
n+1 sé d6i mot chia hét cho nhau. Vay bai toan duoc chitng minh ©

Nhdn xét: ta con c6 mét két qua tong qudt hon:
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Dinh 1i Dilworth (1950): Trong moi thit tir bé phdn trén tdp tap hop P gom n > sr+1 phan
tur 1N tai xich c6 kich thuéc s+1 hodce doi xich c6 kich thuréc r+1

BAI TAP:

Bai 2.1 (Trung Qudc, 1986) mai diém trén mdt phang duwoc t6 mau den hodc dé .Chirng
minh rang ta c6 thé tim dwgc ba diém cling mau ma mai cdp diém c6 khodng céch bang 1
hodc c6 thé tim duwoc ba diém c6 khoang cach bang /3

Bai 2.2:Xét hinh vudng 7x7 6. Chitng minh rang ta c6 thé bé di 1 6 dé phan con laj
khdng thé phu kin bang 15 quan Tri-mi-no kich thiréc 1x3 va mét quan tri —mi-no hinh
chir L 2%2

Bai 2.3: Trén to gidy ké caro lay 101 6 vubng bdt ki. CMR trong 101 6 vuéng dé c¢é 26 6
vudng khdng chung canh hodc chung dinh.

Bai 2.4: Chizng minh rang mét bang hinh vuéng 2nx2n, véi n khéng chia cho 3 du I,
trén dé ton lai mot 6 bj x6a di , ¢6 thé phi bang cac quan Tri-mi-no hinh chiz L 1x2

Bai 2.5 Cho bang hinh chiz nhdt gom 2010 hang va 2011 cét. Ki hiéu (m,n)la 6 vudng ¢
hang thiz m va cét thi n. Nguwroi ta td cac mau vao 6 vudng theo nguyén tac sau: lan thiz
nhat t6 3 6 vudng: (r,s), (r+1,5+1), (r+2,5+2), véi r va s 14 2 s6 tuw nhién cho truéc théa
man diéu Kién 1<r <2008, 1<r<2009. Tir lan thit hai tré di nguoi ta t6 ding 3 6 nam
canh nhau ¢ cting 1 hang hay 1 cét. Héi bang cdch té dé c6 thé to tat ca cac 6 trong bang
da cho hay khong

Bai 2.6 (THTT-79/398) Nguoi ta td mau Cac o nguyén diwong bang hai mau trang va
den. Biét rang tong hai sé khac nhau 1a mét sé duoc t6 mau den va c6 vé han sé dwoc t0
mau trang. Goi s6 nguyén dwong nhé nhdt \én hon 1 dwoc t6 mau den la g. Chimng minh
g 1a so nguyén té.
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LO1 GlAI CAC BAI TAP TO MAU:

Bai 2.1: (Trung Qudc, 1986) mai diém trén mdt phang diwot t6 mau den hodc dé .Chirng
minh rang ta c6 thé tim duwoc ba diém cling mau ma méi cap diém co khodng cach bang 1

hodc ¢ thé tim duwoc ba diém c6 khoang cach bang /3
Giai: ta nhac lai kién thirc ménh dé Pais6: AvB<B= A

Bay gid gia sir khong ton tai 3 diém cting mau ma mdi cip diém cach nhau bang 1. Ta s&
chitng minh tdn tai 3 diém cling mau va mdi cap diém cach nhau 3.

D That vay, theo gia thuyét trén suy ra ton
tai 2 diém khac mau nhau c6 khoang
cach bang 1. Lay mot diém sao cho
khoang cach tir né6 dén mdi mét trong 2
diém do6 bang 2.thi diém nay phai khac
mau véi mot trong 2 diém da néu trén.
Gia sir hai diém khac mau c6 khoang
céch bang 2 13 A va B, goi M la trung
diém cua AB thi n6 phai c6 khoang céch
dén A,B la 1 va ciing mau véi A hoic B.
gia st nd cung mau véi B 1a mau den
dung 2 tam gidc déu MBD va MBC ddi
ximg nhau qua MN thi hai tam gic déu nay déu c6 canh bang 1. Theo diéu gia sir khéng
t6n tai tam giac déu co 3 dinh cing mau ¢6 canh bang 1 nén C va D phai khac mau véi M
va B=>C va D c6 ciing mau do. Vay tam giac déu ACD c6 3 dinh cling mau va c6 canh
bing /3. Vay bai toan duoc chitng minh

Bai 2.2:Xét hinh vudng 7x7 8. Chizng minh rang ta c6 thé bé di 1 6 dé phan con laj
khdng thé phu kin bang 15 quan Tri-mi-no kich thiréc 1x3 va mét quan tri —mi-no hinh
chir L 2%2
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Giai:

Ta s& danh sb cac sd vao cac 6 nhu sau:

Ta thdy rang mot quan Tri-mi-no 1x3 s& phu 1én cac 6 c6 tong cac gid tri chia hét cho 3,

con cac 6 tri-mi-no hinh chit L s& phu 1&n cac 6 ¢ tong cac gia tri khong chia hét cho 3,
bay gio gia sirtabo di 6 s6 1, thi tdng cac gié tri cua cac 6 trén bang hinh vudng Iic nay
la 1x3x7+2x2x7+3x2x7-1=90 , s6 nay chia hét cho 3 => mau thuan! Vay bai toan duoc
chirng minh!

Bai 2.3: Trén to gidy ké caro lay 101 6 vudng bdt ki. CMR trong 101 6 vuéng dé cé 26 6
vudng khong chung canh hodc chung dinh.

T6 mau nhu hinh vé:

< x| 4| X
<| 9| <| v
< x| 4| X
<| 9| <| o

Tur cach t6 mau suy ra hai 6 cung mau khdng cé canh chung hoic dinh chung.

Vi 101 > 4.25 nén c6 it nhat 26 6 cung mau (dpcm).

Bai 2.4:Chsng minh rang mét bang hinh vudng 2nx2n, véi n khdng chia cho 3 due 1, trén
dé ton lai mét 6 bi xéa di , c6 thé phi bang cac quan Tri-mi-no hinh chiz L 1x2

Giai: Ta sé c6 nhan xét sau:

Hai quan Tri-mi-no ghép lai tao thanh mét hinh chir nhat 2x3, ta ¢6 n chia cho 3 du 1=>
2n chia cho 3 du 2

Do d6 néu ta lap cac hinh chir nhat 2x3 thi trén 6 vudng ay sé ton tai 1 6 vudng & goc 2x2
khong bi lap do 2n chia 3 du 2, hinh vudng nay bé di 1 6 bat ki 1a hinh chit L 1x2( quan
Tri-mi-no) do do6 bai toan dugc chung minh.

Nhdn xét : bai toan c6 két qud chdr hon 1a cac 6 bj bé di la cde 6 nam & cac hang , cac
cot 6 sé tir tue cling chia hét cho 3 hodc cuing khdng chia hét cho 3
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Bai 2.5 Cho bang hinh chiz nhdt gom 2010 hang va 2011 cét. Ki hiéu (m,n)la 6 vubng ¢
hang thiz m va cét thi n. Newoi ta td cac mau vao 6 vubng theo nguyén tic sau: lan thi
nhat td 3 6 vudng: (r,s), (r+1,s+1), (r+2,5+2), véi r va s 1a 2 s¢ tw nhién cho truéc thoa
man diéu Kién 1<r <2008, 1<r<2009. Tir lan thiz hai tré di nguoi ta té ding 3 6 nam
canh nhau ¢ cuing 1 hang hay 1 cét. Hai bang cdch t6 dé cé thé to tat ca cac 6 trong bang
da cho hay khong

Giai: ta s& chizng minh khdng thé t6 duoc bing phan chiing. That vay, giai sir ta cd thé to
hét cac 6 cua bang . khi d6 tong tat ca cac lan t6 1a 670 x 2011 . Dién cac s6 vao cac 6
theo cach sau: tai 6 (m,x) dién sé m.n. Goi tong cac 6 da dién 13 S , ta co

S=01+2+3+...+2010)(1+2+3+...+2011) = 0(mod 3)

Mat khac , goi S, la tong cua 3 s6 nam tai 3 6 duogc t6 Ian thir i véi 1<i< 670 x 2010. D&
thdy: S, =rs+(r+21)(s+1)+(r+2)(s+2)=2(mod3) Va S, latong cua 3 sé co dang
ab, (a+1)b, (a+2)b ,suy ra S, =0(mod3), vay S =2(mod3) ,mau thuin !. Vay suy ra
duogc dpem

Bai 2.6 (THTT-79/398) Nguoi ta td mau cac sé nguyén drong bang hai mau trang va
den. Biét rang tong hai sé khac nhau 1a mét sé duroc t6 mau den va c6 vé han sé dwoc t0
mau trang. Goi s6 nguyén dirong nhé nhdt ém hon 1 dwoc t6 mau den la g. Ching minh
q la so nguyén té

Giai: (Lé Van TG, 11A1, THPT chuyén Vinh Phtc )

+ Trudc hét , gia sir s6 1 duoc t6 mau trang , néu p duoc t6 mau den thi q+1 ciing duoc
t6 mau den , suy ra q+ 2 ciing duoc t6 mau den. Cir tiép tuc nhu vay thi moi sé n>q déu
duoc t6 mau den , nén suy ra chi ¢6 hitu han s dugc t6 mau tring, Vo li !

+ Néu q=2 hoic q=3 thilasdé nguyén té (dpem ). Giasir q>3.Khido q—2eN",
ma q-—2 < qnén dugc td mau tring = (q—2) +1=q—1 duoc t6 mau den. Nhung
q—1<q , mau thuan thoe gia thiét.

Vay bai toan dugc chitng minh
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Problem 3: Nguyén Ii bat bién , don bién

“DF bdt bién, iing van bién”
Tén ti (Binh phap)

1. Gigi thiéu vé dai lwong bat bién, don bién

e Bdt bién 1a moi dai heong dinh tinh hay tinh chat va quan hé giiza nhiing phan ti cia
mét hogc mét sé tap hop ma khéng thay doi véi mét bién déi nao dé

Dinh nghia. Cho Q 1a mot tap hop cAc trang théi. T 1a tap hop cac phép bién doi tr Q
vao Q. Ham s0 f: Q — R duoc goi Ia bat bien trén tap céc trang thai Q doi vai tap cac
phép bién d6i T néu

f(t(w)) = flo) Vo EQ VLE T

Vi du: xét tong S= a+b+c néu ta thay doi a,b,c theo mot hoan vi nao d6 nhung rd rang S
van khong doi, nghia 1a S bat bién

e Pon bién (con goi 1a bat bién don diéu) la dai lwong ma luén ting hoac lubn giam
trong qud trinh bién doi. Sau ddy la dinh nghia chat ché cia don bién.

Dinh nghia. Cho Q la mot tap hop cac trang thai. T la tap hop cac phép bién doi tir Q
vao Q. Ham s6 f: Q —N dugc goi 1a don bién trén tap cac trang thai Q ddi vai tap cac
phép bién d6i T néu

f(t(o)) < flw) Vo EQ, VLET]

Chuyla ddu bcing doi khi c6 thé thay thé bang Qdu >, > < Ngoai ra, tdp dich N ciing c6
thé duroc thay thé bang mét tdp hop cé thr tie tot bat ky.

Pon bién dwoc sir dung trong viéc chizng minh mgt qua trinh 1a dirng

2.Cac bai toan vé bat bién va don bién:

Vi du 1: Trén bang ta viét 10 ddu céng va 15 ddu trir tai cac vi tri bat ki. Ta thuc hién
x6a hai ddu bdt ki trong d@é va viét vao dé mét ddu céng néu xéa hai dau gisng nhau va
mét ddu trir néu x6a hai ddu khac nhau. Héi trén bang con lai ddu gi néu ta thyec hién
thao tac trén 24 lan?

Giai:

Céch 1:ta thay mdi dau cong la sé 1 va mdi dau trir 1a s6 -1. Ta thay tich cua cac sé trén
bang 14 -1. Ma theo cach thuc hién cia dé bai thi ta x6a di hai s6 va viét vao do tich cua 2
s6 d6, ddng thoi ta chi thuc hién 24 1an nén suy ra tich cua tt ca cac s trén bang s&
khong ddi . Nhu vay tich céc s trén bang ludn bang -1. Do d6 khi ta thuc hién thao tac
d6 24 1an thi trén bang con lai dau —
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Nhdn xét: dai lirong bdt bién & day chinh la tich cia cac sé trén bang . Bay gio ta sé dén
V6i cach tiép theo dé xem con dai lwong bat bién nao niza khong trong bai toan nay.

Céch 2: ta thay dau cong bang s6 0 va dau trir 1a s6 1. Néu ta xoa di hai s6 ¢6 téng 1a
chén thi viét lai s6 0, con néu 1é thi ta viét lai s6 1.Nhan thiy rang sau 1 1an bién dbi thi
tdng céc sb trén bang hoic 1a khong ddi hoac 1a giam di 2. Ma theo cach thay sé nhu thé
thi tong cac s trén bang ban dau 1a 15 (mot sé 18),suy ra sb cudi cung trén bang con lai
phai 12 s6 1. Tuc trén bang con lai dau trir

Nhdn xét: nhw vdy ¢ cach nay ta da thdy dai lwong bdt bién ¢ ddy 1a tong chdn céc so.

Vi du 2: (Pé tuyén sinh vao I6p 10 Dai hoc Sw Pham Ha Ngi-2010)
1
J2
choi ta x6a di 2 s6 VA Viét ndo dé trong 3 gid sir 1a a va b va viét vao 2 v tri méi xoa hai
sémai la 2 2ya 270
J2 2

bang ludn ¢6 3 so. Chitng minh rang dii ta c6 choi bao nhiéu lan di ching nira thi trén

Trén 1 bdng den ta viét 3 s6 \/5, 2, bat dau thuc hién 1 tro choi nhu sau: Méi lan

dong thoi giiz nguyén so con lai. Nhuw vdy sau moi lan choi trén

bang khong thé dong thoi ¢6 3 sé L J2:1442

2\2

2 2
e . a+b a-b ,
Gidi: tanhanthidyrang | — | +| — | =a®+b? do d6 tong cac binh phuong cua 3
0 thiy g[ ﬁ] ( ﬁj g céc binh phirong

s6 sau mdi luot choi déu khong doi. Ma tong cac binh phuong ciia 3 s6 ban dau 1a % ,
TS , 2oy iy 41 A A A
con tong binh phuong cta 3 s6 doi hai la §+ 22 . Nhu vay ta khong bao gio nhan

. . - N LA - A 1 \ N a o
duoc trang thai doi hoi , tirc la ton tai ba s6 —; x/§;1+ «/E dong thoi trén bang

2\2

Vi du 3: Chitng minh phwong trinh sau khong co nghiém nguyén khac 0

8x* +4y* +2z* =u*

Giai: Nhin vao bai toan , rat ty nhién ta nghi dén dau tién Ia viéc xét dong du cho 2. Toi
Xin giai bai toan sau theo tu tuong cua “Nguyén Li Cyc Han” (s& duoc gid thiéu & phan
sau). Ma trong bat bién n6 con c6 tén goi la Bdt bién don diéu

Gia str phuong trinh ¢6 nguyén nguyén (X,, Yo, Z,,U,) # (0,0,0,0)

Taco: 8x; +4y,s +2z5 =Uy, suyra uj:2 —u,:2 dit u,=2u,

Ta dugc: 4x; +2y, +25 =8u; ,suyra z;:2—z,:2 dit z,=2z
Ta duoC: 2X; +Ys +8z =4u;' ,suyra y;:2—>y,:2 dit y,=2y,
Ta dugc: x; +8y, +4z) =2u/, suy ra: x3:2 — x,:2 dat x, =2x,

Ta dugc: 8%, +4y; +2z! =u; , vay (X, Y, Z,U,) cling la mt nghiém cua pt *)
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C . X z L A e
Va nghiém nay cé dang (—0,&, 2 Y ] quy trinh nay c6 thé lap mai dén dén budc

k: (iﬁz—ku—kj .Cacsd Je Yo A U nguyén voi moi k e N . Piéu nay chi xay ra ¢
2 2 2 2 2 2 2 2

cac bién bang 0. Vdy phuong trinh di cho khong c6 nghiém khéc 0.

Nhdn xét: ¢ (*) néu theo nguyén li cuc han ta cd thé gia sir (X,, Yy, Zy,U,) 1a bg nghiém

nho nhdt roi suy ra vé Ii. Phiong phdp trén con lai la phwong phdp xuong thang

- DBdc biét ¢ day , téi gidi thiéu bai toan nay chinh 1a minh hea cho “bdt bién don diéu”

- Cach gidi theo Bat bién don diéu dwoc tom tat nhu sau:

1. Tim dai heong bdt bién don diéu va chi ra n6 n6 phdi thay déi duwdi téc dong cia mét

thao tac nao do

2. Hay chi ra rang n6 c6 thé thay doi hitu han lan; khi dé chirng minh rang né sé dang

sw thay déi sau hizu han lan thay déi nao dé

Néu s chuyén doi khéng dwoc cho trueéc , thi ta phdi xay ding mét cach thich hop. c6
rat nhiéu bat bién don diéu khac nhau co thé xay dung nhie : cdc tong, céc tich , gia tri
Cuee dai , cuc tiéu va nhiéu dai lwong thich hop khac

Vi du 4: Gid sir n la mét so lé .Pau viét 1én bang céac so tir Idén 2n, sau dé chon ra 2 sé
bat ki a ,b va viét lai 1 s6 bang |a—b| . Chizng minh rang so cusi cung con lai trén bdng
1a mét so 1é.

Giai: Tong cua c4c so trén bang ban dau la:

S=1+2+...+2n=n(2n+1) rdrang vi n 1¢ nén S Ié. Ma vai thao tac trong dé bai thi

tong s& gidm di 2.min{a;b}, nhu thé tinh chin 1¢ cua S khong ddi , ban dau S 1a mot so

1& suy ra s6 cudi cting con lai trén bang 1a mot sb 1é

Vidu 5: chocac sé 2,8, 1,0, 1,9,9,5 duoc viét trén mét vong tron. Cir hai sé canh nhau
ta céng thém 1 vao 2 sé dé. Hoi sau mét sé lan thuc hién thao tac trén cac sé trén vong
tron d6 c6 cé thé déu bang nhau khong?

Giai:

Céch 1:( Lé Tran Nhac Long ) cach nay twong ddi tu nhién va nhanh nhung khéng tong
quat duogc. Cach giai nhu sau:

Ta nhan thay tong cac s6 trong vong tron 1a mot s6 1é nén khi ta thuc hién cac thao tac
trén thi tong tang 1én 2 nén tinh chin I¢ cua tong khong d6i .Mat khac sb cac sé trong
vong tron dé 1a sé chdn nén néu cac s déu bang nhau thi tong cau n6 bay gid 1a sé 1é =>
mau thuan

Céch 2:Vi cir 2 s6 canh nhau thi cing ting 1 don vi vao ca hai s6 nén hiéu caa ching
khong dbi . xét 6 sd trén 1a a,,a,,a,,a,,8,,a,. Tasuyra: S=a —a,+a,—a, +a, —a,
khong doi

Sau cac thao tac. Trong truong hop ndy S =—9. Nhung néu sau mot s6 1an thyc hién thao
tac theo dé bai ma cac sé cung bang nhau thi rd rang S =0. V4 li! Bai toan duoc chung
minh.
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Nhdn xét: & cach 2 rd rang ching ta c6 thé tong qudt bai todn. Pdy la mét bai toan dé
nhung can phdi biét khai thdc y twong badt bién & sw cing tang & day.

e C6 I& qua nhiing vi du trén cac ban déu c6 hinh dung duoc phan nao ¥ tuéng cua mot

s6 van dé bat bién trén. Bay gio chiing ta hiy cuing dén véi cac bai toan sau mang nhiing
nét tinh té hon vé nguyén Ii bat bién.

BAI TAP VE NGUYEN LI BAT BIEN. DON BIEN

Bai 3.1:Mgt to gidy dwoc xé thanh 6 manh , mét trong sé 6 manh nhé nay lai xé thanh 6
mdnh nhé nira, va mét trong sé 6 manh nhé nay lai diroc xé thanh 6 manh,...Vdy cit tiép
tuc xé nhw vy thi cé khi nao ta diroc 1995 manh gidy hay khéng ? dwoc 2011 manh gidy
khdng?

Bai 3.2: Trong mét bang 6 vudng c¢é 100x100 6 dwoc diéen dau (+) va dau (-). Mét budc
thuec hién bang cdch déi toan bg nhiing ddu ¢ mét hang hodc mét cét nao dé sang dau
nguocC lai. Co kha nang sau hitu han budc nhw trén , bang 6 vubng nhdn duoc diung 1970
ddu (-) ?

Bai 3.3:Trén bdng ¢ cac so 1/96, 2/96, 3/96, ..., 96/96. Moi mét lan thuc hién, cho phép
xod di hai 56 a, b bat ky trén bang va thay bang a + b — 2ab. Hai sau 95 lan theec hién
phép x04, sé con lgi trén bdng 1a sé nao?

Bai 3.4: Hai nguwoi choi mét tro choi véi hai dong Keo. Bong keo thiz nhdt ¢ 12 céi va
dong keo thi hai ¢6 13 cai. Méi nguroi choi dieoc |dy hai céi keo tir mét trong hai dong
keo hogc chuyén mét céi keo tir dong thiz nhdt sang dong thit hai. Nguweoi choi nao khéng
thé thuc hién cdc thao tac trén la nhw thua . Hay chimg minh rdang nguwoi choi thir hai
khdng thé thua , ngieoi dé ¢ thé thang khong ?

Bai 3.5: Trén mot dwong tron ta dat n sé. Néu thir tir cac sé a,b,c,d tha mén
(a-d)(b-c)>0, thi hai sé b va ¢ déi ché cho nhau. Chizng minh rang sau mét sé burdc trén
thi dwong tron khdng ¢ bé tiz nao sap xép nhuwe vay.

Bai 3.6: Cho 3 sé nguyén khong am a, b, ¢ bat ky. Mdi mét lan thyec hién, ta bién bé (a, b,
¢) thanh bg (Jb —c|, |c —a, |a — b|). Chizng minh rang sau mét sé hizu han cac phép bién
doi, ta thu dwoc bé c6 chira sé 0.

Bai 3.7:Trén mér dwong tron ta viét n sé ti nhién. Gizra hai sé6 canh nhau ta viét wéc sé
chung Ién nhdt . Sau d@é x6a nhitng sé cii di , nhing sé con lgi ta thuc hién theo thao tac
trén. Hai sau hizu han lan thec hién thao tac thi tdt ca cac so trén dwong tron ¢ bang
nhau khéng
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HUONG DAN GIAI:

Bai 3.1:Mgt to gidy dwoc xé thanh 6 manh , mét trong sé 6 manh nhé nay lai xé thanh 6
mdnh nhé nira, va mét trong sé 6 manh nhé nay lai diroc xé thanh 6 manh,...Vdy cit tiép
tuc xé nhur vdy thi c6 khi ndo ta dwoc 1995 manh gidy hay khéng ? dwoc 2011 manh gidy
khdng?

Giai: Ta thay rang ctr sau mdi an xé thi s6 gidy lai ting 1én 5 manh , ban dau di c6 6
manh, ta suy ra sb gidy sau mdi lan xé ludn c6 dang 5k+1 . Day chinh 1a dai lwong bat
bién cua bai toan.

o Tathdy 1995 # 5k+1 nén trudng hop nay khong thé

o Con 2011 c6 dang 5k+1 nén truong hop nay co thé thuc hién duoc sau 402 1an

Bai 3.2: Trong mét bang 6 vudng c6 1995%1995 6 duroc dién dau (+). Mét buéc thuec hién
bang cach dai toan bé nhitng ddu ¢ mét hang hodc mét cét nao dé sang dau nguroc lai. Co
kha ndng sau hitu han bude nhie trén , bang 6 vudng nhdn dwoc ding 2011ddu (-) ?

Giai: Gia sir sau hitu han 1an bién doi trén bang co dung 2011 dau (-) , tagoi x, lasd
lan bien doi ctacot i, va y; la so lan bién doi cua hang j. Nhu vay 0 (i, j) s€ phai bien
doi x,+y, lan. Do d6 dé o (i, j) 1a dau (-) thi so Ian bién doi & 6 d6 phai la so Ié suy

ra: x, +y, phailasé & Tagoi p 1asd sé lé giita cac s x;, con q 12 s6 s6 I¢é giita cac sb

y; Khi d6 s6 dau trir c6 trén bang sg la:

p(1995—Qq) +q(1995— p) =1995p +1995q — 2 pq
Theo gia st thi ta c6 dang thuc:

1995p +1995q —2pg = 2011 *)
Tathdy ring p &q la hai sb ¢, suy ra VT cua dang thic trén 12 s6 chan ma VP lai lé.
Mau thuan.

Nhdn xét: & bai nay ta hoan toan cé thé tong qudt diroc , bang cach tahy thé cac sé
1995 va 2011 cho hgp Ii . Hé bai toan nay manh hon ta sé chon sé thich hop sao cho
phirong trinh & (*) kho va mang tinh sé hoc hon.

Bai 3.3:Trén bdng co c&c so 1/96, 2/96, 3/96, ..., 96/96. Mdi mét lan thuc hién, cho phép
xod di hai s6 a, b bat ky trén bang va thay bang a + b — 2ab. Hai sau 95 lan theec hién
phép x04, sé con lgi trén bdng 1a sé nao?

Giai: Day 1a mot bai toan twong dbi khd , khi nhin vao chéc han ching ta khdng thé nao
tim ra dugc bat bién cua bai toan, va dung 1a bai ndy c6 bat bién that va ciing phai rat
tinh té mai c6 thé nhan ra né . Ta thdy dai luong a+b-2ab dudng nhu né con thiéu mot céi
gi d6 , dé ta dua né thanh tich hay sao? Cac ban hdy xem 1oi giai sau, mot 1oi giai day
ngac nhién va tha vi !
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Goi céc s trén bang ban dau la a,,a,,...,a,, xét tich sau: (2a, —1)(2a, —1)...(2a, —1)

ta thay rang néu ta xéa di hai sé a;,a; thi tich s& mat di hai thra s6 2a, —1&2a, -1
thém vao do tich lai nhan thém mot thira s : 2(a, + a;—2aa;)-1=—(2a -1)(2a;-1).
R4t dep! vay gi4 tri tuyét dbi caa tich trén khong ddi ( do c6 doi dau ).ma ta thy rang :

tich ban dau bang 0 do c6 sd 3—2 = % Suy ra sau hiru han 1an bién déi tich trén van bang

A X ' . 1
O,vz_1y50conlz_1|50nco2n—1=0—>n=E

Bai 3.4: Hai nguwoi choi mét tro choi véi hai dong Keo. Bong keo thiz nhat ¢ 12 céi va
dong keo thir hai c6 13 céi. Méi nguweoi choi diroc lay hai cdi keo tir mgt trong hai dong
keo hodc chuyén mét cai keo tir dong thiz nhat sang dong thir hai. Nguwoi choi nao khéng
thé thuc hién cdc thao tac trén la nhw thua . Hay chimg minh rdang nguwoi choi thir hai
khong thé thua , nguoi dé c6 thé thang khong ?

Giai: Trudc hét ching ta hiy nghi xem, bai ndy phai c6 bat bién va bat bién l1a gi. Pau
tién ta s& nghi bat bién Ia tinh chin 1¢ cua tong hay hiéu caa hai ddng keo vi sau mdi lan
choi tong ( hay hiéu) sé keo cua 2 déng sé ting hodc giam di 2. Ta thdy rang nguoi choi
bi thua khi va chi khi khéng con cai keo ndo & déng thtr nhat va sé keo con lai bén dbng 2
la 1. O bai nay ta cd thé giai bang xét tong hoac hiéu. Tdi xin gisi thiéu mot cach vé xét
hiéu, cach con lai danh cho ban doc. Loi giai nhu sau:

Ta ki hiéu S 1a gia tri tuyét dbi cua sb keo trong déng thi 2 trir cho sé keo trong déng
tha nhat. Khai dau S=|13-12|=1. Sau mdi lan choi S s& ting hoac giam di 2. Nhu vay sb
du ctia S cho 4 ¢6 dang lan luot sau nhing lan choi 1a 1,3,1,3,... Nhu vy dén lugt ngudi
tha nhat béc s6 du ctia S cho 4 14 1, con dén lugt ngudi thir hai béc s6 du cua S cho 4 13
3. Ma nhu da n6i ngudi thua cudc khi va chi khi s6 keo trong déng thir nhat 1a 0 con
trong dong thir 2 1a 1. Khi d6 S=|1-0j=1. 1 chia cho 4 du 1, khéng phai 1 3, chung to
nguoi thir 2 ludn c6 chién thuat dé khong thé nao thua.

Mt khac ta thay rang hoic tong s keo cua 2 dong giam di , hoic s6 keo trong ddng
thir nhat giam di, nhu vay tro choi phai ¢d két thic , thé thi nguoi thir hai thing

Bai 3.5: Trén mor duong tron ta dat n so. Néu thir tir cac s6 a,b,c,d théa man
(a-d)(b-c)>0, thi hai sé b va ¢ déi ché cho nhau. Chizng minh rang sau mét sé burdc trén
thi dwong tron khdng co bé tiz nao sap xép nhuwe Vay.

Giai: Goi S, latong tat ca céac tich caa hai s ding canh nhau sau lan doi thir n,tong
ban dau Ia S,
Nhén xét khi d6i chd mot bo (a,b, ¢, d) nao dé thi chi cd téng cac tich cua hai s6 ké& nhau
cua b (a,b,c,d) thay d6i ma khéng c6 su thay d6i & mot bo 4 sb bat ki khac.
Gia sir toi sau lan d6i thir k —1 van con mot bo (a,b,c,d) sip theo thir ty d6 va thoa man
(a—d)(b—c) >0 thi ta doi chd b,c
Ldc nay S, =S'+ac+bd +bc trong d6 S'la tong tat ca céc tich hai s k& nhau ma khong
c6 hai s6 ké nhau nao thuoc bo (a,b,c,d),S, , =S'+ab+bc+cd |

Taco(a—d)(b—c)>0«<ab+cd >ac+bd < S, ; >S,
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Vay day (S,) la day giam thuc su
Do n hitu han nén S, hitu han,cé nghia la tdn tai M = min {Sk}

Vay sau hitu han lan d6i chd thi s& khong tn tai bo sé can ddi chd nira

Bai 3.6: Cho 3 sé nguyén khong am a, b, ¢ bat ky. Mdi mét lan theec hién, ta bién bé (a, b,
¢) thanh bé (Jb - c|, |c — a], |a — b|). Chitng minh rang sau mét sé hizu han cac phép bién
doi, ta thu dwoc bé c6 chira sé 0.

Giai: Day la mot bai don bién khé thii vi , du khong kho nhung ¥ twong kha tu nhién.

bat M =max{a,b,c}. Ta ching minh rang néu bé (a, b, c) khdng chira s6 0 thi M s&

giam sau khi thuc hién phép bién d6i. That vay, khdng mit tinh téng quét, gia sira>b >c
Khidotaco|b—c/|<b<a,|c-a<a |a—Db|<a suyra

max(|b —cf, |c —al, [a—b[) <a=max(a, b, c).

Nhu vay, néu ta chua thu duoc 6 0 thi M s& nho di it nhdt mot don vi (do tinh chat cua
s6 nguyén). Qua trinh nay khong thé kéo dai vo han. Vi thé, chac chan phai c6 lac nao dé
xuat hién s 0.

Nhdn xét: Trong vi du trén, max(a, b, ¢) chinh 1& mér don bién. Pdy la mét phicong
phap khé& hiéu qUa daé chizng minh mét qua trinh la dang. Cha y rang phwong phdp nay
thwong sir dung céc tinh chdt co ban sau day cia sé nguyén:

m<nsuyram<n-1;
i) Mdt tdp con bdt ky ciia N déu 6 phan tiz nhé nhat (tinh sap tha tue tot).

Pé thdy ré diéu quan trong cua cac tinh chat xem chang rdt don gian nay, ta sé dua
ra vi du cho thdy rang két ludn ¢ vi du 3 khéng con diing néu a, b, ¢ khdng con 1a sé
nguyén (hay ding hon, khéng con la s6 hiru ty). That vy, goi o la nghiém dwong cua
phirong trinh X —x—1=0. Chon cacsé a=a?,b=a,c=1thita
cola-bl=a’-a=(a-1)a,|a-c|=a’-1=(a-1)(a+l)=(a-1)a’
Suy ra bg s6 méi ty 16 véi bé 6 cii theo ty 1é a-1. Va nhw thé, sau n lan thuc hién, bg so

=a-1.

ciia ching ta sé 1a (a —1)n(a*,a,1), khong bao gic-chira 0.

Bai 3.7:Trén mér dwong tron ta viét n sé ti nhién. Gizra hai sé6 canh nhau ta viét wéc sé
chung 1én nhdt . Sau dé xéa nhitng sé cii di , nhitng sé con lai ta thuc hién theo thao tac
trén. Hoi sau hizu han lan thuc hién thao tac thi tat ca cac so trén dwong tron cd bang
nhau khéng?

Giai: Bai 4: Goiafvéi i=1,2,..n la cac s trén duong tron sau lan bién doi thir k . Dt
[c=gcd(al;a;as;...;a°), tacod c|aVi,k.

Goi m,; M, lan lugt 14 min va max cua {aik}

Tathay M, sau 1 sb budc s& giam thyc sw con m, khong ting. That vay, néu sau mdi
budc xoay vong tron theo chiéu kim déng hd sao cho cac sé méi tring véi sb vira xoa
gan n6 nhat thi s mai luén nhod hon hodc bang sé vira x04 tring nd. Do vay

M., <a<M, va mk+l<a =m, Véi i, ] nao do.
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Mat khéac, néu c6 i sao cho a* =a’, véi k nao do thi sau 1 budc, s6 cac s canh nhau
bang nhau nhu vay giam di va khi khong c6 2 sb 16n nhat bang nhau thi M, giam thuc
sw. Vakhi co k sao cho m, =c thi ddy m, ding. Vay sau 1 s6 hitu han budc ta cé m,
khong d6i con M, giam dan. T&i khi m, =M, véi k dua I6n cac sb trén bang nhau ta c6
dpem.
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Problem 4:Nguyén li cuc han

“cugc song 1a thé gidi vo tdn nhing né lai c6 thé goi gon trong
tréi tim va khéi 6c cia con nguoi”
Tran Nguyén Quéc Cuong
Truwong THPT chuyén Lé Quy Pon-tp Pa Ning

I.KHAI NIEM VE NGUYEN LI CUC HAN

1. Biém cuc han

NGi mot cach don gian diém cuc han la nhitng diém dic biét cua ddi tugng dang xét va
no ¢6 vai trd rat quan trong trong viéc khao sat doi tugng do.

Vi du:

e Trén tryc sb nhirng vi tri dac biét 1a-1,0,1

e Trong tap hop nhitng diém dic biét 1a cac phan tir 16n nhat nho nhét.

e Trén mot doan thang nhitng diém dac biét 13 2 mat doan thang hoic 1a trung diém
doan thang do.

2. Nguyén li cuc han

Dinh Iy (su ton tai diém cuc han cua tap hop): Trong tdp hop hizu han c6 phan ti 1a cac
s6 thi lubn ton tai phan tir 1én nhdt va nhé nhat.

Nguyén Ii trén con c6 thé goi 1a “nguyén Ii khdi ddu cua cuc tri”, tuy duoc phat biéu don
gian nhung c6 ung dung lén trong toan hoc.

Vata c6 hé qua sau:

Hé qua: Néu mét tdp hop gom cac so hizu han va cé vai tro nhie nhau thi ta cé thé sap
xép ching theo thit tir tang dan hodc giam dan.

3. biéu kién dé sir dung nguyén Ii cuc han

e Theo nhu ndi dung dinh li dé ap dung nguyén i cuc han chi ra ton tai phan tir I6n nhat
va nho nhat thi ta can tap sé dang xét 13 hitu han.

o Khi xét s ton tai gia tri I6n nhat hodc nho nhit cia mot ddi tuong thi diéu kién ta can
la mién gié tri cua ddi twong d6 phai bi chin va diéu nhat thiét 1 can phai c6 can trén
hodc can dudi.(Mién gia tri nay co thé 1a vo han)

Vi du:

e Vi tap s6 tw nhién thi bj chan va c6 can dudi 12 0 do d6 khi xét trén tap s6 tu
nhién ta hoan toan c6 thé gia st bién co gia tri nho nhat.

e V&idiéu kién 3<x <5 thi bién x co ca can trén va can dudi nén khi xét bién x
ta hoan toan c6 thé gia s x, 1a gia tri nho nhat hozc 16n nhat cia x.

Do d6 néu bai toan xét trong tap hop sb tu nhién hoic sé nguyén duong ta déu c6 quyén
st dung nguyén Ii cuc han véi phan tir nho nhét.
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I1. UNG DUNG
1.Ung dung trong gidi phwong trinh nghiém nguyén
. . 1 1 1
Vi du 1: Gidi phwong trinh nghiém nguyén duong: —+—+—=1
X y z

Chdc han bai todn nay da rdt quen thugc véi cac ban, ¥ tweng chinh cia bai toan 1a
gidi sir ¢6 1 phan ti ¢ diém cuc han,ta gisi han duwoc gia tri Ciia né va xét cdc trwong
hop. Sau ddy la 161 gidi ddy du cho bai toan nay.

Giai:

Khéng mét tinh tong quat gia sir x 1a s6 nho nhat trong 3 sb trén. Ta co:

1=

X | =

N |~
IN

< | w

1
+=+
y

Do d6 dan dén x <3. Ta d& dang nhan thay x phai Ién hon 1. Vay xét 2 truong hop:

o X=2
e 1 1 1 Lz L , o,
khi d6 suy ra: —+— =5 Ta lai tiep tuc gia st y nho hon z khi d6 suy ra:
y 2
1 1 1 2
T=Z4Z<foy<
2y zy

Mardrang y>2 nén y=3 hoac y =4, khi d6 tuong ng ta tim dugc z=6 va z=4.

[ ] X:3

Suy ra: i+1=3:>x=y:z=3
y z X

Vay bai toan co6 cac nghiém:

N < X
Il
D w N

N < >
Il
E- N G S

N < X
Il
W w w

Va cac hoan vi.
Vi du 2: Gidi phuong trinh nghiém nguyén duwong: x> +Yy° +17° = (X+ y +2)°

Y tuwdng bai todn nay twong tiw V6i Vi du 1 nhung lan ndy ching ta sé sap xép thir tur cac
bién.

Giai:
Khong mit tinh tong quét ta gia sit x>y >z

e Néu x>2 thitalubn co: y+z>2>x
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Ta duoc:
(X+Y+2)° =X +X(Y+2)+X(Y+2)+(y+2)° 2 2X° + 2(Yy* +2°) + 2yz > x>+ y* + 2° (Vi
2>xX>y>17)

Do d6 truong hop nay loai.

e Néu x>4
Ta s& chimg minh khi d6 x®+y®+2° > (x+y+12)°

3
Thatvay ta c6: X2+ Y +2° 2 4x% +(y+ 2)(Y? —yz + 2%) > 4x* + (yJ;Z)
Ta can chitng minh:

3x° + > 2X(Yy +2) + (y +2)?

(y+2)°
2

& 2X(Bx =2y -22)+(y+2)’(y+z-2)>0

Taco: y+z>2,néU y+z<6=3x—2y—2z>0 nén bat dang thirc hién nhién dung.
Khi y+2z>6 thi ta dugc:

2X(BX =2y —22) +(y+2)* (Y +2—2) 2 6X* —4xX(y +2) +4(y +2)* =5x* +(x—2y—22)* >0
Do d6 voi truong hop X >4 ta ciling loal.

Vaysuyra x=3.
Tir phuong trinh ban dau suy ra:
27+ Y3 +72° =9+6(y+2)+(y+12)?
S (y+2)(Y —yz+2°+y+2+6)=18(*)
Vix>y>z=2<y+z<6.Ma y+2z laudc cua 18 nén ta c6 3 truong hop:

e y+z=2=y=2z=1

e y+z=3=y=2,z=1Vi y=1

e y+2z =6 thay vao phuong trinh (*) suyra y=z=3
Vay ta duogc cac nghiém:

N < X
Il
Ll R OS]

N < X
Il
W w w

Va cac hoan vi.

Nhan xét:Loi gidi trén co thé khdng tir nhién nhuwng trén thiec té khi gidi bai toan nay
minh dodn dwoc 2 bé nghiém va nhdn thdy chiing d@éu c6 bién I6n nhat cing 1a 3 nén
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ddn dén y twéng chieng minh n6 phdi bang 3. Loi gidi ndy minh tim ra da kha ldu va hi
Vong né chua phdi | gidi phap tét nhat cho bai todn nay, mong rang cac ban c6 thé tu
tim toi dwoc nhiing gidi phap tot hon cho né.

Vi du 3: Chirng minh phwong trinh sau khong c6 nghiém nguyén:
x* +7y* =7000
Giai:
Bai toan nay ta str dung mot cach chon diém cuc han khéc so voi cac bai toén trén. Gia
st phuong trinh trén ¢6 nghiém tuc tn tai (X, Yo) 1a mot bo nghiém cua phuong trinh

thoa man tong cac gia tri tuyét ddi cua ching 1a nho nhat trong cac bo nghiém, tac 1a
| X, |+, | €O gid tri nho nhat. Ta co:

X2 =7(1000—y?Z) = x,:7, dat x, =7x, tasuyra: y; +7x> =7000

Va vay b nghiém (y,;%,) cling 1a nghiém ctia phwong trinh nhung
|V |41 % 1< Yo | +71 % =l ¥y | +1 %, | » diéu ndy vo li véi diéu gia sir ban dau nén phuong
trinh khdng c6 nghiém nguyén.

Nhan xét: Bai todn trén di khéo léo sir dung nguyén I cuc han véi mét diéu kién rang
bugc 2 bién va chi Y rang phwong phdp trén con cé tén la “xudng thang”. Cdc ban co
thé tham khao mét sé bai toan sir dung phwong phdp nay:

1.Gidi phwong trinh nghiém nguyén: x> +7y* = 21xy

2.Chitng minh phwong trinh nghiém nguyén sau chi c6 mgt bé duy nhdt 1a nghiém tam
thirong (0;0;0) : x> +3y° +9z° =12xyz

Vi céach sir dung nguyén i cuc han tiwong tw nhu bai todn trén cdc ban c6 thé thir sirc
voi 2 bai toan kho sau:

. Gid sir x va y 1a cac sé nguyén dwong sao cho X* +y? +6 chia hétcho xy.
2 2
. s XY +6 L e X i
Chuzng minh rang X+y+o 1a ldp phwong cua mét so tu nhién.
Xy
. Cho a va b 1a c&c sé nguyén dirong sao cho a*+b? chia hét cho ab+1.
2 2

Chitng minh rang: la s6 chinh phwong. (IMO 1988)

ab+1
Goi y: V&i 2 bai toan trén ta s& tim ra dich thi gié tri caa biéu thirc dé két luan né 1a
lap phuong hay 13 s6 chinh phuong. Dit gia tri biéu thic 13 k sau d6 xoay phuong trinh
thanh phuong trinh bac 2 an 1a mét trong 2 bién. Sir dung dinh Ii Viet va gia sir bo
nghiém c6 tong nho nhat dé tim ra diém dic biét cua cac nghiém va suy ra k.

2.Ung dung trong chitng minh phan chieng

Mot trong nhitng tng dung 16n nhat cua cuc han 1a két hop véi phuong phap phan
ching. Cuc han két hop phan chiing 1a mét cng cu manh dé ching ta giai quyét cac bai
toan & hau hét cac linh vuc.
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Vidu 4::Véi a va n 1a cac so nguyén dicong théa man a" —1 chia hét cho nthi a—1
chia hét wdc sé nguyén té nho nhdt cia n

Giai:
Goi p la wdc sb nguyén té nho nhat caa n thi p 13 s6 Ié. Theo dinh Ii Fermat nho ta
co:
a"ip

Goi r 1as6 nho nhat thoaman a" —1: p(r >0). Tacd r < p—1< p. Ta s& chitng minh
nir. Thatvay dat n=kr+m@O<m<r).Vi a"-1lip=a“ —1:a" —1:p. Do d6 ta duoc:

a"-1-(@" -1):p=a""-a“:p=a“@"-1):p
D& thdy a va p nguyén t6 cing nhau nén suy ra a™ —1: p.. Biéu nay trai véi gia sir ban

dau a" —1:p véi rla sé nho nhat. Do d6 suy ra m=0 nén n:r.

Néu r >1 thi r cd it nhat mot udc nguyén té q va do d6 nig< p trai véi diéu gia sur
p 13 udc nguyén té nho nhat cua n.

Vaysuyra r=1. Vado d6 ta dugc a—1:p.
Ttr vi duy trén ta c6 thé suy ra mot sé hé qua sau:

e Néu 3" —1 chia hét cho n thi n 1a sé chin.
e /i a nguyén duong, a—1 khong chia hét cho n va a” —1:n.Dat n=2"t véi t 1asé
lé thi a” —1:n khi va chi khi a® —1:n.

Vi du 5: (Pinh li Bezout) S6 d nhé nhdt théa man ton tai cac sé nguyén x,y dé
ax+by=d (con co thé goi d biéu dién duwdi dang té hop tuyén tinh cia a va b )véi
a,b 1a cac sé nguyén dirong cho trieéc thi d Ia wéc chung nhd nhdt cia a va b.

Giai:

Gia sir d 1a s6 nguyén duong nho nhét thoa méan ton tai cac sé nguyén x,y dé

ax+by=d.Pat a=dm+n vsi 0<n<d suy ra:
n=a—dm=a-—(ax+by)m=a(l—xm)+b.(—ym)

Vay n 1a s nguyén ciing c6 thé biéu dién dugc dudi dang to hop tuyén tinh cia a va b.

Diéu nay trai véi gia sir ban dau sé d 12 s6 nguyén duong nhé nhit thoa man. Vay suy

ra n=0. Tir d6 suy ra duogc a‘d,bid . Ma co thé thay rang néu mot sé 1a wéc cua a va b
thi ciing s& 1a wéc cua d. Do d6 d chinh 1 uéc chung 16n nhat cua a va b.

Hé qua thu duoc tir dinh 17 trén 1a a,b 14 cac s6 nguyén dwong nguyén t6 clng nhau khi
va chi khi tén tai x,y dé ax+by=1.
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Va sau day 1a mot s6 vi du vé tng dung caa “nguyén li cuc han” trong céc bai toan roi
rac.

Vi du 6: Trong mét gidi co vua c6 n ban tham gia va ho thi ddu vong tron mét Lot Voi
nhau. Biét rang méi trdn dau déu co két qud thang thua phdn dinh. Chiing minh ta ludn
c6 cach xép n ban nay thanh 1 hang sao cho ban ditng sau thang ban ditng trieéc.

Giai:

Trong 2 ban dau véi nhau cd két qua thing thua phan dinh thi ta c6 thé xép ban thang
dung sau ban thua, do d6 ta luén xép duoc 1 hang ma ban ding sau thang ban dung
truéc (it nhét 12 2), trong céc cach xép hang dé thi tén tai mot cach xép cé nhiéu ban
nhat, goi s ban thudc hang nay 1a k.

Gia sir bai toan khong ding tirc K < n. Khi d6 s& ton tai mot ban a tham gia va khéng
thudc hang do, xét két qua cia ban dé véi k ban thudc hang thi ta ¢6 3 truong hop:

Trudng hop 1: a thing tat ca thi suy ra a thiang ngudi cudi cling cua hang va a c6 thé
duoc xép & cudi hang

Truong hop 2: a thua tat ca thi dan dén a thua ban dau tién cua hang nén a cd thé duoc
xép & dau hang.

Truong hop 3: Néu c6 ca két qua thang va thua thi s& ton tai 2 ban b va c lién tiép dé a
thiang b va a thua c¢. Khi d6 ta c thé xép a gitta b va c.

Nhu vay a ciing c6 thé duoc Xép vao hang trén nén diéu gia sir ban dau k 1a s6 ban
nhiéu nhat 12 vo 1i. Vay k = n. Bai toan dugc chiing minh.

Vi du 7: C6 100 ban mdi ngwoi cam 1 qua bong va choi tro choi chuyén bong theo qui
tic ho sé chuyén bong ciia minh dén nguwoi ding gan minh nhat. Chizng minh rang
khong ¢ ban nao nhdn dirgc nhiéu hon 6 qua bong.

Giai:

Gia str ton tai ban A nhan duoc n qua bong tir cac ban A, A,,..., A véi n>6. Ta co:

AAA + A AA +...+ A AA =360°
0 0
Goi AAA, lagoc nho nhat trong n goc ndy. Ta co: AAA, < 360" _ 360

< =60°,

Theo d¢ bai vi A, A; chuyén bong dén A nén AA, AA < AA, ma trong tam giac

AAA, thi AAA, <60° nén no phai bé hon mét trong 2 canh con lai. Diéu nay vo Ii. Vay
khong ton tai ban ndo nhan dwoc nhiéu hon 6 qua bong.

3.Ung dung trong giai bat ding thirc.

Ki thuat sdp xép céc bién trong bat dang thirc d6i xing hoic gia sir cac bién c6 gia tri
dic biét (nho nhat, 16n nhat) 1a mot ki thuat kha quan trong trong viéc chirng minh bat



Chuyén dé:Toé4n Logic& Roi rac | 32

dang thirc. Va day chinh 1a tng dung “nguyén li cuc han” trong chirng minh bit dang
thuc.

Vi du 8: Cho a,b,c la cac sé thuc khdng am théa man a+b+c=1. Chizng minh rang:

N ¥
FS (a—b)(b-c)(c—a) SE

Giai:

Mot cach tu nhién ta nghi dén viéc binh phuong biéu thirc chira bién dé chi dua vé
ching minh mot bat dang thuc:

2 2 2 1
(a=b)*(b—-c)°(c—-a) S@

Gia st ¢ 14 s6 nho nhat trong 3 s6 khi do ta co:
(b—c)* =b*—bc—c(b—c)<b? (c—a)*=a*-c(a—c)—ac<a’
Vay ta dugc: (a—b)*(b—c)’(c—a)’ <(a—b)*a’h’
Ta chi can chitng minh: 108(a—b)?a’b? <1
Ap dung bat dang thac Cosi cho 3 s6 ta ¢o:

6ab + 6ab +3(a—b)*
3

3
6ab.6ab.3(a—b)? g( J =(a+b)® <1

Vay bai toan da duoc chimg minh. Dang thirc xay ra khi

{c=0 zj{a:Qidgm

va cac hoan vi.
(a—b)*=2ab |c=0

Vi du 9: Cho cac sé thuc khong am a,b,c thda mén a+b+c=3. Tim gia tr lén nhat

cuia biéu thize P =av/b +b+/c +cfa —+/abc (Dé thi vao chuyén toan Phan Bgi Chau
2010)

Giai:

Dé thuan tién ta déi bién Va = x,vb = y,\/c =z thi diéu kién tro thanh x? + y? + 22 = 3.

Ta dugc: P =X’y + y°z+2°X—Xyz

Bang bat dang thirc cosi cho 3 s ta dé dang thay P >0

Khéng mét tinh tong quat gia sir y 1a sé c6 gia tri nam giita X va z. Ta co:
2(y-x)(y-2)<0

< yPz—xyz—yz* +7°x<0
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& XY+ Y2+ 22X —xyz < Xy + yz°
< PPy (X2 +2%)°

Ap dung bét dang thirc Cosi cho 3 s6 ta duogc:

2 2, o2\
2y2.(x2 +22).(® + 2%) < (Wj =8

=P?’<4=P<2
Vay P =2 xayra ¢ 2 truong hop:

hos z=0
X=Yy=2z hoic
y .
—=a=b=c=1hoiac a=2,b=1c=0 va cac hoan vi
Dic biét trong cac bai bat dang thirc dbi xang thi viéc sap xép tha tu cac bién 1a mot
budc khdng thé thiéu trong viéc st dung bat dang thiic Chebysev.

Vi du 10: Cho a,b,c,d 1 cac sé thiec khdng am théa mana? +b? +c? +d? =1. Chitng
minh rang:
a’ b? c? d?
+ + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

2
>Z
3

Giai:
Khong mat tinh tong quét gia sir: a>b>c>d thi ta co:
a’>b*>c¢’>d?

1 1 1 1
> > >
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

Do d6 ap dung bt ding thirc Chebysev:

4VT2(a2+b2+cz+d2)( ! L 1 1 j

+ + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

Ap dung bat dang thac Cauchy-Schwarz ta co:

a+b+c+d s\/4(a2+b2+c2+d2) =2
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((b+c+d)+(c+d+a)+(d+a+b)+(a+b+c))( L + L + ! + ! j216
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

1 1 1 >16

+ + + >
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c 6

Do d6 suy ra:

a’ b? c? d?

Tur day dé dang suy ra: + + n
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

2
>Z=
3

Ding thirc xay ra khi a:bzczdzg

4.Ung dung trong hinh hoc

Vi Sjl.l 12: Chitng minh 4 dwong tron cé dwong kinh 1a 4 canh cua mgét tir giac phu kin
mién tr gidac do.
Giai:
Véi M thugc mién trong tir giac ABCD thi ta co:
AMB + BMC +CMD + DMA = 360°

Khéng mét tinh tong quat ta gia st AMB nhé nhit, khi d6 ta c6: AMB <90°. Do d6 M
thudc duong tron duong kinh AB. Vay suy ra dpcm.

5.Dinh li Fermat(!!)

Nhu cac ban da biét dinh Ii 16n Fermat duoc coi la dinh li noi tiéng nhat trong toan hoc.
Tuy céch phét biéu don gian nhung né da 1am dau dau rat nhiéu nha toan hoc sudt hang
trim nam qua. Xin phat biéu lai dinh li nhu sau:

“Khéng ton tai cac nghiém nguyén khac khong X,y va z théa man x" +y" =z" trong
dé n 1a mét sé nguyén lén hon 2.”

Tuy nhién trong pham vi kha ning chung ta c6 thé chirng minh bai ton véi n=4 bang
cong cu manh 1a cuc han két hop phan chang.

Trudc khi dua ra o1 giai voi n=4 ta hdy xét phuong trinh trén véi N=2.
Vi du 12: Gidi phiong trinh nghiém nguyén: x* +y* = z°(¥)

Giai:

Phuong trinh trén con ¢6 té€n goi la phuong trinh Pytago.

Trudce tién ta ¢6 nhan xét néu mot sb 1a wéc chung cua 2 trong 3 bién thi no ciing 1a wéc
ctia bién con lai. Do d6 ta hoan toan co thé dwa bai toan trén vé phuong trinh véi 3 bién
d6i mot nguyén td cling nhau va ta xét phuong trinh (*) véi X, Y,z d6i mot nguyén t6
cuing nhau. D& nhan thdy rang x va y khdng thé ciing 1¢ vi khi d6 z° chia 4 du 2 khong
la SCP. Gia sir x chanthi y va z cung tinh chan I¢. Bt x =2k . Ta c6 phuong trinh
tuong duong voi:
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4k* =(z-y)z+y)

Vi z,y nguyén tb ciing nhau va cing tinh chin Ié nén ta cd: (z—y,z+y)=2. Do vay
phai ton tai cac s6 nguyén duong p,q dé:

1-y=2p°

2+y=29°
pg =k

z=p°+q°
<1y=0q"-p’
X=2pq
Vay nghiém ctia phuong trinh 1a (x:y:2)=(2pq:(9° — p*): (p*>+q?)) trong dé
p,ge N

Tir bo nghiém trén ta c6 nhan xét. Néu x,y, z d6i mot nguyén té cling nhau va x chin
thi y,z cing lé. Do d6 dan dén p,q khéc tinh chan 1¢ va vi 3 s6 nay doi mot nguyén té
cung nhau nén (p,q) =1.

Vi du 13: (binh Ii Fermat cho n=4) Ching minh phwong trinh x* +y* =z* khéng co
nghiém nguyén khac 0.

Giai:

Mot cach tong quat hon ta s& chimg minh phuong trinh: x* + y* = z2(*) khéng c6
nghiém nguyén khéc 0.

Vi s6 mii cua cac bién 1a s6 chan nén ta chi can xét bai toan trén tap sé nguyén duong.

Gia sir phuong trinh (*) ¢ nghiém thi trong s6 cac bo nghiém ta xét bo nghiém ¢ z
nho nhét. Theo nhu vi dy 12 thi phai ton tai p,qe N dé:

x* =2pq
y2 =q? - p?
z=p*+q°

Ta lai duoc: y? + p? =q? va lai theo phuong trinh pytago ta nhan thay ton tai
u,ve N, (u,v) =1 thoa man:

y=u2—V2
p =2uv
q=u’+Vv?

Do d6 suy ra: x> =4uv(u® +v?)
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Mataco (u,v) =1, (uv,u?+v?) =1 nén u,v,u? +v* déu la cac s6 chinh phuong. Dt
u=a’,v=b*u?+v?=c’ thi ta dugc: c® =a* +b*. Phuong trinh nay c6 dang nhu ban
dau va ré rang ¢ <z, diéu nay vo Ii vai cach chon z . Do d6 phwong trinh (*) khong c6
nghiém nguyén.

Két thuc bai viét 1a mot sé bai tap vé nquyén li cuc han:

Bai5. 1: Cho tam giac nhon ABC va diém P bat ki nam trong tam giac. Chizng minh
rang khoang cach lén nhat trong cac khodng cach tir P dén 3 dinh A,B,C cua tam giac
khong nhé hon 2 lan khodng céch bé nhat trong cac khodng céch tir diém P dén cac
canh cua tam gidac do.

Bai 5.2:Gidi phirong trinh nghiém nguyén: x> —2y* =1

Bai 5.3:Cho n’ s nguyén khong am dwrgc dat vao cac 0 trong bang bao gom n hang va
n cot. Voi viéc thuc hién phén b67 So vao 0 phgii thoa man dieu Kién sau day: Neu mgt 6
ndo do trong bang viét so 0 thi tong nhizng so trong cét va trong hang chera 6 nay khdng
2

. ; ’ L, A , R , n
nho hon n. Chirng minh tong tat ca cac 0 trong bang khéng nho hon >
Bai5.4:Cho 7 s6 nguyén dwong khdc nhau ma méi s6 khéng virot qué 1706. Chizng minh
rang ton tai 3 so trong ching gia si-la a,b,c saocho a<b+c<4a
Bai 5.5:Cho cac sé thure dirong X,y,z théaman x+y+z =1. Ching minh rang:

x2y+y22+zzx§2
4
Bai 5.6:Cho a,b,c>0. Chitng minh rang:

1 1 1 12
2 2+ 2 2+ 2 2 2 2
a“—ab+b® b°-bc+c® c°—ca+a® (a+b+c)

Bai 5.7:Cho n sé thuc a,,a,,a,,...,a, théa man:
g =8y =8 = =ay, =gy

Chizng minh rang néun lasé léthi a, =a, =...=a,.

n

Bai 5.8:(Bdt dang thirc Schur) Cho a,b,c,r 1a cac sé thuc khong am. Chizng minh rang:
a'(a-b)(a-c)+b"(b—c)(b—-a)+c"(c—a)(c—b) =0

Bat dang thic Schur c6 rdt nhiéu ing dung trong chizng minh bdt dang thizc. Chi y Véi

r =1 ta c6 thé viét bdt dang thitc trén diréng nhitng dang sau:

e a’+Db®+c®+3abc>ab(a+b)+bc(b+c)+calc+a)

e (a+b+c)®+9abc>4(ab+bc+ca)(a+b+c)

e abc>(a+b—c)(b+c—a)(c+a—h)

e a’+b*+c*+

>2(ab+bc+ca)
a+b+c

Bai 5.9:Tim tdt cd cac tdp A c6 hizu han phan tir sao cho véi mei X € A thi x> +x—1 va
—X?® + X +1 ciing thuoc A
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Huwéng dan giai:

Bai5. 1: Cho tam giac nhon ABC va diém P bat ki nam trong tam giac. Ching minh
rang khoang cach lén nhat trong cac khodng céch tir P dén 3 dinh A,B,C cua tam giac
khong nhé hon 2 lan khodng cach bé nhdt trong cac khodng cach tir diém P dén cac
canh cua tam gide d@6.Goi 1,J,K lan luot 12 hinh chiéu cua P 1én AB,BC,CA.

Giai:Ta cd: PAI +PAK +PBI +PBJ + PCK +PCJ =180°

Khoéng mét tinh tong quat gia st PAI 1a géc nho nhét trong céc goc nay. Suy
180°

ra PAI < =30°.

Suy ra P sin PAI <sin30° = 1 :
PA 2
Tur day suy ra dpem.
Bai 5.2:Gidi phirong trinh nghiém nguyén: x> —2y* =1
Giai: Ta thdy phuong trinh rd rang c6 nghiém (1;0) vanéu (X,;Y,) 1a mot bo nghiém
cua phuong trinh thi (3%, —4Y,;2X, —3Y,) cling la nghiém.
Thét vay ta co: (3x, —4Y,)" —2(2%, —3Y,)* = X5 —2Y5

Vinéu (x;y) langhiém cta phuong trinh thi (x;—y).(=x; y), (=x;—y) ciing la cac
nghiém nén ta chi xét truong hgp phuong trinh ¢6 cac bd nghiém khong am.

Vay phuong trinh ¢6 nghiém la (;0) va lép nghiém (3x—4y;2x—3y) cuano. Ta sé
chang minh 16p nghiém nay la duy nhét.

Gia su c6 mot bd nghiém khong &m (x,; y,) khéng thugc I6p nghiém trén va cd y, nho

nhat thi ta co (3x, —4Y,;2X, —3Y,) ciing la nghiém nén dan dén | 2x, -3y, |> y, . Suy ra

2%, —3Y, > Y, hoac 2x, -3y, <-Y,

& X% 2 2Y, X =Y,
X, =0
Mataco 1y, >0 = Y, < X, <2V, nén diéu gia st trén vo Ii.
X2 —2y; =1

Vay bo nghiém (x,;Y,) ciling thudc l6p nghiém da néu.
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Bai 5.3:Cho n’ s6 nguyén khéng dm dirge dit vao cac 6 trong bang bao gom n hang
va n cot. Vdi viéc thuc hién phén bo so vao 6 phdi thoa man dieu Kién sau day: Neu mot
0 nao do trong bang viét so 0 thi tong nhizng so trong cét va trong hang chiza 6 nay
2
A , , . 2 Ao 0oz A , A , n
khong nho hon n. Chirng minh tong tat ca cac 6 trong bang khong nho hon >

Giai:Xét hang c6 tong cac sb bé nhat trong céc hang.
2
A LR L X s Ny n., . 2 ) \ -, n
Neéu tong cac so ¢ hang nay l6n hon > thi suy ra tong cua n hang sé l6n hon >
T LA a1 \ , N~ x4 . PO | I N \ 2
Neéu tong cac so ¢ hang nay bé hon 5 thi dan den co it nhat 5 so 0 ¢ hang nay va cac
U Y G S A , 1 R T U
cot (rng voi cac so do phai déu cé tong khéng nho hon > Vi tong cua cot va hang

2
A ) , 2 , , n R - A , n
khéng nho hon n ma hang da nho n. Do d6 tong cua cac cot nay sé khdng nho hon rl

Bai toan dugc chirng minh.

Bai5.4:Cho 7 s6 nguyén dwong khdc nhau ma méi s6 khéng virot qué 1706. Chiing
minh rang ton tai 3 so trong ching gid si la a,b,c saocho a<b+c<4a

Giai:Gia str ton tai 7 s6 khong thoa man dé bai.Khéng mat tinh tong quat gia sir 7 s6 da
chola a <a,<a,<a,<a;<a,<a,.

Ta co:

a,>a+1

a+a >4a, >4 +1)=>a,>3a, +4

a,+a >4a,>4(3a, +4)=a, >11a +16

a; +a, >4a, >4(11a, +16) = a, > 433, + 64

as+a >4a, =>a; >171a + 256

a, +a, >4a;, = a, > 6833, +1024

Ma a, >1,a, <1706 nén dan dén vo li. Va do d6 ludn tim dugc 7 s6 thoa man dé bai.
Bai 5.5:Cho cac sé thuc dirong X, Y,z théa man x+y+z =1. Ching minh rang:

x2y+y22+22x§27r7

Giai twong tu V&i Vi du 9.
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Bai 5.6:Cho a,b,c>0. Chitng minh rang:
1 1 1 12
2 2+ 2 2+ 2 2 Z 2
a“—ab+b® b°-bc+c® c°—ca+a° (a+b+c)

Giai:Goi ¢ 126 nho nhit trong 3 s6 a,b,c. Ta c6:
1 1 1 1 1 1
2 7 T3 7T 2Z 2 2 "2 T 2
a-—ab+b® b°-bc+c® c“—ca+a- a“—-ab+b° b

a2

1 1 1 1 a’—ab+b®> 1 3 12 12

—_— 4= + > >
a’—ab+b®> b®> a’ a’—ab+b? a’p? ab ab (a+b)> (a+b+c)’

Bai toan dugc ching minh. Dang thic xay ra khi a=b,c =0 va cac hoan vi

Bai 5.7:Cho n sé thuc a,,a,,4a,,...,a, théa man:
g =8y =at = =a =y

Chizng minh rang néun lasé léthi a, =a, =...=a

n:

Giai:Ta dé dang thay rang tat ca cac so trén la cling dau va cting phia voi 1. Khong mat
tinh tong quat gia sir chiing cung duong va cung 16n hon 1.
Giastr a, =M =max{a;...;a,} thisuyra a_, =a_, =m=min{a,;...;a,}.

Va cu 1ap luan tuong tu thi ta suy ra trong dy sé a,;a,;...;a, Cac sé min va max xép
xen k& nhau. Do d6 cac s6 ¢ chi s6 ciing tinh chan Ié thi bang nhau. Dan dén a, va a,
cuing max hoic cung min. Piéu nay chi xay ra khi M =m. Vay tat ca cac s6 déu bang
nhau.
Bai 5.8:(Bdt dang thitc Schur) Cho a,b,c,r 1a cac sé thuc khong am. Chizng minh
rang:

a'(a—b)(a—c)+b"(b—c)(b—a)+c'(c—a)(c—b)>0

Giai:Khdng mét tinh tong quat gia st a>b >c. Khi d6 ta c6: ¢"(c—a)(c—b) >0.
Mat khac lai co:
a'(a-b)(@a-c)+b"(b—c)(b—-a)=a"(a-b)(b—-c)+b"(b—c)(b—a)=(a-b)(b—c)(@" —b")>0

Bat dang thire dugc chimg minh. Dang thic xay ra khi 3 sé cling bang nhau hoic 1 s6
bang 0, 2 s6 con lai bang nhau.

Bai 5.9:Tim tdt cd cac tdp A co hizu han phan tir sao cho véi mei x € A thi x* +x—1
va —x*+x+1 ciing thugc A

Giai:Goi B 12 tap hop thoa man d& bai va tit ca cac tap théa man déu la con cua B.
Vi tap B cd hiru han phan tir nén ton tai y 1a phan tir nho nhat thuoc B thi ta co

y2+y-1>yva -y’ +y+1>y.Suyra y’=1=y=1y=-1

Tuong tu goi y' 12 phan tir 16n nhét thi suy ra y? =1. Tir ddy ta c6 thé thay.
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y =—1, y'=1.Ngoai ra nghiém cua cac hé¢ phuong trinh sau cling thudc B.

X2 +x-1=1 . X2 +x-1=-1
va
X2 +x+1=-1 X2+ x+1=1
= V0 nghiém. Xx=0(vi x kh&c 1 va -1)

Bay gio ta chitng minh riang B chi c6 3 phan tir 12 0,1 va -1. That vay khi x nam trong
2 khoang (0;1) va (-1;0) thi mot trong 2 s6 x* +x—1 vd —x? + x+1 s& nam ngoai
khoang (-1;1). Dan dén vé Ii.

Ta c6 4 tap thoa mén dé bai:

{-113{1}{-1}.{0;-1;1}
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Problem 5: Nguyén li Dirichlet

>

“cugc song la chudi nhing bai todn ma ta tim kiém loi gidi’
Lé Tran Nhac Long

Nguyén Ii Dirichlet ( thuat ngit tiéng Anh: the pigeonhole principle , ciing c6 noi goi
1a the drawer principle ) va con duoc goi 1a nguyén Ii chusng va thé. O dang don gian
nhat duoc phat biéu dau tién boi G.Lejeune Dirichlet (1805-1859)

“Néu nhét n+1 con thé vao n cai chuong (n e N")thi ta ludn co (it nhat 1a) hai con
thé bi nhét trong cuing mét chuong

Mot céch tong quat ta cd nguyén i Dirichlet mé rong:

“Néu nhot m con thé vao n céi chuong (m,n e N")thi lubn ton tai mét chuong chera it

nhat 1a 1+ [m_l} con thé”
n

O day ki hiéu [a]la phan nguyén ciia s6 thuc a, tirc 1a s6 nguyén 16n nhat khong

vuot qua a

Tuy nguyén 1i Dirichlet nhin kha don gian nhung lai ¢6 rat nhiéu tng dung , hiéu qua
dén bat ngo, sir dung no ta cé thé chimg minh duoc nhiédu két qua sau sac cau toan hoc .
Vi thé tai cac ki thi hoc sinh gioi toan ,nguyén li Dirichlet thuong duogc khai théc. Va ¢
nhitng chu dé trén cling c6 mot s6 bai str dung dén nguyén 1i Dirichlet , nhung sau day sé
1a mot s6 vi du cu thé.

Vi du 1: Trong mét buéi Ié gidng sinh c6 2010 nguoi tham die , biét rang civ 25 nguoi
bat ki thi cé 12 nguoi ciing dgi mot kiéu mii no-el. Chiing minh rdng trong budi Ié nay

co it nhat 144 nguoi cung doi mot co mii no-el .
Giai: Vi trong 25 ngudi c6 12 nguoi cung ¢d mil no-el nén suy ra c6 nhiéu nhat la

25-12+1=14 c& mil, theo nguyén 1i Dirichlet thi c6 it nhat {%} +1=144 nguoi cung

do1 mot co mil.

Vi du 2:(Bbi dudng heé:10A2-LQD-BN) Cho 30 6 nguyén dwong cé thé tring nhau sao
cho téng ciia chiing khéng vurot qua 45. Chizng minh rang ludn ton tgi trong 30 so
nguyén dwong dé mét ddy so lién tiép co tong bang

a) 14

b) 11
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Giai: Vi nhimng bai toan yéu cau dua vé diy tong hodc diy tich lién tiép thi ta s& dat
S,=a,+a,+..3;, con vdi tich thi N, =a,.a,...3;

Va bay gio ta s€ gidi bai toan nhu sau:

dat 30 s6 nghuyén d6 1a a, a,,...a,,va dat

S,=a+a,+..+a (i<30)

rd rang ta c6 30 s6 S, ta co theo Dirichle thi trong 30 s6 nay ton tai it nhat 3 s6 cling s6
du khi chia cho 14

va hiéu caa ching c6 thé 1a cac sb 14;28;42 ., ma rd rang vai 3 s thi ta s& co twong ing
C2 =3hiéu, nén rd rang néu trong 3 hiéu nay khong c6 14 thi tong cua cac sb s6 duong

d6 nho nhat 1a 46, mau thuan.! vay bai toan dugc chirng minh

con véi 11 ta xét cac hiéu s6 sau 11,22,33,44 ciing twong tu nhu trén

Vi du 3: (VMO 2011-ngay thiz nhdt ) Cho ngii gidc 16i ABCDE c6 C&c canh va 2 dwong
chéo AC, AD ¢4 do dai khéng vieot qua 3. Trong ngii gide 16i 1dy 2011 diém phan
biét bat ki. Chizng minh rang ton tai mér hinh tron don vi ¢6 tam nam trén canh cia ngii

giac loi ABCDE va chera it nhat 403diém trong sé 2011 diém dda cho

Giai: Pay 1a mot trong hai bai dé nhit caa ngay thi thir nhét , vi y tuong kha rd rang.

Rat tu nhién theo gia thiét ta s& ndi AC, AD lai va ngii gidc ABCDE dugc chia thanh 3
tam giac , mdi tam giac c6 canh khong vuot qué .Y tudng cua chung ta la sé chirng
minh 5 duong tron s& pha hét ngii gidc nay vi néu dung nhu thé thi theo nguyén Ii

Dirichlet ton lai mot dudng tron chia it nhat [%11}1: 403. D¢ 1a diéu can ching

minh.Va ta sé chirng minh y twéng d6 nhu sau.

Khi chia ngii gi4c ra 3 phan nhu da no6i thi tam giac 16n nhat ma 3 tam giac nay c6 thé
dat duoc 1a tam giac déu canh V3. That vay xét tam gidc déu ABC nhu vay c6 tam
ngoai tiép 12 O. Ta d& dang tinh dwoc OA=0OB=0C=1. Vay néu xét 3 dudng tron c6 tam
nam trén 3 dinh cia tam giac va c6 ban kinh 1a 1 ( dwdng tron don vi) thi né déng quy
tai O va phii hét tam giac ABC, nhu thé bay gio xét 2 tam giac con lai ta ciing c6 diéu

tuong tu. Ghép 3 tam giéc nay lai thanh ngli giac ABCDE thi ta suy ra 5 dwong tron cé
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tAm nam trén 5 dinh cta ngil giac va c6 ban kinh bang 1 s& phu hét ngii giac nay. Nhu

vay bai toan dugc ching minh

> Ung dung cua nguyén Ii Dirichlet ngoai nhitng dang toan té hop né con c6
nhiéu ing dung khdc, dac biét trong chizng minh bdt dang thizc. Va vin dé nay sé

dwoc ching toi minh hoa duaoi day

V& Quéc B4 Cén
Sinh vién Pai hoc y dwoc Can Tho
< Theo kinh nghiém thirong thdy thi cac bar dang thic it bien dé chitng minh hon cac
bat dang thize nhiéu bién. Sau day chiing ta sé tiép can Vi ki thudt dung nguyén li
Dirichler dé danh gid cdc bién , dwa bai todn tré vé dang don gian hon.
Theo nguyén Ii Dirichlet ta biét rang vai ba bién a,b,c va mét s thuc k bat ki thi
trong ba sé6 a—k,b—k,c—k cé hai sé hoic cting bang 0 hoic cung dau.Gia su hai s6 d6

la b vac. D& thay (b—k)(c—k)>0. Tir d6 ta suy ra:

b? 4+¢2 = k2 + (b+c—k)? —2(b—k)(c —k) <k? + (b +C —k)?
Nhu vay , mot bai toan bat dang thac c6 gia thiét a+b+c = s ( hodc thuan nhat thi
chuan héa) va dang thirc xay ra khi né bang mot gia tri m nao do thi ta ¢ thé st dung
danh gia trén dé 1am giam s bién cua cua bat dang thirc ban dau. Cu thé la ta s&
chonk =m (dé dam bao dau bang) va nhu thé ta s& ¢6

b>+c2<m*+(b+c—m)>=m*+(s—a—m)’
Va nhu thé khi ta di danh gia duoc bat dang thire nhu vay thi bai toan dugc dua vé 1
bién. Dé hiéu thém vé van dé nay, sau day 1a mot s6 vi du minh hoa
Vi du 4:Cho céc sé thic a,b,c théa man a+b-+c=1. Chizng minh rang

a b c 9
s T T T ST,
a*+1 b°+1 c°+1 10
(Polish Mathematical Olympiad 1996)
Giai: Bai nay ta cd thé danh gia bang bat dang thirc AM-GM. Nhung dé minh hoa cho
cho ki thuat trén ta co loi giai sau:

Nhan xét rang dang thiic xay ra tai mot bo diém duy nhatla a=b=c= % Do do,
bang cach goi b, c1a hai sé sao cho (b —%)(c —%) > 0va tién hanh d4nh gia nhu trén ta

co:

2 2
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Muén &p dung Cauchy —Schwarz dé c6 dai luong b? +c? xut hién, ta can chuyén

vé hai phan thuc bzil , ZLl va thém bét dé co binh phuong xuét hién. Ta bién doi
+1'c?+

nhu sau: Bat dang thirc cho tuong duong véi:
a 1 b 1 ¢ 1
<|=- H |-
a®+1 (2 b*+1) (2 c¢*+1) 10

2 2
(b-1) N (c+1) 21+ 2a
9 b°’+1 c¢*+1 5 a’+1
Bay gio ta co thé s dung Cauchy — Schwarz va danh gia (*) ¢ trén,

2

(-2  (c+)* [(b-D+-D] _  (a+D)’
b>’+1  c*+1 (O +D+(c*+1) (*+cH)+2

(1+a)’ _ 9(+a)’
1 (2 T 23-12a+9a’
—+|-—a| +2
9 (3

Nhu vay ta chi con phai ching minh mét bat dang thic mot bién 1a

9(l+a)’ ,1+10a+ a’
23-12a+9a° 5(1+a)’
Vi bat dang thirc thire ciia chiing ta qua nhitg qué trinh danh gia van luén dam bao
diu bang nén ta ludn phan tich duoc (3a—1)?1am nhan tir chung. That vay sau khi thu
gon bat dang thuc tré thanh

(3a—-1)%(2a*+2a+11)>0
Hién nhién dting
Vi du 5: Chitng minh rang véi moi sé thue dirong a,b,c ta déu co:

(b+c-a)> (c+a-b)* (a+b-c)’ .3
a’+(+c)> b*+(a+c)®> c*+(a+b)?® 5
(Japanese Mathematical Olympiad 1997)
Giai:Do bt ding thirc da cho thuan nhat vai a,b,cnén ta cd thé chuan hoa
a+b+c=1.Khi dé noé dugc viét lai thanh

(1-22)°  (-20)°  (1-20)°
2a’—2a+1 2b*—2b+1 2c*-2c+1

Khong mat tinh tong quét gia st (b —%j(c —%) >0.Taco

2 2
b? +c? s%+(b+c—l] =%+(E—a]

>3
5

3 3
Bay gio str dung bit ding thirc Cauchy —schwarz ta dugc

@-20)  (@-20)° | [(1-2b) +(1-20)]
2b* —2b+1 2¢°-2c+1 (2b*—2b+1)+(2c° —2c+1)

Ma ta co
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Ma ta co:
[@-20)+@-20] 22> 2a’ _18a°
2b>-2b+1)+(2c*-2c+1) b’+c’+a 1 (2 Y 9a’-3a+5
(
§+ g—a +a

Bai toan duoc dua vé ching minh:

>
2a’—-2a+1 9a*-3a+5

(1-2a)° 18’ 3
5

Sau khi khai trién va rt gon ta dugc mot bat dangr thirc hién nhién dung

(3a-1)°(17a’ —8a+5)>0

bang thuc xay rakhi a=b=c
Mot manh dat khéng thé thiéu trong muc ung dung dirichle d6 1a cac bai toan s hoc.
Hau hét dinh Ii dirichle trong sé hoc dugc dung dé chitng minh cac bai toan chia hét.
Chung ta hay tiép tuc dén véi cac vi dy sau day:
Vi du 6: Cho 17 sé ti nhién. Chizng minh trong 17 s¢ nay ta c6 thé chon ra 9 sé sao cho
téng cua ching chia hét cho 9.
Giai: Trudc tién ta chung minh b dé sau:
Trong 5 s6 tw nhién bat ki luén chon duoc 3 sb c6 tong chia hét cho 3.
That vay, xét s6 du cua 5 s6 ndy cho 3. Néu ¢6 3 s6 ¢6 sé du khac nhau khi chia cho 3
(tirc 1an lwot 12 0,1,2) thi téng cua ching s& chia hét cho 3.Nhung néu chi ¢6 2 loai s6 du
thi trong 5 s6 theo nguyén Ii dirichle s& c6 3 s6 dong du khi chia cho 3. Va tong 3 s6 nay
lai chia hét cho 3. Do d6 ta luén chon dugc 3 trong 5 s6 chia hét cho 3.
Ap dung bo dé nay 5 lan thi ta s& thu duoc 5 bo ¢6 3 sé ma tong cua ching chia hét cho
3 tir 17 s6 da cho. Lay tong cua cac sb trong mdi bo dem chia cho 3 duoc 5 bo mai va
lai 4p dung bd dé mot lan nira suy ra ¢ 3 bo trong 5 bo méi nay co tong chia hét cho 3.
Ta nhan 3 mdi bo nay dé phuc héi lai trang thai ban dau thi dan dén tong cua 3 bo vira
chon s& chia hét cho 9 va c6 9 s6 hang. Bai toan dugc ching minh.
Vi du 7: Cho day sé Fibonacci:

U, =u, =1

{UM =u ., +U,

Ching minh trong n? —3n+4sé dau tién cia day thi ton tai mét sé chia hét cho n.
Giai:

Xét céc s6 U, dén u_ cua ddy. Gia st khong c6 sb nao trong cac sé nay chia hét cho

2_3n+3

n.
Goi a, lasé ducuaa u, cho n thi a e{L...n-1

Xét cac cap (a ;a,,,) véi k=0,n>-3n+2.Tacd n*—3n+3 cip. Chly véi p>0 ma

a,=a,, tasuyraa,  =a,, —a =0.Dandén u , chiahétchon.
Do d6 trong mdi cap thi cac s6 khac nhau. Vi a, e{l;...;n—1} va trong mdi cap 2 s6
khdng gidng nhau nén sé gia tri ma céc cap c6 thé nhan duoc 1a (n—1)(n—2). Theo

nguyén Ii dirichle suy ra phai ¢6 2 cap nhan cap gia tri gibng nhau tirc ton tai i, j ma
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a, =a,,a,, =a,,. Khong mat tinh tong quét ta gia s i < j va i 1a nho nhat (day 1a
nguyén Ii cuc han cac ban c6 thé tham khao thém & phan sau) . D& thiy rang néu i >0
thi tr (a;;a,,,) =(a;;a;,,) tacothésuyra (a_,;8) =(a,;a;) . Nhung diéu nay tréi voi
céch gia st i 12 s6 nho nhat. Do d6 i =0. Vi vay ta duoc:

(a;a.)=(a;;a,,,) =) =a,=a,,=1véi j>0.Diéunayvo Ii. Vay diéu gia sir ban

dau 12 sai.Ta suy ra dpcm.

Két thiic mat vai vi du trén cd 1¢ chiing ta da hiéu va biét dwoc phan nao vé ing dung
Cia nguyén i Dirichlet . Va dé tim hiéu sdu hon vé nguyén Ii ndy ching ta sé cing dén
véi nhitng bai tdp hay hon, doi héi si tinh té va viée xdc dinh ding yéu té khi sir dung
nguyén li Dirichlet
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Bai tap vé nguyén li Dirichlet

Bai 5.1: CMR ton tgi mét sé tw nhién gom toan chiz sé 1 chia hét cho 2011

Bai 5.2: Trong mat phcfng cho 2007 diém. Biét rang trong 3 diém bd't7k‘| Idy tir cdc diém
da cho luén c6 hai diém c6 khoang cach nho hon 1. CMR cé 1004 diém nam trong hinh
tron ban kinh 1.

Bai 5.3: Cho da gidc déu A, A,,...A, Néi tiép (O). CMR trong s 64 dinh bat Ki ciia da
gidc luon cé 4 dinh la cac dinh cua mgt hinh thang.
Bai 5.4:(Tran Quéc Anh) Cho céc sé thuc a,b,c, thda mdn a+b+c =1. Ching minh rang:

2 2
5 a +— b +— ¢ <1
6a”—-4a+1 6b°—-4b+1 6¢c°—4c+1

2

Bai 5.5:(L& Tran Nhac Long) Trong mét dwong tron ban kinh «/3 ta 6 2011 diém bat
ki. Chitng minh rang ton tai mét dieong tron don vi nam ¢ tam nam trong mién cua
dwong tron lon, chita 288 diém trong 2011 diém ds.

Bai 5.6 Trong mgt phang cho n - giac 16i ¢6 toa do cdc dinh 1a cac sé nguyén (n > 4).
a) CMR & trén canh hodc trong da gidc dé con cé it nhat mét diém nguyén khac
nira.
b) CMR bén trong da gidc d6 con co it nhat mét diém nguyén khac niza.

Bai 5.7:Bén trong tam gidc déu ABC canh I dat 5 diém. CMR tén tai 2 diém c6 khodng
cach nho hon 0,5.

Bai 5.8: (V6 dich Cgng hoa Czech 1998) Cho X 1a mét tdp hop gom 14 s6 nguyén diong
phén biét. Chizng minh rang c6 mét so nguyén duwong k < 7 va cé hai tdp con Kk phan ti

{a,8,,..8,},{b,b,,...0,}

Roi nhau cua X sao cho:

Bai 5.9: (Putnam 1993) Cho mét day gom 19 sé nguyén dwong khéng vueot qua 93 va
mét day sé nguyén gom 93 sé nguyén dicong khéng virot qué 19. Chitng minh rang ter
hai day sé dé ta c6 thé trich ra hai day con c6 tong cac sé hang 1a bang nhau
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Lo giai cac bai tap vé nguyén Ii Dirichlet
Bai 5.1: CMR tén tai mét sé tir nhién gom toan chiz sé 1 chia hét cho 2011

Giai: O bai nay cdi ta can di tim 1a yéu t6 nao Ia céi ta can xét. Thyuc chit nhitng con sé
trén ciing khong c6 anh hudng dén bai todn 1a bao. By gid ta xét day s6 gom 2012 sau
111111...,11...1
R rang trong 2012 sb nady ton tai it nhat hai s c6 cing s du khi chia cho 2011. Suy
ra hiéu ciia chiing phai chia hét cho 2011. Gia sir hai s6 do la:
11...11 vas6 11...1 . Hiéu cua hai sé nay bang 11...1.10° véi (n> k)
T k n-k

Mata cd : (2011;10*) =1. Do d6 11...1:2011 . Bai toan duoc chitng minh

n—k

Bai 5.2: Trong mat phcfng cho 2007 diém. Biét rang trong 3 diém bd’t7k‘l Idy tir cdc diém
da cho luon cé hai diém c6 khoang cach nho hon 1. CMR c6 1004 diém nam trong hinh
tron ban kinh 1.

Giai: Bai nay khé giéng bai ¢ vi du 1. Nhung nhin ki thi ¥ teang cua no lai khac
Bay gio xét duong tron (0)=(A,1) vai A la mot diém bat ki trong 2007 diém do.
+ Néu cac diém déu thudc (O) thi ta c6 dpem.
+ Néu ton tai mot diém B sao cho AB >1. Khi d6 ta xét dudng tron (0”)=(B,1)
Va ta thy , mot diém C bat ki trong 2005 diém con lai s& c6 tinh chat sau

AC<1 .. _— .
{BC <1v‘| AB>1. Nhu vay theo nguyén li Dirichlet thi ton tai mot trong 2 duong

tron (O) va (0”) chira it nhat 1004 diém ( da ké ludn tam)

Bai 5.3: Cho da gidc déu A, A,,...Aq, NGi tiép (). CMR trong s6 64 dinh bdt ki ciia da
gidc luon cé 4 dinh la cac dinh cua mgt hinh thang.

Giai: Ta c6 nhan xét: Néu c6 hai day (dugc tao thanh tir 1981 dinh caa da giac) c6 do
dai bang nhau va khong ¢ dinh chung thi ta s& ¢ mét hinh thang.

Xét d¢ dai cac day cung AA,, AA;,...AAg s€co AA, =A A,

AA; =AAG: - ARy =AAy,

Va cac d6 dai nay d6i mot khac nhau. Vay co6 990 do dai cac day cung c6 mot dinh
1a A1 va dé ciing 1a tat ca cac do dai cua cac day cung.
Trong 64 dinh s& c6 day cung suy ra c6 it nhat 3 day cung co cting d6 dai. Néu cac day
cung nay déu doi mot co dinh chung thi sé tao thanh mot tam giac déu (vi chi c6 dung 2
day cung chung dinh c6 cung d6 dai) nhu hinh vé:
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Al

Ak

Khi d6 duong tron s& duoc chia ra thanh 3 cung bang nhau suy ra sé dinh cua da giac
phai 1a s6 nguyén lan cua 3, diéu nay 1a vo I vi 1981 khéng chia hét cho 3. Vay trong 3
day cung c6 cung do dai nay c6 it nhat hai day cung khong c6 chung dinh va tao thanh 1
hinh thang (dpcm)

Bai 5.4:(Tran Quac Anh) Cho céc sé thuc a,b,c, théa man a+b+c =1. Ching minh rang:

a’ b? c?

2 + 2 + 2 <1
6a-—4a+1 6b°—4b+1 6c°—-4c+1

Giai: Theo nguyén li Dirichlet trong ba s6 (a—%j,(b—%j,[c—%} c6 it nhat hai s6

cling bang 0 hoac cung cung dau . Khdng mat tinh tdng quét gia s d6

Ié(b—ljvé (C—E).Ta duoc : (b—lj(c—ljzo.Khi do:
3 3 3 3
1

Bat dang thirc can ching ,inh tuong duong véi

pacaa B
2 6b*—4b+1 2 6¢°—4c+1) 6a’—4a+1
Hay la:
(2b-1) . (2c-1)? S 2a’
6b>—4b+1 6¢°—-4c+1 6a’-4a+1

Str dung bat dang thirc Cauchy —Schwarz ta dugc
[(2b-1)+(2c-1)] 2a’
~ (6b%—4b+1)+(6c2 —4c+1) 3(b>+c?)+2a-1
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S 2a’ 6a’
BRE 2 9a’—6a+2
3 9 + ( — a) +2a-1
Do d6 chi can chitng minh
6a’ 2a’

>
9a’-6a+2 6a’-4a+1

Ding thirc nay co thé thu gon lai thanh
2a’(3a—1)°
(9a’ —6a+2)(6a° —4a+1)

Bat dang thirc ndy hién nhién dang . Pang thuc xay rakhi a=b=c = %

hoacazbzlvaczo

Bai 5.5:(Lé Tran Nhac Long) Trong mét duong tron ban kinh /3 ta 16 2011 diém bat
ki. Chitng minh rang ton tai mét dieong tron don vi nam ¢ tam nam trong mién cua
dwong tron lon, chita 288 diém trong 2011 diém ds.

Giai: Néu cac ban nhin ki thi bai nay rat giong véi bai VMO 2011- ngay thir nhat. Va ta
ciling sé€ giai n6 nhu sau:

Xét mot duong tron o tdm trung véi tdm caa duong tron 16n . Khi d6 xét thém 6
duong tron ¢ thm nam trén dudng tron va 6 tm cua dudng tron lap thanh mét luc giac
d&u c6 canh bing /3. Ta xét mot tam gide d&u c6 canh /3 thi nd s& bi phu béi 3 duong
tron don vi €6 tdm nam trén 3 dinh. Twong ty vi du 3 ta dugc dpem!

Bai 5.6 Trong mgt phang cho n - giac 16i ¢6 toa dé cdc dinh 1a cac sé nguyén (n > 4).
a) CMR & trén canh hodc trong da gidc d6 con cé it nhat mét diém nguyén khac
niza.
b) CMR bén trong da gidc dé con cé it nhat mét diém nguyén khéc nira.

Giai:
a) Chiatap cac diém nguyén thanh 4 loai: Loai | = (ch; ch), loai I = (ch; l¢), loai
11 = (I&; ch), loai IV = (I¢; 1€). Vin >4 nén co it nhat 5 dinh suy ra c6 it nhat
hai diém c6 cung loai va khi d6 trung diém cua hai diém nay co toa d6 nguyén.

b)  Xét5 cuada giacla A, B, C, D, E. Khi do ta c6 mét ngii giac 16i ABCDE va
cac diem nam trong ABCDE ciing nam trong da giéc trén.

Theo cAu a, gia sir diém c6 toa d6 nguyén I trung diém cua AB. Ta thiy BA c6
thé la canh ma cling c6 thé 1a duong chéo.Xét AB la canh thi ta lai co6 ngii giac
16i ZBCDE , ngii giac nay ciing c6 toa d¢ cac dinh nguyén, theo cau a ta ¢
dpcm
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Bai 5.7:Bén trong tam gidc déu ABC canh 1 dat 5 diém. CMR ton tgi 2 diém c6
khodng cach nho hon 0,5.

Giai: Ta chia tam giac ABC thanh 4 tam bang nhau ( bang cach vé 3 duong trung
binh) . Ta dé thdy ring 4 nay 1a 4 tam giac déu c6 canh bang 0,5. RG rang voi 5 diém
thi ton tai mot tam giac chira it nhat 2 diém . 2 diém nay hién nhién ¢ khoang céch
nho hon 0,5
Pady la mét bai todn dé va co ban , Véi tu twcng nhur thé ndy cac ban hay thir 1am
bai toan sau:
(Pé thi vao I6p 10 Amserdam 2005-2006)
Cho hinh vuong ABCD va 2005 duong thang dong thoi théa méan hai diéu kién
1) Méi dwong thang déu cat hai canh dsi dién cia hinh vudng
2) Modi dwong thang déu chia hinh vudng thanh hai phan c6 ti sé dién 1a 0,5

Chitng minh rang trong 2005 dwong thang nay c6 it nhdr 502 dwong dong quy
(goi y: xét hai truc dbi xing cua hinh vudng khong 1a dudng chéo , 4 diém xay ra
su dong quy 1a 4 diém nam trén 2 truc‘dm xung va duong tron tam la tdm
cua hinh vudng ban kinh bang mét phan sau canh)
Bai 5.8: (V6 dich Cong hoa Czech 1998) Cho X 1a mét tap hop gom 14 s6 nguyén

dwong phan bi¢t. Ching minh rang c6 mét so nguyén dwong k < 7 va ¢6 hai tdp con k
phan tur

{a,a,...a,},{b.b,..b,}

Roi nhau cza X sao cho:
(1 1 1J (1 1 1]
= || ==+ =<
a a ) \b b b

Giai: Xét C/, =3423 tap con 7- phan tir ciia X. Tong cac nghich dao cua cac phan tir

1
1000

trong mdi tap con nay rd rang la khong vuot qua %+ % + +% <2,6 , nén bugc phai

thugc mot trong sb nira khoang:

0 1 1 2 2599 2600
10001000 |’ 10001000 |" {1000 ' 1000

Theo nguyén Ii Dirichlet, tn tai hai tap con khéc nhau c6 tong nghich dao cac phan
tar thuoc cling mot nira khoang. Loai bo khoi hai tap ndy céc phan tir chung ( hai tap
con ¢6 7- phan tir khac nhau khi c6 téi da 6 phan tir chung), ta s& thu duoc hai tap con
c6 k- phan te (voikla s6 nguyén duong k < 7), tho man yéu cau bai toan , vi hai tap
nay clng nam trong mot khoang , ma hiéu cua sé 16n nhit trong khoang va s6 nho

nhat trong khoang bé hon 10100 . Vay bai toan dugc chirng minh

Bai 5.9: (Putnam 1993) Cho mét day gom 19 sé nguyén dwong khéng virot qua 93 va
mgt day sé nguyén gom 93 sé nguyén diong khéng virot qué 19. Chitng minh rang tir
hai day sé d6 ta 6 thé trwchs ra hai ddy con c6 tong cac sé hang 1a bang nhau
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Giai: Thuc ra bai nay c6 thé dwa vé dang tong quat sau day:

Cho hai sé nguyén m,n (mn > 2) va day 2 so Day thi# nhat gom n s¢ nguyén
dwong khong vuot qua n , day thir hai gom m sé nguyén duong khong virot quan.
Chizrng minh rang tir moi day sé dd cho, ta cé thé trich ra mét dy con sao cho téng
cac sé hang cua hai ddy con bang nhau.

T6i s& dua ra 10 giai cho bai todn tong quat, thay vi bai trén
Dit hai day sb trong tng 1a {a}va {b}véi 1<a <a,<..<a <mva
1<h <b,<..<b_<n
bt x, =iai(|0=1,_n);yp =ibi(q =1,m),
Khong mét tinh tong quat, gia st x, <y, khi d6 voi méi ptontai f(p):=qla
chi s6 nhé nhat ma x, <, . (1)
XEtN SO Yy =X, Yy = Xarerenr Vi my — %o » NEU trong n s6 trén cé mot s6 bang 0
thi ta c6 dpcm.
Néu i, Yy —%zn () thitacs y, >n=f(j)>1
Do do6 (2) < Yi(iya+0i) =X 2= Y0 —X; 2n=b; ;) 20 mau thuan vei (1)

Vay ta chi can xét truong hop n sé trén >1 va <n. Theo nguyén Ii Dirichlet tén
tai k>1sa0cho y,, —X =Y, —X

= Yoo = Yea) = Xep "Xy = z b :Zaj

Do 1a didu phai chang minh
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Problem 6: Cac bai toan tro choi.

Trong cdc bdi todn tro choi thirong YU Cdu chiing ta xdc dinh chién thudr dé mét
trong cdc nguwoi choi luén thang. Péi khi chién thudt c6 thé &p dung cho moi truong
hop nhung ciing c6 nhitng trieong hop riéng va cé nguwoi thang khac nhau. Trén thuc té
thi cde bai todn tro choi la mét phan cia linh vuc bat bién | tirc ta can mét chién thudt
dé mot dai lwong khéng thay doi dé di dén chién thang.

Bdc keo

Vidu 1: Trén ban cé 2 dong keo gom 2011 va 2012 vién keo 2 nguwoi ciing choi mgt trd
choi. Ho diwroc béc mét sé keo bat Ki tir méi dong va ai la nguwoi boc diroc Vien Keo cudi
cung trén ban nguoi dé thang.

Giai:

Ta thiy dé chién thang thi trang théi s6 keo trén ban cua mdi ddng 1a (0;0) 2 déng
can bang nhau. Va trang thai hién tai trén ban 1a (2011;2012), ta s& tim ra mét chién
thuat ma nguoi thang tao ra duoc trang thai a, d6i tha ciia minh pha v trang thai dé va
ngudi thang lai dua duoc Ve trang thai a. Nhu di noi ¢ trén trang thai thang khi 2 déng
14 0;0 can bang nhau do d6 nguoi 1 ¢6 thé bdc 1 vién dé trang thai s6 keo trén ban 1a
(2011;2011), d&én luot ngudi thir 2 bdc thi di nhién trang thai nay can bang sé& pha va.
Sau d6 nguoi thir nhat c6 thé dua sé keo 2 déng bang nhau. Vay sau khi ngudi 2 bic thi
s6 keo 2 ddng khong bao gio bang nhau nén chéc chin anh ta phai thua.

Tuong ty nhu trén thi néu s keo ban dau trén ban ¢ 2 d¢ng bang nhau thi ngudi 2
1a nguoi ¢6 chién thuat thang.

Vi du 2: Trén ban c6 100 vién keo va 2 nguwoi choi ¢é thé béc (1;2;K) vién keo. Hai
ngueoi cing boc keo, ai la nguwoi boc vién keo cudi ciing ngueoi do thua.

Giai:

Ban dau c¢6 100 vién keo thi ngudi thir nhit ¢d thé dam bao “an toan” cho minh
tranh bi thua bang céach bdc 1 dé con lai 99 vién 1a mot sb 1¢. Sau khi ngudi thi 2 bdc
thi nguoi thir nhat ludn c6 chién thuat dé boc sao cho sé keo sau khi minh béc 1a sé 1¢
nén khdng thé thua.

Vai tro cua k trong bai toan nay chi mang tinh chat phu hoa nhung véi bai toan sau
thi bai toan tro nén khac han ca khé hon nhiéu.

Vi du 3: Cho 2011 vién keo trén ban. Hai nguwoi choi tré choi ho dwot boc 6 keo 12
(1:2:6). Hoi ai la nguoi c6 chién thudt thang?

Giai: That ra ddy la nhitng bai bt bién , khdng phai tu dung ta tim ra nhirng céch giai
bat ngo nhur thé. V6i nhimg bai toan nhu thé ndy , mot cach giai c6 thé “khéng hay”
nhung “ hiéu qua” c6 thé giai nhirng bai khdng thé tim ra duoc dai luong bat bién ¢
dau
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Bai ndy ban dau ta s& khdng bat dau tir 2011 vién keo ma s& bat dau véi s6 keo nho
hon. Gia sir ban dau trén ban c6 n vién keo . Néu n=1,2,3 thi r5 rang nguoi tha nhat c6
chién thuat thang (ta goi don gian 1a “ngudi thir nhat thang”). V&i n =3 thi nguoi tha
hai thing boi nguoi thir nhét chi 6 thé boc 1 hodc 2 vién twong tng Véi ngudi thir hai
bdc 2 hodc 1 vién dé thing. V&i n = 4 ngudi thi nhat thin bang cach bdc 1 vién keo va
day nguoi thir hai vao thé thua. Tuong tu v6i n= 5 ngudi thi nhit thiang. V6i n=7 nguoi
thir hai thang vi ca ba cach bdc cua ngudi thir nhat (1,2,6) déu din dén thé thang cho
ngudi thir hai ( twong tng cin 6,5,1 vién keo trén ban), n=8 ngudi thi nhat thang. ..

Bing céch Ii luan tuong ty ta ¢ bang sau:

ni1l 1|2 (3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 (10|11 12|13 |14 |15 |16 |17

Kt 1 {2 (1 |1 (1 |2 |1 |1 |2 (1 (1 |1 |2 |1 |1 |2

Tir két qua cua bang nay ta cd thher du doan duoc nguoi thiz nhat sé thang néu n c6
s6dwlal,2,4,5,6 trong phép chia cho 7, va nguoi thir hai sé thcfng néu n co sé dur la
0,3 trong phép chia cho 7

Sau khi dy doan ta tim cach chitng minh chit ché dyu doan caa minh bang quy nap
toan hoc. Pat n=7k +rvéi r=1,2,...,6,7ta chitng minh dy doan trén bang quy nap
theok . Vé&i k =0 ménh dé da duoc kiém ching qua bang trén

Xéet n=7(k+1)+r voi r=12,...,6,7

Néu r =1,2,6 ngudi thir nhat bdc 1,2,6 vién dé dua vé trudng hop trén ban con
7k +7 vién keo la thé thua cho ngudi thir hai theo gia thiét quy nap vi thé nguoi tha
nhét thang

Néu r =3 nguoi tha nhat ¢6 3 cach boc

+ Béc 1 vién ,con 7(k +1) +2 vién la thé thing cho ngudi thir hai (ta vira
chitng minh trén)

+ Béc 2 vién , con 7(k +1) +1 vién la thé thing cho ngudi thtr hai ( chiing
minh trén)

+ B&c 6 vién, con 7k +4vién 1 thé thang cho nguoi tha hai ( theo gia thiét
quy nap)

Nhu vay trudng hop nay nguoi thir nhat thua

Néu r =4,5, nguoi th nhit boc twong tng 1,2 vién dé dua vé trudong hop
7(k +1) +31a thé thua cho ngudi thir hai va vi vay nguoi thir nhét thang

Cubi cung , tudng hop r =7, ngudoi thir nhat c6 3 cach béc

+Béc 1 vién ,con 7(k +1) +6 1a thé thing cho ngudi tha hai, (ching minh &
trén)
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+ Bbc 6 vien , con 7(k +1)+1 la thé thing cho nguoi thir hai ( chang minh
trén)

Vay truong hop nay nguoi thi nhit thua
Nhu thé dy doan cua ta di duoc chirng minh hoan toan
2011 chia 7 du 2 nén theo li luan trén ngudi thir nhét ¢é chién thuat thing

Vi du 4: Trén ban cé 2 dong keo gom 2010 va 2011 cay keo. 2 nguroi ciing nhau boc
keo sao cho néu chon mér dong bac thi ho phdi bac sé keo la wéc ciia dong kia. Ai la
ngueoi boc vién Keo cudi cing thi nguwoi do theang.

Giai:

Ngudi thir nhat boc 1 cay ¢ dong 2010 thi s6 keo 2 bén 1a mot s6 1é. Do d6 du nguoi
thir hai boc thé nao di nira thi s6 keo 2 bén s& khac tinh chan 1¢. Va nguoi thir nhét tiép
tuc bic 1 cay keo ¢ dong chan dua vé trang thai (1¢;1¢). Nhu vay sau khi nguoi thir nhat
bdc thi s& khong c6 ddng nao hét ca. Do d6 phai dén mot thoi diém ngudi thir 2 boc hét
s6 keo & mot ddng va nguoi thir nhat chi viéc bbc s6 keo con lai cua déng con lai la
chién thang.

O bai nay chiing ta lai dén véi dai lugng bat bién 1a chan 1¢ va ta c6 thé tong quat bai
toan véi 2 ddng keo 1a chin va 1é. Cac ban c6 thé dira vao bai trén dé giai bai toan vai 2
dbng keo (4k+2;41+2).

Vi du 5: C6 2010 vién séi. Hai nguwoi choi thay phién nhau boc séi, méi ot di nguoi
choi dwoc qyén béc mét lieong séi la liy thira V6i $6 mii t nhién bat ki cua 2(1;2;3;...).
Ai boc duroc Vién séi cudi ciing la nguwoi chién thang. Gid si ca 2 nguoi chdi déu la
nguwoi théng minh. Héi ai la nguoi chién thang?

Giai: ta c6 2010 chia hét cho 6 va dé y rang néu sé keo sau mot s6 1an béc 1a mot boi
ctia 6 nhu 6,12,18,24 thi ngudi thir 2 lubn thang vi vay néu ngudi thir 2 bc sb keo sao
cho tong sé keo ciia nguoi thir 2 va ngudi thir nhat sau mdi luot 1a mot boi cia 6 thi sau
mot s6 1an bdc s6 keo con lai s& 12 boi "nho" caa 6 tac 1a nam trong 2 s6 24,18,12,6.
Vay ngudi thir 2 s& ¢6 chién that thang

Néu nguoi thir 1 bdc sé keo 1a ity thira chin cha 2 thi ngudi thir 2 s& boc s6 keo liy
thira 1é ( hodc nguoc lai) dé bao toan sé keo 1a boi cua 6

Viét s6, t0 mau

Vi du 6: Hai nguoi cung choi mét tro choi. Ban dau trén bang c6 cac s6 12 1,2,3,4. M4i
lan thuec hién ngueoi thir nhdt céng vao 2 so canh nhau mér don vi, nguwoi thir hai c6 thé
d6i ché 2 so canh nhau. Hai nguoi thay phién nhau theec hién, khi ndo cac sé bang
nhau thi nguroi thir nhat thang. Héi ngueoi thik hai ¢é cdch nao ngdan nguoi thik nhat
thaing hay khéng?

Giai:

Cau tra loi 12 nguoi tha hai c6 thé ngan can ngudi thir nhat chién thing. Ta thiy sau thao
tac dau tién nguoi thir nhat thuc hién thi khoang céch giira s6 16n nhat va s nho nhit
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thap nhat 1a 2. Va s6 nho nhat chic chan phai 1 s6 1 (c6 thé sau lan dau nang 1én 2), sé
I6n nhat 12 4(c6 thé nang 1én 5) ngudi thir hai chi can dé s6 1 ngoai cung va sip s6 4
canh s 1, cac lan sau chi dich chuyén 2 sb & vi tri con lai trao d6i cho nhau thi vi
khoang cé&ch 2 s dau chénh nhau it nhat 2 don vi va chiing cung tang hoic chi sé 16n
tang nén khong thé bang nhau.

Vi du 7: Trén bang c6 6 2. Hai nguoi choi tré choi, néu trén bang ¢6 sé n thi nguoi
tiép theo xéa di s6 ndy Va viét vao so n+d Vi d la wdc ciia n va bé hon n. Ai la nguoi
viét 18n bang s6 |6n hon 2011 trude thi nguwoi do thua. Héi ai la nguoi co chién thudt
thang?

Giai:

Dau tién trén bang c6 s6 2 thi ngudi thir nhét chi viéc cong thém vao s6 1 dé duoc 1 sb
Ié. Do d6 sau khi nguoi tha hai thuc hién thi trén bang con lai mot s chan. Ctr nhu thé
thi sau khi ngudi thir hai thuc hién thi sb trén bang khong thé dat dén 2011 va nguoi thi
nhét chi viét vao sé n+1 nén sé d6 khong thé qua 2011 va nhu vay ngudi thir nhat lubn
chién thang.

Vi du 8: Hai nguoi ciing choi tro choi t6 mau lén mét bang hinh chiz nhdt mxn. Danh
S6 Cac cot 1a tir 1 dén mva cac hang 1a tir 1 dén n. Hai ngueoi cing lan heot thay phién
16 mau cdc 6 sao cho dén luot t6 cia mét nguwoi thi ho khéng duwpc t6 6 cling hang,cing
cét hodc cing dwong chéo Véi 6 nguoi kia da té lién truée dé . Hai nguoi chi diing
dhing 2 mau la trdang va den. Gia sir rang ho ludn cd thé to kin bang.Néu sau khi 6, ton
tai mét hinh vuong 2x2 thugc hinh chaz nhdt ¢6 sé 0 trang 1a 1é thi ngueoi thir nhat
thang. Hoi nguoi thir hai c6 ngdn ngieoi thik nhat thing dwroc khdng?

Giai:

Trong vi du nay thi nguoi thi nhat ludn thang. Cha y 1a néu nguoi thir nhat 1an dau t6
(1;1) thi ngudi thir nhat s& dugc td ca 4 & & dinh hinh chit nhat. Va mot diéu that tha vi
la chi dya vao 4 6 dinh thi nguoi thir nhat c6 thé thang ma khong can quan tam dén
cach td cac 6 khac. That vay néu nhu ngudi thir nhat td 4 6 & dinh trong d6 ¢6 3 6 mau
trang mot 6 mau den thi luon tén tai mot hinh vuéng thoa méan dé bai.

Y tudng 10 rang la ta s€ phan chig gia st tat ca cac 6 2x2 deu co sO chan 6 mau trang.
Danh s6 cac cot la 1 dén m va cac hang la 1 dén n.

Xét 2 6 (1;1) (tire hang 1 cot 1) va 6 (1;i+1) thi tong s 0 tr’fmg cua 2 6 nay vai 2 6 (2;i)
va (2;i+1) 1a s chan, 6 (2; DHZ;i+1)+H(3;1)+(3;1+1) cling la s6 chan nén suy ra

(L1 D35 +H3;1+]) la so chén va ctr nhu thé thi ta suy ra

(LDHL i+ D+ i) H(nsit+1) 1a s6 chén.

Xét 2 dinh mau trang cling nam trén 1 cot thi 2 6 nay vs 2 6 bén canh caa mdi 6 nay co
téng 6 trang 1a s6 chin suy ra 2 6 canh mdi 6 ndy cung mau, tiép tuc nhu thé 2 6 canh 2
6 d6 lai cuing mau,... dan dén 2 6 cudi cling cua 2 hang cing mau, diéu nay vo Ii vi 2 &
d6 1a 1 tring 1 den.
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Bai toan trén rat tha vi & chd nd khong can mot qué trinh nhat dinh mang tinh bt bién
nhu nhirng bai todn trén ma chi can quan tim dén maot vai vi tri dic biét quyét dinh.
Trén thuc té néu suy nghi tim mot 16 giai cho cach td ngay tir gia thiét 1a mot diéu rat
kho!!
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Problem 7: Gigi thiéu so luge dinh Ii Ramsey-sé6 Ramsey

“ Thirong dé tao ra sé ty nhién, con tdt ca cac logi s6 khdc déu 1a
cong trinh sang tao cua con nguoi”

Nhur dd néi ¢ vi du 1 trong phan nay ta sé tong quét nd

Trong phan nay véi kién thirc 16p 10 ta chi thé hién bang ngén ngi# quen thuge va chi
so lwpC Mot vai truong hop cua dinh Ii:(ta sé thé hién bang ngdn ngir “quen nhau”’)

so nguwoi nhé nhét sao cho trong so ching dy nguoi bat ky, ton tai m nguwoi déi mot
quen nhau hodc n nguoi déi mét khong quen nhau”.

“Chuirng dy nguoi dé chinh 1a R(m,n)-s6 Ramsey

Va ta c6 tinh chit cua s6 Ramsey nhu sau:

Hé qua:

R(m,n)é R(m—l,n)+R(m,n—1)

m+n-2
< R(mn)< s crt
m_

va R(m,n)=R(n,m)
Cac dang duoc ching minh qua mot sé truong hop trong bang sau:
m'l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a1 [ [ [ [ [ |
2 af 2 3 Ja s L s L7 [BE [ | 10 |
3l 1] 3| s 9 14 18 23 28 36 40-43
all 1] a4l o 18 25 35-41 49-61 56-84 73-115 92-149
s 1] 5| 14 25 43-49 58-87 80-143 101-216 125-316 143-442
6 11 6 18 3541 || 58-87 102-165 | 113208 || 127-495 169-780 179-1171
7 1l 7 23 49-61 || 80-143 113-298 || 205540 || 216-1031 | 233-1713 || 289-2826
gl 1 8 28 56-84 || 101-216 || 127-495 || 216-1031| 282-1870 || 317-3583 | 317-6090
of 11 o 36 73115 || 125-316 | 169-780 || 233-1713|| 317-3583 || 565-6588 || 580-12677
10/ 1| 10| 4043 92-149| 143442 | 179-1171| 28928261 317-6090 | 580-12677| 79823556
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Dinh Ii Ramsey di dwoc ching minh ter ldu nhung hién nay nguoi ta van chira xdc
dinh dwoc s6 R(m,n) bat ki va theo ngbn ngiz toan hoc thi khéng phdi nhuw thé nay ma
dung khai niém t6 2 mau, ma né con mé réng cho bé R(m,n,r) nhing véi kién thizc chiing
ta hién tai dé dé hiéu ta nén dwa vé ngon ngir nhur trén.

Céc bai toan vé mét so truong hop ciia dinh | Ramsey & cdc bai nhuw vi du 1, bai
14,

Véi tw twong cua nhitng bai d6 bang cach dimg do thi cac ban hay gidi vdi cac so
R(4,4) ; R(4;5)

Va dé két thic bai viét xin danh tiang ban doc mot sb bai tap téng hop sau:
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Mot s6 bai tap tong hop

Bai 1: Cho da giac n canh trén mit phang toa d6 voi cac dinh nguyén va do dai cac canh
nguyén. Chimg minh chu vi da giac 13 mét sé chin.

Bai 2: (Olympic 30/4 2010 l6p 10) Trong mot mon thi dau thé thao c6 x tim HCV duoc phat

trong n ngay. Ngay thi nhat ngudi ta phat 1 HCV va % s6 HC con lai. Ngay thir hai, ngudi

ta phét 2 tim HC va %sé HC con lai. Twong tu, ngay thir k ngudi ta phat k tim HC voi

3<k <n.Vao ngay cudi cling, con dung n $n$ tim HC dé phat. Hoi mon thé thao d6 c6 bao
nhiéu tim HC va duoc phat trong bao nhiéu ngay?

Bai 3: Cho hinh (T) nhu sau:

Hoi c6 thé phu kin mot hinh vuéng 10x10 bai cac hinh nay khdng?

Bai 4: Trén mit phang c6 n diém (n>3) ma khéng co bét cir 3 diém nao thang hang va khdng
¢6 4 diém nao cuing nam trén mot duong tron. Chirng minh ton tai mot dudng tron di qua 3
diém trong n diém d6 ma chtra bét ki diém nao trong cac diém con lai?

Bai 5: Trén mdi 6 cua bang ké 6 vudng 8x8 ¢ ghi mot sb , s6 nay la tich cua chi s6 hang va
chi sé cot cuia 6 dy. Lay ra 8 6 bat ki va trong 8 6 dy khdng ¢6 2 6 nao cling nam trong cling
mét hang hoac nam trong cling mot cot . Ching minh rang tich cua cac s6 nam trong cac 6
nay 1a khong doi

Bai 6:Cho mot bo s6 luong 2 cac s6 +1 va -1. Tir d6 ta nhan dugc bd sé méi bang cach :
MJ3i s6 nhan véi sb tiép theo , sé cudi cuing nhan vai sé dau tién. Vi bo s6 mai 1ap lai thao
tac trén lién tuc. Chang minh rang cudi cuing ta ¢6 nhan dugc chi ¢ s +1 duoc khdng?

Bai 7: Cho mot s6 diém mau do va mau xanh . Mot sb trong chiing néi voi nhau thanh mot
doa thang. Ta néi rang mot diém goi 1a dac biét néu hon mot nira cac diém con lai ndi vai nd
va ¢6 mau khac véi mau cua nd .Néu ton tai diém dac biét ta chon diém ddc biét nay va td 1én
n6 mdt mau khac . Chang minh sau mét hiru han buéc khdng con mét diém ddc biét nao

Bai 8: Trén mat phang cho N diém , tir chiing cd thé ni véi nhau thanh nhiing doan thang.
Biét tir 1 diém bat ki khdng xuat phat qua 11 doan thang. Chirng minh nhitng diém nay c6 thé
t6 bang 4 mau sao cho nhimng doan thang ¢6 2 dau mut cing mau khong vuot qua N

Bai 9: Cho n ( n > 2) hoc sinh ding thanh mot hang doc dé tap thé duc. sau mdi lan thay giéo
thoi coi ¢d 2 hoc sinh d6i chd cho nhau. Hoi sau mét s6 1¢ 1an thay gido thdi coi cac hoc sinh
c6 tré lai trang thai ban dau khong?
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Bai 10: (Nam Tu, 75) Trong mét hoi nghi no ¢ 2 ngudi quen nhau bt ki thi khong c6 nguoi
quen chung , con ¢6 2 ngudi khdng quen nhau nhau bt ki thi c6 dung 2 ngudi quen chung.
Ching minh rang trong hoi nay, tit ca moi ngudi déu ¢ s6 nguoi quen chung

Bai 11: (Bungari,79) Trén mét to gidy ké 6 vudng danh dau n 8. Chang minh ring tir ching

A z A A A s n A A A A A = A , y = A A
ludn c6 thé nhan dugc khong it hon " 6 vudng do6i mot khong tiep xac vai nhau (0 vudng
duoc coi la tiép xtc voi nhau néu c6 it nhét 1 dinh chung)

Bai 12: (Nam tir, 74) Trén mot ban co kich thudc 8 x 8 ¢ 8 quan cd trang ding trén hang
ngang thi nhat va 8 quan cd den nam trén hang ngang tht tam. Cac dau tha lan luot di ( tring
di trudc) bang cach di chuyén mot quan co theo hang doc mét hoic vai 6 vé phia trudc hay
phia sau. Khong dwoc phép bo quan ra khoi ban, hay di vao 6 da c6 quan cia ddi phuong
dang , hoac nhay qua nd. Nguoi thua cudc 1a nguoi khong c6 nude di nao nira

Bai 13 Mbt tim bang & vudng vo han va c6 c4c quan cd dang thanh hang tao thanh hinh chit
nhat 3k x n. C6 mot tro choi theo cac nguyén tac sau: mdi quan co ¢6 thé nhay qua quan co
bat ki bén canh minh (theo chiéu doc hoic chiéu ngang ) vao & trong , sau d6 quan co bi
nhay qua ta lay ra khoi ban cd. Chirng minh rang trén bang khdng bao gid con lai dung mot
quan co

Bai 14: Cho trudc mot da dién 16i voi n > 5 mat, ma tir mdi dinh cia no c¢6 dung 3 canh. Hai
ngudi choi mot tro choi nhu sau: Mi ngudi lan luot viét tén minh 18n mot tir cac mat con
tréng. Bé thang ngudi choi can viét tén minh 1én 3 mit c6 cung dinh chung. Chiing minh rang
ton tai mot cach choi ma ngudi tha nhat ludn thang

Bai 15* : S6 lon nhét cac con xe cd thé dat trén cac ban co 3n x 3n c6 thé 1a bao nhiéu dé sao
cho mdi con xe chi bi an khéng nhiéu hon mét trong cac con xe con lai

Bai 16: Trong mét thanh phb “ Hiru Nghi” c6 tt ca 10.000 cong dan . Ctr bat ki 2 nguoi dan
thi hozc la ban cia nhau, hoic Ia ké thi cia nhau. Hang ngay khong nhiéu hon 1 nguoi cai
nhau véi cac ban cta minh va lam lanh vai ké thu caa minh . Mat khac 3 nguoi dan nao ciing
c6 thé 1am ban véi nhau. Chitng minh rang sau mot s ngay nao do tit ca moi ngudi s& 13 ban
cuia nhau . Hoi s6 ngay it nhat can phai c6 1a bao nhiéu ?

Bai 17: ( HSG Iép 9- Vinh Phiic ,2010) Mbi 6 vudng don vi cua bang kich thude 10x10 (10
dong, 10 cot) duge ghi mot sb nguyén duong khong vuot qua 10 sao cho bat ki hai sé nao ghi
trong hai 6 chung mot canh hodc hai 6 chung mét dinh ciia bang 1a hai s6 nguyén td cing
nhau. Chirmg minh rang c¢6 s6 duoc ghi it nhat 17 1an.

Bai 18: CMR:n>2 ludn ton tai 1 tap hop gdm n s nguyén duong sao cho téng 2 sb bat ki
chia hét hiéu cua ching.
Bai 19: Chang minh rang véi bat ki céch chia tap {1,2,3,...,3n} thanh 3 I6p 3 phan tir, chling

ta luén chon duoc tir mdi 16p 1 sé sao cho 1 trong 3 sb chon ra 14 tdng 2 s6 con lai.

Bai 20: Gia sir c6 1 céach chia cac sé 1,2,3,.., 100 thanh 7 16p . CMR: Tén tai 1 vai lop ma
trong mdi 16p c6 4 sb phan biét a,b,c,d ma a+b=c+d hoic 3 s6 phan biét e, f, g sao cho
e+ f=2g
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Bai 21: Trong mot cudc ldy y kién vé 7 van dé, ngudi duoc hoi ghi vao mot phiéu tra 10i san
bang cach dé nguyén hoic phu dinh cé&c cau tra loi twong Gtng véi 7 van dé da néu.Ching
minh réng véi 1153 nguoi dugc hoi luon tim duge 10 nguoi tra 1oi gidng hét nhau.

Bai 22: Cho 36 s6 nguyén, trong do tich cua 5 sb bat ky trong cac sé d6 1a mot sé nguyén am.
Chung to rang tich cua 36 sb da cho 1a mot s6 nguyén duong

Bai 23: (VMO-2010) Cho bang 3x3, n 1a mot s6 nguyén duong cho trude, tim sb cach té mau
khong nhu nhau khi t6 mdi 6 bai 1 trong n mau

Hai cach t6 duoc goi 1a nhu nhau néu mdi 1 cach nhan duoc tir cach kia biang phép quay tam

Bai 24: Nguoi ta ding 4 mau dé to tat ca cac dinh cua mot that giac déu sao cho mdi dinh
duoc td boi mot mau va hai dinh ké nhau duoc to bang 2 mau khac nhau. Hai céch t6 thoa
mén cac diéu Kién trén duoc goi 1a nhu nhau néu cach td mau nay cé thé nhan duoc tir cach td
mau kia qua phép quay tdm ciia that giac. Hoi c¢6 bao nhiéu cach quay d6i mot khong nhu
nhau?

Bai 25: Cho 12 da giac déu. Tai A, , nguoi ta ghi mot dau "—", con & tat ca cac dinh con lai,
& mdi dinh ngudi ta ghi mot dau "+". Cho phép thay doi cac dau theo quy tic sau: Mai lan lay
3 dau ciia mot ta giac can, khong can roi thay mdi dau bang dau ngugc lai. Hoi nho viéc thuc
hién lién tiép mot s6 hitu han 1an phép thay dau noi trén ddi voi da giac ban dau, ta 6 thé
nhan dugc da giac AA,...A, ma tai dinh A ghi diu "-", con tt ca cac dinh khac ghi dau "+"
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