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B4 - CUỘC PHIÊU LƯU VÀO THẾ GIỚI ĐA DIỆN ĐỀU.

Nickname: nguyen_hung.
Kính tặng Cha, 

· người thầy đầu tiên của con

· Dậy, dậy đi!

· Một tiếng gọi bí ẩn làm chàng học trò lớp 12 thức giấc. “Ai gọi mình giờ này vậy?”

· Ai đó

· Chàng khẽ lên tiếng.

· Theo tôi đi chàng trai, tôi biết cậu gặp rắc rối. Tôi sẽ giúp cậu giải quyết nó.

· Tiếng nói lạ lại vang lên. Chàng học trò tò mò nhỏm dậy.

· Ông là ai tôi mới theo được chứ ?

· Anh thay quần áo đi rồi đi tìm ta. Mang theo bút chì, compa và cây thước thẳng, cùng với những gì anh đã học nhé.

· Chàng học trò nhanh nhẹn thay quần áo.

· Ta đi được rồi!

Một cơn gió nhẹ thổi qua. Chàng học trò bắt đầu cuộc phiêu lưu của mình.

Hình lập phương


· Gió ngừng thổi, chàng mở mắt ra. Trước mặt chàng là một ông thợ đẽo đá. Chàng cất tiếng hỏi : 

· Ông cho cháu hỏi thăm tí xíu, đây là đâu vậy ?

· Đây là xứ sở hình học, hình như anh đang tìm ai đó phải không ? Ta sẽ chỉ đường cho anh nếu anh làm được việc này 

· Dạ, cháu đang ngủ thì có người gọi dậy nói cháu đi theo, nhưng cháu không thấy người ấy nữa. Cháu cần làm gì ? Cháu không biết gọt đá đâu.

· Không sao. Anh có thấy viên đá kia không ? Nó là hình cầu. Ta cần gọt nó vuông vức lại, nhưng không biết làm sao để có hình hộp chữ nhật lớn nhất cả.

· Cháu thử nhé!

Chàng lên tiếng và lấy compa đo đường kính của viên đá. Chàng gọi nó là 
[image: image1.wmf]d

, 3 kích thước của hình hộp chữ nhật là 
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. Rồi chàng loay hoay vẽ trên giấy.

[image: image36.wmf]3

a

=


Hình 1 : Hình chữ nhật nội tiếp đường tròn lớn của hình cầu

Và nhận ra là 
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Tại sao vậy ? Bởi vì chàng vẽ các hình chữ nhật nội tiếp đường tròn, và nhận ra để diện tích hình chữ nhật đó lớn nhất thì trước hết nó phải có tâm đối xứng là tâm đường tròn. Rồi tất nhiên trong các hình chữ nhật cùng chu vi thì hình vuông có diện tích mà, bất đẳng thức Cauchy đã nói vậy.
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lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image8.wmf]2

2

2

d

d

b

a

=

=

=


Hình 2 :
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Tương tự như vậy nếu chàng chọn đường tròn lớn khác sao cho mặt phẳng chứa nó vuông góc với mặt phẳng chứa đường tròn ban đầu thì chàng sẽ có hình vuông thứ 2 theo cùng cách thiết lập như vậy. Vậy là chàng đã biết cách gọt hình cầu thành hình lập phương.
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Chàng lấy một sợi chỉ, đo chu vi đường tròn lớn, chia làm 8 phần và đánh dấu trên viên đá. Chàng chọn 4 điểm các nhau rồi lấy compa vẽ lên viên đá 4 đường tròn có bán kính là 
[image: image10.wmf]d
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Làm sao mà chàng làm được. Chàng chỉ việc cắm đầu cố định và một điểm, đầu di động của compa vào điểm kế bên và … quay.

Hình 3. …và chỉ cần … quay.

Chàng học trò cũng làm tương tự với đường tròn lớn còn lại. Cuối cũng chàng đưa viên đá cho người thợ gọt đá. Người thợ gọt đá sau khi gọt xong đã đưa lại cho cậu viên đá hình lập phương. Nhưng nó không còn là viên đá xù xì nữa, mà đã được mài bóng cẩn thận. Rồi người thợ đá chỉ cho chàng con đường mòn, rồi dặn chàng :

- Anh tháo vát đấy, trên đường đi hãy tiếp tục nghĩ ra những hình nhiều mặt và cân đối. Càng cân đối càng tốt. Viên đá này sẽ giúp anh một chút.

- Cám ơn ông, cháu đi tiếp đây.

Chàng cầm trên tay viên đá đã được mài gọt thành hình lập phương vuông vắn. Đối với chàng hình lập phương đã quá quen thuộc. Chàng nhớ rõ hầu như các đặc điểm của nó. Nó có 8 đỉnh 12 cạnh và 6 mặt hình vuông. Nếu chàng bé tí xíu lại và chui vào tâm đối xứng của nó rồi nhìn 2 đầu mút của 2 cạnh bất kì, chàng sẽ nhìn bằng góc 45°, từ giờ chàng gọi góc đó là góc ở tâm. Tất nhiên góc hợp bởi 2 mặt của nó là 90°.

Tứ diện

[image: image39.jpg]


Con đường chàng đi thật là đơn điệu. Chẳng có gì ngoài những kim tự tháp nho nhỏ dọc theo con đường. Thế nhưng đối với chàng điều đó không lấy làm tẻ nhạt. Chàng đang nghĩ cách tạo ra một kim tự tháp từ hình lập phương chàng đang có. Làm sao làm được điều này ? Chàng tự hỏi và bắt đầu lấy bút chì vẽ lên hình lập phương. Rồi tình cờ chàng vẽ các đường chéo của các mặt, vẽ tuần tự mỗi mặt chỉ 1 đường chéo. Và chàng nhận được hình gì ?

Hình 4 : Chàng nhận được hình tứ diện đều
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Nếu cắt hình lập phương theo các mặt tạo bởi các đường chéo chàng nhận được hình tứ diện đều. Bây giờ chàng cảm thấy hứng thú với việc tìm hiểu sơ sơ hình tứ diện đều này. Đang lúng túng thì chàng gặp một người tóc dài chấm vai, một chút ria mép đang tìm cách xác định vị trí con ruồi trên bức tường dựa vào khoảng cách của nó đối với 2 cạnh của bức tường. Chắc người này là học trò của René Descarte, chàng nghĩ thế, chứ Descarte giờ này còn nằm trên giường nghĩ đến con ruồi trên … trần nhà. Thế là chàng gắn 1 hệ toạ độ vào tứ diện. Chàng chọn gốc toạ độ là tâm đối xứng của tứ diện. Vậy các đỉnh của tứ diện lần lượt là :

A( a, a , a)

B( a,-a,-a)

C(-a,-a, a)

D(-a, a,-a)

Hình 5 : … gắn với 1 hệ toạ độ…Chàng đã quay lại hình để dễ nhìn hơn

Bây giờ khảo sát các đặc điểm của hình tứ diện chẳng có gì khó khăn nữa. Trước hết chàng tính cạnh của tứ diện. Tất cả các cạnh đều bằng nhau và bằng đường chéo của hình vuông.
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Tiếp tục dùng công cụ là trục toạ độ, chàng tính tiếp diện tích và thể tích của tứ diện.
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Vậy là chàng đã khảo sát được một vài tính chất của tứ diện đều. Hệ toạ độ mà chàng gắn vào tứ diện giúp chàng được khá nhiều thời gian. Tiếp tục loay hoay với hìng tứ diện vẽ trên giấy chợt chàng nhận ra cách tính bán kính một số hình cầu thật đơn giản.

Trước hết là bán kính hìng cầu đi qua trung điểm các cạnh, và tiếp xúc với các cạnh luôn. Nó đơn giản là R’= a. Rồi đến bàn kính hình cầu ngoại tiếp. Nó là độ dài của vector [image: image13.jpg]


. Nó là R = [image: image14.jpg]afE



. Bán kính hình cầu nội tiếp thì hơi mất công một tí thôi, chàng phải tính được phương trình một mặt bất kì của tứ diện.

Chàng chọn mặt ABC để đỡ mất công tính toán. Dễ nhận ra 
[image: image15.wmf](

)

1

,

1

,

1

-

-

là vector pháp tuyến của mặt này. Nhìn hình cũng nhận ra mà nhìn vào tích có hướng của 
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và 
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cũng thấy. Thế nên phương trình của mặt ABC là :
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Khoảng cách từ gốc toạ độ đến mặt ABC chính là tâm hình cầu nội tiếp tứ diện.
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Tiếp theo là góc ở tâm.
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Vậy là chàng đã tìm hiểu một vài tính chất của tứ diện bằng dụng cụ là hệ toạ độ. Nếu dùng phương pháp cổ điển thì có lẽ mất công hơn.

Chàng vẫn chưa thoả mãn với hình tứ diện, mặc dù nó là tinh thể của kim cương. Chàng cắt tiếp nó ra, lần này chàng cắt bớt 3 đỉnh của tứ diện theo mặt phẳng đi qua trung điểm của mỗi cạnh chung đỉnh và không đồng phẳng.

Bát diện đều.

Chàng được hình mới là bát diện đều.

Hình 6 : Bát diện đều với hệ toạ độ

Bằng cách cắt hình tứ diện đều để được hình bát diện, chàng nhận thấy ngay bát diện nhận được đương nhiên đều. Sao vậy ? Vì mỗi cạnh đều bằng nhau, bằng nửa đường chéo của hình vuông có cách cạnh là đoạn thẳng màu xanh trên hình, mà mỗi mặt của bát diện là hình tam giác, nên các tam giác đó phải đều.

Chàng cũng nhận ta các đặc điểm của nó dễ dàng. Nếu gọi độ dài cạnh là a thì 
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Góc giữa 2 mặt chung cạnh là
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Chàng cũng không bất ngờ gì với kết quả này, vì bát diện đều được cắt ra từ tứ diện đều mà.

Các tính chất của bát diện đều được chàng tìm hiểu từ từ. Đã nói đến góc thì nói luôn, góc ở tâm là :
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Suy ra góc giữa 2 cạnh không cùng một mặt là 90°

Diện tích mỗi mặt là diện tích của mỗi tam giác đều cạnh a, thôi chàng khỏi tính cũng biết. 
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Thể tích :
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Bán kính các hình cầu :

Hình cầu ngoại tiếp 
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Hình cầu đi qua trung điểm mỗi cạnh 
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Bán kính hình cầu nội tiếp chính là khoảng cách từ gốc toạ độ đến mặt của bát diện. Chàng chọn mặt (ABC)cho dễ tính. (ABC) là mặt phẳng chắn các trục toạ độ nên phương trình thật dễ tính.
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Bán kính đường tròn nội tiếp :
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]6
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Vậy là xong, chàng đã tìm hiểu được một vài tính chất của bát diện đều, cũng không khó khăn gì nếu biết dùng cả hình sơ cấp lẫn hệ toạ độ. Nhưng mà đối với chàng 3 hình này chưa hấp dẫn lắm, nó vẫn còn đơn điệu. Chàng vừa đi tiếp vừa nghĩ cách cắt tiếp hình bát diện đều, mà vẫn chưa nghĩ ra được gì cả. Đi được 1 đoạn thì chàng cảm thấy mệt quá, lại đi dưới 2 hàng cây rợp bóng mát. Chàng nằm xuống ngủ. Một giấc mơ kì lạ ập xuống, chàng thấy chàng đứng trước một ngôi nhà nhỏ, trước nhà treo một hàng toàn lồng đèn ngôi sao đủ màu sắc và kích thước. Điều thú vị là nó làm bằng giấy, được dán bằng tay, không có mặt nào trùng màu với mặt nào và nhìn rất cân đối, dù nhìn từ phía nào đi nữa. Người thực hiện những chiếc đèn này không ai khác là gia đình ngôi nhà. Người cha ngồi dán các đa giác thà hình chiếc đèn, người mẹ làm đồ cắm nến từ dây kẽm. Hai đứa con nhỏ thỉnh thoảng lại hỏi cha vài câu rồi dụi đầu vào lòng mẹ. Nhưng có vẻ chúng chưa ý thức được vẻ đẹp của những chiếc đèn và công việc của cha mẹ chúng. Chàng đoán có lẽ họ làm những chiếc đèn này để bán.

Chàng bước tới, định gọi cổng làm quen, nhưng vừa đưa tay ra thì chàng thức giấc. Chàng cố nhớ lại hình ảnh những chiếc đèn nhưng chỉ nhớ được vài hình thôi.
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Hình 7: Đèn ngôi sao

· Chàng tiếp tục lên đường, vừa đi vừa nghĩ cách cắt hình tứ diện đều hay bát diện đều thành các hình đa diện đều khác. Có điều chàng chẳng nghĩ được hình nào thêm. Chàng đi thêm 1 đoạn nữa thì nhìn thấy một nhóm người đang vẽ vẽ viết viết, dường như đó là một lớp học ngoài trời. Chàng tiến đến nhóm người, tay vẫn còn cầm viên đá. Một người xem chừng là người trưởng nhóm tiến đến với chàng.

· Chào chàng trai !

· Chào anh.

· Chàng đáp lại. Người trưởng nhóm nhìn thấy viên đá trên tay chàng với những đường kẻ, anh liền chú ý ngay đến nó.

· Anh có thể cho tôi xem viên đá của anh được không ?

· Được thôi. Chàng trả lời thân thiện và đưa viên đá cho người trưởng nhóm.

· Sao nó lại có những vết chì vậy ? Nó rất đẹp cơ mà.

· Có gì đâu, tôi vẽ lên đó đó. Và tôi nhận được 2 hình khá thú vị. Một hình có 4 mặt, mỗi mặt là một hình tam giác, còn hình nữa có 8 mặt, mỗi mặt cũng là hình tam giác luôn. Kể cũng hay, tôi tìm được vài tính chất của 2 hình này rồi.

· Rồi chàng kể lại chàng đã tìm ra tính chất 2 hình này nhu thế nào, chìa mấy tờ nháp cho người trưởng nhóm xem. 

· Nhưng mà còn chuyện nữa, chẳng lẽ có nhiêu đó hình là đối xứng như vậy thôi sao? 

· Tất nhiên là còn, chúng tôi cũng đang tìm hiểu nó mà.

· Nhưng mà tôi đã tìm cách cắt hình lập phương ra, nhưng không được.

· Quên cách cắt đi thử xem anh bạn. Suy nghĩ mãi một chiều sẽ làm hư tư duy của anh đấy.

· Nếu không cắt thì làm sao mà có đa diện được ? Sao mà xác định được tính chất của nó.

· Vội gì anh bạn, cứ tìm đa diện đi, rồi sẽ thấy tính chất của nó thôi. Ngồi xuống đi rồi tôi nói cho.

· Chàng ngồi xuống bãi cỏ ngay đó.

· Trên đường đi anh có gặp gì không ? Anh kể về chuyến đi của anh đi, chuyện đa diện cứ để đó, chẳng quan trọng lắm đâu. Ở đây chúng tôi sống thoải mái lắm, nghĩ ngợi nhiều đau đầu là nghỉ thôi.

· Chẳng có gì hay cả, chỉ có vài kim tự tháp thôi, trên một bãi cát. Rồi sau đó tôi đi vào con đường có hai hàng cây rợp bóng. Đi đường mệt quá nên tôi nằm nghỉ dưới 1 gốc cây. Rồi tôi mơ.

· Anh mơ thấy gì, hay không ? 

· Tôi thấy một nhà, người ta làm lồng đèn để sống. Họ rất nghèo. Lúc tôi định làm quen thì tôi thức giấc.

· Lồng đèn à, hình gì, con thỏ con mèo hay hình gì ?

· Không, hình ngôi sao, nó cân đối lắm, với nhiều màu sắc được phân phối rất khéo, lại làm tay nữa nên rất tỉ mỉ.

· Anh có nhớ hình dáng mấy cái đèn đó không ?

· Mơ mà, chỉ nhớ mang máng thôi, tôi vẽ anh coi. 

· Chàng lấy tờ giấy nháp, vẽ lại hình ảnh chàng nhớ, nhưng chàng chỉ vẽ được cái đèn đầu tiên thôi. Người trưởng nhóm nhìn vào hình rồi nhìn chàng.

· Cái đèn đẹp đó chứ, anh không ngắm nó à ? 

· Có chứ, tôi nhìn nó thật lâu nên mới vẽ lại được cho anh chứ.

· Nó không cho anh một ý tưởng gì à ? 

· Ý tưởng gì, tôi còn đang bận nghĩ đến mấy cái đa diện làm sao mà nghĩ đến nó được, nhớ nó là tốt lắm rồi.

· Nhưng nó đẹp mà, hãy để thời gian chiêm ngắm những cái đẹp anh bạn ạ, hãy nhìn nó đi.

· Ừ, nó đẹp thật. Nhưng thú thật tôi không có tâm trí đâu mà ngắm nó, tôi còn phải đi tìm một người mà chẳng biết mặt biết tên để đưa tôi lại xứ sở của tôi. Tôi nghỉ hè rồi nhưng còn phải học vài lớp nữa, nói chắc bạn không hiểu đâu.

· Ừ có lẽ vậy. Nhìn cách ăn mặc tôi đoán bạn từ xứ khác đến. Thôi thì bạn đã nhắc đến đa diện, ko rời tâm trí thì mình cũng giúp bạn vậy. Bạn nhìn cái đèn một lần nữa đi. Có phải nếu nối các đỉnh với nhau bạn được 1 đa diện đều với các mặt là tam giác không ? Bạn đến xem có bao nhiêu mặt !

· Ừ, vậy mà mình không nhìn ra. Để mình đếm nhé … 20 mặt.

· Ừ. Có phải rất thú vị không ?

· Cái này hay đó chứ, nhìn xem, nếu bỏ hết các múi đi, nối các đỉnh của các miếng giấy hình tam giác cân lại mình được hình đa diện đều 12 mặt, mỗi mặt là 1 ngũ giác đều.

· Ừ, hay đấy

· Nhưng làm sao tính được mấy tính chất của nó ?

· Tạm gác nó lại đi, mình chỉ bạn cái này hay hơn nhiều. Coi nè. Nếu nhìn theo khía cạnh khác để tạo ra hình đa diện, là cứ lấy đa giác đều ghép với nhau, thì ít nhất mỗi đỉnh của đa diện phải ghép bằng 3 đa giác, chứ 2 thôi thì không được.

· Đúng vậy, còn tối đa thì tuỳ, miễn sao tổng số độ tại mỗi đỉnh của đa diện nhỏ hơn 360° là được, chứ lớn hơn thì dôi ra, bằng thì nó thành mặt phẳng rồi.

Để người kia kịp hiểu ý, chàng vội lấy giấy bút ra minh hoạ. Bây giờ chàng đã có thể khẳng định chỉ có 5 hình đa diện đều mà thôi.
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Hình 8 : Tổng số độ tại mỗi đa diện nhỏ hơn 360° là được

Người kia mỉm cười

- Anh bạn, một bài toán có thể nhìn từ nhiều khía cạnh khác nhau, miễn sao hiểu được bài toán thì thôi. Chúng tôi là học trò của Pythagore, còn cái ông gì bạn kiếm chắc là Platon, người ta gọi mấy hình đa diện đều theo tên ổng đó. Còn một công thức nữa cũng hay về đa diện đều. Nó là công thức Euler: Số mặt + số đoạn thẳng = số đỉnh + 2.
“Dậy đi học đi con!” Tiếng gọi quen thuộc vang lên, chàng choàng dậy. Thì ra chỉ là một giấc mơ thôi, một giấc mơ dài nhưng thú vị. Bây giờ thì vấn đề của chàng đã được giả quyết. Chàng cần tìm cho bạn gái một món quà, chàng sẽ dán cho bạn gái cái đèn hình ngôi sao mà chàng nhìn thấy trong mơ. Dù không gặp cái ông Platon gì đó thì chàng vẫn làm được mà. Nhưng mà cũng phải cám ơn mấy ông đó nghĩ ra hình này cho chàng.

 “Chẳng biết bao giờ mới có thời gian mà dán đèn cho nàng, mình có biết thì cũng vậy, cũng phải theo vòng xoay cuộc đời, ít là hết kì thi ĐH” chàng nghĩ vậy và vội vàng đến lớp học. “Tối nay về tìm hiểu tiếp hai hình kia, toán học đẹp đấy chứ” Chàng vừa đến lớp vừa nghĩ…….

Hết.
Phụ lục

Một số links minh họa cho đa diện đều. Máy tính cần cài java để xem. Sau khi click vào link phải đợi máy download về khoảng 3 đến 4 phút.

Lập phương http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/Cube.html
12 mặt đều http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/Dodeca.html
Sao 12 mặt đều http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/DodecaStar.html
20 mặt đều http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/Icosahe.html
Bát diện đều http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/Octa.html
Tứ diện đều http://www.freewebs.com/mathematicforyou/Cube/Tetrahe.html
TÀI LIỆU THAM KHẢO. 

3 hình ngôi sao lấy từ http://wolfram.com
Các hình 3 chiều ở link được thiết kế với sự hỗ trợ của phần mềm fulljavaview
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