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Më ®Çu

Trong to¸n häc viÖc sö dông c¸c kiÕn thøc to¸n cao cÊp ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi
to¸n ë phæ th«ng lµ ®iÒu rÊt quan träng. Nã kh«ng chØ gióp ngêi lµm to¸n
cã nhiÒu ph¬ng ph¸p lùa chän lêi gi¶i, më réng tÇm hiÓu biÕt to¸n häc mµ
cßn ph¸t huy ®îc sù th«ng minh vµ søc s¸ng t¹o, tÇm bao qu¸t bµi to¸n, më
réng bµi to¸n díi nhiÒu híng kh¸c nhau.

Sö dông c¸c kiÕn thøc vÒ chuçi sè ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n vÒ d·y sè
lµ mét vÊn ®Ò nh vËy. Nh chóng ta ®· biÕt c¸c vÊn ®Ò liªn quan ®Õn d·y
sè lµ mét phÇn quan träng cña ®¹i sè vµ gi¶i tÝch to¸n häc. Khi tiÕp cËn vÊn
®Ò nµy c¸c em häc sinh giái, sinh viªn vµ kh¸ nhiÒu thÇy c« gi¸o phæ th«ng
thêng rÊt ph¶i ®èi mÆt víi rÊt nhiÒu bµi to¸n khã liªn quan ®Õn chuyªn ®Ò
nµy.

Trong c¸c kú thi häc sinh giái quèc gia, thi Olimpic to¸n quèc tÕ, thi
Olimpic to¸n sinh viªn gi÷a c¸c trêng ®¹i häc, cao ®¼ng, c¸c bµi to¸n liªn
quan ®Õn d·y sè còng hay ®îc ®Ò cËp vµ thêng lo¹i rÊt khã, ®ßi hái ngêi
häc, ngêi lµm to¸n ph¶i cã mét tÇm hiÓu biÕt réng vµ rÊt s©u s¾c c¸c kiÕn
thøc vÒ d·y sè vµ chuçi sè míi ®a ra c¸c ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n hay vµ hoµn
thiÖn ®îc bµi to¸n.

§Ó phôc vô cho viÖc båi dìng häc sinh giái vµ viÖc trao ®æi kinh nghiÖm
víi c¸c thÇy c« gi¸o båi dìng häc sinh giái quan t©m vµ t×m hiÓu thªm vÒ
phÇn nµy, ®îc sù híng dÉn cña thÇy §µm V¨n NhØ t¸c gi¶ ®· häc tËp thªm
vµ viÕt ®Ò tµi " Chuçi luü thõa h×nh thøc vµ hµm sinh".
§Ò tµi gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò träng t©m :
Ch¬ng I : KiÕn thøc chuÈn bÞ .T¸c gi¶ nh¾c l¹i c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n nhÊt
vÒ :
1.1 Kh¸i niÖm vµnh vµ ®ång cÊu

1.1.1 Vµnh.
1.1.2 ¦íc cña kh«ng. MiÒn nguyªn.
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1.1.3 §ång cÊu.
1.1.4 Trêng.

1.2 Vµnh ®a thøc vµ nghiÖm.
Ch¬ng II : Vµnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc. T¸c gi¶ giíi thiÖu c¸c kiÕn
thøc.

2.1 Vµnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc.
2.2 D·y hiÖu cña mét d·y .
2.3 Hµm sinh thêng vµ d·y Fibonacci, d·y Catalan.
2.4 Hµm sinh mò vµ d·y sè Stirling.
2.5 Hµm sinh cña d·y c¸c ®a thøc Bernoulli.
2.6 Hµm sinh Dirichlet vµ hµm Zeta-Riemann.
2.7 TÝch v« h¹n.
2.8 §ång nhÊt thøc Newton.
2.9 D·y truy håi víi hµm sinh.
LuËn v¨n nµy ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn vµ chØ b¶o tËn t×nh cña

PGS.TS §µm V¨n NhØ - §¹i häc S Ph¹m Hµ Néi. ThÇy ®· dµnh nhiÒu thêi
gian híng dÉn vµ gi¶i ®¸p c¸c th¾c m¾c cña t¸c gi¶ trong suèt qu¸ tr×nh lµm
luËn v¨n. T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn ThÇy.

T¸c gi¶ xin göi tíi c¸c thÇy (c«) khoa To¸n, phßng §µo t¹o Trêng §¹i
Häc Khoa Häc - §¹i Häc Th¸i Nguyªn, cïng c¸c thÇy c« tham gia gi¶ng
d¹y khãa Cao häc 2009-2011 lêi c¶m ¬n s©u s¾c vÒ c«ng lao d¹y dç trong
thêi gian qua. §ång thêi xin göi lêi c¶m ¬n tËp thÓ líp Cao häc To¸n K3B
Trêng §¹i Häc Khoa Häc ®· ®éng viªn gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc
tËp vµ lµm luËn v¨n nµy.

T¸c gi¶ xin c¶m ¬n tíi Së Néi Vô, Së Gi¸o dôc vµ ®µo t¹o B¾c Ninh, Ban
gi¸m hiÖu vµ tæ To¸n trêng THPT L¬ng Tµi 2 ®· t¹o ®iÒu kiÖn gióp ®ì ®Ó
t¸c gi¶ hoµn thµnh khãa häc nµy.

T¸c gi¶

Hoµng V¨n Quý
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Ch¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

1.1 Kh¸i niÖm vµnh vµ ®ång cÊu

1.1.1 Vµnh

§Þnh nghÜa . Ta gäi lµ vµnh mét tËp hîp X cïng víi hai phÐp to¸n hai ng«i
®· cho trong X ký hiÖu theo thø tù b»ng c¸c dÊu + vµ . (ngêi ta thêng ký
hiÖu nh vËy) vµ gäi lµ phÐp céng vµ phÐp nh©n sao cho c¸c ®iÒu kiÖn sau
tháa m·n:
1) X cïng víi phÐp céng lµ mét nhãm aben.
2) X cïng víi phÐp nh©n lµ mét nöa nhãm.
3) PhÐp nh©n ph©n phèi víi phÐp céng: Víi c¸c phÇn tö tïy ý x, y, z ∈ X ta
cã:

x(y + z) = xy + xz

(y + z)x = yx+ zx

PhÇn tö trung lËp cña phÐp céng th× ký hiÖu lµ 0 vµ gäi lµ phÇn tö kh«ng.
PhÇn tö ®èi xøng (®èi víi phÐp céng ) cña mét phÇn tö x th× ký hiÖu lµ -x
vµ gäi lµ ®èi cña x . NÕu phÐp nh©n lµ giao ho¸n th× ta b¶o vµnh X lµ giao
ho¸n. NÕu phÐp nh©n cã phÇn tö trung lËp th× phÇn tö ®ã gäi lµ phÇn tö ®¬n
vÞ cña x vµ thêng kÝ hiÖu lµ e hay 1 .

1.1.2 ¦íc cña kh«ng. MiÒn nguyªn

§Þnh nghÜa1 : Ta gäi lµ íc cña 0 mäi phÇn tö a 6= 0 sao cho cã b 6= 0 tháa
m·n quan hÖ ab=0.
§Þnh nghÜa2 : Ta gäi miÒn nguyªn mét vµnh cã nhiÒu h¬n mét phÇn tö, giao

4
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ho¸n, cã ®¬n vÞ, kh«ng cã íc cña 0.

1.1.3 §ång cÊu

§Þnh nghÜa. Mét ®ång cÊu (vµnh) lµ mét ¸nh x¹ tõ mét vµnh X ®Õn mét
vµnh Y sao cho:

f (a+ b) = f (a) + f (b)
f (ab) = f (a) f (b)

víi mäi a, b ∈ X. NÕu X = Y th× ®ång cÊu f gäi lµ mét tù ®ång cÊu cña X .
Ta còng ®Þnh nghÜa ®¬n cÊu, toµn cÊu, ®¼ng cÊu t¬ng tù nh ®· ®Þnh nghÜa
trong nhãm.

1.1.4 Trêng

§Þnh nghÜa: Ta gäi lµ trêng mét miÒn nguyªn X trong ®ã mäi phÇn tö kh¸c
kh«ng ®Òu cã mét nghÞch ®¶o trong vÞ nhãm nh©n X. VËy mét vµnh X giao
ho¸n, cã ®¬n vÞ, cã nhiÒu h¬n mét phÇn tö lµ mét trêng nÕu vµ chØ nÕu
X − {0} lµ mét nhãm ®èi víi phÐp nh©n cña X.

1.2 Vµnh ®a thøc vµ nghiÖm

KÕt qu¶ chÝnh

Cho vµnh giao ho¸n R vµ mét biÕn x trªn R. Víi c¸c n ∈ N, xÐt tËp hîp:

R[x] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n | ai ∈ R} =
{ n∑

i=0

aix
i | ai ∈ R

}
.

Mçi phÇn tö f(x) ∈ R[x] ®îc gäi lµ mét ®a thøc cña biÕn x víi c¸c hÖ sè
ai thuéc vµnh R. HÖ sè an ®îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt, cßn hÖ sè a0 ®îc gäi
lµ hÖ sè tù do cña f(x). Khi an 6= 0 th× n ®îc gäi lµ bËc cña f(x) vµ ®îc
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ký hiÖu deg f(x). Riªng ®a thøc 0 ®îc quy ®Þnh cã bËc lµ −∞ hoÆc −1.

NÕu f(x) =
n∑
i=0

aix
i, g(x) =

m∑
i=0

bix
i ∈ R[x] th×

f(x) = g(x) khi vµ chØ khi m = n, ai = bi víi mäi 0 6 i 6 n

f(x) + g(x) =
∑
i=0

(ai + bi)x
i, f(x)g(x) =

∑
i=0

(
i∑

j=0

ai−jbj)x
i.

§Þnh lý 1.2.1. Ta cã R[x] lµ mét vµnh giao ho¸n. H¬n n÷a, nÕu R lµ mét
miÒn nguyªn th× R[x] còng lµ mét miÒn nguyªn.

§Þnh lý 1.2.2. Gi¶ sö k lµ mét trêng. Víi c¸c ®a thøc f(x), g(x) ∈ k[x] vµ
g(x) 6= 0 cã hai ®a thøc duy nhÊt q(x), r(x) sao cho f(x) = q(x)g(x)+r(x)
víi deg r(x) < deg g(x).

VÝ dô 1.2.3. Cho hai sè tù nhiªn n vµ p víi n > p > 1. T×m ®iÒu kiÖn cÇn
vµ ®ñ ®Ó xn − an chia hÕt cho xp − ap víi a ∈ R, a 6= 0.

Bµi gi¶i: BiÓu diÔn n = qp+ r trong Z víi 0 6 r < p. Khi ®ã cã biÓu diÔn

xn − an = (xp − ap)(xn−p + apxn−2p + · · ·+ a(q−1)pxn−qp) + aqp(xr − ar).

VËy, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó xn − an chia hÕt cho xp − ap lµ n :̇ p.

§Þnh lý 1.2.4. Gi¶ sö k lµ mét trêng. Khi ®ã vµnh k[x] lµ mét vµnh chÝnh
vµ nã lµ vµnh nh©n tö hãa.

Gi¶ sö α ∈ R vµ ®a thøc f(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ R[x]. BiÓu thøc f(α) =

n∑
i=0

aiα
i ∈ R ®îc gäi lµ gi¸ trÞ cña f(x) t¹i α. NÕu f(α) = 0 th× α ®îc

gäi lµ mét nghiÖm cña f(x) trong R. Gi¶ sö sè nguyªn m > 1 vµ α ∈ k.
f(α) = 0 ®îc gäi lµ mét nghiÖm béi cÊp m cña f(x) trong k nÕu f(x) chia
hÕt cho (x− α)m vµ f(x) kh«ng chia hÕt cho (x− α)m+1.

§Þnh lý 1.2.5. §a thøc f(x) ∈ k[x] bËc n > 1. Khi ®ã ta cã c¸c kÕt qu¶ sau:

(i) NÕu α ∈ k lµ nghiÖm cña f(x) th× f(x) = (x−α)g(x) víi g(x) ∈ k[x].

(ii) f(x) cã kh«ng qu¸ n nghiÖm ph©n biÖt trong k.
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§«i khi ®Ó t×m mèi liªn hÖ gi÷a c¸c nghiÖm hay mét tÝnh chÊt nµo ®ã cña
nghiÖm ®a thøc ta thêng sö dông kÕt qu¶ sau ®©y:

§Þnh lý 1.2.6. [ViÐt] Gi¶ sö x1, . . . , xn lµ n nghiÖm cña ®a thøc bËc n sau
®©y: f(x) = xn − δ1xn−1 + δ2x

n−2 − · · ·+ (−1)nδn. Khi ®ã cã c¸c hÖ thøc
δ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

δ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

...

δn = x1x2 . . . xn.

§Þnh lý 1.2.7. Gi¶ sö f(x1, x2, . . . , xn) ∈ k[x1, x2, . . . , xn] lµ mét ®a thøc
®èi xøng kh¸c 0. Khi ®ã tån t¹i mét vµ chØ mét ®a thøc s(x1, x2, . . . , xn) ∈
k[x1, x2, . . . , xn] sao cho f(x1, x2, . . . , xn) = s(δ1, δ2, . . . , δn).

Mét sè vÝ dô

VÝ dô 1.2.8. Gi¶ sö f(x) = x4 − 5x3 + 9x2 − 10x+ 28. TÝnh f(1 + 3
√

3).

Bµi gi¶i: V× 1 + 3
√

3 lµ nghiÖm cña g(x) = x3 − 3x2 + 3x − 4 = 0 vµ
f(x) = (x− 2)g(x) + 20 nªn f(1 + 3

√
3) = 20.

VÝ dô 1.2.9. [VMO 1990] Gi¶ sö f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ · · ·+an−1x+an ∈
R[x] víi a0 6= 0 vµ tháa m·n f(x)f(2x2) = f(2x3 + x) víi mäi gi¸ trÞ thùc
x. Chøng minh r»ng f(x) kh«ng thÓ cã nghiÖm thùc.

Bµi gi¶i: So s¸nh hÖ sè cña x3n vµ x0 ë hai vÕ, nªn tõ f(x)f(2x2) = f(2x3+
x) ta suy ra a20 = a0 vµ a2n = an.V× a0 6= 0 nªn a0 = 1; cßn an = 0 hoÆc an =
1. NÕu an = 0 th× f(x) = xrg(x) víi g(0) 6= 0. VËy xrg(x)2rx2rg(2x2) =
xr(2x2 + 1)rg(2x3 + x) hay g(x)2rx2rg(2x2) = (2x2 + 1)rg(2x3 + x). V×
g(0) 6= 0 nªn ta nhËn ®îc g(0) = 0 : m©u thuÉn. VËy an = 1. Gi¶ sö
f(x) = 0 cã nghiÖm thùc x0. Khi ®ã x0 6= 0 v× an 6= 0. V× f(2x30 + x0) =
f(x0)f(2x20) = 0 nªn x1 = 2x30 + x0 còng lµ nghiÖm thùc cña f(x). V× hµm
y = 2x3 + x lµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn d·y (xr+1 = 2x3r + xr)r>0 vµ x0 6= 0 lµ
mét d·y v« h¹n vµ mçi sè h¹ng ®Òu lµ nghiÖm cña f(x) hay f(x) cã nhiÒu
v« h¹n nghiÖm: m©u thuÉn theo §Þnh lý 1.2.5. VËy f(x) kh«ng cã nghiÖm
thùc.
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VÝ dô 1.2.10. [IMO 1991] Gi¶ sö sè h÷u tû a ∈ (0; 1) tháa m·n ph¬ng

tr×nh cos 3πa+ 2 cos 2πa = 0. Chøng minh r»ng a =
2

3
.

Bµi gi¶i: §Æt x = cosπa. Khi ®ã 4x3+4x2−3x−2 = 0 hay (2x+1)(2x2+

x−2) = 0. NÕu cos πa = x =
−1

2
th× a =

2

3
. NÕu x 6= −1

2
th× 2x2+x−2 =

0, vµ nh vËy x lµ sè v« tû. Do |x| 6 1 nªn cosπa = x =
−1 +

√
17

4
. B»ng

quy n¹p, cã thÓ chØ ra cos 2nπa =
an + bn

√
17

4
víi sè nguyªn lÎ an, bn. V×

an+1 + bn+1

√
17

4
= cos 2n+1πa = 2 cos2 2nπa− 1 = 2[

an + bn
√

17

4
]2 − 1

nªn an+1 =
a2n + 17b2n − 8

2
> an. Do ®ã d·y (an) lµ mét d·y t¨ng nghiªm

ngÆt vµ nh vËy tËp c¸c gi¸ trÞ cña cos 2nπa víi n = 0, 1, 2, ... lµ tËp v«
h¹n (*) v×

√
17 lµ sè v« tû. Nhng do a lµ sè h÷u tû nªn tËp c¸c gi¸ trÞ

cña cosmπa víi m = 0, 1, 2, ... ph¶i lµ h÷u h¹n: m©u thuÉn víi (*). Do dã

a =
2

3
.

VÝ dô 1.2.11. Gi¶ thiÕt ®a thøc f(x) bËc n cã tÊt c¶ c¸c nghiÖm ®Òu thùc.
Khi ®ã tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña af(x) + f ′(x) còng lµ nh÷ng sè thùc.

Bµi gi¶i: Gi¶ sö f(x) cã c¸c nghiÖm thùc x1, x2, . . . , xk víi béi t¬ng øng
r1, r2, . . . , rk vµ ta s¾p xÕp x1 < x2 < · · · < xk. Hµm sè

g(x) =
f ′(x)

f(x)
=

1

x− x1
+

1

x− x2
+ · · ·+ 1

x− xk

lµ hµm liªn tôc trong c¸c kho¶ng (−∞;x1), (x1;x2), . . . , (xk−1;xk), (xk;∞).

Dùa vµo sù biÕn thiªn cña c¸c hµm
1

x− xj
, ph¬ng tr×nh g(x) = −a cã thªm

k nghiÖm míi n÷a kh¸c x1, x2, . . . , xk khi a 6= 0. VËy f(x)[g(x) +a] = 0 cã
tÊt c¶ (r1 − 1) + · · ·+ (rk − 1) + k = deg f(x) nghiÖm thùc. VËy tÊt c¶ c¸c
nghiÖm cña af(x)+f ′(x) ®Òu thùc. Khi a = 0 th× g(x) = 0 cã k−1 nghiÖm
thùc míi n÷a. VËy f(x)[g(x)+0] = 0 cã tÊt c¶ (r1−1)+· · ·+(rk−1)+k−1 =
deg f ′(x). Tãm l¹i tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña af(x)+f ′(x) lµ nh÷ng sè thùc.
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VÝ dô 1.2.12. Gi¶ thiÕt tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ®a thøc f(x) vµ ®a thøc g(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an ®Òu lµ nh÷ng sè thùc. Khi ®ã tÊt c¶ c¸c nghiªm

cña F (x) = a0f(x) + a1f
′(x) + · · ·+ anf

(n)(x) còng ®Òu lµ nh÷ng sè thùc.

Bµi gi¶i: BiÓu diÔn g(x) = a0(x+ λ1)(x+ λ2) . . . (x+ λn) víi c¸c λj thùc.
Ký hiÖu F0(x) = a0f(x), F1(x) = F0(x) + λ1F

′
0(x) = a0[f(x) + λ1f

′(x)],
F2(x) = F1(x)+λ2F

′
1(x) = a0[f(x)+(λ1+λ2)f

′(x)]+λ1λ2f
′′(x)],v.v... cuèi

cïng Fn(x) = Fn−1(x) + λnF
′
n−1(x) = a0f(x) + a1f

′(x) + · · ·+ anf
(n)(x).

Theo VÝ dô 1.2.11 suy ra tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña F0, F1, . . . , Fn ®Òu thùc.

VÝ dô 1.2.13. Cho f = cosu + C1
n cos(u + α)x + · · · + Cn

n cos(u + nα)xn.
Gi¶i ph¬ng tr×nh f(x) = 0.

Bµi gi¶i: §Æt g = sinu+ C1
n sin(u+α)x+ · · ·+ Cn

n sin(u+nα)xn. Khi ®ã

f + ig = z + C1
n ztx+ · · ·+ Cn

n zt
nxn = z(1 + tx)n

f − ig = z + C1
n ztx+ · · ·+ Cn

n zt
n
xn = z(1 + tx)n

z = cosu+ i sinu

t = cosα + i sinα.

Do ®ã 2f = z(1 + tx)n + z(1 + tx)n. Ph¬ng tr×nh f(x) = 0 t¬ng

®¬ng víi z(1 + tx)n + z(1 + tx)n = 0 hay
(1 + tx

1 + tx

)n
= −z

z
= −z2.

Nh vËy
(1 + tx

1 + tx

)n
= cos(2u + π) + i sin(2u + π) vµ ®îc

1 + tx

1 + tx
=

cos(
2u+ π + k2π

n
) + i sin(

2u+ π + k2π

n
) víi k = 0, 1, . . . , n − 1. Tõ ®ã

®îc x.

VÝ dô 1.2.14. Gi¶ sö a1, . . . , an, b ∈ R \ {0} vµ α1, . . . , αn lµ nh÷ng sè thùc

ph©n biÖt. Khi ®ã f(x) = b+
n∑
k=1

a2k
x− αk

chØ cã nghiÖm thùc.

Bµi gi¶i: Ta cã f(c+ id) = b+
n∑
k=1

a2k
c+ id− αk

= b+
n∑
k=1

a2k(c− αk − id)

(c− αk)2 + d2
.

PhÇn ¶o Im(f(c + id)) = −d
n∑
k=1

a2k
(a− αk)2 + b2

6= 0 khi d 6= 0. VËy f(c +

id) 6= 0 khi d 6= 0. Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ coi α1 < α2 < · · · < αn−1 < αn.
HiÓn nhiªn f(x) = 0 cã n− 1 nghiÖm thùc γk tháa m·n

α1 < γ1 < α2 < γ2 < · · · < αn−1 < γn−1 < αn
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vµ thªm ®óng mét nghiÖm γ tháa m·n hoÆc γ ∈ (−∞, α1) hoÆc γ ∈
(αn,+∞). Tõ ®ã suy ra hµm f(x) chØ cã c¸c nghiÖm thùc.

VÝ dô 1.2.15. Cho ®a thøc P (x) = 1 + x2 + x9 + xn1 + ...+ xns + x1992

víi n1, ..., ns lµ c¸c sè tù nhiªn cho tríc tháa m·n 9 < n1 < ... < ns <
1992. Chøng minh r»ng nghiÖm cña ®a thøc P(x) (nÕu cã ) kh«ng thÓ lín
h¬n 1−

√
5

2 .

VÝ dô 1.2.16. Cho ®a thøc P (x) = x3 − 9x2 + 24x− 97 .
Chøng minh r»ng víi mçi sè nguyªn d¬ng n lu«n tån t¹i mét sè nguyªn
d¬ng an sao cho P (an) chia hÕt cho 3n.
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Ch¬ng 2

Vµnh c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc

Nh mét sù tiÕp tôc cña vµnh ®a thøc ta nghiªn cøu vµnh c¸c chuçi luü thõa
h×nh thøc mét biÕn trªn trêng k = Q,R,C.

2.1 Vµnh c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc

Môc nµy tËp trung nghiªn cøu vµnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc mét biÕn
trªn mét trêng. Ký hiÖu

k[[x]] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · · | ai ∈ k} =

{ ∞∑
i=0

aix
i | ai ∈ k

}
.

Mçi phÇn tö f ∈ k[[x]], f =
∞∑
i=0

aix
i víi x0 = 1, ®îc gäi lµ mét chuçi luü

thõa h×nh thøc cña biÕn x víi c¸c hÖ tö thuéc k.§Ó biÕn k[[x]] thµnh mét vµnh

giao ho¸n cã ®¬n vÞ ta cÇn c¸c phÐp to¸n sau. Cho f =
∞∑
i=0

aix
i, g =

∞∑
i=0

bix
i ∈

k[[x]] ta ®Þnh nghÜa f = g khi vµ chØ khi ai = bi cho mäi i = 0, 1, . . . vµ

f + g =
∞∑
i=0

(ai + bi)x
i, fg =

∞∑
i=0

(
i∑

j=0

ai−jbj)x
i.

MÖnh ®Ò 2.1.1. Víi c¸c phÐp to¸n trªn, k[[x]] lËp thµnh mét vµnh giao ho¸n
cã ®¬n vÞ.

Chøng minh: ViÖc kiÓm tra c¸c tiªn ®Ò cña vµnh lµ tháa m·n.

Trong vµnh nµy ta kh«ng quan t©m tíi tÝnh héi tô vµ tÝnh gi¸ trÞ cña chuçi;
chØ quan t©m tíi tÝnh h÷u tØ vµ c«ng thøc ®ãng cña chuçi. Ngêi ta cÇn c«ng

11
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thøc ®ãng cña chuçi ®Ó nghiªn cøu tæng hay c¸c hÖ sè cña biÓu diÔn chuçi.

§¹o hµm h×nh thøc cña phÇn tö f =
∞∑
i=0

aix
i lµ f ′ =

∞∑
i=1

iaix
i−1. Víi mét

hµm f(x) bÊt kú x¸c ®Þnh t¹i x = 0, ta biÓu diÔn nã qua chuçi lòy thõa h×nh

thøc f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn.

§Þnh lý 2.1.2. Chuçi lòy thõa h×nh thøc f =
∞∑
i=0

aix
i lµ íc cña ®¬n vÞ khi

vµ chØ khi a0 6= 0.

Chøng minh: Chuçi luü thõa h×nh thøc f(x) =
∞∑
i=0

aix
i lµ ®¬n vÞ cña k[[x]]

khi vµ chØ khi tån t¹i chuçi luü thõa h×nh thøc g(x) =
∞∑
i=0

bix
i sao cho

f(x)g(x) = 1. §iÒu nµy t¬ng ®¬ng víi hÖ a0b0 = 1,
i∑

j=0

ai−jbj = 0 cho

mäi i = 1, 2, . . . . Coi c¸c bj lµ Èn vµ hÖ gi¶i ®îc khi vµ chØ khi a0 6= 0.

Chuçi g(x) ®îc gäi lµ nghÞch ®¶o cña f(x) vµ ®«i khi viÕt g(x) =
1

f(x)
.

Ngêi ta thêng quan t©m ®Õn tÝnh h÷u tØ cña chuçi vµ c¸c hÖ tö. Chuçi

f(x) ®îc gäi lµ chuçi h÷u tØ nÕu cã p(x), q(x) ∈ k[x] ®Ó f(x) =
p(x)

q(x)
hay

f(x)q(x) = p(x) trong k[[x]]. NÕu q(0) = 1, bËc cña f(x) lµ deg f(x) :=
deg p(x) − deg q(x). NÕu tån t¹i hµm (®¹i sè hoÆc siªu viÖt) F (x) sao cho
f(x) = F (x) th× F (x) ®îc gäi lµ c«ng thøc ®ãng cña chuçi f(x). Khai triÓn
thµnh chuçi luü thõa h×nh thøc mét sè hµm ®¬n gi¶n sau ®©y:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1

xn

n
+ · · ·

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ · · ·

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ · · ·
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arcsinx = x+
x3

2.3
+

1.3x5

2.4.5
+ · · ·+ 1.3.5 . . . (2n− 1)x2n+1

2.4.6 . . . (2n).(2n+ 1)
+ · · ·

arccosx =
π

2
−
(
x+

x3

2.3
+

1.3x5

2.4.5
+ · · ·+ 1.3.5 . . . (2n− 1)x2n+1

2.4.6 . . . (2n).(2n+ 1)
+ · · ·

)
arctanx = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

2n− 1
+ · · ·

π2

6
= 1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · .

Chó ý 2.1.3. §iÒu kiÖn cho x ®Ó cã biÓu diÔn nh trªn kh«ng xÐt ë ®©y.

§Þnh lý 2.1.4. [Euler] Víi mäi sè thùc x ta cã eix = cosx+ i sinx.

Chøng minh: Tõ eix = 1 +
ix

1!
+

(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+ · · ·+ (ix)n

n!
+ · · · ta suy

ra ®ång nhÊt thøc

eix = (1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ · · · )

+ i(x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ · · · ).

Do ®ã eix = cosx+ i sinx.

HÖ qu¶ 2.1.5. Víi mäi sè thùc x, y ta lu«n cã c¸c hÖ thøc sau ®©y:

(i) eixeiy = ei(x+y) vµ
(
eix
)n

= einx víi mäi n ∈ Z.

(ii)
eix

eiy
= ei(x−y) vµ eix = e−ix =

1

eix
.

(iii) cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

Chøng minh: Suy ra tõ §Þnh lý 2.1.4.

Bæ ®Ò 2.1.6. Ta cã

e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · ·

π = 4(1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n−1

2n− 1
+ · · · ).
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Chøng minh: V× ex = 1+
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · nªn khi cho x = 1

cã e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .

V× arctanx = x− x
3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

2n− 1
+ · · · nªn khi cho x = 1

cã π = 4(1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n−1

2n− 1
+ · · · ).

§Þnh lý 2.1.7. Sè e lµ sè v« tØ.

Chøng minh: Tõ chuçi ex cã e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

n!
+ · · · . Gi¶ sö

e lµ sè h÷u tØ, e =
p

q
. Khi ®ã

p

q
= 2 +

1

2!
+ · · · + 1

q!
+

1

(q + 1)!
+ · · · .

VËy p(q − 1)! − (2 +
1

2!
+ · · · + 1

q!
)q! =

1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2)
+ · · · <

1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+ · · · = 1

q
. §iÒu nµy kh«ng thÓ ®îc v× vÕ tr¸i lµ sè nguyªn,

cßn vÕ ph¶i lµ mét ph©n sè thùc sù nhá h¬n 1. VËy e lµ sè v« tØ.

Ngêi ta ®· chøng minh sè π còng lµ sè v« tû. KÕt qu¶ ®îc ph¸t biÓu qua
®Þnh lý sau, <kh«ng chøng minh ë ®©y>

§Þnh lý 2.1.8. Sè π lµ sè v« tØ.

VÝ dô 2.1.9. TÝnh
∞∑
n=0

2n+1

(2n+ 1)
(
2n
n

) vµ chØ ra
m∑
n=0

2n+1

(2n+ 1)
(
2n
n

) < π víi mäi

sè nguyªn d¬ng m.

Bµi gi¶i: Tõ ®ång nhÊt thøc (arcsinx)2 =
∞∑
n=0

22n(n!)2x2n+2

(2n+ 1)!(n+ 1)
víi |x| 6 1

vµ lÊy ®¹o hµm hai vÕ ta nhËn ®îc 4x
arcsinx√

1− x2
=

∞∑
n=0

22n+2(n!)2x2n+2

(2n+ 1)!
=

∞∑
n=0

(2x)2n+2

(2n+ 1)
(
2n
n

) . Víi x =

√
2

2
ta cã hÖ thøc

∞∑
n=0

2n+1

(2n+ 1)
(
2n
n

) = π.

VÝ dô 2.1.10. Cho f(x) =
1− x+ x2

1 + x+ x2
. Chøng minh r»ng f (s)(0) lµ sè nguyªn

vµ chia hÕt cho 2s! víi mäi s = 1, 2, . . . .
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Bµi gi¶i: BiÓu diÔn f(x) = 1 − 2x

1 + x+ x2
= 1 +

2x2 − 2x

1− x3
khi |x| < 1.

ViÕt thµnh chuçi cho f(x), ta cã f(x) =

1+(2x2−2x)(1+x3+x6+· · · ) = 1−2x+2x2−2x4+2x5−2x7+2x8−· · · .

Khi ®ã f (s)(0) =


−2s! nÕu s = 3n− 2

2s! nÕu s = 3n− 1

0 nÕu s = 3n.

VËy f (s)(0) lµ sè nguyªn vµ chia

hÕt cho 2s!.

VÝ dô 2.1.11. Cho f(x) = 1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · tháa m·n tÊt c¶ c¸c

hÖ sè c¸c lòy thõa cña x trong khai triÓn
f ′(x)

f(x)
cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi kh«ng

vît qu¸ 2. Chøng minh r»ng |an| 6 n+ 1 víi mäi n.

Bµi gi¶i: BiÓu diÔn
f ′(x)

f(x)
=

∞∑
n=0

bnx
n víi |bn| 6 2 cho mäi n. V× f ′(x) =

f(x).
f ′(x)

f(x)
nªn ta nhËn ®îc hÖ thøc díi ®©y:

a1+2a2x+3a3x
2+· · · = (1+a1x+a2x

2+a3x
3+· · · )(b0+b1x+b2x

2+· · · ).

Gi¶ sö |an| 6 n+ 1 kh«ng thÓ tháa m·n víi mäi n. Khi ®ã cã sè tù nhiªn k
nhá nhÊt ®Ó |ak| > k+1. Do bëi kak = b0ak−1+b1ak−2+ · · ·+bk−2a1+bk−1
vµ |kak| > k(k + 1) nªn

|b0ak−1 + b1ak−2 + · · ·+ bk−2a1 + bk−1| 6 2
(
|ak−1|+ |ak−2|+ · · ·+ |a1|+ 1

)
vµ nh thÕ k(k + 1) < |kak| 6 2

(
k + (k − 1) + · · · + 2 + 1

)
= k(k + 1) :

m©u thuÉn. Nh vËy |an| 6 n+ 1 víi mäi n.

VÝ dô 2.1.12. Chøng minh r»ng 2
1
2 (22)

1
22 · · · (2n) 1

2n < 4 víi mäi sè nguyªn
d¬ng n.

Bµi gi¶i: V× 2
1
2 (22)

1
22 · · · (2n) 1

2n = 2

n∑
k=1

k

2k nªn chØ cÇn chøng minh
n∑
k=1

k

2k
<

2. V×
∞∑
k=1

k

2k
=
∞∑
k=1

∞∑
r=k

1

2r
=
∞∑
k=1

1

2k−1
= 2 nªn

n∑
k=1

k

2k
< 2.
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VÝ dô 2.1.13. T×m lim
n→+∞

an
bn
, trong ®ã d·y sè nguyªn (an) vµ (bn) tháa m·n:{

a−1 = 0, b−1 = 1, a0 = 1, b0 = 1 vµ víi n > 1 :

an = 2an−1 + (2n− 1)2an−2, bn = 2bn−1 + (2n− 1)2bn−2.

Bµi gi¶i: B»ng quy n¹p theo n ta nhËn ®îc c¸c c«ng thøc bn =
n∏
k=0

(2k+ 1)

vµ an = (2n + 1)an−1 + (−1)n
n−1∏
k=0

(2k + 1). VËy
an
bn

=
an−1
bn−1

+
(−1)n

2n+ 1
víi

mäi sè nguyªn n > 0. Nh vËy
an
bn

= 1 − 1

3
+

1

5
+ · · · + (−1)n

2n+ 1
. ChuyÓn

qua giíi h¹n ta ®îc lim
n→+∞

an
bn

= arctan 1 =
π

4
.

VÝ dô 2.1.14. Cho hai d·y sè nguyªn (an) vµ (bn) tháa m·n:{
a0 = −1, b0 = 1

an = 2n− 1, bn = −n2, n > 1.

X©y dùng hai d·y c¸c sè nguyªn (An) vµ (Bn) nh sau:{
A0 = 0, B0 = 1, A1 = 1, B1 = a1

An+1 = an+1An + bnAn−1, Bn+1 = an+1Bn + bnBn−1, n > 1.

(i) TÝnh An, Bn theo n.

(ii) Chøng minh
An

Bn
∈ Q \ Z.

(iii) T×m lim
n→∞

Bn

An
.

(iv) Chøng minh
n∑
k=1

1

k
=

1

1− 12

3− 22

5− 32

. . . − · · ·

2n− 3− (n− 1)2

2n− 1

.
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Bµi gi¶i: B»ng quy n¹p theo n ta nhËn ®îc c¸c c«ng thøc Bn = n! vµ

An = (
n∑
k=1

1

k
)n!.

(ii) Ta cã
An

Bn
=

n∑
k=1

1

k
∈ Q \ Z.

(iii) V×
Bn

An
=

1
n∑
k=1

1

k

nªn lim
n→∞

Bn

An
= lim

x→−1+
1

ln(1 + x)
= 0.

(iii) Do
n∑
k=1

1

k
=
An

Bn
=

1

1− 12

3− 22

5− 32

. . . − · · ·

2n− 3− (n− 1)2

2n− 1

.

2.2 D·y hiÖu cña mét d·y

§Þnh nghÜa 2.2.1. Cho d·y sè {an} = {an}n∈N. D·y {Dan}n∈N víi Dan =
an+1 − an, n > 0, ®îc gäi lµ d·y hiÖu cña d·y {an}.

V× d·y hiÖu còng lµ mét d·y sè nªn ta cã thÓ lËp d·y hiÖu cña nã vµ ký hiÖu
qua {D2an}. HiÓn nhiªn

D2an = Dan+1 −Dan = an+2 − 2an+1 + an.

Tæng qu¸t Dk+1an = Dkan+1 −Dkan vµ Dk(Dhan) = Dk+han.

VÝ dô 2.2.2. Víi sè nguyªn d¬ng r, d·y (an), trong ®ã an =
(
n
r

)
, tháa m·n

hÖ thøc Dan = an+1 − an =
(
n
r−1
)
.

Bæ ®Ò 2.2.3. Víi hai d·y sè {an} vµ {bn} ta cãD(ran+sbn) = rDan+sDbn
vµ Dk(ran + sbn) = rDkan + sDkbn víi mäi sè r, s vµ sè tù nhiªn k, n.

Chøng minh: V×D(ran+sbn) = rDan+sDbn = r(an+1−an)+s(bn+1−bn)
nªn cã ngay kÕt qu¶ D(ran + sbn) = rDan + sDbn. Tæng qu¸t Dk(ran +
sbn) = rDkan + sDkbn ®îc chøng minh dÔ dµng b»ng qui n¹p theo k.
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Bæ ®Ò 2.2.4. Cho d·y sè {an}. NÕu Dr+1an = 0 víi mäi n > 0 th× r + 1 sè
h¹ng a0, Da0, . . . , Dra0 x¸c ®Þnh hoµn toµn tÊt c¶ c¸c Dkan víi mäi k, n.
§Æc biÖt, nÕu d·y sè {bn} tháa m·n Djb0 = Dja0 vµ Dr+1bn = 0 víi mäi
n > 0, 0 6 j 6 r, th× an = bn víi mäi n.

Chøng minh: HiÓn nhiªn.

§Þnh lý 2.2.5. Cho d·y sè {an}. NÕu cã ®a thøc p(x) bËc r tháa m·n an =
p(n) víi mäi n > 0 th×Dr+1an = 0 víi mäi n > 0. Ngîc l¹i, nÕuDr+1an =
0 víi mäi n > 0 th×

an =

(
n

0

)
a0 +

(
n

1

)
Da0 + · · ·+

(
n

s

)
Dsa0 + · · ·+

(
n

r

)
Dra0.

Chøng minh: Gi¶ sö ®a thøc p(x) bËc r tháa m·n an = p(n) víi mäi n > 0.
Ta chØ ra Dr+1an = 0 b»ng ph¬ng ph¸p qui n¹p theo r. Khi r = 0 cã
an = p(n) = a. VËy D1an = a− a = 0. Gi¶ sö kÕt luËn ®óng cho r − 1 vµ
p(x) = crx

r+ · · ·+c0. V× an = p(n) víi mäi n > 0 nªn Dan = an+1−an =
p(n+ 1)− p(n). §Æt q(x) = p(x+ 1)− p(x) tháa m·n Dan = q(n). V× q(x)
lµ ®a thøc bËc r − 1 nªn Dr(Dan) = 0 theo gi¶ thiÕt qui n¹p. VËy ta nhËn
®îc Dr+1an = 0.
Gi¶ thiÕt d·y {an} tháa m·n Dr+1an = 0 víi mäi n > 0. §Þnh nghÜa d·y
míi {bn} x¸c ®Þnh bëi:

bn =

(
n

0

)
a0 +D

(
n

1

)
a0 + · · ·+Ds

(
n

s

)
a0 + · · ·+Dr

(
n

r

)
a0, n > 0.

Theo Bæ ®Ò 2.2.3 ta cã ngay

Dbn = D

(
n

0

)
a0 +D2

(
n

1

)
a0 + · · ·+Dr+1

(
n

r

)
a0

=

(
n

0

)
Da0 +

(
n

1

)
D2a0 + · · ·+Dr+1

(
n

r − 1

)
Dra0

v× Dr+1a0 = 0. LÆp l¹i, víi D2, . . . , Dj vµ ta nhËn ®îc

Djbn =

(
n

0

)
Dja0 +

(
n

1

)
Dj+1a0 + · · ·+

(
n

r − j

)
Dra0

vµ ®Õn Drbn = Dra0
(
n
r−r
)

= Dra0. Do ®ã Dr+1bn = Dr+1a0 = 0 víi mäi
n > 0 vµ Djb0 = Dja0 víi mäi 0 6 j 6 r. VËy theo Bæ ®Ò 2.2.4 cã an = bn
víi mäi n > 0.
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VÝ dô 2.2.6. Cho d·y (an) víi a0 = 3 vµ an+1 = an + 4n+ 1 víi mäi n > 0.
Chøng minh r»ng víi mçi sè tù nhiªn d¬ngm ®Òu cã n ®Ó an−3n−1 = 2m2.

Bµi gi¶i: V× Dan = an+1 − an = 4n + 1, D2an = Dan+1 −Dan = 4(n +
1) + 1 − 4n − 1 = 4 vµ D3an = 0 nªn theo §Þnh lý 2.2.5 ta cã ngay
an = 3

(
n
0

)
+Da0

(
n
1

)
+D2a0

(
n
2

)
+ 0 = 3 +n+ 2n(n− 1) = 2n2−n+ 3 hay

an − 3n− 1 = 2(n− 1)2 víi mäi n > 0. VËy víi mçi m cã am+1 − 3(m+
1)− 1 = 2m2.

VÝ dô 2.2.7. Cho d·y (an) víi a0 = 3, a1 = 2 vµ an+2 = 3an+1 − 2an −
6n2 + 14n− 5 víi mäi n > 0. X¸c ®Þnh an theo n.

Bµi gi¶i: V× an+2 − 2an+1 = an+1 − 2an − 6n2 + 14n − 5 nªn khi ®Æt
bn = an+1 − 2an ta sÏ cã bn+1 = bn − 6n2 + 14n − 5 vµ d·y (bn) víi
b0 = −4, bn+1 = bn − 6n2 + 14n− 5 víi mäi n > 0. V× Dbn = bn+1 − bn =
−6n2 + 14n − 5, D2bn = Dbn+1 −Dbn = −6(n + 1)2 + 14(n + 1) − 5 +
6n2 − 14n + 5 = −12n + 8 vµ D3bn = −12, D4bn = 0 nªn theo §Þnh lý
2.2.5 ta cã ngay bn = −4

(
n
0

)
+Da0

(
n
1

)
+D2a0

(
n
2

)
+D3a0

(
n
3

)
hay

bn = −4− 5n+ 8

(
n

2

)
− 12

(
n

3

)
= −2n3 + 10n2 − 13n− 4.

VËy a0 = 3, an+1 = 2an − 2n3 + 10n2 − 13n − 4 víi mäi n > 0. Víi d·y
kiÓu nµy, ta xÐt an = u.2n + an4 + bn3 + cn2 + dn+ e. Tõ ®©y dÔ dµng suy
ra an.

VÝ dô 2.2.8. Cho d·y (an) víi a0 = 5, a1 = 1 vµ an+1 = an + 6an−1 −
6n2 + 26n− 25 víi mäi n > 1. Chøng minh r»ng víi mäi tù nhiªn n ®Òu cã
an ≡ 2.3n + n2(mod 2n).

Bµi gi¶i: Víi d·y kiÓu nµy, tríc tiªn xÐt ®a thøc ®Æc trng x2 − x − 6 =
(x− 3)(x+ 2). TiÕp theo an = u3n + v(−2)n + +an3 + bn2 + cn+ d vµ xÐt

5 = a0 = u+ v + d

1 = a1 = 3u− 2v + a+ b+ c+ d

34 = a2 = 9u+ 4v + 8a+ 4b+ 2c+ d

39 = a3 = 27u− 8v + 27a+ 9b+ 3c+ d

226 = a4 = 81u+ 16v + 64a+ 16b+ 4c+ d

415 = a5 = 243u− 32v + 125a+ 25b+ 5c+ d.
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Gi¶i hÖ ®îc u = 2, v = 3, b = 1 vµ a = c = d = 0. Nh vËy cã c«ng thøc
an = 2.3n + 3.(−2)n + n2 vµ an ≡ 2.3n + n2(mod 2n) víi mäi n > 0.

Chó ý 2.2.9. NÕu cã ®a thøc g(x) tháa m·n an = g(n) th× an+1 − an =
g(n+ 1)− g(n) lµ mét ®a thøc cña n víi bËc nhá ®i 1.

2.3 Hµm sinh thêng vµ d·y Fibonacci, d·y Catalan

Mét trong nh÷ng nguån gèc dÉn ®Õn kh¸i niÖm hµm sinh chÝnh lµ §Þnh lý

khai triÓn nhÞ thøc Newton (1 + x)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
xk vµ khai triÓn thµnh chuçi

lòy thõa cña hµm ph©n thøc
1

1− x
= 1 + x + x2 + · · · + xn + · · · . §©y lµ

mét kü thuËt gi¶i tÝch víi nhiÒu øng dông trong tæ hîp vµ nghiªn cøu d·y sè.
Hµm sinh ®îc ph©n ra lµm hai lo¹i: Hµm sinh thêng vµ Hµm sinh mò. Ta
b¾t ®Çu víi kh¸i niÖm hµm sinh thêng díi ®©y:

§Þnh nghÜa 2.3.1. Cho d·y sè {an}, hoÆc tæng qu¸t h¬n lµ d·y hµm {an =

an(x)}. Chuçi luü thõa h×nh thøc f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ®îc gäi lµ hµm sinh

thêng cña d·y {an}.

KÕt qu¶ chÝnh

§Þnh lý sau ®©y ®· ®îc chøng minh trong Gi¶i tÝch.

§Þnh lý 2.3.2. Cho sè thùc d¬ng α. NÕu chuçi luü thõa h×nh thøc
∞∑
i=0

aix
i

héi tô tíi h(x) th× cho mäi x ∈ (−α, α) hµm h(x) cã h′(x) =
∞∑
i=1

iaix
i−1 vµ

h∫
0

f(t)dt =
∞∑
i=0

aix
i+1

i+ 1
.

§Þnh lý 2.3.3. D·y sè {an} ®îc gäi lµ d·y x¸c ®Þnh kiÓu tuyÕn tÝnh nÕu d·y
cã d¹ng : a0 = α0, . . . , as−1 = αs−1 vµ an+s = γ1an+s−1 + γ2an+s−2 + · · ·+
γsan, n > 0. Khi ®ã hµm sinh thêng f(x) cña d·y {an} lµ mét hµm h÷u

tØ
b0 + b1x+ · · ·+ brx

r

−1 + γ1x+ · · ·+ γsxs
, r < s, khi vµ chØ khi {an} lµ d·y x¸c ®Þnh kiÓu

tuyÕn tÝnh.
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Chøng minh: Gi¶ thiÕt a0 = α0, . . . , as−1 = αs−1 vµ an+s = γ1an+s−1 +
γ2an+s−2 + · · ·+ γsan, n ≥ 0. §Æt f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · · . Sö

dông an+s = γ1an+s−1 + γ2an+s−2 + · · ·+ γsan, n ≥ 0, ta cã (γ1x+ γ2x
2 +

· · ·+γsxs)f(x) = p(x)+f(x), trong ®ã p(x) lµ ®a thøc víi bËc deg p(x) < s.
§Æt q(x) = γ1x + γ2x

2 + · · · + γsx
s. Ta cã (q(x) − 1)f(x) = p(x). VËy

f(x) =
p(x)

q(x)− 1
hay hµm sinh thêng f(x) cña d·y lµ mét hµm h÷u tØ.

Ngîc l¹i, cho f(x) =
b0 + b1x+ · · ·+ brx

r

−1 + γ1x+ · · ·+ γsxs
=
p(x)

q(x)
, r < s.V× f(x)q(x) =

p(x) nªn khi so s¸nh hÖ sè cña c¸c xn ta cã hai hÖ
−a0 = b0

a0γ1 − a1 = b1

...

a0γs−1 + a1γs−2 + · · · − as−1 = bs−1 vµ
a0γs + a1γs−1 + · · · − as = 0

a1γs + a2γs−1 + · · · − as+1 = 0

a2γs + a3γs−1 + · · · − as+2 = 0

...

Gi¶i hÖ ®Çu cã nghiÖm a0 = α0, . . . , as−1 = αs−1. Tõ hÖ sau ta suy ra
an+s = γ1an+s−1 + γ2an+s−2 + · · · + γsan, n ≥ 0. Do ®ã {an} lµ d·y x¸c
®Þnh kiÓu tuyÕn tÝnh.

§Þnh lý 2.3.4. NÕu u(x) = −xs + γ1x
s−1 + · · · + γs = 0 cã c¸c nghiÖm

r1, . . . , rt víi c¸c béi t¬ng øng γ1, . . . , γt. Khi ®ã tån t¹i c¸c ®a thøc p1(n),
p2(n), . . . , pt(n) tháa m·n an = p1(n)rn1 + p2(n)rn2 + · · · + pt(n)rnt vµ
0 6 deg pi(n) 6 γi − 1 víi i = 1, 2, . . . , t.

Mét vµi vÝ dô

VÝ dô 2.3.5. D·y sè a0 = 5, a1 = 13, a2 = 35 vµ an+3 = 6an+2−11an+1+6an
víi n > 0. Chøng minh r»ng an ≡ 2n+1(mod 3n+1) vµ an ≡ 3n+1(mod 2n+1).

Bµi gi¶i: §a thøc p(x) = x3− 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3). VËy
an = a2n + b3n + c. Tõ ®iÒu kiÖn ban ®Çu suy ra an = 2n+1 + 3n+1.
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VÝ dô 2.3.6. XÐt d·y sè a0 = 11, a1 = 6, a2 = 18, a3 = 104, a4 = 346 vµ

an+5 = 6an+4 − 13an+3 + 14an+2 − 12an+1 + 8an, n > 0.

T×m sè nguyªn d¬ng lín nhÊt m ®Ó a2011 chia hÕt cho 2m.

Bµi gi¶i: §a thøc p(x) = x5 − 6x4 + 13x3 − 14x2 + 12x − 8 ®îc viÕt
thµnh p(x) = (x − 2)3(x − i)(x + i). VËy an = p1(n)2n + ain + b(−i)n.
Tõ ®iÒu kiÖn ban ®Çu suy ra an = (n2 + n + 1)2n + 5in + 5(−i)n. VËy
a2011 = (20112 + 2011 + 1)22011. Sè m cÇn t×m b»ng 2011.

Sö dông kh¸i niÖm hµm sinh vµ chuçi luü thõa h×nh thøc ®Ó xÐt mét sè
d·y sè ®Æc biÖt.

VÝ dô 2.3.7. XÐt d·y sè Fibonacci a0 = 0, a1 = 1, an+1 = an + an−1, n > 1.

C«ng thøc ®ãng cho hµm sinh thêng cña d·y lµ f(x) =
x

1− x− x2
. T×m

an theo n vµ chØ ra
∞∑
n=0

an
4n+1

=
1

11
.

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = a0+a1x+a2x
2+a3x

3+· · · .Khi ®ã (1−x−x2)f(x) =

x hay ta cã f(x) =
x

1− x− x2
. Víi a =

1 +
√

5

2
vµ b =

1−
√

5

2
, biÓu diÔn

f(x) qua chuçi lòy thõa f(x) =
1√
5

( 1

1− ax
− 1

1− bx
)
. VËy cã

f(x) =
1√
5

(
(1 + ax+ a2x2 + · · · )− (1 + bx+ b2x2 + · · · )

)
.

So s¸nh hÖ sè cña xn ë hai vÕ cã an =
an − bn√

5
vµ c«ng thøc ®ãng f(x) =

x

1− x− x2
. Víi x =

1

4
ta nhËn ®îc

∞∑
n=0

an
4n+1

=
1

11
.

Tõ kÕt qu¶ an =
an − bn√

5
ta suy ra c¸c ®ång nhÊt thøc sau ®©y:

VÝ dô 2.3.8. XÐt d·y sè Fibonacci a0 = 0, a1 = 1, an+1 = an + an−1, n > 1.
Khi ®ã ta cã

(i) [Ph¬ng tr×nh Biner] an =
an − bn√

5
, Ln = an + bn [Sè Lucas]. Do ®ã

lim
n→∞

an+1

an
= a.
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(ii) an =
1

2n−1

[n−1
2 ]∑

k=0

(
n

2k+1

)
5k =

[n−1
2 ]∑

k=0

(
n−k−1

k

)
.

(iii) a2n+1 = a2n + a2n+1, a3n = a3n + a3n+1 − a3n−1.

(iv) an = aan + an−1, b
n = ban + an−1.

(v) a3n + (−1)nan :̇ a2n.

(vi) NÕu p > 5 lµ sè nguyªn tè th× ap :̇ p vµ a2 + 1 = 2 :̇ 2, a3 + 1 =
3 :̇ 3, a5 = 5 :̇ 5.

Bµi gi¶i: (i),(ii),(iii),(iv) vµ (v) ®Òu ®îc suy ra tõ c«ng thøc an =
an − bn√

5
.

Víi p > 5 lµ sè nguyªn tè th× tõ (ii) cã ap =
1

2p−1

[p−1
2 ]∑

k=0

(
p

2k+1

)
5k :̇ p. Víi

VÝ dô 2.3.9. XÐt d·y Catalan a0 = 1, an+1 = a0an+a1an−1 + · · ·+an−1a1 +

ana0, n > 0. C«ng thøc ®ãng cho hµm sinh cña d·y lµ f(x) =
1−
√

1− 4x

2x
.

T×m c«ng thøc tÝnh an theo n.

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . Khi ®ã

f(x)f(x) = a20 + (a0a1 + a1a0)x+ (a0a2 + a1a1 + a2a0)x
2 + · · ·

= a1 + a2x+ a3x
2 + a4x

3 + · · · = f(x)− 1

x
.

VËy x[f(x)]2 − f(x) + 1 = 0. Gi¶i ph¬ng tr×nh nµy vµ do f(0) = 0 nªn

f(x) =
1−
√

1− 4x

2x
=

1

2x
− 1

2x
(1− 4x)

1
2 .

C«ng thøc ®ãng cho hµm sinh f(x) lµ f(x) =
1−
√

1− 4x

2x
. BiÓu diÔn

hµm nµy qua chuçi luü thõa f(x) =
1

2x

[
2x +

22

2!
x2 +

1.3

3!
23x3 + · · · +

1.3.5...(2n− 3)

n!
2nxx + · · ·

]
. So s¸nh hÖ sè ®îc an =

1

n+ 1

(
2n

n

)
víi mäi

sè nguyªn n > 1.
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VÝ dô 2.3.10. D·y sè (an) ®îc x¸c ®Þnh nh sau: a1 = 1 vµ an =
1

n!
+

a1
(n− 1)!

+
a2

(n− 2)!
+ · · · + an−1

1!
víi n > 1. X¸c ®Þnh c«ng thøc ®ãng cña

f(x) vµ chØ ra an =
F (n)(0)

n!
, trong ®ã F (x) =

−1

ex − 2
víi mäi n.

Bµi gi¶i: §Æt a0 = 1. XÐt hµm sinh f(x) =
∞∑
n=0

anx
n. Khi ®ã f(x)(ex−1) =(

a0+a1x+a2x
2+· · ·+anxn+· · ·

)( 1

1!
x+

1

2!
x2+· · ·+ 1

n!
xn+· · ·

)
= f(x)−1.

VËy f(x) =
−1

ex − 2
. Dùa vµo C«ng thøc khai triÓn Taylor-Maclaurin ta cã

an =
F (n)(0)

n!
, trong ®ã F (x) =

−1

ex − 2
víi mäi n.

2.4 Hµm sinh mò vµ d·y sè Stirling

KÕt qu¶ chÝnh

Nh mét sù tiÕp tôc, kh¸i niÖm hµm sinh mò sÏ ®îc ®Þnh nghÜa díi ®©y.

§Þnh nghÜa 2.4.1. Cho d·y sè {an}. Chuçi luü thõa h×nh thøc biÓu diÔn trong
d¹ng f(x) =

∞∑
n=0

an
n!
xn ®îc gäi lµ hµm sinh mò cña d·y {an}.

VÝ dô 2.4.2. Víi d·y sè (
(
m
n

)
) hµm sinh thêng f(x) =

∞∑
n=0

(
m
n

)
xn ®îc viÕt

thµnh f(x) =
∞∑
n=0

m!

(m− n)!n!
xn =

∞∑
n=0

An
m

n!
xn lµ hµm sinh mò cña d·y (An

m).

(m lµ sè cè ®Þnh cho tríc )

§Þnh nghÜa 2.4.3. Cho mét tËp h÷u h¹n S kh¸c rçng. Mét ph©n ho¹ch cña
S thµnh k phÇn, víi 1 6 k 6 n, lµ mét hä c¸c tËp con S1, . . . , Sk tháa m·n
ba ®iÒu kiÖn sau ®©y :

k⋃
i=1

Si = S

Si 6= ∅ víi mäi i

Si ∩ Sj = ∅ víi mäi i, j, i 6= j.
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§Þnh nghÜa 2.4.4. Cho tËp h÷u h¹n S kh¸c rçng. Sè c¸c ph©n ho¹ch cña tËp
S thµnh k phÇn ®îc ký hiÖu lµ S(n, k) vµ ®îc gäi lµ sè Stirling (lo¹i 2).

§Þnh lý 2.4.5. Víi hai sè nguyªn d¬ng n, k tháa m·n 1 6 k 6 n ta lu«n cã

k!S(n, k) =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
in.

Chøng minh: XÐt tËp S = {a1, a2, . . . , an} vµ R = {1, 2, . . . , k}. Theo
Bµi tËp 1.2.22, sè c¸c toµn ¸nh tõ S lªn R b»ng k!S(n, k). MÆt kh¸c, biÓu

diÔn ¸nh x¹ f : S → R qua

(
a1 a2 . . . an

f(a1) f(a2) . . . f(an)

)
ta cã ngay

{f(a1), f(a2), . . . , f(an)} = {1, 2, . . . , k}. ViÕt d·y sè f(a1) . . . f(an) nh
mét chØnh hîp lÆp chËp n cña k sè. Nh vËy, t¬ng øng mçi ¸nh x¹ f
víi ®óng mét chØnh hîp lÆp chËp n cña k sè. Sè chØnh hîp lÆp nµy ®óng
b»ng kn. Ký hiÖu A lµ tËp tÊt c¶ c¸c ¸nh x¹ tõ S vµo R vµ cho mçi i ký
hiÖu Ai lµ tËp con cña A gåm tÊt c¶ c¸c ¸nh x¹ tõ S vµo R \ {i}. Ta cã

|A| = kn, |Ai| = (k − 1)n vµ
s⋂
j=1

Aij = (k − s)n. TËp tÊt c¶ c¸c toµn ¸nh tõ

S lªn R ®óng b»ng A \
k⋃
i=1

Ai. Theo §Þnh lý 2.4.5, ta nhËn ®îc

k!S(n, k) = |A| − |
k⋃
i=1

Ai| = kn −
(
k

1

)
(k − 1)n

+

(
k

2

)
(k − 2)n − · · ·+ (−1)k

(
k

k

)
(k − k)n.

VËy k!S(n, k) =
k∑
i=0

(−1)i
(
k
i

)
(k − i)n =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
in.

HÖ qu¶ 2.4.6. Víi hai sè nguyªn d¬ng n, k tháa m·n 1 6 k 6 n ta lu«n cã

kn =
k∑
i=0

(
k

i

)
i!S(n, i).

Chøng minh: §Æt ak = k!S(n, k) vµ bi = in. Theo §Þnh lý 2.4.5, ta cã

ak =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
bi. §Æt ck = (−1)kak. Khi ®ã ck =

k∑
i=0

(−1)i
(
k
i

)
bi. Ký
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hiÖu ®¼ng thøc nµy nh sau ck = (1− b)k vµ hiÓu lµ sau khi khai triÓn thay bi

bëi bi.Víi ký hiÖu hiÖu h×nh thøc, ®óng víi mäi gi¸ trÞ cña x, cã thÓ viÕt ®ång
nhÊt thøc nh sau: (c+ x)k = (−b+ 1 + x)k. Cho x = −1 ta cã (−1)kbk =

(c− 1)k hay bk = (1− c)k =
k∑
i=0

(−1)i
(
k
i

)
ci. VËy kn =

k∑
i=0

(
k
i

)
i!S(n, i).

§Þnh lý 2.4.7. Hµm sinh mò cña d·y sè Stirling lµ f(x) =
∞∑
n=0

S(n, k)xn

n!
cã

c«ng thøc ®ãng b»ng
(ex − 1)k

k!
.

Chøng minh: Theo §Þnh lý 2.4.5, f(x) =
∞∑
n=0

1

n!

( 1

k!

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
in
)
xn.

Do ®ã k!f(x) =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

) ∞∑
n=0

(ix)n

n!
=

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
eix = (ex − 1)k

hay f(x) =
(ex − 1)k

k!
.

Mét vµi vÝ dô

VÝ dô 2.4.8. Ký hiÖu D(n) lµ sè c¸c ho¸n vÞ cña n phÇn tö kh«ng cã phÇn tö
cè ®Þnh, ch¼ng h¹n: Sè c¸c phÐp ho¸n vÞ π ∈ Sn sao cho π(k) 6= k víi mäi k.

DÔ dµng chØ raD(n) = n!
( 1

0!
− 1

1!
+

1

2!
−· · ·+ (−1)n

n!

)
. Hµm sinh mò cña d·y

(D(n)) lµ f(x) =
∞∑
n=0

D(n)

n!
xn. X¸c ®Þnh c«ng thøc ®ãng cña f(x) vµ chøng

minh D(n) = nD(n− 1) + (−1)n, D(n) = (n− 1)
(
D(n− 1) +D(n− 2)

)
.

Bµi gi¶i: Do bëi f(x) =
∞∑
n=0

D(n)

n!
xn =

∞∑
n=0

( 1

0!
− 1

1!
+

1

2!
−· · ·+ (−1)n

n!

)
xn

nªn f(x) =
( ∞∑
k=0

(−1)k

k!
xk
)( ∞∑

k=0

xk
)

= e−x.
1

1− x
=

1

ex(1− x)
.

Tõ f(x)(1−x) = e−x suy ra
D(n)

n!
−D(n− 1)

(n− 1)!
=

(−1)n

n!
vµ nh vËyD(n) =

nD(n − 1) + (−1)n. Tõ

{
D(n) = nD(n− 1) + (−1)n

D(n− 1) = (n− 1)D(n− 2) + (−1)n−1
suy

ra D(n) + D(n − 1) = nD(n − 1) + (n − 1)D(n − 2) hay D(n) = (n −
1)
(
D(n− 1) +D(n− 2)

)
.
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VÝ dô 2.4.9. Ký hiÖu D(n) lµ sè c¸c ho¸n vÞ cña n phÇn tö kh«ng cã phÇn

tö cè ®Þnh. Chøng minh r»ng
m∑
n=0

(
m
n

)
D(n) = m! víi mäi sè nguyªn m > n.

Bµi gi¶i: Do bëi f(x) =
∞∑
n=0

D(n)

n!
xn =

1

ex(1− x)
nªn f(x)ex =

1

1− x
.

VËy
( ∞∑
n=0

D(n)

n!
xn
)( ∞∑

n=0

1

n!
xn
)

=
∞∑
n=0

xn. So s¸nh hÖ sè cña xm ë hai vÕ ta

®îc
m∑
n=0

(
m
n

)
D(n) = m!.

VÝ dô 2.4.10. D·y sè Bell (Bn) ®îc x¸c ®Þnh nh sau: Bn =
n∑
k=1

S(n, k)

víi n > 1 vµ B0 = 1. X¸c ®Þnh c«ng thøc ®ãng cña f(x) =
∞∑
n=0

Bn

n!
xn.

Bµi gi¶i: DÔ dµng chØ ra Bn+1 =
n∑
k=0

(
n
k

)
Bk. §Æt f(x) =

∞∑
n=0

Bn

n!
xn. VËy

f(x)ex =
∞∑
n=0

1

n!
Bn+1x

n =
∞∑
n=0

(n + 1)
Bn+1

(n+ 1)!
xn = f ′(x). Tõ ®©y suy ra∫ f ′(x)

f(x)
dx =

∫
ex dx hay ln(f(x)) = ex + C. V× f(0) = B0 = 1 nªn

C = −1 vµ nh thÕ ln(f(x)) = ex − 1. Do ®ã f(x) = ee
x−1.

2.5 Hµm sinh cña d·y c¸c ®a thøc Bernoulli

§Þnh nghÜa 2.5.1. C¸c ®a thøc Bernoulli {Bn(x)} lµ nh÷ng ®a thøc tháa m·n
ba ®iÒu kiÖn sau ®©y:

(i) B0(x) = 1

(ii) B′n(x) = nBn−1(x) víi n > 1

(iii)
1∫
0

Bn(x)dx = 0 víi n > 1.

§Þnh nghÜa 2.5.2. Sè Bernoulli thø n lµ Bn(0) vµ ®îc ký hiÖu qua Bn víi
n = 0, 1, 2, . . . .

Bæ ®Ò 2.5.3. §¹o hµm cÊp s cña Bn(x) lµ B(s)
n (x) = n(n− 1) . . . (n− s +

1)Bn−s(x) vµ Bn(x) lµ ®a thøc bËc n.
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Chøng minh: B(s)
n (x) = n(n − 1) . . . (n − s + 1)Bn−s(x) ®îc suy ra tõ

®iÒu kiÖn (ii). V× B(n)
n (x) = n!B0(x) = n! nªn degBn(x) = n.

§Þnh lý 2.5.4. Ta cã ngay c¸c hÖ thøc sau ®©y: Bn(x) =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bsx

n−s vµ

B0 = 1,
n∑
s=0

(
n+1
s

)
Bs = 0, Bn ∈ Q.

Chøng minh: Ta lu«n cãBn(x) =
n∑
s=0

B
(s)
n (0)xs

s!
. Theo Bæ ®Ò 2.5.3,Bn(x) =

n∑
s=0

n!Bn−s(0)xs

s!(n− s)!
=

n∑
s=0

(
n
s

)
Bsx

n−s. Cho n ≥ 1, tõ ®iÒu kiÖn
1∫
0

Bn(x)dx = 0

ta suy ra hÖ thøc
1∫
0

( n∑
s=0

(
n
s

)
Bsx

n−s)dx = 0 hay
1

n+ 1

n∑
s=0

(
n+1
s

)
Bs = 0. V×

B0 = 1,
n∑
s=0

(
n+1
s

)
Bs = 0 nªn Bn ∈ Q víi mäi n (b»ng quy n¹p).
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Tõ kÕt qu¶ nµy, dÔ dµng nhËn ®îc mét sè ®ång nhÊt thøc vµ ®a thøc sau:

B0 = 1

2B1 +B0 = 0

3B2 + 3B1 +B0 = 0

4B3 + 6B2 + 4B1 +B0 = 0

5B4 + 10B3 + 10B2 + 5B1 +B0 = 0

6B5 + 15B4 + 20B3 + 15B2 + 6B1 +B0 = 0

. . .
n∑
s=0

(
n+ 1

s

)
Bs = 0.

B0(x) = 1

B1(x) = x− 1

2

B2(x) = x2 − x+
1

6

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x.

HÖ qu¶ 2.5.5. Ta cã ∆Bn(x) = Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1.

Chøng minh: Ta lu«n cã hÖ thøc díi ®©y:

Bn(x+ 1) =
n∑
s=0

B
(s)
n (1)xs

s!
=

n∑
s=0

(
n

s

)
Bs(1)xn−s.

HiÓn nhiªn B0(1) = B0(0) = 1. Cho n > 2, tõ ®iÒu kiÖn
1∫
0

Bm(x)dx = 0

khi m > 1 suy ra 0 =
1∫
0

nBn−1(x)dx =
1∫
0

B′n(x)dx = Bn(1) − Bn(0). Do

vËy, khi xÐt b(x) = Bn(x+ 1)−Bn(x), tõ §Þnh lý 2.5.4 ta cã

b(x) =
n∑
s=0

(
n

s

)[
Bs(1)−Bs(0)

]
xn−s =

(
n

1

)[
B1(1)−B1(0)

]
xn−1.
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V× B1(1)−B1(0) = 1 nªn ∆Bn(x) = Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1.

VÝ dô 2.5.6. Víi sè nguyªn d¬ng n, s cã
n−1∑
k=0

ks =
1

s+ 1

s∑
k=0

(
s+1
k

)
Bkn

s+1−k.

Bµi gi¶i: Theo HÖ qu¶ 2.5.5 cã
n−1∑
k=0

ks =
1

s+ 1

n−1∑
k=0

(
Bs+1(k+1)−Bs+1(k)

)
.

Nh vËy
n−1∑
k=0

ks =
1

s+ 1

(
Bs+1(n) − Bs+1(0)

)
=

1

s+ 1

s∑
k=0

(
s+1
k

)
Bkn

s+1−k

theo §Þnh lý 2.5.4.

VÝ dô 2.5.7. TÝnh tæng T =
n∑
k=0

k4 theo n.

Bµi gi¶i: Theo vÝ dô trªn cã
n∑
k=0

k4 =
1

5

(
B5(n + 1)− B5

)
vµ nh vËy nhËn

®îc T =
n5

5
+
n4

2
+
n3

3
− n

30
.

HÖ qu¶ 2.5.8. Ta cã Bn =
(−1)n

n!
det


(
2
0

) (
2
1

)
0 ... 0(

3
0

) (
3
1

) (
3
2

)
... 0

... ... ... ... ...(
n
0

) (
n
1

)
... ...

(
n
n−1
)(

n+1
0

) (
n+1
1

)
... ...

(
n+1
n−1
)

 .

Chøng minh: Tõ B0 = 1,
n∑
i=0

(
n+1
i

)
Bi = 0, ta cã hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh

víi c¸c Èn (B0, B1, . . . , Bn) :

(
1
0

)
B0 = 1(

2
0

)
B0 +

(
2
1

)
B1 = 0(

3
0

)
B0 +

(
3
1

)
B1 +

(
3
2

)
B2 = 0

...(
n+1
0

)
B0 +

(
n+1
1

)
B1 + · · ·+

(
n+1
n

)
Bn = 0.
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HÖ nµy cã nghiÖm (B0, B1, . . . , Bn). TÝnh Bn qua ®Þnh thøc ta ®îc

Bn det



(
1
0

)
0 0 ... 0 0(

2
0

) (
2
1

)
0 ... 0 0(

3
0

) (
3
1

) (
3
2

)
... 0 0

... ... ... ... ... ...(
n
0

) (
n
1

)
... ...

(
n
n−1
)

0(
n+1
0

) (
n+1
1

)
... ...

(
n+1
n−1
) (

n+1
n

)



= det



(
1
0

)
0 0 ... 0 1(

2
0

) (
2
1

)
0 ... 0 0(

3
0

) (
3
1

) (
3
2

)
... 0 0

... ... ... ... ... ...(
n
0

) (
n
1

)
... ...

(
n
n−1
)

0(
n+1
0

) (
n+1
1

)
... ...

(
n+1
n−1
)

0



hay Bn =
(−1)n

n!
det


(
2
0

) (
2
1

)
0 ... 0(

3
0

) (
3
1

) (
3
2

)
... 0

... ... ... ... ...(
n
0

) (
n
1

)
... ...

(
n
n−1
)(

n+1
0

) (
n+1
1

)
... ...

(
n+1
n−1
)

 .

XÐt d·y sè Bernoulli {Bn} víi B0 = 1,
n∑
i=0

(
n+1
i

)
Bi = 0, n > 1. Hµm sinh

mò cña d·y c¸c sè Bernoulli {Bn} lµ B(x) =
∞∑
n=0

Bnx
n

n!
.

§Þnh lý 2.5.9. C«ng thøc ®ãng cña hµm sinh mò B(x) cña d·y c¸c sè

Bernoulli lµ
x

ex − 1
.

Chøng minh: V×
n∑
s=0

(
n+1
s

)
Bs = 0 nªnBn+1 =

n+1∑
s=0

(
n+1
s

)
Bs víi n = 1, 2, . . . .

ThÕ n + 1 qua n ®îc Bn =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bs víi n = 2, 3, . . . . V× B0 =

(
0
0

)
B0

vµ B1 =
(
1
0

)
B0 +

(
1
1

)
B1 − 1 nªn B(x) = −x +

∞∑
n=0

( n∑
s=0

(
n
s

)
Bs

)xn
n!

=

−x+
∞∑
n=0

n∑
s=0

(Bsx
s

s!

)( xn−s

(n− s)!
)

= −x+B(x)ex. VËy B(x) =
x

ex − 1
.
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HÖ qu¶ 2.5.10. Cho n 6= 1 vµ n lÎ cã Bn = 0.

Chøng minh: V× 1 +
∞∑
n=2

Bnx
n

n!
= B(x) − B1x =

x

ex − 1
+
x

2
nªn 1 +

∞∑
n=2

Bnx
n

n!
=
x(ex + 1)

2(ex − 1)
. V×

x(ex + 1)

2(ex − 1)
lµ hµm ch½n nªn Bn = 0 khi n 6= 1 vµ

n lµ sè lÎ.

§Þnh lý 2.5.11. [Euler] Ta cã
∞∑
n=0

Bn(x)

n!
zn =

zexz

ez − 1
.

Chøng minh: V× Bn(x) =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bsx

n−s theo §Þnh lý 2.5.4 nªn ta nhËn

®îc biÓu diÔn

∞∑
n=0

Bn(x)

n!
zn =

∞∑
n=0

n∑
s=0

(
n
s

)
Bsx

n−s

n!
zn

=
∞∑
n=0

n∑
s=0

Bsx
n−s

s!(n− s)!
zn =

∞∑
s=0

Bsz
s

s!

∞∑
r=0

xrzr

r!
.

Theo §Þnh lý 2.5.9 ta cã
∞∑
n=0

Bn(x)

n!
zn =

z

ez − 1
exz =

zexz

ez − 1
.

HÖ qu¶ 2.5.12. Ta lu«n cã

(i)
n−1∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x) = nxn−1 víi mäi n > 2.

(ii) Bn(x+ y) =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x)yn−s.

Chøng minh: (i) Theo §Þnh lý 2.5.11, ta cã biÓu diÔn
∞∑
n=0

Bn(x+ 1)

n!
zn =

zexz

ez − 1
ez =

( ∞∑
r=0

Br(x)

r!
zr
)( ∞∑

s=0

zs

s!

)
. So s¸nh hÖ sè cña zn ë hai vÕ, ta ®îc

Bn(x+1) =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x) hayBn(x+1) = Bn(x)+

n−1∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x).V×Bn(x+

1)−Bn(x) = nxn−1 theo HÖ qu¶ 2.5.5 nªn
n−1∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x) = nxn−1, n > 2.
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(ii) Tõ
ze(x+y)z

ez − 1
=

zexz

ez − 1
eyz ta suy ra sù b»ng nhau gi÷a hai chuçi

∞∑
n=0

Bn(x+ y)

n!
zn =

( ∞∑
r=0

Br(x)

r!
zr
)( ∞∑

s=0

yszs

s!

)
vµ nh vËy

∞∑
n=0

Bn(x+ y)

n!
zn =

∞∑
r,s=0

Bs(x)yr

s!r!
zs+r. So s¸nh hÖ tö cña zn cã

Bn(x+ y) =
n∑
s=0

(
n
s

)
Bs(x)yn−s.

VÝ dô 2.5.13.
∞∑
n=0

Bn(mx)

n!
zn =

1

m

m−1∑
k=0

∞∑
n=0

mnzn

n!
Bn(x +

k

m
) víi mäi sè

nguyªn m > 1.

Bµi gi¶i: V×
1

ez − 1
=

1 + ez + e2z + · · ·+ e(m−1)z

emz − 1
nªn theo §Þnh lý 2.5.11,

ta cã biÓu diÔn
∞∑
n=0

Bn(mx)

n!
zn =

zemxz

ez − 1
=

1

m

mzemxz

ez − 1
hay

∞∑
n=0

Bn(mx)

n!
zn =

1

m

emxzmz(1 + ez + · · ·+ e(m−1)z)

emz − 1

=
1

m

m−1∑
k=0

mze
mz(x+

k

m
)

emx − 1

=
1

m

m−1∑
k=0

∞∑
n=0

mnzn

n!
Bn(x+

k

m
).

VËy
∞∑
n=0

Bn(mx)

n!
zn =

1

m

m−1∑
k=0

∞∑
n=0

mnzn

n!
Bn(x+

k

m
) víi mäi m > 1.

VÝ dô 2.5.14. Víi hai sè nguyªn m,n > 1 h·y t×m tÊt c¶ c¸c ®a thøc f(x)

víi hÖ tö cao nhÊt b»ng 1 tháa m·n m−nf(mx) =
1

m

m−1∑
k=0

f(x+
k

m
).

Bµi gi¶i: Tõ
∞∑
n=0

Bn(mx)

n!
zn =

1

m

m−1∑
k=0

∞∑
n=0

mnzn

n!
Bn(x+

k

m
) theo VÝ dô 2.5.13

ta suy ra m−nBn(mx) =
1

m

m−1∑
k=0

Bn(x+
k

m
). VËy Bn(x) tháa m·n ®Çu bµi.
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TÝnh duy nhÊt: Gi¶ sö cã hai ®a thøc ph©n biÖt p(x) = xn + axn−1 + · · · vµ
q(x) = xn+bxn−1+· · · tháa m·n ®Çu bµi. Khi ®ã hiÖu δ(x) = p(x)−q(x) =
cxd + · · · víi c 6= 0 vµ d < n còng tháa m·n ®Çu bµi. V× m−nδ(mx) =
1

m

m−1∑
k=0

δ(x +
k

m
) nªn ta cã c = md−nc hay c = 0 : v« lý, do m > 1 vµ

d < n.

VÝ dô 2.5.15. NÕu cã
x

ex − 1
= 1 +

∞∑
n=1

un
n!
xn th× c¸c un ∈ Q víi mäi n.

Bµi gi¶i: Gi¶ sö
x

ex − 1
= 1 +

∞∑
n=1

un
n!
xn. Khi ®ã, qua quy ®ång vµ gi¶n íc

x, nhËn ®îc ®ång nhÊt thøc 1 =
(
1 +

∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
xn
)(

1 +
∞∑
n=1

un
n!
xn
)
. So

s¸nh hÖ sè cña xn ë hai vÕ, cã
un
n!1!

+
un−1

(n− 1)!2!
+ · · ·+ u1

1!n!
+

1

(n+ 1)!
= 0

víi mäi n > 1. BiÓu diÔn d¹ng tæ hîp qua viÖc nh©n hai vÕ víi (n+ 1)! :(
n+ 1

1

)
un +

(
n+ 1

2

)
un−1 + · · ·+

(
n+ 1

n

)
u1 + 1 = 0, n > 1,

hay viÕt theo kiÓu h×nh thøc (u+ 1)n+1 − un+1 = 0 víi chó ý: Sau khi khai
triÓn xong ph¶i viÕt uk thµnh uk. Tõ ®ång nhÊt thøc nµy ta cã hÖ ph¬ng
tr×nh tuyÕn tÝnh v« h¹n díi ®©y:

2u1 + 1 = 0

3u2 + 3u1 + 1 = 0

4u3 + 6u2 + 4u1 + 1 = 0

5u4 + 10u3 + 10u2 + 5u1 + 1 = 0

6u5 + 15u4 + 20u3 + 15u2 + 6u1 + 1 = 0

. . . .

Nh vËy un = Bn ∈ Q víi mäi n.

2.6 Hµm sinh Dirichlet vµ hµm Zeta-Riemann

§Þnh nghÜa 2.6.1. Víi hµm sè häc f : N→ C, vµ s > 1, chuçi luü thõa h×nh
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thøc F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
®îc gäi lµ chuçi Dirichlet t¬ng øng f. Cho d·y sè

{an}. Chuçi g(s) =
∞∑
n=1

an
ns

cßn ®îc gäi lµ hµm sinh Dirichlet.

Ta c«ng nhËn hai ®Þnh lý sau vÒ tÝnh duy nhÊt, tÝnh nh©n cña chuçi Dirichlet:

§Þnh lý 2.6.2. Cho hai chuçi Dirichlet F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
vµ G(s) =

∞∑
n=1

g(n)

ns

t¬ng øng c¸c hµm sè häc f, g : N→ C. NÕu cã sè δ ∈ R sao cho F (s) =
G(s) víi mäi s > δ th× f(n) = g(n) cho mäi n.

§Þnh lý 2.6.3. Cho ba chuçi Dirichlet Fi(s) =
∞∑
n=1

fi(n)

ns
t¬ng øng ba hµm

sè häc fi : N → C, i = 1, 2, 3. NÕu f3(n) =
∑

u,v,uv=n
f1(u)f2(v) víi mçi

n ∈ N th× F3(s) = F1(s)F2(s).

§Þnh lý 2.6.4. Cho sè s > 1 vµ hai d·y sè {an}, {bn}. XÐt hai hµm sinh

Dirichlet g(s) =
∞∑
n=1

an
ns

vµ h(s) =
∞∑
n=1

bn
ns
. Gi¶ thiÕt hai chuçi

∞∑
n=1

|an|
ns

vµ

∞∑
n=1

|bn|
ns

héi tô trong kho¶ng (s0,∞). Khi ®ã g(s)h(s) còng lµ mét hµm sinh

Dirichlet sinh ra bëi d·y {cn} víi cn =
∑
uv=n

aubv trong kho¶ng (s0,∞).

Chøng minh: Theo phÐp nh©n c¸c chuçi ta cã

g(s)h(s) = (
∞∑
u=1

au
us

)(
∞∑
v=1

bv
vs

) =
∞∑
u=1

∞∑
v=1

aubv
(uv)s

=
∞∑
n=1

∑
uv=n

aubv

ns
.

VËy g(s)h(s) lµ mét hµm sinh Dirichlet sinh ra bëi d·y {cn} víi cn =∑
uv=n

aubv.

§Þnh lý 2.6.5. NÕu f lµ mét hµm nh©n th×
∞∑
n=1

f(n)

ns
=
∏
p

(
∞∑
i=0

f(pi)

pis
), trong

®ã tÝch lÊy theo tÊt c¶ c¸c sè nguyªn tè p. Chuçi
∞∑
n=1

f(n)

ns
®îc gäi lµ hµm

sinh Dirichlet cña hµm sè häc f.
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Chøng minh: Khai triÓn tÝch ë vÕ ph¶i cña hÖ thøc trªn ta cã∏
p

(
∞∑
i=0

f(pi)

pis
) =

∞∏
j=1

(
1 +

∞∑
i=1

f(pij)

pisj

)
=
∑ f(p

λj1
j1

)f(p
λj2
j2

) . . . f(p
λjr
jr

)

p
sλj1
j1

p
sλj2
j2

. . . p
sλjr
jr

=
∑

f(pλ11 p
λ2
2 . . . pλrr ), v× f lµ hµm sè nh©n,

=
∞∑
n=1

f(n)

ns
, n = p

λj1
j1
p
λj2
j2
. . . p

λjr
jr
,

trong ®ã pt lµ sè nguyªn tè thø t. Nh vËy hÖ thøc trªn lµ ®óng.

Chó ý 2.6.6. Ta sö dông tÝch h÷u h¹n Tk =
k∏
i=1

( ∞∑
j=1

f(pji )

pjsi

)
. Sau ®ã cho

k →∞.

§Þnh nghÜa 2.6.7. Cho sè s > 1 vµ d·y sè {an}. Chuçi luü thõa h×nh thøc

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
®îc gäi lµ hµm zeta Riemann.

§Þnh lý 2.6.8. Víi s > 1 ta cã

(i) ζ2(s) =
∞∑
n=1

d(n)

ns
.

(ii) ζ(s) =
∞∑
j=1

1

1− p−sj
.

(iii)
1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
.

Chøng minh: (i) Theo §Þnh lý 2.6.4, ζ2(s) =
∞∑
n=1

∑
u|n

1.1

ns
=
∞∑
n=1

d(n)

ns
.

(ii) Theo §Þnh lý 2.6.5 víi f(n) = 1 cã ζ(s) =
∞∏
j=1

(
∞∑
i=0

1

pisj
) =

∞∑
j=1

1

1− p−sj
.

(iii) Ký hiÖu G(s) lµ hµm sinh Dirichlet cña hµm sè häc µ. Khi ®ã

G(s) =
∞∑
n=1

µ(n)

ns
=
∞∏
j=1

(
∞∑
i=0

µ(pij)

pisj
) =

∞∏
j=1

(1− p−sj ) =
1

ζ(s)
.
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Nh vËy
1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
.

§Þnh lý 2.6.9. Ta cã ζ(2) =
π2

6
.

Chøng minh: C«ng thøc khai triÓn Fourier cña hµm f(x) trªn [−π, π] :

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),


an =

1

π

π∫
−π
f(x) cosnx dx

bn =
1

π

π∫
−π
f(x) sinnx dx

n > 1.

Víi hµm sè ch½n f(x) = x2 cã x2 =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx, an =
2

π

π∫
0

x2 cosnx dx

cho mäi n ≥ 0. VËy x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n cosnx

n2
. Cho x = π ta cã

ζ(2) =
π2

6
.

2.7 TÝch v« h¹n

§Þnh nghÜa 2.7.1. Víi d·y sè (an) ta ®Æt tÝch a1a2 . . . an . . . =
∞∏
n=1

an. TÝch

nµy ®îc gäi lµ mét tÝch v« h¹n. Ký hiÖuAk =
k∏

n=1
an.NÕu tån t¹i lim

n→+∞
An =

A th× A ®îc gäi lµ gi¸ trÞ cña tÝch v« h¹n
∞∏
n=1

an vµ viÕt A =
∞∏
n=1

an.

VÊn ®Ò ®Æt ra: Khi nµo tån t¹i gi¸ trÞ cña tÝch v« h¹n
∞∏
n=1

an ®èi víi mét d·y

sè cho tríc (an).
Ta cã kÕt qu¶ sau ®©y cña G.M. Fichtenholz vÒ tÝnh héi tô cña mét tÝch qua
héi tô cña mét tæng t¬ng øng:

§Þnh lý 2.7.2. [ Fichtenholz] Cho d·y c¸c sè d¬ng (an) vµ d·y c¸c sè ©m
(bn). Khi ®ã
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(i) TÝch v« h¹n
∞∏
i=1

(1 + an) héi tô khi vµ chØ khi tæng v« h¹n
∞∑
i=1

an héi tô.

(ii) TÝch v« h¹n
∞∏
i=1

(1 + bn) héi tô khi vµ chØ khi tæng v« h¹n
∞∑
i=1

bn héi tô.

Chøng minh: (i) HiÓn nhiªn, nÕu tÝch v« h¹n
∞∏
i=1

(1 + an) hoÆc tæng v« h¹n

∞∑
i=1

an héi tô th× lim
n→+∞

an = 0. Khi ®ã lim
n→+∞

ln(1 + an)

an
= 1. Do bëi tÝch v«

h¹n P =
∞∏
i=1

(1 + an) héi tô khi vµ chØ khi tæng v« h¹n lnP =
∞∑
i=1

ln(1 + an)

héi tô. VËy viÖc héi tô hay ph©n kú cña
∞∑
i=1

ln(1 + an) vµ
∞∑
i=1

an lµ t¬ng

®¬ng. Tõ ®©y suy ra tÝch v« h¹n
∞∏
i=1

(1 + an) héi tô khi vµ chØ khi tæng v«

h¹n
∞∑
i=1

an héi tô.

VÝ dô 2.7.3. Gi¶ sö d·y (an) ®îc x¸c ®Þnh nh sau: a1 = 1 vµ an+1 =
(n+ 1)3 − 1

(n+ 1)3 + 1
an víi mäi n > 1. T×m lim

n→+∞
an vµ tÝch v« h¹n

∞∏
n=2

(n3 − 1

n3 + 1

)
.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn ak =
k∏

n=2

(n3 − 1

n3 + 1

)
. Do bëi n + 1 = (n + 2) − 1 vµ

n2 + n + 1 = (n + 1)2 − (n + 1) + 1 nªn ak =
2(k2 + k + 1)

3k(k + 1)
. Do ®ã

lim
n→+∞

an =
2

3
vµ tÝch v« h¹n

∞∏
n=2

(n3 − 1

n3 + 1

)
=

2

3
.

VÝ dô 2.7.4. §Æt In =
π/2∫
0

sinn x dx . Khi ®ã In+1 =
n

n+ 1
In−1 víi mäi n > 1.

Tõ ®ã suy ra

(i)


π/2∫
0

sin2n x dx =
(2n− 1)(2n− 3) . . . 3.1

2n(2n− 2) . . . 4.2

π

2
π/2∫
0

sin2n+1 x dx =
2n(2n− 2) . . . 4.2

(2n+ 1)(2n− 1) . . . 3.1
.
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(ii)
[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n+ 1
<
π

2
<
[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n
.

(iii) [Wallis]
π

2
= lim

n→+∞

[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n+ 1
.

Bµi gi¶i: (i) HiÓn nhiªn In+1 =
π/2∫
0

sinn x(. − cosx). Tõ ®©y suy ra In+1 =

nIn−1 − nIn+1 vµ ta nhËn ®îc In+1 =
n

n+ 1
In−1 víi mäi n > 1. Tõ c«ng

thøc truy håi nµy suy ra


π/2∫
0

sin2n x dx =
(2n− 1)(2n− 3) . . . 3.1

2n(2n− 2) . . . 4.2

π

2
π/2∫
0

sin2n+1 x dx =
2n(2n− 2) . . . 4.2

(2n+ 1)(2n− 1) . . . 3.1
.

(ii) Tõ
π/2∫
0

sin2n+1 x dx <
π/2∫
0

sin2n x dx <
π/2∫
0

sin2n−1 x dx suy ra hai bÊt ®¼ng

thøc
(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
<

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
vµ nhËn ®îc c¸c bÊt ®¼ng thøc[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n+ 1
<
π

2
<
[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n
.

(iii) Tõ (ii) suy ra giíi h¹n
π

2
= lim

n→+∞

[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n+ 1
.

VÝ dô 2.7.5. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n
∞∏
n=1

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
héi tô vµ t×m

gi¸ trÞ cña nã.

Bµi gi¶i: Do bëi
∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2
héi tô nªn tÝch v« h¹n

∞∏
n=2

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
héi tô theo §Þnh lý 2.7.2.

Tõ
π

2
= lim

n→+∞

[ (2n)!!

(2n− 1)!!

]2 1

2n+ 1
=

2

1
.
2

3
.
4

3
.
4

5
. . .

2n

2n− 1
.

2n

2n+ 1
. . . theo

VÝ dô 2.7.4 ta suy ra
π

4
=
(2

3
.
4

3

)
.
(4

5
.
6

5

)
. . .
(2n− 2

2n− 1
.

2n

2n− 1

)
. . . . Do vËy

cã giíi h¹n
π

4
=
∞∏
n=1

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
.

VÝ dô 2.7.6. Gi¶ sö d·y sè (xk) ®îc x¸c ®Þnh bëi x0 = 1 vµ xk+1 =
(

1 −
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1

4(k + 1)2

)
xk víi mäi k > 0. Chøng minh r»ng d·y (xk) héi tô vµ x¸c ®Þnh

giíi h¹n cña nã.

Bµi gi¶i: Do bëi
∞∑
n=1

1

4n2
héi tô nªn tÝch v« h¹n

∞∏
n=1

(
1 − 1

4n2

)
héi tô theo

§Þnh lý 2.7.2. V× xk+1 =
(

1 − 1

4(k + 1)2

)
xk =

n+1∏
k=1

(
1 − 1

4k2

)
nªn d·y sè

(xk) héi tô vµ lim
k→+∞

xk =
∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
.

Tõ
2

π
=

1

2
.
3

2
.
3

4
.
5

4
. . .

2n− 1

2n
.
2n+ 1

2n
. . . theo VÝ dô 2.7.4 ta suy ra

2

π
=(1

2
.
3

2

)
.
(3

4
.
5

4

)
. . .
(2n− 1

2n
.
2n+ 1

2n

)
. . . . Do vËy ta nhËn ®îc ngay giíi h¹n

2

π
=
∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
hay lim

k→+∞
xk =

2

π
.

VÝ dô 2.7.7. §¸nh sè c¸c sè nguyªn tè theo thø tù t¨ng dÇn p1 = 2, p2 =

3, p3 = 5, . . . . Khi ®ã ta cã
∞∏
i=1

1

1− 1

p2i

=
π2

6
. Tõ ®ã suy ra

n∏
i=1

1

1− 1

p2i

<
5

3
.

Bµi gi¶i: Ta cã
∞∏
i=1

1

1− 1

p2i

= ζ(2) =
π2

6
theo §Þnh lý 2.6.9. Do bëi π2 < 10

nªn
n∏
i=1

1

1− 1

p2i

<
∞∏
i=1

1

1− 1

p2i

=
π2

6
<

5

3
.

VÝ dô 2.7.8. D·y sè thùc (xn) ®îc x¸c ®Þnh bëi x2 = 4 vµ víi mäi n > 2

cã xn+1 =
n4 + 2n3 − 2n− 1

n4
xn. T×m giíi h¹n cña d·y

(xn
n2
)
khi n→ +∞.

Bµi gi¶i: DÔ dµng suy ra xn+1 =
(n+ 1)2(n2 − 1)

n4
xn vµ ta cã

xn+1

(n+ 1)2
=

n2 − 1

n2
xn
n2

víi mçi sè nguyªn d¬ng n. §Æt zn =
xn
n2

víi mçi sè nguyªn

d¬ng n. Khi ®ã zk+1 = (1− 1

k2
)zk =

k∏
n=2

(1− 1

n2
)z2 =

k∏
n=2

(1− 1

n2
). Do bëi
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zk+1 =
k∑

n=1
(1 − 1

n2
) =

1

2

k + 1

k
→ 1

2
khi k → +∞. VËy giíi h¹n cña d·y(xn

n2
)
b»ng

1

2
khi n→ +∞.

VÝ dô 2.7.9. [VMO 2011] D·y sè thùc (xn) x¸c ®Þnh bëi x1 = 1 vµ xn =
2n

(n− 1)2

n−1∑
i=1

xi víi mäi n > 2. §Æt yn = xn+1−xn víi mçi sè nguyªn d¬ng

n. Chøng minh r»ng d·y sè (yn) cã giíi h¹n h÷u h¹n khi n→ +∞.

Bµi gi¶i: DÔ dµng suy ra xn+1 =
(n+ 1)(n2 + 1)

n3
xn vµ yn = xn+1 − xn =

n2 + n+ 1

n2
xn
n

víi mçi sè nguyªn d¬ng n. §Æt zn =
xn
n

víi mçi sè nguyªn

d¬ng n. Khi ®ã zk+1 =
xk+1

k + 1
= (1+

1

k2
)zk =

k∏
n=1

(1+
1

n2
)z1 =

k∏
n=1

(1+
1

n2
).

Do bëi
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
theo §Þnh lý 2.6.9 nªn

∞∏
n=1

(1+
1

n2
) theo §Þnh lý 2.7.2 hay

(zn) cã giíi h¹n h÷u h¹n z khi n→ +∞. V× yn =
n2 + n+ 1

n2
zn víi mçi sè

nguyªn d¬ng n nªn d·y (yn) còng cã giíi h¹n h÷u h¹n z khi n→ +∞.

2.8 §ång nhÊt thøc Newton

Sö dông chuçi luü thõa h×nh thøc ®Ó chøng minh mét sè ®ång nhÊt thøc liªn
quan ®Õn ®a thøc ®èi xøng c¬ b¶n. Gi¶ sö x1, . . . , xn lµ n tham sè. Ký hiÖu

δ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

δ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

...

δn = x1x2 . . . xn

Nt = xt1 + xt2 + · · ·+ xtn, t = 1, 2, . . . , N0 = n

ph = ph(x1, . . . , xn) =
∑

i1+···+in=h
xi11 x

i2
2 · · ·xinn .

§Þnh lý 2.8.1. [Newton] Ta cã c¸c ®ång nhÊt thøc sau ®©y:

Nt −Nt−1δ1 + · · ·+ (−1)t−1N1δt−1 + (−1)ttδt = 0, 1 6 t 6 n,

Nt −Nt−1δ1 + · · ·+ (−1)n−1Nt−n+1δn−1 + (−1)nNt−nδn = 0, t > n.
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Chøng minh: Víi f(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) ta nhËn ®îc

f ′(x)

f(x)
=

1

x− x1
+ · · ·+ 1

x− xn
=

1

x
[

1

1− x1
x

+ · · ·+ 1

1− xn
x

].

VËy
f ′(x)

f(x)
=
∞∑
t=0

xt1 + xt2 + · · ·+ xtn
xt+1

=
∞∑
t=0

Nt

xt+1
hay

f ′(x)

xn−1
=
f(x)

xn

∞∑
t=0

Nt

xt
.

Tõ ®©y cã ®îc ®ång nhÊt thøc n−(n−1)
δ1
x

+(n−2)
δ2
x2
−· · ·+(−1)n−1

δn−1
xn−1

= [1− δ1
x

+
δ2
x2
− · · · + (−1)n

δn
xn

][n +
δ1
x

+ · · · + δt
xt

+ · · · ]. So s¸nh hÖ sè

cña
1

xt
ë hai vÕ ta cã c¸c ®ång nhÊt thøc Newton.

HÖ qu¶ 2.8.2. Gi¶ sö hai hÖ c¸c sè thùc a1, . . . , an vµ b1, . . . , bn tháa m·n
n∑
k=1

ask =
n∑
k=1

bsk víi mäi s = 1, 2, . . . , n. Khi ®ã cã phÐp ho¸n vÞ π thuéc

nhãm ®èi xøng Sn ®Ó ak = bπ(k) víi k = 1, 2, . . . , n.

Chøng minh: Sö dông §Þnh lý 2.8.1, qua quy n¹p theo s nhËn ®îc c¸c
®ång nhÊt thøc δs(a1, . . . , an) = δs(b1, . . . , bn) víi mäi s = 1, 2, . . . , n. Tõ

®©y suy ra
n∏
k=1

(x − ak) =
n∏
k=1

(x − bk). VËy cã phÐp ho¸n vÞ π thuéc nhãm

®èi xøng Sn ®Ó ak = bπ(k) víi k = 1, 2, . . . , n.

§Þnh lý 2.8.3. §Æt ui = (−1)i+1δi víi 1 6 i 6 n. Khi ®ã cã ®ång nhÊt thøc

Nt =
∑ t(λ1 + λ2 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! · · ·λn!
uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn ,

trong ®ã tæng lÊy theo tÊt c¶ c¸c hÖ (λ1, λ1, . . . , λn) c¸c sè nguyªn kh«ng
©m tháa m·n λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn = t.

Chøng minh: Víi f(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) ta nhËn ®îc

f ′(x)

f(x)
=

∞∑
t=0

xt1 + xt2 + · · ·+ xtn
xt+1

=
∞∑
t=0

Nt

xt+1
, (1).

DÔ dµng thÊy f(x) = xn − u1xn−1 − u2xn−2 − · · · − un. BiÓu diÔn f(x) =
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xn − g(x). Ta cã
f(x)

xn
= 1− g(x)

xn
. ViÕt thµnh chuçi lòy thõa h×nh thøc

f ′(x)

f(x)
=

f ′(x)

xn
1

1− g(x)

xn

=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(
g(x)

xn
)t

=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(δ1
x
− δ2
x2

+ · · ·+ (−1)n−1
δn
xn
)t
, (2).

Tõ (1), (2) ta suy ra
∞∑
t=0

Nt

xt+1
=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(u1
x

+
u2
x2

+ · · ·+ un
xn
)t

=
∞∑
t=0

(u1
x

+
u2
x2

+ · · ·+ un
xn
)t

(
n

x
− (n− 1)u1

x2
− · · · − un−1

xn
)

=
∞∑
t=0

[∑ t!uλ11 u
λ2
2 · · ·uλnn

λ1!λ2! . . . λn!xh+1

]
(n− (n− 1)u1

x
− · · · − un−1

xn−1
).

ë ®ã tæng lÊy theo tÊt c¶ c¸c sè nguyªn kh«ng ©m tho¶ m·n λ1 + 2λ2 + · · ·+
nλn = h vµ λ1 + λ2 + · · ·+ λn = t. VËy

∞∑
t=0

Nt

xt+1
=

∞∑
t=0

[∑ (λ1 + · · ·+ λn)!u
λ1
1 u

λ2
2 · · ·uλnn

λ1!λ2! . . . λn!xλ1+2λ2+···+nλn+1

]
(n− (n− 1)u1

x
− · · · − un−1

xn−1
).

ë ®ã tæng lÊy theo tÊt c¶ c¸c hÖ (λ1, λ1, . . . , λn) c¸c sè nguyªn kh«ng ©m.

So s¸nh hÖ sè cña
1

xt+1
ë hai vÕ ta cã hÖ sè cña uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn ®óng b»ng

(λ1 + · · ·+ λn)!n

λ1!λ2! . . . λn!
− (λ1 + · · ·+ λn − 1)!(n− 1)

(λ1 − 1)!λ2! . . . λn!
−

· · · − (λ1 + · · ·+ λn − 1)!1

λ1!λ2! . . . (λn−1 − 1)!λn!

víi λ1 + 2λ2 + · · · + nλn = t. BiÕn ®æi c¸c sè h¹ng ta cã hÖ sè cña
uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn b»ng

(λ1 + · · ·+ λn − 1)![λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn]

λ1!λ2! . . . λn!
=
t(λ1 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! . . . λn!
.
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Tãm l¹i Nt =
∑ t(λ1 + λ2 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! · · ·λn!
uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn , trong ®ã tæng

lÊy theo tÊt c¶ c¸c hÖ (λ1, λ1, . . . , λn) c¸c sè nguyªn kh«ng ©m tho¶ m·n
λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn = t.

MÖnh ®Ò 2.8.4. Ta lu«n cã
n∑
h=0

(−1)hδhpn−h = 0. Tõ ®ã suy ra

δn = det


p1 1 0 .... 0
p2 p1 1 .... 0
... ... ... ... ..
pn−1 pn−2 .... 1
pn pn−1 .... p1

 vµ

pn = det


δ1 1 0 .... 0
δ2 δ1 1 .... 0
... ... ... ... ..

δn−1 δn−2 .... 1
δn δn−1 .... δ1

 .

Chøng minh: §Æt δ0 = 1 vµ δh = 0 cho h > n. Ta viÕt hµm sinh δ(t) =
∞∑
h=0

δht
h =

n∏
i=1

(1 + txi) vµ p(t) =
∞∑
h=0

pht
h =

n∏
i=1

1

1− txi
. Ta cã ngay

δ(t)p(−t) = 1. Trong khai triÓn cña δ(t)p(−t) c¸c hÖ sè cña tj, j > 1,

b»ng 0. VËy
n∑
h=0

(−1)hδhpn−h = 0. Tõ
n∑
h=0

(−1)hδhpn−h = 0 trong bæ ®Ò trªn

ta cho n = 1, 2, . . . , n ta cã hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh

1.p1 + (−δ1).1 = 0

1.p2 + (−δ1)p1 + δ2.1 = 0

...

1.pn−1 + (−δ1)pn−1 + · · ·+ (−1)n−1.1 = 0

1.pn + (−δ1)pn−1 + · · ·+ (−1)n−1δn−1p1 = (−1)n+1δn.

HÖ nµy cã nghiÖm (1,−δ1, δ2, . . . , (−1)n−1δn−1). Qua viÖc tÝnh 1 ta cã

det


p1 1 0 .... 0
p2 p1 1 .... 0
... ... ... ... ..

pn−1 pn−2 .... 1
pn pn−1 .... p1

 = det


0 1 0 .... 0
0 p1 1 .... 0
... ... ... ... ..

0 pn−2 .... 1
(−1)n+1δn pn−1 .... p1

 .
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VËy δn = det


p1 1 0 .... 0
p2 p1 1 .... 0
... ... ... ... ..
pn−1 pn−2 .... 1
pn pn−1 .... p1

 vµ

pn = det


δ1 1 0 .... 0
δ2 δ1 1 .... 0
... ... ... ... ..
δn−1 δn−2 .... 1
δn δn−1 .... δ1


®îc chøng minh hoµn toµn t¬ng tù.

XÐt trêng hîp thêng hay ®îc sö dông lµ n = 3. Khi ®ã cã δ1, δ2, δ3 :

δ1 = x1 + x2 + x3 = N1

δ2 = x1x2 + x2x3 + x3x1

δ3 = x1x2x3

Nt = xt1 + xt2 + xt3, t = 1, 2, . . .

pk =
∑

i1+i2+i3=k

xi11 x
i2
2 x

i3
3 .

VÝ dô 2.8.5. Ta cã
x31 + x32 + x33 − 3x1x2x3

x1 + x2 + x3
= x21 +x22 +x23−x1x2−x2x3−

x3x1.

Bµi gi¶i: Theo §Þnh lý 2.8.1 ta cã N3 − N2δ1 + N1δ2 − 3δ3 = 0. VËy
N3 − 3δ3
N1

= N2 − δ2 vµ nhËn ®îc ®ång nhÊt thøc trªn.

VÝ dô 2.8.6. NÕu x1, x2, x3 tháa m·n hÖ thøc x31 + x32 + x33 + x1x2x3 = 0 th×
x41 + x42 + x43 + (x21 + x22 + x23)(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 0.

Bµi gi¶i: Theo §Þnh lý 2.8.1 ta cã N4 − N3δ1 + N2δ2 − N1δ3 = 0. VËy
N4 +N2δ2 = N1(N3 + δ3) = 0 vµ nhËn ®îc ®ång nhÊt thøc trªn.

VÝ dô 2.8.7. C¸c sè x1, x2, x3 tháa m·n x1 + x2 + x3 = 0. Khi ®ã h·y tÝnh

(i) T =
(x2 − x3

x1
+
x3 − x1
x2

+
x1 − x2
x3

)( x1
x2 − x3

+
x2

x3 − x1
+

x3
x1 − x2

)
.
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(ii) Chøng minh x61 + x62 + x62 = 3x21x
2
2x

2
3 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1)

3.

Bµi gi¶i: (i) Ph©n tÝch vµ gi¶n íc ®îc T =
δ31 − 4δ1δ2 + 9δ3

δ3
= 9.

(ii) DÔ thÊy x1, x2, x3 lµ 3 nghiÖm cña x3 + δ2x − δ3 = 0. Do ®ã ta cã
N3 = 3δ3, N4 = δ3N1 − δ2N2 = −δ2N2. Nh thÕ N6 = −N4δ2 + N3δ3 =
3δ23 + δ22N2 = 3δ23 − 2δ32, v× N2 = −2δ2.

VÝ dô 2.8.8. §Æt δ0 = p0 = 1. Khi ®ã δ0p3 − δ1p2 + δ2p1 − δ3p0 = 0. Tõ ®ã

suy ra δ3 = det

 p1 1 0
p2 p1 1
p3 p2 p1

 vµ p3 = det

 δ1 1 0
δ2 δ1 1
δ3 δ2 δ1

 .

Bµi gi¶i: §Æt δk = 0 khi k > 3. ViÕt hµm sinh δ(t) =
∞∑
k=0

δkt
k =

3∏
i=1

(1+txi)

vµ p(t) =
∞∑
k=0

pkt
k =

3∏
i=1

1

1 + txi
. Ta cã ngay δ(t)p(−t) = 1. Khai triÓn

δ(t)p(−t), c¸c hÖ sè cña tj, j > 1, ®Òu b»ng 0. VËy
3∑

k=0

(−1)kδkp3−k = 0.

Tõ quan hÖ nµy suy ra hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh:
1.p1 − δ1.1 = 0

1.p2 − δ1.p1 + δ2.1 = 0

1.p3 − δ1.p2 + δ2.p1 = δ3.

HÖ nµy cã nghiÖm (1,−δ1, δ2). Qua viÖc tÝnh hÖ sè cña 1 ta suy ra quan hÖ

det

 p1 1 0
p2 p1 1
p3 p2 p1

 = det

 0 1 0
0 p1 1
δ3 p2 p1

 = δ3. p3 = det

 δ1 1 0
δ2 δ1 1
δ3 δ2 δ1


®îc chøng minh hoµn toµn t¬ng tù.

VÝ dô 2.8.9. Víi x, y, z > 0 vµ xy + yz + zx = 1 ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc

T = x(1− y2)(1− z2) + y(1− z2)(1− x2) + z(1− x2)(1− y2) 6 4
√

3

9

P = x(2− y2)(2− z2) + y(2− z2)(2− x2) + z(2− x2)(2− y2) > 2
√

3.

Bµi gi¶i: BiÕn ®æi ®îc T = 4δ3 = 4xyz. V× 1 = xy+yz+zx > 3 3
√

(xyz)2

nªn T 6
4
√

3

9
. Ta cßn cã P = 2δ1 + 7δ3 > 2δ1. V× (x + y + z)2 >

3(x+ yz + zx) = 3 nªn P > 2
√

3.
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VÝ dô 2.8.10. Chøng minh r»ng nÕu a, b, c lµ ba sè thùc ph©n biÖt th× cã

a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2)
a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

< a2 + b2 + c2.

Bµi gi¶i: DÔ thÊy c¶ tö vµ mÉu ®Òu chia hÕt cho (a− b)(b− c)(c− a). VËy
V T = ab+ bc+ ca < a2 + b2 + c2 v× a, b, c ph©n biÖt.

VÝ dô 2.8.11. Chøng minh r»ng nÕu a, b, c lµ ba sè thùc ph©n biÖt th×

a2(a+ b)(a+ c)

(a− b)(a− c)
+
b2(b+ c)(b+ a)

(b− c)(b− a)
+
c2(c+ a)(c+ b)

(c− a)(c− b)
> 3(ab+ bc+ ca).

Bµi gi¶i: Sau khi quy ®ång, c¶ tö vµ mÉu ®Òu chia hÕt cho (a−b)(b−c)(c−a).
VËy V T = (a+ b+ c)2 > 3(ab+ bc+ ca) v× a, b, c ph©n biÖt.

VÝ dô 2.8.12. Chøng minh r»ng nÕu a, b, c, d ∈ R tháa m·n ab+ ac+ ad+
bc+ bd+ cd = 0 th×

a3 + b3 + c3 + d3 − 3
(
bcd+ cda+ dab+ abc

)
= (a+ b+ c+ d)3.

Bµi gi¶i: §Æt



δ1 = a+ b+ c+ d

δ2 = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

δ3 = abc+ abd+ acd+ bcd

δ4 = abcd

Nt = at + bt + ct + dt, t = 1, 2, . . . , N0 = 4.

Theo §Þnh

lý 2.8.1 cã N3 −N2δ1 + N1δ2 − 3δ3 = 0. VËy N3 − 3δ3 = N2δ1 −N1δ2 =
δ31 − 3δ1δ2. V× δ2 = 0 nªn a3 + b3 + c3 + d3 − 3

(
bcd+ cda+ dab+ abc

)
=

(a+ b+ c+ d)3.

VÝ dô 2.8.13. §a thøc T = 2(x7 + y7 + z7) − 7xyz(x4 + y4 + z4) cã nh©n
tö lµ x+ y + z.

Bµi gi¶i: §Æt A = x + y + z, B = xy + yz + zx, C = xyz. §Æt an =
xn + yn + zn. Khi ®ã x, y, z lµ ba nghiÖm cña t3 − At2 + Bt − C = 0vµ
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an+3 = Aan+2 −Ban+1 + Can víi sè nguyªn n > 0 vµ a0 = 3. Chó ý

a0 = 3

a1 = A

a2 = A2 − 2B

a3 = Aa2 −Ba1 + Ca0 = A3 − 3AB + 3C = Ak3 + 3C

a4 = Aa3 −Ba2 + Ca1 = Ak4 + 2B2

a5 = Ak5 − 5BC

a6 = Ak6 −B3 + 3C2

a7 = Ak7 + 7B2C.

VËy T = 2a7 − 7Ca4 = A(2k7 − 7k4C) cã nh©n tö A = x+ y + z.

2.9 D·y truy håi víi hµm sinh

VÝ dô 2.9.1. D·y sè (an) x¸c ®Þnh bëi:

{
a0 = 2, a1 = 4, a2 = 31

an+3 = 4an+2 + 3an+1 − 18an
víi mäi n > 0. Chøng minh r»ng a2010 ≡ 1(mod 2011).

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . Khi ®ã cã quan hÖ

f(x)(4x+ 3x2 − 18x3) = f(x)− 9x2 + 4x− 2

hay f(x) =
9x2 − 4x+ 2

18x3 − 3x2 − 4x+ 1
=

1

1 + 2x
+

1

(1− 3x)2
. Tõ ®©y suy ra

f(x) =
∞∑
n=0

(
(−2)n + (n + 1)3n

)
xn vµ cã an = (−2)n + (n + 1)3n víi mäi

n > 0. Nh vËy a2010 ≡ 1(mod 2011).

VÝ dô 2.9.2. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a1 = 1 vµ an = 1.2.an−1 + 2.3.an−2 +
· · · + (n − 1).n.a1 víi mäi sè nguyªn n > 2. Chøng minh ®ång nhÊt thøc

an+3 − 4an+2 − an+1 = 2
n∑
k=1

ak khi n > 2.

Bµi gi¶i: XÐt f(x) = a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · . Khi ®ã ta cã hÖ thøc

f(x)(1.2.x+ 2.3.x2 + · · ·+ n.(n+ 1).xn + · · · ) = f(x)− x.
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Tõ
1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · ta suy ra 1x2 + 2x3 + · · · =

x2

(x− 1)2
.

LÊy ®¹o hµm hai vÕ cã 1.2.x + 2.3.x2 + · · · =
−2x

(x− 1)3
. VËy f(x) = x +

−2x2

x3 − 3x2 + 5x− 1
. Tõ f(x)(x3−3x2+5x−1) = x4−3x3+3x2−x ta nh©n ra

vµ so s¸nh hÖ sè cña xn, n > 4 ë hai vÕ, nhËn ®îc an+3 = 5an+2−3an+1+an
víi mäi sè nguyªn n > 2. BiÓu diÔn c¸c mèi quan hÖ trong b¶ng hÖ thøc sau

®©y:



−a1 = −1

−a2 + 5a1 = 3

−a3 + 5a2 − 3a1 = −3

−a4 + 5a3 − 3a2 + a1 = 1

−a5 + 5a4 − 3a3 + a2 = 0

−a6 + 5a5 − 3a4 + a3 = 0

· · · = · · ·
−an + 5an−1 − 3an−2 + an−3 = 0

−an+1 + 5an − 3an−1 + an−2 = 0

−an+2 + 5an+1 − 3an + an−1 = 0

−an+3 + 5an+2 − 3an+1 + an = 0.

Céng vÕ víi vÕ ®îc −an+3 +

4an+2 + an+1 + 2
n∑
k=1

ak = 0. Nh vËy an+3 − 4an+2 − an+1 = 2
n∑
k=1

ak.

Bæ ®Ò 2.9.3. Gi¶ sö d·y (an) cã hµm sinh thêng f(x) =
∞∑
n=0

anx
n tháa m·n

f(αs) ®îc x¸c ®Þnh víi s = 0, 1, . . . , k vµ α lµ c¨n nguyªn thñy bËc k cña

®¬n vÞ. Khi ®ã cã
∞∑
n=0

ank =
f(1) + f(α2) + · · ·+ f(αk−1)

k
.
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Bµi gi¶i: Víi hµm sinh thêng f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + · · · cã

f(1) =
∞∑
n=0

(
ank + ank+1 + · · ·+ a(n+1)k−1

)
f(α) =

∞∑
n=0

(
ank + ank+1α + · · ·+ a(n+1)k−1α

k−1)
f(α2) =

∞∑
n=0

(
ank + ank+1α

2 + · · ·+ a(n+1)k−1α
2(k−1))

· · · = · · ·

f(αk−1) =
∞∑
n=0

(
ank + ank+1α

k−1 + · · ·+ a(n+1)k−1α
(k−1)(k−1)).

Bëi v× 1+αs+α2s+ · · ·+αs(k−1) = 0 víi s = 1, 2, . . . , k−1, nªn khi céng k

®ång nhÊt thøc trªn ta nhËn ®îc f(1)+f(α2)+· · ·+f(αk−1) = k
∞∑
n=0

ank.

VÝ dô 2.9.4. Víi sè nguyªn d¬ng n, h·y tÝnh tæng an =
n∑
k=0

(−1)k
(
n
3k

)
. XÐt

tÝnh tuÇn hoµn cña d·y (an) vµ chØ ra an :̇ 3[n/2]−1.

Bµi gi¶i: XÐt hµm sinh thêng f(x) cña d·y (bk = (−1)k
(
n
k

)
). Khi ®ã ta cã

hÖ thøc f(x) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
xk = (1− x)n. Nh vËy, víi α = −1

2
+ i

√
3

2
cã

an =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

3k

)
=

n∑
k=0

(−1)3k
(
n

3k

)
=

1

3

(
f(1) + f(α) + f(α2)

)

hay an =
(1− α)n + (1− α2)n

3
=

(3

2
− i
√

3

2

)n
+
(3

2
+ i

√
3

2

)n
3

. Tãm l¹i

tæng an =
2(
√

3)n

3
cos

nπ

6
=



2.33k−1(−1)k khi n = 6k

33k(−1)k khi n = 6k + 1

33k(−1)k khi n = 6k + 2

0 khi n = 6k + 3

33k+1(−1)k+1 khi n = 6k + 4

33k+2(−1)k+1 khi n = 6k + 5.

DÔ dµng

suy ra (an) kh«ng tuÇn hoµn vµ an :̇ 3[n/2]−1.
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VÝ dô 2.9.5. Víi mçi sè nguyªn d¬ng n, h·y tÝnh tæng an =
n∑
k=0

(−1)k
(
5n
5k

)
.

Bµi gi¶i: XÐt hµm sinh thêng f(x) cña d·y (bk = (−1)k
(
5n
k

)
). Ta cã hÖ thøc

f(x) =
n∑
k=0

(−1)k
(
5n
k

)
xk = (1−x)5n. Nh vËy, víi α = cos

2π

5
+ i sin

2π

5
cã

an =
5n∑
k=0

(−1)k
(

5n

5k

)
=

5n∑
k=0

(−1)5k
(

5n

5k

)
=

1

5

4∑
k=0

f(αk)

hay
(1− α)5n + (1− α2)5n + (1− α3)5n + (1− α4)5n

5
.VËy nhËn ®îc tæng

a2m =
210m+1(−1)m

5

[
sin10m π

5
+ sin10m 2π

5

]
vµ a2m+1 = 0.

VÝ dô 2.9.6. D·y (an) tháa m·n a1 = −1

2
vµ an+1 =

(
n+1
1

)
an +

(
n+1
2

)
an−1 +

· · ·+
(
n+1
n

)
a1 + 1 víi mäi sè nguyªn n > 1. Chøng minh r»ng a2011 nguyªn

vµ chia hÕt cho 2011.

Bµi gi¶i: DÔ dµng kiÓm tra
( ∞∑
k=0

xk

(k + 1)!

)(
1 +

∞∑
n=1

anx
n

n!

)
= 1. Nh vËy

1 +
∞∑
n=1

anx
n

n!
=

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bnx
n

n!
theo §Þnh lý 2.5.9. Do ®ã an = Bn

víi mäi n. §Æc biÖt a2011 = B2011 = 0 theo HÖ qu¶ 2.5.10 vµ suy ra a2011
nguyªn vµ chia hÕt cho 2011.

VÝ dô 2.9.7. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a1 = 1 vµ an = 1.2.an−1 − 2.3.an−2 +
· · · + (−1)n(n − 1).n.a1 víi mäi sè nguyªn n > 2. Chøng minh r»ng, khi

n > 2 lu«n cã an+3 + 2an+2 + 5an+1 + 6
n∑
k=1

ak = 8.

Bµi gi¶i: XÐt f(x) = a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · . Khi ®ã ta cã hÖ thøc

f(x)(1.2.x− 2.3.x2 + · · ·+ (−1)n+1n.(n+ 1).xn + · · · ) = f(x)− x.

Tõ
1

1 + x
= 1−x+x2−x3+ · · · ta suy ra−1+2x−3x2+ · · · = − 1

(x+ 1)2
.

LÊy ®¹o hµm hai vÕ cã 1.2.x−2.3.x2+ · · · = 2x

(x+ 1)3
vµ nh vËy nhËn ®îc
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f(x) =
x4 + 3x3 + 3x2 + x

x3 + 3x2 + x+ 1
. Tõ f(x)(x3+3x2+x+1) = x4+3x3+3x2+x

ta nh©n ra vµ so s¸nh hÖ sè cña xn, n > 4 ë hai vÕ, ®îc a1 = 1, a2 = 2,
vµ a3 = −2, a4 + a3 + 3a2 = 0, an+3 + an+2 + 3an+1 + an = 0 víi mäi sè
nguyªn n > 2. BiÓu diÔn c¸c mèi quan hÖ trong b¶ng hÖ thøc sau ®©y:

a1 = 1

a2 + a1 = 3

a3 + a2 + 3a1 = 3

a4 + a3 + 3a2 + a1 = 1

a5 + a4 + 3a3 + a2 = 0

a6 + a5 + 3a4 + a3 = 0

· · · = · · ·
an + an−1 + 3an−2 + an−3 = 0

an+1 + an + 3an−1 + an−2 = 0

an+2 + an+1 + 3an + an−1 = 0

an+3 + an+2 + 3an+1 + an = 0.

Céng vÕ víi vÕ ®îc an+3 + 2an+2 + 5an+1 + 6
n∑
k=1

ak = 8.

VÝ dô 2.9.8. D·y (an) x¸c ®Þnh bëi an =
1.3.5 . . . (2n+ 1)

2011n.n!
víi mäi sè nguyªn

n > 0. TÝnh
∞∑
n=0

an.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn an+1 =
2n+ 3

2011(n+ 1)
an víi mäi n > 1. Khi n→ +∞

th×
an+1

an
→ 2

2011
. Nh vËy chuçi lòy thõa f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+
anx

n + · · · lu«n lu«n héi tô. Tõ hÖ thøc 2011(n + 1)an+1 = 2nan + 3an
suy ra 2011(n + 1)an+1x

n = 2x(nanx
n−1) + 3anx

n. Cho n = 0, 1, 2, . . . vµ

lÊy tæng tÊt c¶ ®îc 2011
( ∞∑
k=0

ak+1x
k+1
)′

= 2x
( ∞∑
k=0

akx
k
)′

+ 3
( ∞∑
k=0

akx
k
)
.

Khi ®ã ta cã hÖ thøc 2011
(
f(x) − 1

)′
= 2xff ′(x) + 3f(x) hay

(
2011 −

2x
)
f ′(x) = 3f(x). Tõ ®©y suy ra

f ′(x)

f(x)
=

3

2011− 2x
. LÊy tÝch ph©n hai
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vÕ ®îc ln f(x) = −3

2
ln(2011 − 2x) + a hay f(x) =

(
2011 − 2x

)−3/2
.ea.

V× f(0) = 1 nªn 1 = 2011−3/2.ea hay ea = 20113/2. Tãm l¹i ta cã f(x) =

20113/2.
(
2011− 2x

)−3/2
. Víi x = 1 cã

∞∑
n=0

an =
(2011

2009

)3

2 .

VÝ dô 2.9.9. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a1 = 1 vµ an = 1an−1+2an−2+· · ·+(n−
1)a1 víi mäi sè nguyªn n > 2.Chøng minh a3 = 3a2 vµ an+2−3an+1+an = 0
víi mäi sè nguyªn n > 2 vµ x¸c ®Þnh an theo n. Tõ ®ã suy ra a2k+1 chia hÕt
cho 3 khi k > 1.

Bµi gi¶i: XÐt f(x) = a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · . Khi ®ã ta cã

f(x)(1x+ 2x2 + · · ·+ nxn + · · · ) = f(x)− x.

Tõ
1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · ta suy ra 1x + 2x2 + · · · =

x

(x− 1)2
.

VËy f(x) = x +
x2

x2 − 3x+ 1
vµ ®îc f(x)(x2 − 3x + 1) = x3 − 2x2 + x.

Nh©n ra vµ so s¸nh hÖ sè cña xn, n > 1 ë hai vÕ, nhËn ®îc a1 = 1, a2 = 1,
a3 = 3a2, vµ an+2 − 3an+1 + an = 0 víi mäi sè nguyªn n > 2. Tõ dã cã
c«ng thøc x¸c ®Þnh an.

VÝ dô 2.9.10. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a1 = 1 vµ an+1 =
2n+ 3

4(n+ 1)
an víi mäi

sè nguyªn n > 0. TÝnh tæng T =
∞∑
n=0

an.

Bµi gi¶i: Do 4(n+1)an+1 = 2nan+3an nªn 4(n+1)an+1x
n = 2xnanx

n−1+
3anx

n víi mäi sè nguyªn n > 0. Céng tÊt c¶ c¸c hÖ thøc nµy ta nhËn ®îc

4
( ∞∑
n=0

an+1x
n+1
)′

= 2x
( ∞∑
n=0

anx
n
)′

+ 3
∞∑
n=0

anx
n.

§Æt f(x) =
∞∑
n=0

anx
n. Khi ®ã 4(f − 1)′ = 2xf ′+ 3f hay (4− 2x)f ′ = 3f vµ

suy ra
f ′

f
=

3

2

1

2− x
. Nh vËy (ln f)′ = −3

2
(ln(2−x))′. §Ô dµng cã f(x) =

(2− x)
−

3

2ea. V× f(0) = a0 = 1 nªn ea = 2

3

2 . Tãm l¹i f(x) =
(

1− x

2

)−3

2 .

Víi x = 1 cã T = f(1) = 2
√

2.
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VÝ dô 2.9.11. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a1 = 1 vµ an+1 =
2n+ 5

3(n+ 2)
an víi mäi

sè nguyªn n > 0. Chøng minh r»ng
k∑

n=0
an <

22

5
.

Bµi gi¶i: Do 3(n + 2)an+1 = 2(n + 1)an + 3an nªn 3(n + 2)an+1x
n+1 =

2x(n+ 1)anx
n + 3anx

n+1 víi mäi sè nguyªn n > 0. Céng tÊt c¶ c¸c hÖ thøc
nµy ta nhËn ®îc

3
( ∞∑
n=0

an+1x
n+2
)′

= 2x
( ∞∑
n=0

anx
n+1
)′

+ 3
∞∑
n=0

anx
n+1.

§Æt f(x) =
∞∑
n=0

anx
n+1. Khi ®ã 3(f − x)′ = 2xf ′ + 3f hay (3 − 2x)f ′ =

3f + 3. §Æt g(x) = f(x) + 1. Khi ®ã
g′

g
=

3

3− 2x
. Nh vËy (ln g)′ =

−3

2
(ln(3− 2x))′. §Ô dµng cã g(x) = (3− 2x)

−
3

2ea. V× g(0) = a0 = 1 nªn

ea = 3

3

2 . Tãm l¹i g(x) = 1 +
∞∑
n=0

anx
n+1 =

(
1 − 2x

3

)−3

2 . Víi x = 1 cã

T = g(1)− 1 = 3
√

3− 1. Do vËy
k∑

n=0
an <

22

5
.

VÝ dô 2.9.12. D·y (an) x¸c ®Þnh qua a0 = 1 vµ an+1 = nan − 2n2 + 5n− 3

víi mäi sè nguyªn n > 0. X¸c ®Þnh an theo n vµ chøng minh
∞∑
n=0

an+1

n!
= −e.

Bµi gi¶i: XÐt hµm sinh mò cña d·y (an) lµ f(x) =
∞∑
n=0

an
n!
xn. Khi ®ã ta cã

f ′ =
∞∑
n=0

an+1

n!
xn =

∞∑
n=0

nan − 2n2 + 5n− 3

n!
xn

=
∞∑
n=0

nan
n!

xn −
∞∑
n=0

2n2 − 5n+ 3

n!
xn = xf ′ − (2x2 − 5x+ 3)ex.

Nh vËy f ′ = (2x−3)ex vµ suy ra
∞∑
n=0

an+1

n!
xn =

∞∑
n=0

2n− 3

n!
xn. VËy an+1 =
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2n − 3 hay an = 2n − 5 víi n > 1. Tõ
∞∑
n=0

an+1

n!
xn = (2x − 3)ex ta nhËn

®îc
∞∑
n=0

an+1

n!
= −e khi x = 1.

VÝ dô 2.9.13. Chøng minh r»ng
n∑
k=0

(
2k
k

)
k + 1

(
2(n−k)
n−k

)
n− k + 1

=

(
2(n+1)
n+1

)
n+ 2

.

Bµi gi¶i: XÐt f(x) =
∞∑
k=0

(
2n
n

)
n+ 1

xn víi 0 < |x| < 1

4
. Bëi v× 1+xf(x)2 ≡ f(x)

theo VÝ dô 2.3.9 nªn
n∑
k=0

(
2k
k

)
k + 1

(
2(n−k)
n−k

)
n− k + 1

=

(
2(n+1)
n+1

)
n+ 2

qua viÖc so s¸nh hÖ sè

cña xn+1 ë hai vÕ.

VÝ dô 2.9.14. XÐt d·y sè h÷u tû a1 = 1, an = −
(an−1

1!
+
an−2

2!
+· · ·+ a1

(n− 1)!

)
víi mäi sè nguyªn n > 2. T×m tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d¬ng n ®Ó n!an+1 = 1.

Bµi gi¶i: Ta cã an = 2an +
(an−1

1!
+
an−2

2!
+ · · · + a1

(n− 1)!

)
víi mäi sè

nguyªn n > 2. §Æt f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . Khi ®ã

f(x)
(

2 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

)
= 2a1x+ (2a2 +

a1
1!

)x2 + (2a3 +
a2
1!

+
a1
2!

)x3 + · · ·

= 2a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · = f(x) + x.

VËy f(x)(1 + ex) = f(x) + x hay f(x) = xe−x. Tõ ®©y suy ra ®ång nhÊt

a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · = x
(

1− x

1!
+
x2

2!
− x3

3!
+ · · ·

)
.

Do ®ã an+1 =
(−1)n

n!
víi mäi sè nguyªn n > 1. §Ó n!an+1 = 1 cÇn vµ ®ñ n

lµ sè ch½n.

VÝ dô 2.9.15. XÐt n > 3 sè nguyªn d¬ng a1 6 a2 6 a3 6 · · · 6 an−1 6 an
víi tÝnh chÊt: Kh«ng cã ba sè nµo lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c kh«ng suy

biÕn. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña
an
a1

mµ nã cã thÓ ®¹t ®îc.
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Bµi gi¶i: Ta biÕt ba sè 0 < a 6 b 6 c lµ ®é dµi ba c¹nh tam gi¸c khi vµ
chØ khi c < a + b. VËy kh«ng cã ba sè h¹ng bÊt kú cña d·y cña d·y lµ ®é
dµi ba c¹nh mét tam gi¸c kh«ng suy biÕn th× ap > aq + ar víi mäi p, q, r vµ
p > q, r. V× d·y lµ d·y kh«ng gi¶m nªn ta chØ cÇn xÐt ai + ai+1 6 ai+2 víi

i = 1, 2, . . . , 2009. Víi ®Þnh nghÜa

(
a
b

)
>

(
c
d

)
khi vµ chØ khi a > c vµ

b > d ta cã bÊt ®¼ng thøc(
an+1

an

)
>

(
1 1
1 0

)(
an
an−1

)
>

(
1 1
1 0

)n−1(
a2
a1

)
, n > 2.

Gi¶ sö

(
1 1
1 0

)n−1
=

(
a b
c d

)
. Khi ®ã ta nhËn ®îc an > ca2 + da1 vµ

suy ra an > (c+ d)a1. Do ®ã
an
a1

> c+ d. Do ®ã
an
a1

nhá nhÊt lµ b»ng c+ d

khi d·y lµ n sè h¹ng ®Çu cña d·y Fibonacci vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tØ sè ®ã

b»ng an =
an − bn√

5
víi a =

1 +
√

5

2
vµ b =

1−
√

5

2
.

VÝ dô 2.9.16. XÐt d·y a1 = 1, an = 12an−1 + 22an−2 + · · · + (n− 1)2a1 víi

mäi sè nguyªn n > 2. Khi ®ã

{
a2 = 4a1 − 3, a3 = 4a2 − 2a1 + 3

an+3 = 4an+2 − 2an+1 + an, n > 2.

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . Khi ®ã tÝch hai chuçi

f(x)
(

12x+ 22x2 + 32x3 + · · ·
)

= 12a1x
2 + (12a2 + 22a1)x

3 + (12a3 + 22a2 + 32a1)x
4 + · · ·

= a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5 + · · · = f(x)− x.

Tõ
1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 + · · · ta suy ra chuçi lòy thõa sau:

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + 5x4 + 6x5 + · · · . Do ®ã nhËn ®îc

x

(1− x)2
= 1x+ 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + 6x6 + · · · vµ cã biÓu diÔn

x(1 + x)

(1− x)3
= 12x+ 22x2 + 32x3 + 42x4 + 52x5 + 62x6 + · · · . Nh thÕ
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f(x)
(x(1 + x)

(1− x)3

)
= f(x)−x hay f(x)

[
x3−2x2+4x−1

]
= x4−3x3+3x2−x.

Tõ ®ång nhÊt
[
a1x+a2x

2+a3x
3+· · ·

][
x3−2x2+4x−1

]
= x4−3x3+3x2−x

suy ra a3 = 4a2 − 2a1 + 3, an+3 = 4an+2 − 2an+1 + an víi mäi n > 2.

VÝ dô 2.9.17. XÐt d·y a1 = 1, an = −1an−1+2an−2−· · ·+(−1)n−1(n−1)a1
víi mäi sè nguyªn n > 2. Khi ®ã ta cã

(i) a2 = −1, a3 + 3a2 = 0, an+2 + 3an+1 + an = 0, n > 2.

(ii) T×m d cña phÐp chia an cho 3.

Bµi gi¶i: (i) §Æt f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . TÝch hai chuçi lòy thõa

F (x) = f(x)
(
− 1x+ 2x2 − 3x3 + · · ·

)
= −1a1x

2 + (−1a2 + 2a1)x
3 + (−1a3 + 2a2 − 3a1)x

4 + · · ·
= a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + · · · = f(x)− x.

Tõ
1

1 + x
= 1− x+ x2− x3 + x4− x5 + · · · suy ra chuçi lòy thõa sau ®©y:

−1

(1 + x)2
= −1 + 2x− 3x2 + 4x3 − 5x4 + 6x5 − · · · . Do ®ã nhËn ®îc

−x
(1 + x)2

= −1x+ 2x2 − 3x3 + 4x4 − 5x5 + 6x6 − · · · . ThÕ vµo F (x) cã

f(x)
( −x

(1 + x)2

)
= f(x) − x hay f(x)

[
x2 + 3x + 1

]
= x3 + 2x2 + x. Tõ

®ång nhÊt
[
a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

][
x2 + 3x+ 1

]
= x3 + 2x2 + x sÏ suy

ra ngay a1 = 1, a2 + 3a1 = 2, a3 + 3a2 = 0, an+2 + 3an+1 + an = 0, n > 2.
(ii) Ta cã a3 ≡ 0(mod 3).V× an+2+3an+1+an = 0 nªn an+2+an ≡ 0(mod 3)

khi n > 2. Do ®ã, khi sè nguyªn k > 1 cã


a2k+1 ≡ 0(mod 3)

a4k+2 ≡ a2 ≡ 2(mod 3)

a4k ≡ 1(mod 3).

VÝ dô 2.9.18. XÐt d·y (an), trong ®ã an =
1.3.5.7 . . . (2n+ 1)

4n.n!
víi mäi sè

nguyªn n > 0. §Æt f(x) =
∞∑
k=0

akx
k. T×m c«ng thøc ®ãng vµ tÝnh f(1).
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Bµi gi¶i: V× an+1 =
2n+ 3

4(n+ 1)
an víi mäi n nªn

an+1

an
→ 1

2
< 1. VËy f(x)

héi tô. DÔ dµng chØ ra
(
f(x)−a0

)′
= 2xf ′(x)+3f(x). VËy

f ′(x)

f(x)
=

3

2

1

2− x

hay f(x) =
(
2 − x

)−3

2ec. Bëi v× f(0) = a0 = 1 nªn ec = 23/2. Tãm l¹i

f(x) =
(2− x

2

)−3

2 vµ f(1) = 23/2.

Mét sè vÝ dô tham kh¶o

VÝ dô 2.9.19. [VMO-1997] Cho d·y sè nguyªn (an) ,n ∈ N ®îc x¸c ®Þnh
nh sau: a0 = 1, a1 = 45 vµ an+2 = 45an+1 − 7an víi mäi n = 0, 1, 2, . . . .
Khi ®ã h·y

(i) TÝnh sè íc d¬ng cña a2n+1 − anan+2 theo n.

(ii) Chøng minh r»ng 1997a2n + 7n+1.4 lµ sè chÝnh ph¬ng víi mçi n.

VÝ dô 2.9.20. [VMO-1998-A] Cho d·y sè nguyªn (an) ,n ∈ N ®îc x¸c
®Þnh nh sau: a0 = 20, a1 = 100 vµ an+2 = 4an+1 + 5an + 20 víi mäi
n = 0, 1, 2, . . . . Khi ®ã h·y

(i) T×m sè nguyªn d¬ng h nhá nhÊt cã tÝnh chÊt an+h − an chia hÕt cho
1998.

(ii) T×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y.

VÝ dô 2.9.21. [VMO-2011] Cho d·y sè nguyªn (an) ,n ∈ N ®îc x¸c ®Þnh
nh sau: a0 = 1, a1 = −1 vµ an = 6an−1 + 5an−2 víi mäi n = 2, 3, 4 . . . .
Khi ®ã h·y

(i) Chøng minh r»ng a2012 − 2010 chia hÕt cho 2011.

(ii) T×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y .
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KÕt luËn cña luËn v¨n

Trong luËn v¨n t¸c gi¶ ®· tr×nh bÇy ®îc c¸c néi dung chÝnh sau ®©y:

(1) Vµnh, íc cña kh«ng, miÒn nguyªn, ®ång cÊu, trêng, vµnh ®a thøc vµ
nghiÖm.

(2) Vµnh c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc, kh¸i niÖm hµm sinh mò vµ hµm sinh
thêng cïng mét vµi d·y sè liªn quan.

(3) Nghiªn cøu mét sè d·y sè Fibonacci, d·y Catalan, d·y Stirling vµ d·y
c¸c ®a thøc Bernoulli, Hµm sinh Dirichlet vµ hµm Zeta-Riemann, tÝch
v« h¹n.

(4) TÝnh ®îc mét sè c«ng thøc ®ãng cña mét sè d·y vµ chøng minh §ång
nhÊt thøc Newton.

Do thêi gian vµ dung lîng nªn luËn v¨n míi chØ dõng l¹i ë møc t×m hiÓu vµ
giíi thiÖu vÒ "Vµnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc" vµ mét sè "Hµm sinh" c¬
b¶n vÒ d·y sè. Trong thêi gian tíi, nÕu ®iÒu kiÖn cho phÐp, t¸c gi¶ sÏ nghiªn
cøu, t×m hiÓu kü h¬n ®Ó cã thÓ ®a ra mét sè kÕt qu¶ cã tÝnh øng dông thùc
tiÔn h¬n phôc vô qu¸ tr×nh häc tËp vµ gi¶ng d¹y.

Trong qu¸ tr×nh thùc hiÖn luËn v¨n ch¾c ch¾n kh«ng tr¸nh khái thiÕu sãt.
T¸c gi¶ rÊt mong nhËn ®îc nh÷ng ý kiÕn ®ãng gãp cña thÇy c« vµ b¹n bÌ
®Ó hoµn thiÖn luËn v¨n tèt h¬n.

T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n.
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