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Mð �¦u

�ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng cõa �ành lþ Rolle (�ành lþ Lagrange,
�ành lþ Cauchy, �ành lþ Rolle tr¶n mët kho£ng khæng bà ch°n) l  c¡c
�ành lþ quan trång v· gi¡ trà trung b¼nh trong ch÷ìng tr¼nh gi£i t½ch cê
�iºn. Ùng döng cõa c¡c �ành lþ n y trong ch÷ìng tr¼nh to¡n Trung håc
phê thæng r§t �a d¤ng v  phong phó, �°c bi»t l  c¡c d¤ng to¡n v· gi£i
ph÷ìng tr¼nh, bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n mët kho£ng,
chùng minh b§t �¯ng thùc, x²t cüc trà cõa h m sè... Tuy nhi¶n, trong
c¡c t i li»u s¡ch gi¡o khoa d nh cho håc sinh phê thæng th¼ c¡c ùng döng
n y cõa �ành lþ Rolle ch÷a �÷ñc tr¼nh b y mët c¡ch h» thèng v  �¦y �õ.

Vîi suy ngh¾ v  theo þ t÷ðng �â, möc ti¶u ch½nh cõa b£n luªn v«n
n y l  nh¬m cung c§p th¶m cho c¡c em håc sinh, �°c bi»t l  c¡c em håc
sinh kh¡, giäi, câ n«ng khi¸u v  y¶u th½ch mæn to¡n mët t i li»u, ngo i
nhúng ki¸n thùc cì b£n cán câ th¶m mët h» thèng c¡c b i tªp n¥ng cao,
qua �â s³ th§y rã hìn c¡c d¤ng to¡n ùng döng r§t phong phó cõa �ành
lþ Rolle, �ành lþ Lagrange v  mët sè �ành lþ mð rëng kh¡c. �°c bi»t,
luªn v«n công �ành h÷îng c¡ch gi£i v  c¡ch vªn döng c¡c �ành lþ �¢ bi¸t
�º t¼m tái nhúng líi gi£i hay, �ëc �¡o �°c thò cho tøng d¤ng to¡n cö
thº, tø �â h¼nh th nh þ thùc s¡ng t¤o nhúng b i to¡n mîi. Ngo i ra, �¥y
công l  nhúng k¸t qu£ m  b£n th¥n t¡c gi£ s³ ti¸p töc ho n thi»n trong
qu¡ tr¼nh nghi¶n cùu v  gi£ng d¤y to¡n ti¸p theo ð tr÷íng phê thæng.

Luªn v«n ngo i möc löc, líi nâi �¦u, k¸t luªn v  t i li»u tham kh£o
gçm bèn ch÷ìng.

Ch÷ìng 1. �ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng.
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Nëi dung ch÷ìng n y nh¬m tr¼nh b y mët c¡ch cì b£n nh§t c¡c �ành
lþ v· gi¡ trà trung b¼nh còng mët sè h» qu£ quan trång. �¥y l  ph¦n lþ
thuy¸t cì sð �º vªn döng cho c¡c b i to¡n ùng döng ð nhúng ch÷ìng
sau.

Ch÷ìng 2. Kh£o s¡t t½nh ch§t cì b£n cõa h m sè.
Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ùng döng trüc ti¸p cõa �ành lþ Rolle v 

�ành lþ Lagrange trong vi»c kh£o s¡t hai t½nh ch§t r§t cì b£n v  quan
trång cõa h m sè trong ch÷ìng tr¼nh to¡n THPT, �â l  t½nh �çng bi¸n,
nghàch bi¸n v  t½nh ch§t lçi, lãm cõa h m sè kh£ vi bªc hai.

Ch÷ìng 3. Mët sè ùng döng �ành lþ Rolle trong �¤i sè.
�¥y l  nëi dung trång t¥m cõa luªn v«n. Chóng tæi n¶u ùng döng

cõa �ành lþ Rolle v  c¡c �ành lþ mð rëng trong c¡c b i to¡n gi£i ph÷ìng
tr¼nh, bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh, chùng minh b§t �¯ng thùc,
sü ph¥n bè nghi»m cõa �a thùc v  �¤o h m. C¡c b i tªp minh håa �÷ñc
lüa chån tø �· thi cõa c¡c k¼ thi håc sinh giäi Quèc gia, c¡c k¼ thi
Olympic khu vüc v  Quèc t¸, mët sè b i tªp do t¡c gi£ tü s¡ng t¡c. �èi
vîi méi d¤ng b i tªp �·u n¶u ph÷ìng ph¡p gi£i cö thº, câ �÷a ra nhúng
b i to¡n vîi líi gi£i �ëc �¡o �¦y t½nh s¡ng t¤o v  b§t ngí.

Ch÷ìng 4. B i tªp bê sung.
Ch÷ìng n y giîi thi»u mët sè b i to¡n ti¶u biºu �¢ �÷ñc sp x¸p v 

lüa chån kÿ l÷ïng. Méi b i �·u câ h÷îng d¨n c¡ch gi£i nh¬m vªn döng
nhúng ki¸n thùc thu �÷ñc tø ba ch÷ìng tr÷îc �º n¥ng cao kÿ n«ng lªp
luªn v  kÿ n«ng t½nh to¡n cö thº.

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa Nh  gi¡o
nh¥n d¥n, GS-TSKH Nguy¹n V«n Mªu, t¡c gi£ xin �÷ñc tä láng bi¸t ìn
ch¥n th nh v  s¥u sc tîi GS - Ng÷íi Th¦y r§t nghi¶m khc v  tªn t¥m
trong cæng vi»c, �¢ truy·n thö nhi·u ki¸n thùc quþ b¡u công nh÷ kinh
nghi»m nghi¶n cùu khoa håc cho t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v 
nghi¶n cùu �· t i.

T¡c gi£ xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh �¸n Ban gi¡m hi»u,
Pháng � o t¤o sau �¤i håc, Khoa To¡n-Tin cõa tr÷íng �¤i håc Khoa
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håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, còng quþ th¦y cæ gi¡o �¢ tham gia gi£ng
d¤y v  h÷îng d¨n khoa håc cho lîp Cao håc To¡n K2.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn UBND T¿nh, Sð Gi¡o döc v  � o
t¤o T¿nh Cao B¬ng, Ban gi¡m hi»u v  tªp thº c¡n bë gi¡o vi¶n Tr÷íng
THPT D¥n tëc Nëi tró T¿nh Cao B¬ng �¢ t¤o �i·u ki»n cho t¡c gi£ câ
cì hëi �÷ñc håc tªp v  nghi¶n cùu.

T¡c gi£ công xin �÷ñc c£m ìn sü quan t¥m, gióp �ï nhi»t t¼nh cõa
c¡c b¤n håc vi¶n Cao håc To¡n K1, K2, K3 tr÷íng �HKH - �HTN �èi
vîi t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu khoa håc.

�º ho n th nh luªn v«n n y, t¡c gi£ �¢ tªp trung håc tªp v  nghi¶n
cùu khoa håc mët c¡ch nghi¶m tóc trong suèt khâa håc, công nh÷ r§t
c©n thªn trong kh¥u ch¸ b£n LaTex. Tuy nhi¶n do cán h¤n ch¸ v· thíi
gian, kh£ n«ng v  ho n c£nh gia �¼nh n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n
khæng tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât, t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc sü ch¿
b£o cõa quþ th¦y cæ v  nhúng gâp þ cõa b¤n �åc �º luªn v«n �÷ñc ho n
thi»n hìn.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 09 n«m 2010.
Ng÷íi thüc hi»n

Nguy¹n Thà D÷ìng Ki·u
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Ch÷ìng 1

�ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng

Trong ch÷ìng n y chóng tæi giîi thi»u nëi dung �ành lþ Rolle v  mët
sè mð rëng cõa �ành lþ Rolle (xem [3]-[4]-[8]-[10]-[11]). Mët sè h» qu£
quan trång công �÷ñc tr¼nh b y ð �¥y �º thuªn lñi cho vi»c vªn döng
gi£i c¡c b i to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng ti¸p theo.

1.1 �ành lþ Rolle

Cì sð cõa �ành lþ Rolle düa v o hai �ành lþ cì b£n nh§t cõa Weier-
strass �èi vîi h m li¶n töc kh¯ng �ành r¬ng khi f li¶n töc tr¶n �o¤n
[a, b] th¼ nâ ph£i �¤t gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t tr¶n �o¤n �â
v  �ành lþ Fermat v· �iºm cüc trà cõa h m kh£ vi kh¯ng �ành r¬ng n¸u
h m kh£ vi g(x) trong (a, b) �¤t cüc trà (cüc �¤i ho°c cüc tiºu) t¤i mët
�iºm trong kho£ng �â th¼ �¤o h m t¤i �iºm �â b¬ng 0.

�ành lþ 1.1 (�ành lþ Rolle). Gi£ sû f l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b]

v  câ �¤o h m t¤i måi x ∈ (a; b). N¸u f(a) = f(b) th¼ tçn t¤i ½t nh§t

mët �iºm c ∈ (a; b) sao cho f ′(c) = 0.

Chùng minh. V¼ f li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] n¶n theo �ành lþ Weierstrass
h m f ph£i �¤t gi¡ trà cüc �¤i v  gi¡ trà cüc tiºu tr¶n �o¤n [a; b], tùc l 
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tçn t¤i c¡c �iºm x1, x2 ∈ (a; b) sao cho

f(x1) = min
[a;b]

f(x) = m, f(x2) = max
[a;b]

f(x) = M.

Câ hai kh£ n«ng:
a) m = M. Khi §y f(x) = const tr¶n �o¤n [a; b], do �â f ′(x) = 0 vîi

måi x ∈ (a; b) v  c l  �iºm b§t k¼ tr¶n kho£ng �â.
b) m < M . Khi �â v¼ �i·u ki»n f(a) = f(b) n¶n ½t nh§t mët trong

hai �iºm x1, x2 s³ khæng tròng vîi c¡c �¦u mót cõa �o¤n [a; b]. Gi£ sû
x1 ∈ (a; b), theo �ành lþ Fermat th¼ �¤o h m b¬ng 0 t¤i �iºm n y.

�ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh xong.

Nhªn x²t 1.1.

1) �ành lþ Rolle nâi chung s³ khæng cán �óng n¸u trong kho£ng
(a; b) câ �iºm c m  t¤i �â f ′(c) khæng tçn t¤i. Ch¯ng h¤n, x²t h m
f(x) = 2− 3

√
x2, x ∈ [−1; 1]. D¹ th§y f(x) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n: f(x)

li¶n töc tr¶n (−1; 1) v  f(−1) = f(1). Ta x²t �¤o h m f ′(x) = − 2

3 3
√
x
,

rã r ng t¤i x0 = 0 ∈ (−1; 1) �¤o h m khæng tçn t¤i, n¶n h m sè khæng
tho£ m¢n �õ c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle.

2) �i·u ki»n li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] �èi vîi h m f(x) công khæng
thº thay bði �i·u ki»n f(x) li¶n töc trong kho£ng (a; b). Ch¯ng h¤n, x²t
h m

f(x) =

1, n¸u x = 0,

x, n¸u 0 < x ≤ 1.

Ð �¥y x = 0 l  �iºm gi¡n �o¤n. Khi �â, rã r ng khæng tçn t¤i x0 ∈ (0, 1)

�º f ′(x0) = 0.

3) Þ ngh¾a h¼nh håc: N¸u c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle �÷ñc tho£
m¢n th¼ tr¶n �ç thà cõa h m sè y = f(x),∀x ∈ [a; b] tçn t¤i �iºm
M(c; f(c)), c ∈ (a; b) m  ti¸p tuy¸n t¤i �â song song vîi tröc ho nh Ox.

H» qu£ 1.1. N¸u h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  ph÷ìng
tr¼nh f(x) = 0 câ n nghi»m ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b) th¼ ph÷ìng
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tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n − 1 nghi»m ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b).

(Ph÷ìng tr¼nh f (k)(x) = 0 câ ½t nh§t n − k nghi»m ph¥n bi»t thuëc
kho£ng (a; b), vîi k = 1, 2, . . . , n).

Chùng minh. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ n nghi»m ph¥n bi»t
thuëc kho£ng (a; b) �¢ �÷ñc sp thù tü x1 < x2 < · · · < xn. Khi �â
¡p döng �àng lþ Rolle cho n − 1 �o¤n [x1;x2], [x2;x3], . . . , [xn−1;xn] th¼
ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n − 1 nghi»m thuëc n − 1 kho£ng
(x1;x2), (x2;x3), . . . , (xn−1;xn). Gåi n − 1 nghi»m �â l  ξ1, ξ2, . . . , ξn−1
th¼ ta câ

f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = · · · = f ′(ξn−1) = 0.

Ti¸p töc ¡p döng �ành lþ Rolle cho n−2 kho£ng (ξ1; ξ2), . . . , (ξn−2; ξn−1)

th¼ ph÷ìng tr¼nh f ′′(x) = 0 câ ½t nh§t n− 2 nghi»m tr¶n kho£ng (a; b).

Ti¸p töc lþ luªn tr¶n, sau k b÷îc ph÷ìng tr¼nh f (k)(x) = 0 câ ½t nh§t
n− k nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b).

H» qu£ 1.2. Gi£ sû h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] v  câ �¤o h m
tr¶n kho£ng (a; b). Khi �â, n¸u ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ khæng qu¡
n− 1 nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b) th¼ ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ
khæng qu¡ n nghi»m ph¥n bi»t tr¶n kho£ng �â.

Chùng minh. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ nhi·u hìn n nghi»m
ph¥n bi»t tr¶n kho£ng (a; b), ch¯ng h¤n l  n+ 1 nghi»m, th¸ th¼ theo h»
qu£ 1.1 ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ ½t nh§t n nghi»m thuëc kho£ng (a; b).
�i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t. Vªy ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ n
nghi»m tr¶n kho£ng (a; b).

Ti¸p theo, ta x²t mët mð rëng cõa �ành lþ Rolle.

H» qu£ 1.3. Cho h m sè f(x) tho£ m¢n �çng thíi c¡c t½nh ch§t sau
�¥y:

i) f(x) x¡c �ành v  câ �¤o h m c§p n (n ≥ 1) li¶n töc tr¶n �o¤n
[a; b].

ii) f(x) câ �¤o h m c§p n+ 1 trong kho£ng (a; b).
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iii) f(a) = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = 0, f(b) = 0.

Khi �â tçn t¤i d¢y �iºm b1, b2, . . . , bn+1 ph¥n bi»t thuëc kho£ng (a; b)sao
cho

f (k)(bk) = 0, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Chùng minh. Tø gi£ thi¸t f(a) = f(b) = 0, theo �ành lþ Rolle tçn
t¤i b1 ∈ (a; b) sao cho f ′(b1) = 0, k¸t hñp vîi �i·u ki»n f ′(a) = 0, suy
ra tçn t¤i b2 ∈ (a; b1) ⊂ (a; b) sao cho f ′′(b2) = 0. L¤i k¸t hñp vîi �i·u
ki»n f ′′(a) = 0 v  ti¸p töc ¡p döng �ành lþ Rolle ta câ f ′′′(b3) = 0 vîi
b3 ∈ (a; b2) ⊂ (a; b).

Ti¸p töc nh÷ vªy, �¸n b÷îc thù n, tçn t¤i bn ∈ (a; bn−1) ⊂ (a; b)

sao cho f (n)(bn) = 0, k¸t hñp vîi �i·u ki»n f (n)(a) = 0, suy ra tçn t¤i
bn+1 ∈ (a; bn) ⊂ (a; b) sao cho f (n+1)(bn+1) = 0.

Nh÷ vªy tçn t¤i d¢y �iºm ph¥n bi»t b1, b2, . . . , bn+1 trong kho£ng (a; b)

sao cho
f (k)(bk) = 0, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Ch½nh nhí nhúng h» qu£ n y m  �ành lþ Rolle trð th nh mët cæng
cö r§t m¤nh �º gi£i to¡n, �°c bi»t l  �èi vîi d¤ng to¡n v· gi£i ph÷ìng
tr¼nh v  kiºm chùng sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh trong mët kho£ng n o
�â. C¡c ùng döng n y s³ �÷ñc tr¼nh b y chi ti¸t trong c¡c ch÷ìng sau.

1.2 �ành lþ Lagrange v  �ành lþ Cauchy

Ti¸p theo ta x²t mët sè �ành lþ li¶n quan mªt thi¸t vîi �ành lþ Rolle.

�ành lþ 1.2 (�ành lþ Lagrange). Gi£ sû f l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n

[a; b] v  câ �¤o h m t¤i måi �iºm trong kho£ng (a; b). Khi �â tçn t¤i ½t

nh§t mët �iºm c ∈ (a; b) sao cho

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). (1.1)

Chùng minh. Ta x²t h m phö

F (x) = f(x)− λx, (1.2)
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trong �â sè λ �÷ñc chån sao cho F (a) = F (b), tùc l  sao cho

f(a)− λa = f(b)− λb.

�º câ �i·u �â ch¿ c¦n l§y

λ =
f(b)− f(a)

b− a
. (1.3)

Rã r ng h m F (x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b], câ �¤o h m trong kho£ng
(a; b) v  F (a) = F (b), do �â theo �ành lþ Rolle tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho
F ′(c) = 0. Tø (1.2) ta câ F ′(x) = f ′(x)− λ, do �â

F ′(c) = 0⇔ f ′(c)− λ = 0⇔ f ′(c) = λ.

Thay gi¡ trà λ tø (1.3) v o ta câ f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
, hay

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Cæng thùc (1.1) �÷ñc gåi l  cæng thùc sè gia húu h¤n Lagrange.

Nhªn x²t 1.2.

1) Ta �¢ thu �÷ñc �ành lþ Lagrange nh÷ l  mët h» qu£ cõa �ành lþ
Rolle. Th¸ nh÷ng ch½nh �ành lþ Rolle (v· d¤ng cõa biºu thùc) l¤i l  mët
tr÷íng hñp ri¶ng cõa �ành lþ Lagrange (ùng vîi gi£ thi¸t f(a) = f(b)).

2) Þ ngh¾a h¼nh håc: N¸u h m f(x) tho£ m¢n �¦y �õ c¡c �i·u ki»n
cõa �ành lþ Lagrange th¼ tr¶n �ç thà cõa h m sè y = f(x) ph£i tçn t¤i
½t nh§t mët �iºm M(c; f(c)) sao cho ti¸p tuy¸n vîi �ç thà t¤i �iºm �â
song song vîi d¥y cung AB, ð �â A(a; f(a)) v  B(b; f(b)).

H» qu£ 1.4. Gi£ sû f : [a; b] −→ R l  h m li¶n töc v  f ′(x) = 0, vîi
måi x ∈ (a; b). Khi �â f = const tr¶n �o¤n [a; b].

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû x0 ∈ (a; b) l  mët �iºm cè �ành n o �â,
cán x l  �iºm tuý þ cõa (a; b). �o¤n th¯ng [x0;x] ho°c [x;x0] n¬m trån
trong kho£ng (a; b), v¼ th¸ f câ �¤o h m (v  do �â nâ li¶n töc) khp nìi
tr¶n �o¤n con §y, ¡p döng �ành lþ Lagrange ta câ

f(x)− f(xo) = f ′(c)(x− x0), ∀c ∈ (xo;x).
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Nh÷ng theo gi£ thi¸t f ′(x) = 0 vîi måi x ∈ (a; b) n¶n f ′(c) = 0 vîi måi
c ∈ (x0;x). V¼ th¸ ta câ f(x) = f(x0), �¯ng thùc n y kh¯ng �ành r¬ng
gi¡ trà cõa h m f(x) t¤i �iºm b§t ký x ∈ (a; b) luæn luæn b¬ng gi¡ trà
cõa h m t¤i mët �iºm cè �ành. Do vªy, f = const tr¶n �o¤n [a; b].

H» qu£ 1.5. N¸u hai h m f(x) v  g(x) câ �¤o h m �çng nh§t b¬ng
nhau tr¶n mët kho£ng th¼ chóng ch¿ sai kh¡c nhau bði h¬ng sè cëng.

Chùng minh. Thªt vªy, theo gi£ thi¸t ta câ

[f(x)− g(x)]′ = f ′(x)− g′(x) = 0.

Theo h» qu£ 1.4 th¼ f(x)− g(x) = C (C = const) hay f(x) = g(x) +C.

�ành lþ 1.3 ( �ành lþ Cauchy). Gi£ sû c¡c h m f, g li¶n töc tr¶n �o¤n

[a; b] v  câ �¤o h m t¤i måi �iºm trong kho£ng (a; b), ngo i ra g′(x) 6= 0

vîi måi x ∈ (a; b). Khi �â tçn t¤i ½t nh§t mët �iºm c ∈ (a; b) sao cho

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
. (1.4)

Chùng minh. Tr÷îc khi chùng minh �ành lþ ta nhªn x²t r¬ng cæng
thùc (1.4) luæn câ ngh¾a, tùc l  g(b) 6= g(a). Thªt vªy, n¸u g(b) = g(a)

th¼ h m sè g(x) tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle v  do �â
tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho g′(c) = 0, nh÷ng �i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t
g′(x) 6= 0,∀x ∈ (a; b). B¥y gií ta x²t h m phö

F (x) = f(x)− λg(x), (1.5)

trong �â sè λ �÷ñc chån sao cho F (a) = F (b), tùc l 

f(a)− λg(a) = f(b)− λg(b).

�º câ �i·u �â ta ch¿ c¦n l§y

λ =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
. (1.6)
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H m F (x) tho£ m¢n måi �i·u ki»n cõa �ành lþ Rolle, do �â ∃c ∈ (a; b)

sao cho F ′(c) = 0. M°t kh¡c tø (1.5) ta câ F ′(x) = f ′(x)− λg′(x) n¶n

F ′(c) = 0⇔ f ′(c)− λg′(c) = 0⇔ λ =
f ′(c)

g′(c)
. (1.7)

Tø (1.6)v  (1.7) ta thu �÷ñc

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Cæng thùc (1.4) �÷ñc gåi l  cæng thùc sè gia húu h¤n Cauchy.

Nhªn x²t 1.3. �ành lþ Lagrange l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa �ành lþ Cauchy
vîi gi£ thi¸t g(x) = x.

1.3 �ành lþ Rolle tr¶n kho£ng væ h¤n

Trong möc n y, ta x²t mð rëng cõa �ành lþ Rolle ra kho£ng væ h¤n.
Cì sð cõa c¡c mð rëng n y l  düa v o �ành lþ Bolzano-Cauchy kh¯ng
�ành r¬ng mi·n gi¡ trà cõa h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] l§p �¦y c¡c gi¡
trà trong �o¤n

[
min
[a,b]

f(x),max
[a,b]

f(x)
]
.

�ành lþ 1.4. Gi£ sû h m sè f(x) li¶n töc tr¶n [a; +∞), câ �¤o h m

trong (a; +∞) v  lim
x→+∞

f(x) = f(a). Khi �â, tçn t¤i c ∈ (a; +∞) sao cho

f ′(c) = 0.

Chùng minh. N¸u f(x) = f(a) vîi måi x > a th¼ l§y c l  mët sè b§t
ký lîn hìn a.

Gi£ sû tçn t¤i b > a sao cho f(b) 6= f(a), ch¯ng h¤n f(b) > f(a). Gåi
µ l  mët sè thüc b§t ký thuëc (f(a); f(b)), theo �ành lþ Bolzano-Cauchy,
tçn t¤i α ∈ (a; b) sao cho f(α) = µ. V¼ lim

x→+∞
f(x) = f(a) < µ n¶n tçn

t¤i d > b sao cho f(d) < µ. Do f(x) li¶n töc tr¶n [a; +∞) n¶n theo �ành
lþ Bolzano-Cauchy tçn t¤i β ∈ (b; d) sao cho f(β) = µ = f(α), do �â
theo �ành lþ Rolle, tçn t¤i c ∈ (α; β) sao cho f ′(c) = 0.
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Ch÷ìng 2

Kh£o s¡t t½nh ch§t cì b£n cõa h m

sè

T½nh ch§t �çng bi¸n, nghàch bi¸n v  t½nh lçi, lãm cõa h m sè l  nhúng
v§n �· cì b£n trong ch÷ìng tr¼nh to¡n THPT. �ành lþ Lagrange �âng
mët vai trá quan trång trong vi»c chùng minh c¡c �ành lþ, t½nh ch§t cì
b£n trong ch÷ìng tr¼nh. Ngo i ra, trong ch÷ìng n y, chóng tæi công �·
cªp �¸n kh¡i ni»m �ë g¦n �·u v  sp thù tü c¡c tam gi¡c, m  düa v o
c¡c t½nh ch§t cõa nâ ta câ �÷ñc c¡ch gi£i r§t thó và �èi vîi mët sè b i
to¡n v· b§t �¯ng thùc trong tam gi¡c (xem [2]-[6]-[7]).

2.1 H m �çng bi¸n, nghàch bi¸n

Tø �¥y v· sau, ta sû döng k½ hi»u I(a; b) ⊂ R l  nh¬m ng¦m �ành
mët trong bèn tªp hñp (a; b), [a; b), (a; b] v  [a; b] vîi a < b.

�ành ngh¾a 2.1. Gi£ sû h m sè f(x) x¡c �ành tr¶n tªp I(a; b) ⊂ R v 

tho£ m¢n �i·u ki»n

Vîi måi x1, x2 ∈ I(a; b) v  x1 < x2, ta �·u câ f(x1) ≤ f(x2) th¼ ta

nâi r¬ng f(x) l  mët h m �ìn �i»u t«ng tr¶n I(a; b).

�°c bi»t, khi ùng vîi måi c°p x1, x2 ∈ I(a; b) v  x1 < x2, ta �·u câ

f(x1) < f(x2) th¼ ta nâi r¬ng f(x) l  mët h m �ìn �i»u t«ng thüc sü
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tr¶n I(a; b).

Ng÷ñc l¤i, n¸u vîi måi x1, x2 ∈ I(a; b) v  x1 < x2, ta �·u câ f(x1) ≥
f(x2) th¼ ta nâi r¬ng f(x) l  mët h m �ìn �i»u gi£m tr¶n I(a; b).

�°c bi»t, khi ùng vîi måi c°p x1, x2 ∈ I(a; b) v  x1 < x2, ta �·u câ

f(x1) > f(x2) th¼ ta nâi r¬ng f(x) l  mët h m �ìn �i»u gi£m thüc sü

tr¶n I(a; b).

Nhúng h m �ìn �i»u t«ng thüc sü tr¶n I(a, b) �÷ñc gåi l  h m �çng

bi¸n tr¶n I(a; b) v  h m �ìn �i»u gi£m thüc sü tr¶n I(a; b) �÷ñc gåi l 

h m nghàch bi¸n tr¶n I(a; b).

Trong ch÷ìng tr¼nh gi£i t½ch, chóng ta �¢ bi¸t �¸n c¡c ti¶u chu©n �º
nhªn bi¸t �÷ñc khi n o th¼ mët h m sè kh£ vi cho tr÷îc tr¶n kho£ng
(a; b) l  mët h m �ìn �i»u tr¶n kho£ng �â. Sau �¥y chóng ta s³ dòng
�ành lþ Lagrange �º chùng minh �ành lþ v· �i·u ki»n �õ cõa t½nh �ìn
�i»u cõa h m sè. �¥y l  mët �ành lþ r§t quan trång trong ch÷ìng tr¼nh
gi£i t½ch lîp 12- THPT.

�ành lþ 2.1. Cho h m sè y = f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b).

i) N¸u f ′(x) > 0 vîi måi x ∈ (a; b) th¼ h m sè y = f(x) �çng bi¸n

tr¶n kho£ng �â.

ii) N¸u f ′(x) < 0 vîi måi x ∈ (a; b) th¼ h m sè y = f(x) nghàch

bi¸n tr¶n kho£ng �â.

Chùng minh. L§y hai �iºm x1, x2 (x1 < x2) tr¶n kho£ng (a; b). V¼
f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) n¶n f(x) li¶n töc tr¶n [x1;x2] v  câ
�¤o h m trong kho£ng (x1;x2).

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m sè y = f(x) tr¶n [x1;x2], khi �â
∃c ∈ (x1;x2) sao cho

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

i) N¸u f ′(x) > 0 tr¶n kho£ng (a; b) th¼ f ′(c) > 0, m°t kh¡c x2−x1 > 0

n¶n f(x2) − f(x1) > 0 hay f(x2) > f(x1), suy ra h m f(x) �çng bi¸n
tr¶n kho£ng (a; b).
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ii) N¸u f ′(x) < 0 tr¶n kho£ng (a; b) th¼ f ′(c) < 0, m°t kh¡c x2−x1 > 0

n¶n f(x2)− f(x1) < 0 hay f(x2) < f(x1), suy ra h m f(x) nghàch bi¸n
tr¶n kho£ng (a; b).

�ành lþ 2.2 (Mð rëng cõa �ành lþ 2.1). Gi£ sû h m sè y = f(x) câ �¤o

h m tr¶n kho£ng (a; b). N¸u f ′(x) ≥ 0 (ho°c f ′(x) ≤ 0) v  �¯ng thùc

ch¿ x£y ra t¤i mët sè húu h¤n �iºm tr¶n kho£ng (a; b) th¼ f(x) �çng bi¸n

(ho°c nghàch bi¸n tr¶n kho£ng �â).

Chùng minh. Thªt vªy, �º �ìn gi£n c¡ch lªp luªn, gi£ sû r¬ng f ′(x) ≥ 0

tr¶n (a; b) v  f ′(x) = 0 t¤i x1 ∈ (a, b) th¼ khi �â f(x) �çng bi¸n trong
tøng kho£ng (a, x1) v  (x1, b) v  li¶n töc trong (a, x1] v  [x1, b) n¶n nâ
công �çng bi¸n trong (a, x1] v  [x1, b). Tø �â suy ra nâ �çng bi¸n tr¶n
c£ kho£ng (a, b).

2.2 H m lçi, lãm kh£ vi bªc hai

2.2.1 T½nh ch§t cõa h m lçi, h m lãm

�ành ngh¾a 2.2.

i) H m sè f(x) �÷ñc gåi l  h m lçi tr¶n tªp I(a; b) ⊂ R n¸u vîi

måi x1, x2 ∈ I(a; b) v  vîi måi c°p sè d÷ìng α, β câ têng α + β = 1, ta

�·u câ

f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2). (2.1)

N¸u d§u �¯ng thùc trong (2.1) x£y ra khi v  ch¿ khi x1 = x2 th¼ ta nâi

f(x) l  h m lçi thüc sü (ch°t) tr¶n I(a; b).

ii) H m sè f(x) �÷ñc gåi l  h m lãm tr¶n tªp I(a; b) ⊂ R n¸u vîi

måi x1, x2 ∈ I(a; b) v  vîi måi c°p sè d÷ìng α, β câ têng α + β = 1, ta

�·u câ

f(αx1 + βx2) ≥ αf(x1) + βf(x2). (2.2)

N¸u d§u �¯ng thùc trong (2.2) x£y ra khi v  ch¿ khi x1 = x2 th¼ ta nâi

f(x) l  h m lãm thüc sü (ch°t) tr¶n I(a; b).
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Nhªn x²t 2.1. Khi x1 < x2 th¼ x = αx1 + βx2 vîi måi c°p sè d÷ìng
α, β câ têng α + β = 1 �·u thuëc (x1;x2) v 

α =
x2 − x
x2 − x1

; β =
x− x1
x2 − x1

.

�ành lþ 2.3. N¸u f(x) l  h m sè kh£ vi tr¶n I(a; b) th¼ f(x) l  h m lçi

tr¶n I(a; b) khi v  ch¿ khi f ′(x) l  h m �ìn �i»u t«ng tr¶n I(a; b).

Chùng minh. Gi£ sû f(x) lçi tr¶n I(a; b). Khi �â vîi x1 < x < x2,
(x, x1, x2 ∈ I(a; b)), ta câ

x2 − x
x2 − x1

> 0;
x− x1
x2 − x1

> 0 v 
x2 − x
x2 − x1

+
x− x1
x2 − x1

= 1.

V¼ th¸

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2)

⇔f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
. (2.3)

Trong (2.3) cho x→ x1, ta thu �÷ñc

f ′(x1) ≤
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
. (2.4)

T÷ìng tü, trong (2.3) cho x→ x2, ta thu �÷ñc

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2). (2.5)

Tø (2.4) v  (2.5), ta nhªn �÷ñc f ′(x1) ≤ f ′(x2), tùc h m sè f ′(x) l  h m
�ìn �i»u t«ng.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû f ′(x) l  h m sè �ìn �i»u t«ng v  x1 < x < x2

(x, x1, x2 ∈ I(a; b)). Theo �ành lþ Lagrange, tçn t¤i x3, x4 vîi x3 ∈ (x1;x)

v  x4 ∈ (x;x2) sao cho

f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(x3),

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(x4).
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Do f ′(x3) ≤ f ′(x4) n¶n
f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
, hay ta câ

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2).

Tùc f(x) l  h m lçi tr¶n I(a; b).

�ành lþ 2.4. N¸u f(x) kh£ vi bªc hai tr¶n I(a; b) th¼ f(x) lçi (lãm) tr¶n

I(a; b) khi v  ch¿ khi f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) tr¶n I(a; b).

Chùng minh. Suy trüc ti¸p tø �ành lþ 2.3.
V· sau ta ch¿ x²t c¡c h m lçi (lãm) kh£ vi, tùc l  c¡c h m sè kh£ vi

bªc hai câ �¤o h m c§p 2 khæng �êi d§u trong I(a; b).

H» qu£ 2.1. N¸u h m sè y = f(x) lçi ho°c lãm tr¶n I(a; b) th¼ ph÷ìng
tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ hai nghi»m thuëc I(a; b).

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû h m sè y = f(x) lçi ho°c lãm tr¶n
I(a; b), tùc f ′′(x) > 0 ho°c f ′′(x) < 0 tr¶n I(a; b). Khi �â h m sè f ′(x)

luæn �çng bi¸n ho°c nghàch bi¸n tr¶n I(a; b), n¶n ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0

câ khæng qu¡ 1 nghi»m trong kho£ng I(a; b). Do �â theo h» qu£ 1.2

ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ 2 nghi»m tr¶n kho£ng �â.

Nhªn x²t 2.2. Vîi h» qu£ n y, chóng ta câ th¶m mët cæng cö húu hi»u
�º ¡p döng cho c¡c d¤ng to¡n gi£i ph÷ìng tr¼nh, chùng minh sü tçn t¤i
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh... m  chóng tæi s³ giîi thi»u ph÷ìng ph¡p gi£i
thæng qua c¡c v½ dö cö thº trong ch÷ìng sau.

�ành lþ 2.5 (B§t �¯ng thùc Karamata). Cho hai d¢y sè {xk, yk ∈
I(a; b), k = 1, 2, . . . , n}, tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n:

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn, y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn
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v  

x1 ≥ y1,

x1 + x2 ≥ y1 + y2,

· · ·

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 ≥ y1 + y2 + · · ·+ yn−1,

x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn.

Khi �â, ùng vîi måi h m lçi thüc sü f(x) tr¶n I(a; b), ta �·u câ

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) ≥ f(y1) + f(y2) + · · ·+ f(yn).

Chùng minh. Tr÷îc h¸t ta chùng minh b§t �¯ng thùc

f(x1) ≥ f(y1) + f ′(y1)(x1 − y1), ∀x1, y1 ∈ I(a; b). (2.6)

D§u �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x1 = y1.

Thªt vªy, ta câ

(2.6)⇔ f(x1)− f(y1) ≥ f ′(y1)(x1 − y1). (2.7)

Ta x²t 3 tr÷íng hñp.
i) N¸u x1 = y1 th¼ ta câ d§u �¯ng thùc, do �â (2.7) �óng.
ii) N¸u x1 > y1 th¼ x1 − y1 > 0 n¶n

(2.7)⇔ f(x1)− f(y1)

x1 − y1
≥ f ′(y1). (2.8)

Theo �ành lþ Lagrange th¼ (2.8)⇔ f ′(x′1) ≥ f ′(y1) vîi y1 < x′1 < x1. B§t
�¯ng thùc n y luæn �óng v¼ f ′(x) l  h m �çng bi¸n do f ′′(x) > 0 (theo
gi£ thi¸t), v¼ th¸ b§t �¯ng thùc (2.6) �óng.
iii) N¸u x1 < y1 th¼ x1 − y1 < 0 n¶n

(2.7)⇔ f(x1)− f(y1)

x1 − y1
≤ f ′(y1). (2.9)

Theo �ành lþ Lagrange th¼ (2.9)⇔ f ′(x′1) ≤ f ′(y1) vîi x1 < x′1 < y1. B§t
�¯ng thùc n y luæn �óng v¼ f ′(x) l  h m �çng bi¸n do f ′′(x) > 0 (theo
gi£ thi¸t), v¼ th¸ b§t �¯ng thùc (2.6) �óng.
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T÷ìng tü ta chùng minh �÷ñc

f(xi) ≥ f(yi) + f ′(yi)(xi − yi), ∀xi, yi ∈ I(a; b), i = 1, 2, . . . , n.

Nh÷ vªy ta câ
f(x1) ≥ f(y1) + f ′(y1)(x1 − y1),

f(x2) ≥ f(y2) + f ′(y2)(x2 − y2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(xn) ≥ f(yn) + f ′(yn)(xn − yn).

Do �â
n∑
i=1

f(xi) ≥
n∑
i=1

f(yi) +
n∑
i=1

f ′(yi)(xi − yi)

⇔
n∑
i=1

f(xi)−
n∑
i=1

f(yi) ≥
n∑
i=1

f ′(yi)(xi − yi). (2.10)

X²t
n∑
i=1

f ′(yi)(xi − yi).

Sû döng bi¸n �êi Abel ùng vîi ai = f ′(yi) v  bi = (xi − yi) ta �÷ñc:
n∑
i=1

f ′(yi)(xi − yi) =
n−1∑
i=1

[f ′(yi)− f ′(yi+1)][(x1 + x2 + · · ·+ xn−1)− (y1 + y2 + · · ·

+ yn−1)] + f ′(yn)[(x1 + x2 + · · ·+ xn)− (y1 + y2 + · · ·+ yn)].

Tø gi£ thi¸t ta câ f ′(yi)− f ′(yi+1) ≥ 0 (do h m f ′(y) �çng bi¸n), v 

(x1 + x2 + · · ·+ xn−1)− (y1 + y2 + · · ·+ yn−1) ≥ 0,

(x1 + x2 + · · ·+ xn)− (y1 + y2 + · · ·+ yn) = 0.

V¼ th¸
n∑
i=1

f ′(yi)(xi − yi) ≥ 0. (2.11)

Tø (2.10) v  (2.11) ta thu �÷ñc
n∑
i−1

f(xi)−
n∑
i−1

f(yi) ≥ 0,
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tùc l  ta câ

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) ≥ f(y1) + f(y2) + · · ·+ f(yn).

2.2.2 �ë g¦n �·u v  sp thù tü c¡c tam gi¡c

Ti¸p theo ta n¶u v½ dö minh håa v· c¡c t½nh ch§t lçi (lãm) ¡p döng
trong ch÷ìng tr¼nh l÷ñng gi¡c bªc phê thæng.

�ành ngh¾a 2.3. Vîi méi tam gi¡c ABC cho tr÷îc, ta k½ hi»u

δ4ABC = max{A,B,C} −min{A,B,C}

v  gåi δ4ABC l  �ë g¦n �·u cõa tam gi¡c ABC.

Rã r ng δ4ABC ≥ 0 v  δ4ABC = 0 khi v  ch¿ khi tam gi¡c ABC l 
mët tam gi¡c �·u.

�ành ngh¾a 2.4. Vîi méi c°p tam gi¡c A1B1C1 v  A2B2C2 tho£ m¢n

�çng thíi c¡c �i·u ki»n

max{A1, B1, C1} ≤ max{A2, B2, C2},

min{A1, B1, C1} ≥ min{A2, B2, B2}

th¼ ta nâi c°p tam gi¡c A1B1C1 v  A2B2C2 l  c°p sp �÷ñc thù tü v 

tam gi¡c A1B1C1 g¦n �·u hìn tam gi¡c A2B2C2.

Vªy trong tr÷íng hñp câ sp thù tü, n¸u vîi méi c°p tam gi¡c A1B1C1

v  A2B2C2 (vîi A1 ≥ B1 ≥ C1, A2 ≥ B2 ≥ C2) tho£ m¢n �çng thíi c¡c
�i·u ki»n A1 ≤ A2, C1 ≥ C2, th¼ ta s³ câ tam gi¡c A1B1C1 g¦n �·u hìn
tam gi¡c A2B2C2.

Nhªn x²t 2.3.

1) Tam gi¡c �·u g¦n �·u hìn måi tam gi¡c kh¡c.
2) Trong tªp hñp c¡c tam gi¡c khæng nhån th¼ tam gi¡c vuæng c¥n

g¦n �·u hìn måi tam gi¡c kh¡c.
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Trong qu¡ tr¼nh chùng minh b§t �¯ng thùc Karamata, chóng ta �¢ sû
döng �ành lþ Lagrange �º chùng minh mët t½nh ch§t quan trång, th÷íng
�÷ñc sû döng trong c¡c b i to¡n v· �ë g¦n �·u cõa tam gi¡c. Ta s³ nhc
l¤i t½nh ch§t �â.

T½nh ch§t 2.1. Cho h m sè y = f(x) câ �¤o h m c§p hai f ′′(x) trong

(a; b).

a) N¸u f ′′(x) ≥ 0 vîi måi x ∈ (a; b) th¼

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), vîi x, x0 ∈ (a; b).

b) N¸u f ′′(x) ≤ 0 vîi måi x ∈ (a; b) th¼

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), vîi x, x0 ∈ (a; b).

Sau �¥y, ta x²t mët sè b i to¡n ti¶u biºu nh¬m minh håa c¡c t½nh
ch§t �¢ n¶u tr¶n.

B i to¡n 2.1. Cho tam gi¡c A2B2C2 g¦n �·u hìn tam gi¡c A1B1C1 v 
cho h m sè f(x) câ f ′′(x) ≥ 0 vîi måi x ∈ (0;π). Chùng minh r¬ng

f(A1) + f(B1) + f(C1) ≥ f(A2) + f(B2) + f(C2).

Gi£i. Do f ′′(x) ≥ 0,∀x ∈ (0;π) n¶n theo t½nh ch§t 2.1 ta câ:

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x, x0 ∈ (0;π). (2.12)

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta coi

A1 ≥ B1 ≥ C1, A2 ≥ B2 ≥ C2.

Khi �â, theo �ành ngh¾a 2.4 ta câ A1 ≥ A2 v  C1 ≤ C2. Suy ra
A1 ≥ A2,

A1 +B1 ≥ A2 +B2,

A1 +B1 + C1 = A2 +B2 + C2.
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Theo (2.12) th¼ 
f(A1) ≥ f(A2) + f ′(A2)(A1 − A2),

f(B1) ≥ f(B2) + f ′(B2)(B1 −B2),

f(C1) ≥ f(C2) + f ′(C2)(C1 − C2).

(2.13)

Cëng c¡c v¸ t÷ìng ùng cõa (2.13), ta �÷ñc

f(A1) + f(B1) + f(C1) ≥ f(A2) + f(B2) + f(C2)

+ [f ′(B2)− f ′(C2)][(A1 +B1)− (A2 +B2)]

+ [f ′(A2)− f ′(B2)](A1 − A2)

≥ f(A2) + f(B2) + f(C2).

B i to¡n 2.2. Cho tam gi¡c ABC v  cho ba sè d÷ìng α, β, γ sao cho
α + β + γ = 1. �°t 

A0 = αA+ βB + γC,

B0 = αB + βC + γA,

C0 = αC + βA+ γB.

(2.14)

Chùng minh r¬ng:

sinA+ sinB + sinC ≤ sinA0 + sinB0 + sinC0.

Gi£i. Theo gi£ thi¸t ta câ A0+B0+C0 = A+B+C = π n¶n A0, B0, C0

l  c¡c gâc cõa mët tam gi¡c v 
A ≥ A0,

A+B ≥ A0 +B0,

A+B + C = A0 +B0 + C0.

vîi gi£ thi¸t A ≥ B ≥ C, A0 ≥ B0 ≥ C0.

X²t h m sè f(x) = sin x,∀x ∈ [0;π]. Ta câ

f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sinx ≤ 0,∀x ∈ [0;π].
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Theo t½nh ch§t 2.1 ta câ

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x, x0 ∈ [0; π].

Vªy n¶n
sinA ≤ sinA0 + cosA0(A− A0),

sinB ≤ sinB0 + cosB0(B −B0),

sinC ≤ sinC0 + cosC0(C − C0).

Suy ra

sinA+ sinB + sinC ≤ sinA0 + sinB0 + sinC0

+ cosC0(A+B + C − A0 −B0 − C0)

+ (cosB0 − cosC0)(A+B − A0 −B0)

+ (cosA0 − cosB0)(A− A0).

V¼ A+B + C − (A0 +B0 + C0) = 0;A+B ≥ A0 +B0;A ≥ A0,

π > B0 ≥ C0 ≥ 0⇒ cosB0 ≤ cosC0,

π > A0 ≥ B0 ≥ 0⇒ cosA0 ≤ cosB0,

n¶n sinA+ sinB + sinC ≤ sinA0 + sinB0 + sinC0.

B i to¡n 2.3. Chùng minh r¬ng vîi måi tam gi¡c ABC khæng nhån,
ta luæn câ

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
≥ 2
√

2− 1.

Gi£i. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta coi A ≥ B ≥ C. Khi �â
A ≥ π

2 ,

A+B ≥ π
2 + π

4 ,

A+B + C = π
2 + π

4 + π
4 .

⇒


A
2 ≥

π
4 ,

A
2 + B

2 ≥
π
4 + π

8 ,

A
2 + B

2 + C
2 = π

4 + π
8 + π

8 .
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X²t h m sè f(x) = tanx vîi x ∈
(

0;
π

2

)
. Ta câ f ′′(x) > 0,∀x ∈

(
0;
π

2

)
.

Vªy n¶n theo t½nh ch§t 2.1, ta câ

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x, x0 ∈
(

0;
π

2

)
.

Theo b i to¡n 2.1 th¼

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
≥ tan

π

4
+ tan

π

8
+ tan

π

8
.

�º þ r¬ng tan
π

8
=
√

2− 1 n¶n

tan
π

4
+ tan

π

8
+ tan

π

8
= 2
√

2− 1.

Do �â
tan

A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
≥ 2
√

2− 1.
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Ch÷ìng 3

Mët sè ùng döng �ành lþ Rolle

trong �¤i sè

3.1 Chùng minh sü tçn t¤i v  bi»n luªn sè nghi»m

cõa ph÷ìng tr¼nh

�º chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh, ta câ thº sû döng
c¡c �ành lþ sau l  d¤ng ph¡t biºu kh¡c cõa �àng lþ Rolle (xem [4]-[9]).

�ành lþ 3.1. Cho h m sè y = f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] v  F (x)

l  mët nguy¶n h m cõa f(x) trong �o¤n �â. N¸u tçn t¤i c¡c sè thüc

x1, x2 ∈ [a; b] vîi x1 < x2 sao cho F (x1) = F (x2) th¼ ph÷ìng tr¼nh

f(x) = 0 câ nghi»m trong �o¤n [x1;x2] (hay câ nghi»m trong �o¤n [a; b]).

Chùng minh. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 væ nghi»m tr¶n �o¤n
[x1;x2]. V¼ f(x) li¶n töc n¶n suy ra ho°c f(x) > 0,∀x ∈ [x1;x2] ho°c
f(x) < 0,∀x ∈ [x1;x2].

N¸u f(x) > 0,∀x ∈ [x1;x2] th¼ h m sè F (x) �çng bi¸n tr¶n [x1, x2],

tø �â suy ra F (x1) < F (x2).

N¸u f(x) < 0,∀x ∈ [x1;x2] th¼ h m sè F (x) nghàch bi¸n tr¶n [x1;x2],

tø �â suy ra F (x1) > F (x2).

Nh÷ vªy, trong c£ hai tr÷íng hñp ta �·u câ F (x1) 6= F (x2), �i·u n y
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tr¡i gi£ thi¸t l  F (x1) = F (x2).

Vªy ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ nghi»m trong �o¤n [x1;x2].

Ta ph¡t biºu k¸t qu£ tr¶n d÷îi d¤ng �ành lþ t÷ìng �÷ìng sau �¥y.

�ành lþ 3.2. Gi£ sû h m sè y = f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b]. N¸u

tçn t¤i c¡c sè thüc x1, x2 ∈ [a; b] m 
∫ x2
x1
f(x)dx = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh

f(x) = 0 câ nghi»m trong �o¤n [x1;x2].

Kÿ thuªt cì b£n cõa d¤ng to¡n n y l  chån h m sè tho£ m¢n �i·u
ki»n cõa c¡c �ành lþ düa tr¶n gi£ thi¸t cõa b i to¡n. Chóng tæi lüa chån
giîi thi»u mët sè b i to¡n trong c¡c ký thi quèc gia v  quèc t¸ �º minh
ho¤ cho d¤ng b i tªp n y (xem [1]-[2]-[5]).

B i 3.1. Cho c¡c sè thüc a, b, c v  c¡c sè nguy¶n d÷ìng n tho£ m¢n �i·u
ki»n

c = − 6(a+ b)

5(n+ 2)
.

Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh a sinn x + b cosn x + c sinx + c = 0 câ
nghi»m trong kho£ng

(
0;
π

2

)
.

Gi£i. X²t h m sè

f(x) =
2a

n+ 2
sinn+2 x− 2b

n+ 2
cosn+2 x+

2c

3
sin3 x− c cos2 x.

Rã r ng f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n R v 

f ′(x) = 2a sinn+1 x cosx+ 2b cosn+1 x sinx+ 2c sin2 x cosx+ 2c sinx cosx

= sin 2x(a sinn x+ b cosn x+ c sinx+ c).

Ta câ

f
(π

2

)
− f(0) =

2a

n+ 2
+

2c

3
+

2b

n+ 2
+ c

=
2a

n+ 2
− 4(a+ b)

5(n+ 2)
+

2b

n+ 2
− 6(a+ b)

5(n+ 2)

= 0.
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Khi �â theo �ành lþ Rolle, ∃x0 ∈
(

0;
π

2

)
sao cho

f ′(x0) = 0⇔ sin 2x0(a sinn x0 + b cosn x0 + c sinx0 + c) = 0

⇔ a sinn x0 + b cosn x0 + c sinx0 + c = 0.

(Do x0 ∈
(

0;
π

2

)
n¶n sin 2x0 6= 0).

Vªy ph÷ìng tr¼nh a sinn x + b cosn x + c sinx + c = 0 câ nghi»m trong
kho£ng

(
0;
π

2

)
.

B i 3.2. Cho a0, a1, . . . , an l  c¡c sè thüc tho£ m¢n �i·u ki»n

a0 +
a1
2

+
a2
3

+ · · ·+ an
n+ 1

= a0 + a1 +
a22

2

3
+
a32

3

4
+ · · ·+ an2

n

n+ 1
= 0.

Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh a1 + 2a2x + 3a3x
2 + · · · + nanx

n−1 = 0

câ ½t nh§t mët nghi»m thuëc kho£ng (0; 2).

Gi£i. X²t h m sè f(x) = a0x+
1

2
a1x

2 +
1

3
a2x

3 + · · ·+ 1

n+ 1
anx

n+1.

Rã r ng f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n R, v  ta câ:

f(1) = a0 +
a1
2

+
a2
3

+ · · ·+ an
n+ 1

,

f(2) = 2
(
a0 + a1 +

a22
2

3
+
a32

3

4
+ · · ·+ an2

n

n+ 1

)
.

Tø gi£ thi¸t ta câ f(1) = f(2) = 0, ngo i ra hiºn nhi¶n f(0) = 0. Khi
�â theo �ành lþ Rolle, tçn t¤i c1, c2 tho£ m¢n 0 < c1 < 1 < c2 < 2 sao
cho f ′(c1) = f ′(c2) = 0. Ti¸p töc ¡p döng �ành lþ Rolle cho h m f ′(x)

tr¶n �o¤n [c1; c2], ∃x0 ∈ (c1; c2) ⊂ (0; 2) sao cho f ′′(x0) = 0. Nh÷ vªy x0
l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh f ′′(x) = 0 tr¶n kho£ng (0; 2).

D¹ th§y f ′′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1.

Tø �â ta câ �i·u ph£i chùng minh.

B i 3.3. Cho a, b, c tuý þ v  m l  sè d÷ìng tho£ m¢n biºu thùc
a

m+ 2
+

b

m+ 1
+

c

m
= 0. (3.1)

Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh ax2+bx+c = 0 câ nghi»m thuëc kho£ng
(0; 1).
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Gi£i.

C¡ch 1. X²t h m sè f(x) =
a

m+ 2
xm+2 +

b

m+ 1
xm+1 +

c

m
xm.

Rã r ng h m sè f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n R. Ta câ

f ′(x) = axm+1 + bxm + cxm−1.

v 

f(0) = 0.

f(1) =
a

m+ 2
+

b

m+ 1
+

c

m
= 0.

Theo �ành lþ Rolle, ∃x0 ∈ (0; 1) sao cho f ′(x0) = 0, tùc l 

axm+1
0 + bxm0 + cxm−10 = 0

⇔xm−10 (ax20 + bx0 + c) = 0

⇔ax20 + bx0 + c = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh ax2 + bx+ c = 0 câ nghi»m thuëc kho£ng (0; 1).

C¡ch 2. X²t h m sè f(x) = ax2 + bx+ c. Rã r ng h m sè f(x) li¶n töc
tr¶n [0; 1]. Ta câ f(0) = c v 

f
(m+ 1

m+ 2

)
= a

(m+ 1

m+ 2

)2
+ b
(m+ 1

m+ 2

)
+ c.

=
[(m+ 1)2

m+ 2

][ a

m+ 2
+

b

m+ 1
+
c(m+ 2)

(m+ 1)2

]
=
[(m+ 1)2

m+ 2

][
− c

m
+
c(m+ 2)

(m+ 1)2

]
= − c

m(m+ 2)
.(

Do (3.1)⇒ a

m+ 2
+

b

m+ 1
= − c

m

)
.

Vªy f(0).f
(m+ 1

m+ 2

)
=

−c2

m(m+ 2)
≤ 0 (do m > 0).

N¸u c = 0 th¼ f
(m+ 1

m+ 2

)
= 0, nh÷ vªy x0 =

m+ 1

m+ 2
l  nghi»m cõa

ph÷ìng tr¼nh �¢ cho. Hìn núa do m > 0 n¶n 0 <
m+ 1

m+ 2
< 1.

N¸u c 6= 0 th¼ f(0).f
(m+ 1

m+ 2

)
< 0. Khi �â ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ

nghi»m x0 ∈
(

0;
m+ 1

m+ 2

)
⊂ (0; 1).
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Nh÷ vªy vîi gi£ thi¸t �¢ cho, ph÷ìng tr¼nh ax2 + bx + c = 0 luæn câ
nghi»m trong kho£ng (0; 1).

C¡ch 3. (�p döng �ành lþ �£o tam thùc bªc hai).
1) N¸u a = 0, khi �â (3.1) trð th nh

b

m+ 1
+

c

m
= 0. (3.2)

Ta x²t hai tr÷íng hñp sau:
N¸u b = 0 th¼ tø (3.2) ta câ c = 0. Khi �â, ph÷ìng tr¼nh ax2+bx+c = 0

nghi»m �óng vîi måi x ∈ R, suy ra ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m thuëc (0; 1).
N¸u b 6= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh ax2 + bx+ c = 0 câ d¤ng

bx+ c = 0⇔ x = −c
b
.

Tø (3.2) ⇒ −c
b

=
m

m+ 1
n¶n x =

m

m+ 1
∈ (0; 1), do m > 0.

2) N¸u a 6= 0. �°t f(x) = ax2 + bx + c, khi �â f(x) li¶n töc tr¶n R
v  ta câ:

af(0) = ac, af
( m

m+ 1

)
= − ma2

(m+ 1)2(m+ 2)
< 0 (do a 6= 0,m > 0).

L¤i câ hai kh£ n«ng x£y ra.
a) N¸u ac > 0 th¼ af(0) > 0, suy ra

(
af(0)

)(
af
( m

m+ 1

))
< 0.

Do �â
f(0)f

( m

m+ 1

)
< 0.

V¼ f(x) li¶n töc tr¶n R n¶n tçn t¤i x1 ∈
(

0;
m

m+ 1

)
sao cho f(x1) = 0.

Ngo i ra ta câ 0 <
m

m+ 1
< 1, cho n¶n x1 ∈ (0; 1).

Vªy ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ nghi»m thuëc kho£ng (0; 1).

b) N¸u ac ≤ 0 th¼ af(1) = a(a+ b+ c).

Tø gi£ thi¸t (3.1) suy ra b = −a(m+ 1)

m+ 2
− c(m+ 1)

m
. V¼ th¸

af(1) =
a2

m+ 2
− ac

m
> 0 (do m > 0, ac ≤ 0, a 6= 0).
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Do �â
(
af(1)

)(
af
( m

m+ 1

))
< 0⇒ f(1)f

( m

m+ 1

)
< 0.

V¼ f(x) li¶n töc tr¶n R n¶n tçn t¤i x2 ∈
( m

m+ 1
; 1
)
sao cho f(x2) = 0,

v  do 0 <
m

m+ 1
< 1 n¶n x2 ∈ (0; 1).

Nh÷ vªy vîi gi£ thi¸t �¢ cho, ph÷ìng tr¼nh ax2 + bx + c = 0 luæn câ
nghi»m trong kho£ng (0; 1).

Nhªn x²t 3.1.

1) �¥y l  mët b i to¡n têng qu¡t, tø b i to¡n n y ta câ thº s¡ng t¡c
�÷ñc nhúng b i to¡n mîi vîi nhúng �i·u ki»n cö thº hìn. Ch¯ng h¤n ta
câ b i to¡n sau �¥y.

Gi£ sû a, b, c l  c¡c sè thüc thäa m¢n
a

2010
+

b

2009
+

c

2008
= 0. Chùng

minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh a. ln2 x+ b. lnx+ c = 0 luæn câ nghi»m.
2) So s¡nh 3 c¡ch gi£i tr¶n, méi c¡ch �·u câ ÷u th¸ ri¶ng, nh÷ng câ

l³ c¡ch 1 ngn gån hìn v  tr¡nh �÷ñc sai sât trong qu¡ tr¼nh t½nh to¡n.
Tuy nhi¶n, trong qu¡ tr¼nh gi£i to¡n, khæng n¶n vªn döng mët c¡ch m¡y
mâc mët ph÷ìng ph¡p cho mët lo¤i b i tªp, v¼ ph÷ìng ph¡p n y câ thº
l  hay vîi b i to¡n n y, nh÷ng ch÷a h¯n l  hay �èi vîi b i kh¡c. Ch¯ng
h¤n ta x²t b i to¡n ti¸p theo sau �¥y.

B i 3.4. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh
105

2
x4 − 230

3
x3 + 3x2 + 2x+ 1 = 0

câ nghi»m trong kho£ng (0; 2).

Gi£i.

C¡ch 1. X²t h m sè

f(x) =
105

60
x6 − 115

30
x5 +

1

4
x4 +

1

3
x3 +

1

2
x2 + x.

Rã r ng f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n R, v  ta câ

f ′(x) =
105

10
x5 − 115

6
x4 + x3 + x2 + x+ 1,

f ′′(x) =
105

2
x4 − 230

3
x3 + 3x2 + 2x+ 1.
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D¹ th§y f(0) = f(1) = f(2) = 0. Theo �ành lþ Rolle, ∃x1 ∈ (0; 1) v 
x2 ∈ (1; 2) sao cho f ′(x1) = f ′(x2).

Do f ′(x) công l  h m li¶n töc tr¶n R n¶n ti¸p töc ¡p döng �ành lþ
Rolle cho h m sè f ′(x) tr¶n [x1;x2] : ∃α ∈ (x1;x2) ⊂ (0; 2) sao cho
f ′′(α) = 0. �i·u �â câ ngh¾a α l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

105

2
x4 − 230

3
x3 + 3x2 + 2x+ 1 = 0.

Tø �â ta câ �i·u ph£i chùng minh.

C¡ch 2. �°t f(x) =
105

2
x4 − 230

3
x3 + 3x2 + 2x+ 1.

Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n R v  ta câ

f(0) = 1, f(1) = −109

6
, f(2) =

173

3
.

Suy ra f(0).f(1) < 0, f(1).f(2) < 0. Theo �ành lþ Bolzano-Cauchy, tçn
t¤i x1 ∈ (0; 1) v  x2 ∈ (1; 2) sao cho f(x1) = f(x2) = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 luæn câ 2 nghi»m thuëc kho£ng (0; 2).

Nhªn x²t 3.2. C¡ch 2 cõa b i to¡n tr¶n cho ta k¸t qu£ m¤nh hìn y¶u
c¦u cõa b i to¡n v  rã r ng c¡ch gi£i công ngn gån hìn. Nh÷ vªy, vi»c
lüa chån ph÷ìng ph¡p phò hñp cho tøng b i trong qu¡ tr¼nh gi£i to¡n
l  mët v§n �· væ còng quan trång c¦n �÷ñc l÷u þ trong qu¡ tr¼nh gi£ng
d¤y, håc tªp v  nghi¶n cùu.

B i 3.5 (Tuyºn tªp 200 b i to¡n væ �àch mæn Gi£i t½ch). Cho h m sè
f(x) câ f ′(x) l  h m �çng bi¸n tr¶n �o¤n [a; b], ngo i ra

f(a) =
1

2
(a− b),

f(b) =
1

2
(b− a).

Chùng minh r¬ng tçn t¤i α, β, γ ph¥n bi»t trong kho£ng (a; b) sao cho

f ′(α).f ′(β).f ′(γ) = 1.
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Gi£i. Tø gi£ thi¸t f ′(x) �çng bi¸n tr¶n [a; b], ta suy ra

f ′(x) < f ′(y) khi a ≤ x < y ≤ b. (3.3)

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m f(x) tr¶n [a; b] : ∃γ ∈ (a; b) sao cho

f ′(γ) =
f(b)− f(a)

b− a
=

1

2
(b− a)− 1

2
(a− b)

b− a
= 1. (3.4)

X²t h m sè g(x) = f(x) +x− a+ b

2
. Do f(x) li¶n töc tr¶n [a; b] (v¼ f(x)

kh£ vi tr¶n [a; b]) n¶n g(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b]. Ta câ

g(a) =
1

2
(a− b) + a− a+ b

2
= a− b,

g(b) =
1

2
(b− a) + b− a+ b

2
= b− a.

Suy ra g(a)g(b) = −(a− b)2 < 0. Khi �â ∃x0 ∈ (a; b) sao cho g(x0) = 0,

hay

f(x0) + x0 −
a+ b

2
= 0⇔ f(x0) =

a+ b

2
− x0.

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m f(x) tr¶n [a;x0] : ∃α ∈ (a;x0) sao
cho

f ′(α) =
f(x0)− f(a)

x0 − a
=

1

2
(a+ b)− x0 −

1

2
(a− b)

x0 − a
=
b− x0
x0 − a

. (3.5)

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m f(x) tr¶n [x0; b] : ∃β ∈ (x0; b) sao
cho

f ′(β) =
f(b)− f(x0)

b− x0
=

1

2
(b− a)− 1

2
(a+ b) + x0

b− x0
=
x0 − a
b− x0

. (3.6)

Tø (3.4), (3.5) v  (3.6) ta thu �÷ñc

f ′(α).f ′(β).f ′(γ) = 1.

Tø (3.3) ta suy ra α, β, γ �æi mët kh¡c nhau.
Ta câ mët b i to¡n t÷ìng tü nh÷ sau.
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B i 3.6 (Olympic Hoa Ký). Cho h m sè f kh£ vi tr¶n [0; 1] v  thäa
m¢n

f(0) = 0, f(1) = 1.

Chùng minh r¬ng tçn t¤i hai sè thüc ph¥n bi»t a, b thuëc kho£ng (0; 1)

sao cho f ′(a).f ′(b) = 1.

Gi£i. X²t h m sè g(x) = f(x) + x− 1, rã r ng g kh£ vi tr¶n [0; 1].

Ta câ g(0) = −1, g(1) = 1 ⇒ g(0).g(1) < 0 n¶n ∃c ∈ (0; 1) sao cho
g(c) = 0, do �â

f(c) + c− 1 = 0⇔ f(c) = 1− c.

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m f(x) tr¶n c¡c �o¤n [0; c] v  [c; 1] th¼

∃a ∈ (0; c) sao cho
f(c)− f(0)

c
= f ′(a).

∃b ∈ (c; 1) sao cho
f(1)− f(c)

1− c
= f ′(b).

Suy ra f ′(a).f ′(b) =
f(c)

c
.
f(1)− f(c)

1− c
=

(1− c)c
c(1− c)

= 1.

Vªy, ∃a, b ∈ (0; 1) sao cho f ′(a).f ′(b) = 1.

B i 3.7 (Olympic sinh vi¶n to n quèc - 1994). Cho h m sè f(x) li¶n töc
v  câ �¤o h m tr¶n kho£ng (0; +∞) v  khæng ph£i l  h m h¬ng. Cho
hai sè thüc a, b tho£ m¢n �i·u ki»n 0 < a < b. Chùng minh r¬ng ph÷ìng
tr¼nh

x.f ′(x)− f(x) =
af(b)− bf(a)

b− a
câ ½t nh§t 1 nghi»m trong kho£ng (a; b).

Gi£i. X²t hai h m sè g(x) =
f(x)

x
v  h(x) =

1

x
.

Do f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n (0; +∞) n¶n c¡c h m sè g(x) v 
h(x) kh£ vi tr¶n kho£ng (a; b) v  ta câ

g′(x) =
x.f ′(x)− f(x)

x2
, h′(x) = − 1

x2
.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



32

Theo �ành lþ Cauchy, ∃x0 ∈ (a; b) sao cho

[h(b)− h(a)]g′(x0) = [g(b)− g(a)]h′(x0).

Ngh¾a l  ta câ(1

b
− 1

a

)x0.f ′(x0)− f(x0)

x20
=
[f(b)

b
− f(a)

a

](
− 1

x20

)
.

⇒(a− b)[x0.f ′(x0)− f(x0)]

abx20
= −af(b)− bf(a)

abx20

⇒(b− a)[x0.f
′(x0)− f(x0)] = af(b)− bf(a)

⇒x0.f ′(x0)− f(x0) =
af(b)− bf(a)

b− a
.

Nh÷ vªy ph÷ìng tr¼nh x.f ′(x)−f(x) =
af(b)− bf(a)

b− a
câ ½t nh§t 1 nghi»m

trong kho£ng (a; b).

B i 3.8. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

(3x ln 3 + 2x ln 2− 5x ln 5) tanx+
3x + 2x − 5x

cos2 x
= 0

câ nghi»m thuëc kho£ng (0; 1).

Gi£i. X²t h m sè

f(x) = (3x ln 3 + 2x ln 2− 5x ln 5) tanx+
3x + 2x − 5x

cos2 x
.

Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n [0; 1] v  câ mët nguy¶n h m l 

F (x) = (3x + 2x − 5x) tanx.

D¹ th§y F (0) = F (1) = 0. Theo �ành lþ 3.1 th¼ ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0

câ nghi»m trong kho£ng (0; 1). Suy ra �i·u ph£i chùng minh.

B i 3.9. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

2(x− 1) lnx+ x ln2 x = 4x (3.7)

câ ½t nh§t 2 nghi»m ph¥n bi»t.
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Gi£i. �i·u ki»n �º ph÷ìng tr¼nh câ ngh¾a: x > 0. Khi �â

(3.7)⇔ 2(x− 1) lnx+ x lnx2 − 4x = 0

⇔ 2(x− 1) lnx

x
+ ln2 x− 4 = 0.

X²t h m sè f(x) =
2(x− 1) lnx

x
+ ln2 x− 4.

Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n (0; +∞) v  câ mët nguy¶n h m l 

F (x) = (x− 1)(ln2 x− 4).

D¹ th§y F (1) = F (e2) = F
( 1

e2

)
= 0. Do �â theo �ành lþ 3.1, trong

méi kho£ng
( 1

e2
; 1
)
, (1; e2) ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 �·u câ ½t nh§t mët

nghi»m.
Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.7) câ ½t nh§t 2 nghi»m.

B i 3.10. Cho c¡c sè thüc a1, a2, . . . , an. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx = 0

luæn câ nghi»m.

Gi£i. X²t h m sè f(x) = a1 sinx+
1

2
a2 sin 2x+ · · ·+ 1

n
an sinnx.

Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n R v  ta câ:

f ′(x) = a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx.

D¹ th§y f(0) = f(2π) = 0. Theo �ành lþ Rolle, ∃x0 ∈ (0; 2π) sao cho
f ′(x0) = 0. Tùc x0 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho luæn câ nghi»m.

B i 3.11 (Olympic sinh vi¶n to n quèc - 1994). Cho n l  sè nguy¶n
d÷ìng; ak, bk ∈ R (k = 1, 2, . . . , n). Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

x+
n∑
k=1

(ak sin kx+ bk cos kx) = 0 (3.8)

câ nghi»m trong kho£ng (−π; π).
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Gi£i. X²t h m sè

f(x) =
x2

2
+

n∑
k=1

(
− ak

k
cos kx+

bk
k

sin kx
)
, ∀x ∈ R.

Rã r ng f(x) kh£ vi tr¶n R⇒ f(x) kh£ vi tr¶n (−π; π) v 

f ′(x) = x+
n∑
k=1

(ak sin kx+ bk cos kx).

Ta câ:

f(−π) =
π2

2
+

n∑
k=1

(
− ak

k
cos(−kπ) +

bk
k

sin(−kπ)
)

=
π2

2
+

n∑
k=1

(
− ak

k
(−1)k

)
.

f(π) =
π2

2
+

n∑
k=1

(
− ak

k
cos(kπ) +

bk
k

sin(kπ)
)

=
π2

2
+

n∑
k=1

(
− ak

k
(−1)k

)
.

Nh÷ vªy f(−π) = f(π). Khi �â theo �ành lþ Rolle, ∃x0 ∈ (−π; π) sao
cho f ′(x0) = 0, hay x0 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

x+
n∑
k=1

(ak sin kx+ bk cos kx) = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.8) câ nghi»m trong kho£ng (−π; π).

B i 3.12. Gi£ sû h m sè f câ �¤o h m måi c§p tr¶n R tho£ m¢n c¡c
�i·u ki»n sau

i) Tçn t¤i L sao cho | f (n)(x) |≤ L, ∀n ∈ N.

ii) f
(1

n

)
= 0, ∀n ∈ N.

Chùng minh r¬ng f (n)(0) = 0,∀n ∈ N v  f(x) = 0,∀x ∈ R.

Gi£i. Ta s³ chùng minh b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p.
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V¼ f li¶n töc t¤i �iºm 0 n¶n f(0) = lim
n→∞

f
(1

n

)
= 0. Theo �ành lþ

Rolle, tçn t¤i xn ∈
( 1

n+ 1
;

1

n

)
sao cho f ′(xn) = 0. V¼ f ′ li¶n töc t¤i

�iºm 0 v  lim
n→∞

xn = 0 n¶n f ′(0) = lim
n→∞

f ′(xn) = 0.

Gi£ sû tçn t¤i d¢y �iºm {an} gi£m nghi¶m ng°t cõa R sao cho
lim
n→∞

an = 0 v  f (k)(an) = 0 vîi måi n. Khi �â theo �ành lþ Rolle, tçn t¤i

αn ∈ (an+1; an) sao cho f (k+1)(αn) = 0. Hiºn nhi¶n lim
n→∞

αn = 0. V¼ f (k+1)

li¶n töc t¤i �iºm 0 n¶n

f (k+1)(0) = lim
n→∞

f (k+1)(αn) = 0.

Vªy f (k)(0) = 0,∀k ≥ 0, tùc f (n)(0) = 0,∀n ∈ N.
�p döng cæng thùc Taylor, ta �÷ñc

f(x) =
f (n)(θx)

n!
xn (0 < θ < 1), ∀x ∈ R.

Do �â | f(x) |≤ L
| x |n

n!
, ∀n ∈ N.

Tø lim
n→∞

| x |n

n!
= 0 suy ra f(x) = 0.

3.2 Gi£i ph÷ìng tr¼nh v  b§t ph÷ìng tr¼nh

�èi vîi d¤ng b i tªp n y th¼ c¡c h» qu£ cõa �ành lþ Rolle tä ra l 
cæng cö r§t m¤nh �º gi£i to¡n. K¾ thuªt �º gi£i mët sè b i trong ph¦n
n y nh÷ sau:

+) Ta bi¸n �êi ph÷ìng tr¼nh c¦n gi£i v· d¤ng f(x) = 0.

+) X²t h m sè y = f(x). T¼m sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0.

Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ n− 1 nghi»m, khi �â theo h» qu£ 1.2

th¼ ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ n nghi»m.
+) Ch¿ ra c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh.

B i 3.13. Bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh 2x = x2 + 1.
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Gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �¢ cho �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng

2x − x2 − 1 = 0.

�°t f(x) = 2x − x2 − 1. Rã r ng f(x) câ �¤o h m måi c§p tr¶n R v 

f ′(x) = 2x ln 2− 2x,

f ′′(x) = 2x ln2 2− 2.

Ta câ f ′′(x) = 0⇔ 2x =
2

ln2 2
.

V¼
2

ln2 2
> 0 n¶n ph÷ìng tr¼nh f ′′(x) = 0 luæn câ �óng 1 nghi»m. Khi

�â theo h» qu£ 1.2, ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ khæng qu¡ 2 nghi»m thüc
ph¥n bi»t, suy ra ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ 3 nghi»m thüc
ph¥n bi»t.

M°t kh¡c ta câ f(0) = 0, f(1) = 0 v  f(2).f(5) = −6 < 0, suy ra
∃x0 ∈ (2; 5) sao cho f(x0) = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 3 nghi»m ph¥n bi»t

x = 0, x = 1, x = x0(x0 ∈ (2; 5)).

Nhªn x²t 3.3. B i to¡n tr¶n cán �÷ñc gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p �ç thà.

B i 3.14. Bi»n luªn sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

sinx =
x

3
. (3.9)

Gi£i. Ta câ | sinx |≤ 1,∀x ∈ R. V¼ vªy, n¸u x tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh
(3.9) th¼ | x |≤ 3. Khi �â

(3.9)⇔ 3 sinx− x = 0.

X²t h m sè f(x) = 3 sinx−x. Rã r ng f(x) l  h m li¶n töc, câ �¤o h m
tr¶n [−3; 3] v  f ′(x) = 3 cosx− 1. D¹ th§y ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 luæn
câ hai nghi»m thuëc kho£ng (−π; π). V¼ [−3; 3] ⊂ (−π; π) n¶n ph÷ìng
tr¼nh f ′(x) = 0 câ khæng qu¡ hai nghi»m thuëc kho£ng (−3; 3). Do �â
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theo h» qu£ 1.2, ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 câ khæng qu¡ ba nghi»m thuëc
kho£ng (−3; 3). M°t kh¡c, ta câ

f(0) = 0,

f
(π

2

)
f(3) =

(
3− π

2

)
(3 sin 3− 3) < 0⇒ ∃α ∈

(π
2

; 3
)

: f(α) = 0,

f
(
− π

2

)
f(−3) =

(
− 3 +

π

2

)
(−3 sin 3 + 3) < 0

⇒ ∃β ∈
(
− 3;−π

2

)
: f(β) = 0.

Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho luæn câ 3 nghi»m

x = 0, x = α ∈
(π

2
; 3
)
, x = β ∈

(
− 3;−π

2

)
.

Nhªn x²t 3.4. B i to¡n tr¶n cán �÷ñc gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p �ç thà.

B i 3.15. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

(1 + sin x)(2 + 4sinx) = 3.4sinx. (3.10)

Gi£i. �°t sinx = y, vîi �i·u ki»n −1 ≤ y ≤ 1. Khi �â

(3.10)⇔

(1 + y)(2 + 4y) = 3.4y,

−1 ≤ y ≤ 1

⇔


3.4y

2 + 4y
− y − 1 = 0,

−1 ≤ y ≤ 1.
(3.11)

X²t h m sè f(y) =
3.4y

2 + 4y
− y − 1, ta câ

f ′(y) =
6. ln 4.4y

(2 + 4y)2
− 1.

f ′(y) = 0⇔ (4y)2 + (4− 6 ln 4).4y + 4 = 0. (3.12)

Ph÷ìng tr¼nh (3.12) l  ph÷ìng tr¼nh bªc hai �èi vîi ©n 4y n¶n câ khæng
qu¡ 2 nghi»m. Do �â theo h» qu£ 1.2, ph÷ìng tr¼nh (3.11) câ khæng qu¡
3 nghi»m. M°t kh¡c, d¹ th§y ph÷ìng tr¼nh (3.11) câ 3 nghi»m

y = 0, y =
1

2
, y = 1.
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C¡c nghi»m n y �·u tho£ m¢n �i·u ki»n −1 ≤ y ≤ 1. Khi �â

y = 0⇒ sinx = 0⇒ x = kπ, k ∈ Z.

y =
1

2
⇒ sinx =

1

2
⇒
[ x =

π

6
+ k2π, k ∈ Z

x =
5π

6
+ k2π, k ∈ Z

y = 1⇒ sinx = 1⇒ x =
π

2
+ k2π, k ∈ Z.

Thû l¤i, c¡c gi¡ trà n y �·u tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.10).
Vªy, ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ c¡c hå nghi»m l :

x = kπ, x =
π

6
+ k2π, x =

5π

6
+ k2π, x =

π

2
+ k2π, (k ∈ Z).

B i 3.16. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

3x = 1 + x+ log3(1 + 2x). (3.13)

Gi£i. �i·u ki»n �º ph÷ìng tr¼nh câ ngh¾a: x > −1

2
. Ta câ

(3.13)⇔ 3x + x = 1 + 2x+ log3(1 + 2x)

⇔ 3x + log3 3x = 1 + 2x+ log3(1 + 2x)

⇔ f(3x) = f(1 + 2x),

vîi f(t) = t+ log3 t, t > 0.

Rã r ng h m f(t) = t+ log3 t l  h m �çng bi¸n tr¶n kho£ng (0; +∞),

n¶n ta câ

f(3x) = f(1 + 2x)⇔ 3x = 1 + 2x

⇔ 3x − 2x− 1 = 0. (3.14)

X²t h m sè g(x) = 3x − 2x− 1, vîi �i·u ki»n x > −1

2
. Tacâ

g′(x) = 3x ln 3− 2.

g′′(x) = 3x ln2 3 > 0,∀x > −1

2
.
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Do �â theo h» qu£ 2.1, ph÷ìng tr¼nh g(x) = 0 (tùc l  ph÷ìng tr¼nh
(3.14)) câ khæng qu¡ hai nghi»m.

M°t kh¡c, thû trüc ti¸p ta th§y x = 0 v  x = 1 tho£ m¢n ph÷ìng
tr¼nh (3.14), v  �â công ch½nh l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.13).

Vªy, ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ hai nghi»m x = 0 v  x = 1.

Chó þ 3.1. Ta câ thº sû döng b§t �¯ng thùc Bernoulli �º gi£i b i to¡n

tr¶n nh÷ sau: (3.14) ⇔ 3x + (1− 3)x = 1⇔
[ x = 0,

x = 1.

B i 3.17. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

5x + 12x = 6x + 11x. (3.15)

Gi£i. Vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh �¢ cho d÷îi d¤ng

12x − 11x = 6x − 5x.

Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m α, khi �â

12α − 11α = 6α − 5α. (3.16)

X²t h m sè f(t) = (t+ 1)α− tα (t > 0). Rã r ng f(t) li¶n töc v  câ �¤o
h m tr¶n (0; +∞), v 

f ′(t) = α[(t+ 1)α−1 − tα−1].

M°t kh¡c, tø (3.16) ta câ f(11) = f(5). Do �â theo �ành lþ Rolle,
∃c ∈ (5; 11) sao cho

f ′(c) = 0.

⇒α[(c+ 1)α−1 − cα−1] = 0

⇒
[ α = 0

(c+ 1)α−1 = cα−1
⇒
[ α = 0,

α = 1.

Thû l¤i, ta th§y c¡c gi¡ trà α = 0, α = 1 tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.15).
Vªy, ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 2 nghi»m x = 0, x = 1.
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B i 3.18. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

2010cosx − 2009cosx = cosx. (3.17)

Gi£i. Vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh �¢ cho d÷îi d¤ng

2010cosx − 2010 cosx = 2009cosx − 2009 cosx.

Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m α, khi �â

2010cosα − 2010 cosα = 2009cosα − 2009 cosα. (3.18)

X²t h m sè f(t) = tcosα − t. cosα, t > 0. Rã r ng h m sè f(t) li¶n töc
v  câ �¤o h m tr¶n kho£ng (0; +∞), v 

f ′(t) = cosα(tcosα−1 − 1).

M°t kh¡c, tø (3.18) ta câ f(2010) = f(2009). Do �â theo �ành lþ Rolle,
∃c ∈ (2009; 2010) sao cho

f ′(c) = 0⇒ cosα(ccosα−1 − 1) = 0

⇒
[ cosα = 0

cosα = 1
⇒
[ α =

π

2
+ kπ, k ∈ Z.

α = k2π, k ∈ Z.

Thû l¤i, ta th§y c¡c gi¡ trà α =
π

2
+ kπ, α = k2π(k ∈ Z) tho£ m¢n

ph÷ìng tr¼nh (3.17).
Vªy, ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ c¡c hå nghi»m:

x =
π

2
+ kπ, x = k2π (k ∈ Z).

B i 3.19. Gi£i ph÷ìng tr¼nh x = 2
x2−1

3 .

Gi£i. Vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng

2
x2−1

3 − x = 0.

X²t h m sè f(x) = 2
x2−1

3 − x. Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n R, v  ta câ

f ′(x) =
2x ln 2

3
.2

x2−1
3 − 1,

f ′′(x) =
2 ln 2

3
.2

x2−1
3 +

4x2 ln2 2

9
.2

x2−1
3 > 0,∀x ∈ R.
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Suy ra h m sè lçi tr¶n R, v¼ th¸ theo h» qu£ 2.1, ph÷ìng tr¼nh �¢ cho
n¸u câ nghi»m th¼ câ khæng qu¡ 2 nghi»m. D¹ th§y f(1) = f(2) = 0.

Do vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 2 nghi»m x = 1 v  x = 2.

B i 3.20. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

√
x+
√

3x+ 1 = x2 + x+ 1. (3.19)

Gi£i. �i·u ki»n: x ≥ 0.

Ph÷ìng tr¼nh (3.19) ⇔
√
x+
√

3x+ 1− x2 − x− 1 = 0.

X²t h m sè f(x) =
√
x+
√

3x+ 1−x2−x− 1 vîi x ∈ [0; +∞) ta câ:

f ′(x) =
1

2
√
x

+
3

2
√

3x+ 1
− 2x− 1,

f ′′(x) = − 1

4
√
x3
− 9

4
√

(3x+ 1)3
− 2 < 0,∀x > 0.

Theo h» qu£ 2.1, ph÷ìng tr¼nh (3.19) câ khæng qu¡ 2 nghi»m. Thû trüc
ti¸p ta th§y x = 0, x = 1 thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh.

Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 2 nghi»m x = 0, x = 1.

B i 3.21 (�· thi håc sinh giäi TP H  Nëi n«m håc 1994 - 1995). B§t
ph÷ìng tr¼nh

sin(x+ 1) 3
√

cosx− sinx 3

√
cos(x+ 1) < 3

√
cosx. cos(x+ 1) (3.20)

câ nghi»m x = 5(Radian) khæng? T¤i sao?

Gi£i. Ta câ

(3.20)⇔ sin(x+ 1)
3
√

cos(x+ 1)
− sinx

3
√

cosx
< 1. (3.21)

�°t f(x) =
sin(x+ 1)

3
√

cos(x+ 1)
− sinx

3
√

cosx
.

X²t h m g(t) =
sin t
3
√

cos t
tr¶n �o¤n [x;x + 1] ⊂

(3π

2
; 2π
)
. Rã r ng g(t)

li¶n töc v  câ �¤o h m g′(t) =
2 cos2 t+ 1

3
3
√

cos4 t
.
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�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho 3 sè cos2 t, cos2 t, 1, ta câ

2 cos2 t+ 1 = cos2 t+ cos2 t+ 1 ≥ 3
3
√

cos4 t

⇔2 cos2 t+ 1

3
3
√

cos4 t
≥ 1.

Tùc g′(t) ≥ 1,∀t ∈ [x;x+ 1] ⊂
(3π

2
; 2π
)
.

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m g(t) tr¶n [x;x+ 1] ta câ

g(x+ 1)− g(x)

(x+ 1)− x
= g′(c), (vîi c ∈ (x;x+ 1)).

⇔ sin(x+ 1)
3
√

cos(x+ 1)
− sinx

3
√

cosx
=

2 cos2 c+ 1

3
3
√

cos4 c
≥ 1.

Nh÷ vªy, ∀x ∈ [x;x + 1] ⊂
(3π

2
; 2π
)
th¼ f(x) ≥ 1, m  x = 5 ∈(3π

2
; 2π
)
, cho n¶n x = 5(radian) khæng ph£i l  nghi»m cõa b§t ph÷ìng

tr¼nh (3.21)(công l  b§t ph÷ìng tr¼nh (3.20)).
Vªy, b§t ph÷ìng tr¼nh �¢ cho khæng câ nghi»m x = 5(radian).

3.3 Sü ph¥n bè nghi»m cõa �a thùc v  �¤o h m

Trong ph¦n n y chóng tæi quan t¥m �¸n ùng döng cõa �ành lþ Rolle
v  c¡c h» qu£ cõa nâ trong sü ph¥n bè c¡c khæng �iºm cõa �¤o h m c¡c
h m gi£i t½ch, qua �â �º x²t sü ph¥n bè nghi»m cõa h m �a thùc.

�ành ngh¾a 3.1. Sè thüc x0 l  khæng �iºm cõa h m f(x) n¸u f(x0) = 0.

Khi f(x) l  �a thùc v  thäa m¢n f(x0) = 0 th¼ x0 cán gåi l  nghi»m thüc

cõa �a thùc §y.

Sè phùc x0 = a + ib, b 6= 0 thäa m¢n f(x0) = 0 th¼ x0 �÷ñc gåi l 

khæng �iºm phùc cõa h m f(x).

�ành ngh¾a 3.2. H m f(x) duy tr¼ d§u trong kho£ng (a; b) n¸u

f(x) > 0 ∀x ∈ (a; b) ho°c f(x) < 0 ∀x ∈ (a; b).
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Gi£ sû kho£ng (a; b) �÷ñc chia th nh m+ 1 kho£ng con sao cho:
i) f(x) khæng �çng nh§t tri»t ti¶u trong mët kho£ng con n o.
ii) f(x) duy tr¼ mët d§u cè �ành trong méi kho£ng con.
iii) f(x) tr¡i d§u nhau trong méi c°p kho£ng k· nhau.

Khi �â, h m f(x) câ m l¦n �êi d§u trong kho£ng (a; b).

Ta ph¡t biºu mët d¤ng kh¡c cõa �ành lþ Rolle.

�ành lþ 3.3 (�ành lþ Rolle). N¸u a, b l  hai khæng �iºm k· nhau cõa

h m f(x) (ngh¾a l  f(a) = f(b) = 0, f(x) 6= 0 vîi a < x < b) th¼ trong

kho£ng (a; b) h m f ′(x) câ mët sè l´ c¡c khæng �iºm (do �â câ ½t nh§t

mët khæng �iºm).

�º chùng minh �ành lþ n y ta s³ sû döng k¸t qu£ cõa bê �· sau �¥y.

Bê �· 3.1. Gi£ sû gi¡ trà cõa h m f(x) t¤i c¡c �iºm a v  b kh¡c 0. Khi
�â kho£ng (a; b) chùa mët sè ch®n (ho°c mët sè l´) c¡c khæng �iºm cõa
h m §y n¸u f(a) v  f(b) câ còng d§u (ho°c tr¡i d§u nhau).

Chùng minh. Gi£ sû f(x) l  h m �a thùc v  α1, α2, . . . , αs l  c¡c khæng
�iºm cõa f(x) trong kho£ng (a; b) vîi bëi t÷ìng ùng l  k1, k2, . . . , ks v 
a < α1 < α2 < · · · < αs < b. Khi �â

f(x) = (x− α1)
k1(x− α2)

k2 . . . (x− αs)ksg(x),

trong �â g(x) 6= 0,∀x ∈ (a; b) v  d§u cõa g(x) khæng �êi trong kho£ng
(a; b).

Do �â

f(b)g(b) = (b− α1)
k1(b− α2)

k2 . . . (b− αs)ks[g(b)]2 > 0 (3.22)

v 
f(a)g(a) = (a− α1)

k1(a− α2)
k2 . . . (a− αs)ks[g(a)]2

suy ra
f(a)g(a)(−1)k1+k2+···+ks > 0. (3.23)
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Tø (3.22) v  (3.23) suy ra

f(a)g(a)f(b)g(b)(−1)k1+k2+···+ks > 0.

Do d§u cõa g(x) khæng �êi trong kho£ng (a; b) n¶n

f(a)f(b)(−1)k1+k2+···+ks > 0.

Ta x²t c¡c kh£ n«ng sau:
- N¸u f(a) v  f(b) còng d§u th¼ (−1)k1+k2+···+ks > 0, suy ra k1 + k2 +

· · · + ks l  mët sè ch®n. Nâi c¡ch kh¡c, kho£ng (a; b) chùa mët sè ch®n
c¡c khæng �iºm.

- N¸u f(a) v  f(b) kh¡c d§u th¼ (−1)k1+k2+···+ks < 0, suy ra k1 + k2 +

· · · + ks l  mët sè l´. Nâi c¡ch kh¡c, kho£ng (a; b) chùa mët sè l´ c¡c
khæng �iºm.

Nhªn x²t r¬ng, khi thay �a thùc f(x) bði mët h m gi£i t½ch th¼ k¸t
qu£ b i to¡n tr¶n v¨n khæng thay �êi.

B¥y gií ta s³ chùng minh �ành lþ tr¶n.
L§y ε > 0 �õ b² sao cho c¡c kho£ng (a; a + ε), (b − ε; b) khæng chùa

khæng �iºm n o cõa f ′(x). Khi �â, sè khæng �iºm cõa f ′(x) trong kho£ng
(a; b) b¬ng sè khæng �iºm cõa f ′(x) trong kho£ng (a+ ε; b− ε). Ta câ

f(a+ ε) = f(a+ ε)− f(a) = εf ′(a+ ε1),

trong �â 0 < ε1 < ε v 

−f(b− ε) = f(b)− f(b− ε) = εf ′(b− ε2),

trong �â 0 < ε2 < ε.V¼

sign f(a+ ε) = sign f(b− ε) 6= 0

n¶n
sign f ′(a+ ε) = − sign f ′(b− ε) 6= 0.

Theo bê �· 3.1, h m sè f ′(x) chùa mët sè l´ c¡c khæng �iºm trong
kho£ng (a+ ε; b− ε) ⊂ (a; b).
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H» qu£ 3.1. N¸u trong kho£ng (a; b) h m f(x) câ m khæng �iºm th¼
f ′(x) câ ½t nh§t m− 1 khæng �iºm trong kho£ng �â.

Gi£i. Nhªn x²t r¬ng, n¸u t¤i �iºm x = x1, h m f(x) câ khæng �iºm
bëi bªc t > 0 (t ∈ N) th¼ t¤i �iºm �â f ′(x) câ khæng �iºm bëi bªc t− 1.

N¸u x1, x2, . . . , xk l  c¡c khæng �iºm cõa h m f(x) sao cho

a ≤ x1 < x2 < · · · < xk ≤ b.

Chia �o¤n [x1;xk] th nh k ph¦n khæng giao nhau, trong �â gçm mët �iºm
x1 v  k − 1 kho£ng nûa mð (x1;x2], (x2;x3], . . . , (xk−1;xk]. Khi chuyºn
tø f(x) �¸n f ′(x) ta th§y:

T¤i x = x1 s³ m§t �i mët khæng �iºm (theo nhªn x²t tr¶n). Trong c¡c
kho£ng nûa mð(x1;x2], (x2;x3], . . . , (xk−1;xk] khæng m§t �i mët khæng
�iºm n o (theo �ành lþ Rolle).

Do �â n¸u trong kho£ng (a; b) h m f(x) câ m khæng �iºm th¼ trong
kho£ng �â h m f ′(x) câ ½t nh§t l  m− 1 khæng �iºm.

Nhªn x²t 3.5.

i) K¸t qu£ b i to¡n tr¶n v¨n �óng n¸u thay kho£ng (a; b) bði c¡c
nûa kho£ng (a; b], [a; b) hay bði �o¤n [a; b] ho°c ch¿ l  mët �iºm {x1}.

ii) N¸u h m f(x) l  �a thùc bªc n v  câ n nghi»m thüc th¼ f ′(x)

câ n− 1 nghi»m thüc.

B i to¡n 3.1. Chùng minh r¬ng n¸u lim
x→∞

f(x) = 0 th¼ f ′(x) câ sè l÷ñng

c¡c khæng �iºm trong kho£ng (a; +∞) khæng ½t hìn so vîi f(x) tr¶n
kho£ng §y. K¸t qu£ v¨n �óng n¸u thay +∞ bði −∞.

Gi£i. N¸u trong kho£ng (a; +∞), f(x) câ sè c¡c khæng �iºm l  væ h¤n.
Khi �â theo �ành lþ Rolle ta suy ra sè c¡c khæng �iºm cõa f ′(x) trong
kho£ng §y công l  væ h¤n.

Gi£ sû trong kho£ng (a; +∞) h m f(x) câ sè c¡c khæng �iºm l  húu
h¤n v  xm l  khæng �iºm cuèi còng cõa h m f(x) trong kho£ng §y. Khi
�â theo h» qu£ 3.1 trong nûa kho£ng a < x ≤ xm h m f ′(x) câ ½t hìn
f(x) tèi �a l  mët khæng �iºm.
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X²t tr¶n kho£ng (xm; +∞) ta câ

lim
x→∞

f(x) =

∫ ∞
xm

f ′(x)dx = 0.

n¶n f ′(x) khæng thº giú mët d§u cè �ành trong kho£ng (xm; +∞). Vªy
tr¶n kho£ng (a; +∞) h m sè f ′(x) câ sè c¡c khæng �iºm khæng ½t hìn
so vîi h m sè f(x).

Chùng minh t÷ìng tü trong kho£ng (−∞; a).

B i to¡n 3.2. Gi£ sû h m sè f(x) câ n khæng �iºm trong kho£ng
(a; +∞). Chùng minh r¬ng vîi måi sè thüc α h m sè αf(x) + f ′(x)

câ ½t nh§t n − 1 khæng �iºm trong kho£ng �â. Hìn núa, n¸u thäa m¢n
�i·u ki»n lim

x→+∞
eαxf(x) = 0 th¼ h m �¢ n¶u câ ½t nh§t l  n khæng �iºm.

Gi£i. X²t h m g(x) = eαxf(x) tr¶n kho£ng (a,+∞).

Ta câ g′(x) = eαx[αf(x) + f ′(x)]. V¼ f(x) câ n khæng �iºm trong
kho£ng (a,+∞) v  eαx > 0, ∀x ∈ (a,+∞) n¶n g(x) công câ n khæng
�iºm trong kho£ng �â. Theo h» qu£ 3.1 th¼ trong kho£ng (a,+∞) h m

g′(x) = eαx[αf(x) + f ′(x)]

câ khæng ½t hìn n − 1 khæng �iºm trong kho£ng §y. Suy ra h m sè
αf(x) + f ′(x) câ khæng ½t hìn n− 1 khæng �iºm trong kho£ng (a,+∞).

Theo gi£ thi¸t lim
x→+∞

eαxf(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0 v  theo B i to¡n 3.1 ta

thu �÷ñc sè khæng �iºm cõa h m sè g′(x) tr¶n kho£ng (a,+∞) khæng ½t
hìn so vîi g(x). Do �â sè khæng �iºm cõa h m αf(x) + f ′(x) câ ½t nh§t
l  n �iºm tr¶n kho£ng (a,+∞).

B i to¡n 3.3. N¸u trong kho£ng húu h¤n (a, b) h m sè f(x) câ n khæng
�iºm v  tho£ m¢n mët trong c¡c �i·u ki»n sau
(i) sign f(a) = sign f ′(a) 6= 0,

(ii) sign f(b) = − sign f ′(b) 6= 0.

Chùng minh r¬ng trong kho£ng (a, b) h m sè f ′(x) câ khæng ½t hìn n

khæng �iºm.
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N¸u c£ hai �i·u ki»n �÷ñc tho£ m¢n th¼ trong kho£ng (a, b) h m sè
f ′(x) câ khæng ½t hìn n+ 1 khæng �iºm.

Gi£i. Gi£ sû sign f(a) = sign f ′(a) 6= 0 v  x1, x2, . . . , xl l  nhúng
khæng �iºm cõa h m f(x) tho£ m¢n

a < x1 < x2 < · · · < xl.

Ta chia nûa kho£ng a < x ≤ xl th nh c¡c nûa kho£ng con khæng giao
nhau

(a, x1], (x1, x2], . . . , (xl−1, xl].

Vîi ε > 0 �õ b² th¼

−f(x1 − ε) = f(x1)− f(x1 − ε) = εf ′(x1 − µ), 0 < µ < ε,

k¸t hñp vîi gi£ thi¸t ta suy ra

sign f ′(a) = sign f(a) = sign f(x1 − ε) = − sign f ′(x1 − µ) 6= 0.

Do �â theo bê �· 3.1 ta suy ra trong kho£ng (a, x1 − µ) ⊂ (a, x1) h m
f ′(x) câ ½t nh§t mët khæng �iºm.

Ti¸p theo, �èi vîi c¡c kho£ng con kh¡c, theo bê �· 3.1, ta suy ra trong
�o¤n [x1, xl] sè nghi»m cõa h m f ′(x) câ ½t hìn sè nghi»m cõa f(x) tèi
�a l  mët nghi»m.

Nh÷ vªy n¸u trong kho£ng (a, b) h m f(x) câ n khæng �iºm tho£ m¢n
�i·u ki»n sign f(a) = sign f ′(a) 6= 0 th¼ trong kho£ng �â h m f ′(x) câ
khæng ½t hìn n khæng �iºm.

Ti¸p theo, n¸u f(x) tho£ m¢n th¶m �i·u ki»n (ii), th¼ b¬ng lªp luªn
t÷ìng tü nh÷ tr¶n, ta thu �÷ñc

f(xl + ε) = f(xl + ε)− f(xl) = εf ′(xl + ξ),

trong �â ε > 0 �õ b² v  0 < ξ < ε. Suy ra

sign f ′(b) = − sign f(b) = − sign f(xl + ε) = − sign f ′(xl + ε).

Suy ra trong kho£ng (xl + ε, b) h m f ′(x) cán câ th¶m mët khæng �iºm.
Do �â trong kho£ng (a, b) h m f ′(x) câ khæng ½t hìn n+ 1 khæng �iºm.
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3.4 Mët b i to¡n li¶n quan �¸n khai triºn Taylor-

Gontcharov.

Nh÷ ta �¢ bi¸t, måi h m gi£i t½ch �·u khai triºn �÷ñc th nh chuéi
lôy thøa (chuéi Taylor) t¤i �iºm t÷ìng ùng. Tuy nhi¶n, tçn t¤i nhúng
h m sè kh£ vi væ h¤n (câ �¤o h m måi c§p) t¤i l¥n cªn mët �iºm m 
khæng khai triºn �÷ñc th nh chuéi lôy thøa t¤i �iºm �â. Trong ph¦n n y,
düa v o �ành lþ Rolle, ta công x¥y düng �÷ñc h m sè khæng khai triºn
�÷ñc th nh chuéi Taylor-Gontcharov t÷ìng ùng theo d¢y �iºm ph¥n bi»t
trong kho£ng �¢ cho.

Tr÷îc h¸t ta x²t h m Dirichlet x¡c �ành nh÷ sau:

fD(x) =

e
− 1

x2 , khi x 6= 0,

0, khi x = 0.

D¹ th§y f (n)D (0) = 0,∀n = 1, 2, 3, . . . Vªy n¶n h m fD(x) kh£ vi væ h¤n
t¤i 0 v  �¤o h m måi c§p t¤i 0 �·u b¬ng 0.

Tuy nhi¶n h m fD(x) khæng gi£i t½ch t¤i 0. Thªt vªy, n¸u h m fD(x)

gi£i t½ch t¤i 0 th¼ t¤i l¥n cªn cõa 0, ta câ khai triºn Taylor:

fD(x) = fD(0) +
f ′D(0)

1!
x+

f ′′D(0)

2!
x2 + · · · =

∞∑
n=0

f
(n)
D (0)

n!
xn, | x |< ε.

�i·u n y khæng thº x£y ra v¼ v¸ ph£i �çng nh§t b¬ng 0.
Düa v o �ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng cõa nâ ta s³ ch¿ ra sü tçn

t¤i mët h m sè h(x) kh£ vi væ h¤n trong [0; 1], gi£i t½ch trong (0; 1) v 
mët d¢y �iºm {xn} trong (0; 1) m  khai triºn Taylor-Gontcharov d¤ng:

h(x) = h(x0) +
h′(x1)

1!
P1(x) +

h′′(x2)

2!
P2(x) + · · ·

=
∞∑
n=0

h(n)(xn)

n!
Pn(x), | x |< ε

khæng thüc hi»n �÷ñc.
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X²t h m sè

g(x) =

e
−x− 1

2x2 , khi x 6= 0,

0, khi x = 0.

D¹ kiºm tra r¬ng

g′(x) =
(
− 1 +

1

x3

)
e−x−

1
2x2 ,

n¶n g′(1) = 0 v  lim
x→0+

g′(x) = 0. B¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p to¡n håc,

düa v o nhªn x²t sau �¥y:

Ùng vîi måi �a thùc Q( 1x), ta �·u câ

lim
x→0+

Q
(1

x

)
e−

1
x2 = 0,

ta d¹ d ng kiºm chùng

lim
x→0+

g(n)(x) = 0, n = 1, 2, . . .

Vªy n¸u �ành ngh¾a

h(x) =

g′(x), khi x 6= 0,

0, khi x = 0.

th¼ h(x) gi£i t½ch trong (0, 1) v  li¶n töc trong [0, 1] v  câ t½nh ch§t
h(0) = h(1) = 0, n¶n theo �ành lþ Rolle, tçn t¤i x1 ∈ (0, 1) �º h′(x1) = 0.

Ti¸p theo, ¡p döng h» qu£ 1.3, ta suy ra tçn t¤i d¢y sè d÷ìng (ph¥n
bi»t) {xn} �ìn �i»u gi£m trong (0, 1) �º h(n)(xn) = 0 vîi måi n ∈ N.

Vªy h m h(x) gi£i t½ch trong trong (0, 1) v  kh£ vi væ h¤n tr¶n [0, 1]

v  mët d¢y �iºm {xn} trong (0, 1) t¤i �â h(n)(xn) = 0 vîi måi n ∈ N.
Tø �¥y suy ra h m h(x) khæng khai triºn �÷ñc th nh chuéi Taylor-

Gontcharov theo d¢y �iºm {xn} trong (0, 1) v¼ n¸u câ khai triºn nh÷ vªy
th¼ tø �i·u ki»n h(n)(xn) = 0 vîi måi n ∈ N, suy ra h(x) ≡ 0 trong (0, 1),

�i·u n y l  væ l½.
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3.5 Chùng minh b§t �¯ng thùc.

�º chùng minh mët sè b§t �¯ng thùc, ta câ thº x²t h m sè phö v 
¡p döng trüc ti¸p c¡c �ành lþ v  h» qu£ �¢ n¶u trong ch÷ìng 1.

B i 3.22. Cho a, b, c, d l  bèn sè d÷ìng b§t ký. Chùng minh r¬ng

3

√
abc+ abd+ acd+ bcd

4
≤
√
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

6
.

Gi£i. Do vai trá cõa a, b, c, d nh÷ nhau, n¶n ta câ thº gi£ thi¸t

a ≤ b ≤ c ≤ d.

X²t h m sè f(x) = (x − a)(x − b)(x − c)(x − d). Rã r ng f(x) kh£ vi
tr¶n R. Tacâ

f(x) = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d))

= x4 − (a+ b+ c+ d)x3 + (ad+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd)x2

− (abc+ abd+ acd+ bcd)x+ abcd.

Suy ra

f ′(x) = 4x3 − 3(a+ b+ c+ d)x2 + 2(ad+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd)x

− (abc+ abd+ acd+ bcd). (3.24)

�p döng �ành lþ Rolle cho h m sè f(x) tr¶n c¡c kho£ng (a; b), (b; c), (c; d),
khi �â tçn t¤i x1 ∈ (a; b), x2 ∈ (b; c), x3 ∈ (c; d) sao cho

f ′(x1) = f ′(x2) = f ′(x3) = 0.

Chó þ r¬ng f ′(x) l  mët h m bªc ba cõa x v  câ h» sè cõa sè h¤ng câ
bªc cao nh§t l  4 n¶n suy ra

f ′(x) = 4(x− x1)(x− x2)(x− x3)
= 4x3 − 4(x1 + x2 + x3)x

2 + 4(x1x2 + x2x3 + x3x4)x− 4x1x2x3.

(3.25)
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Tø (3.24) v  (3.25) ta thu �÷ñc:

x1x2x3 =
1

4
(abc+ abd+ acd+ bcd), (3.26)

x1x2 + x2x3 + x3x4 =
1

2
(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd). (3.27)

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho 3 sè x1x2 > 0, x2x3 > 0, x3x1 > 0,
ta câ

3

√
(x1x2x3)2 ≤

x1x2 + x2x3 + x3x1
3

. (3.28)

Thay (3.26) v  (3.27) v o (3.28) ta câ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.
D§u ” = ” x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = d.

B i 3.23. Chùng minh r¬ng vîi 2 sè thüc a, b b§t ký ta luæn câ

| arctan b− arctan a |≤| b− a | .

Gi£i. N¸u a = b th¼ �¯ng thùc x£y ra.
N¸u a 6= b, th¼ do vai trá cõa a v  b nh÷ nhau, ta câ thº gi£ sû a < b.

X²t h m sè f(x) = arctan x, rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n [a; b] v  ta câ

f ′(x) =
1

1 + x2
, ∀x ∈ [a; b].

Theo �ành lþ Lagrange, tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
Suy ra

| arctan b− arctan a |
| b− a |

=
∣∣∣ 1

1 + c2

∣∣∣ ≤ 1.

Hay ta câ
| arctan b− arctan a |≤| b− a | .

B i 3.24. Cho 0 < a < b < c v  0 < q < p. Chùng minh r¬ng:

cpbq + bpaq + apcq ≥ cqbp + bqap + aqcp. (3.29)
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Gi£i. X²t h m sè

f(x) = xpbq + bpaq + apxq − xqbp − bqap − aqxp.

Khi �â b§t �¯ng thùc (3.29) t÷ìng �÷ìng vîi f(c) > 0. Ta câ f(b) = 0

v 

f ′(x) = p(bq − aq)xp−1 + q(ap − bp)xq−1

= q(bq − aq)xq−1
(p
q
xp−q − bp − ap

bq − aq
)
. (3.30)

�p döng �ành lþ Cauchy cho hai h m xp v  xq tr¶n �o¤n [a; b], ta câ

bp − ap

bq − aq
=
pmp−1

qmq−1 =
p

q
mp−q vîi a < m < b. (3.31)

Tø (3.30) v  (3.31) ta câ

f ′(x) = p(bq − aq)xq−1(xp−q −mp−q) > 0, ∀x > 0.

Suy ra f(x) �çng bi¸n tr¶n kho£ng (b; c) n¶n

f(c) > f(b) = 0.

Tø �â ta câ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

B i 3.25. Cho h m sè f(x) = cos a1x+ cos a2x, ∀x ∈ R.
Gåi m(a1, a2) = min f(x). Chùng minh r¬ng

m(a1, a2) < 0, ∀a1, a2 ∈ R, a1, a2 6= 0.

Gi£i. �°t g(x) =
sin a1x

a1
+

sin a2x

a2
, ∀x ∈ R. Khi �â

g′(x) = cos a1x+ cos a2x = f(x).

Câ thº gi£ thi¸t 0 < a1 ≤ a2 (do cos a1x v  cos a2x l  c¡c h m ch®n).
N¸u a1 = a2 th¼ f(x) = 2 cos a1x, ta câ

f
( π
a1

)
= 2 cos π = −2 < 0 ⇒ m(a1, a2) ≤ −2 < 0.
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N¸u 0 < a1 < a2. Ta câ g(0) = 0 v 

g
( 3π

2a1

)
=

1

a1
sin

3π

2
+

1

a2
sin

3πa2
2a1

= − 1

a1
+

1

a2
sin

3πa2
2a1

≤ − 1

a1
+

1

a2
< 0.

Theo �ành lþ Lagrange, ∃ξ ∈
(

0;
3π

2a1

)
sao cho

g
(

3π
2a1

)
− g(0)

3π
2a1

= g′(ξ) = f(ξ) ≥ m(a1, a2).

Do
g
(

3π
2a1

)
− g(0)

3π
2a1

< 0 n¶n m(a1, a2) < 0, ∀a1, a2 ∈ R.

Vªy m(a1, a2) < 0 vîi måi a1, a2 ∈ R, v  a1, a2 6= 0.

B i 3.26. Gi£ sû S1 =
4n2∑
k=1

1

k
1
2

v  S2 =
n∑
k=1

1

k
1
3

, n ∈ N.

Vîi nhúng gi¡ trà n o cõa n ta câ S1 < S2?

Gi£i. X²t h m f(x) = x
1
2 , (x ≥ 1). Rã r ng f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m

tr¶n [1; +∞), v  ta câ f ′(x) =
1

2
x−

1
2 .

Theo �ành lþ Lagrange, ∃c ∈ (k; k + 1), k ∈ N sao cho

f(k + 1)− f(k) = f ′(c)

⇔(k + 1)
1
2 − k

1
2 =

1

2
c−

1
2 <

1

2
k−

1
2 .

⇔k−
1
2 > 2

[
(k + 1)

1
2 − k

1
2

]
.

Cho k ch¤y tø 1 �¸n 4n2 rçi cëng l¤i, ta �÷ñc

S1 =
4n2∑
k=1

1

k
1
2

> 4n− 2. (3.32)

X²t h m f(x) = x
2
3 , (x ≥ 1). Rã r ng f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n

[1; +∞), v  ta câ f ′(x) =
2

3
x−

1
3 .
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Theo �ành lþ Lagrange, ∃c ∈ (k; k + 1) sao cho

f(k + 1)− f(k) = f ′(c)

⇔(k + 1)
2
3 − k

2
3 =

2

3
c−

1
3 >

2

3
(k + 1)−

1
3 .

⇔2(k + 1)−
1
3 < 3

[
(k + 1)

2
3 − k

2
3

]
.

Cho k ch¤y tø 0 �¸n n− 1 v  cëng l¤i, ta �÷ñc

2
n∑
k=1

1

k
1
3

< 3n
2
3 < 3n < 8n− 4,

⇔S2 < 4n− 2. (3.33)

Tø (3.32) v  (3.33) ta câ S1 > S2, ∀n ∈ N.
Nh÷ vªy, khæng tçn t¤i n ∈ N �º S1 < S2.

B i 3.27. Chùng minh r¬ng

sin e
(

3

√
cos(e− 1)

)
− sin(e− 1) 3

√
cos e > 3

√
cos(e− 1) cos e. (3.34)

Gi£i. Ta câ π > e v  e− 1 ≈ 1, 71828 >
π

2

⇒

sin e > 0, sin(e− 1) > 0,

cos e < 0, cos(e− 1) < 0.

Khi �â
(3.34)⇔ sin e

3
√

cos e
− sin(e− 1)

3
√

cos(e− 1)
> 1.

�°t f(x) =
sinx
3
√

cosx
, vîi �i·u ki»n x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Rã r ng h m f(x) li¶n töc tr¶n [e − 1, e] ⊂
(π

2
; π
)
v  câ �¤o h m tr¶n

kho£ng (e− 1; e). Theo �ành lþ Lagrange, ∃c ∈ (e− 1; e) sao cho

f(e)− f(e− 1) = f ′(c). (3.35)

M°t kh¡c, ta câ f ′(x) =
2 cos2 x+ 1

3
3
√

cos4 x
.
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�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho 3 sè cos2 x, cos2 x, 1 ta câ

2 cos2 x+ 1 = cos2 x+ cos2 x+ 1 ≥ 3
3
√

cos4 x

⇔ 2 cos2 x+ 1

3
3
√

cos4 x
≥ 1⇔ f ′(x) ≥ 1.

D§u "=" khæng x£y ra vîi x ∈ [e− 1; e], do vªy

f ′(c) > 1. (3.36)

Tø (3.35) v  (3.36) ta thu �÷ñc f(e)− f(e− 1) > 1,

hay
sin e
3
√

cos e
− sin(e− 1)

3
√

cos(e− 1)
> 1.

Tø �â ta câ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

B i 3.28. Chùng minh r¬ng vîi 0 < α < β <
π

2
th¼

β − α
cos2 α

< tan β − tanα <
β − α
cos2 β

.

Gi£i. X²t h m sè f(x) = tanx. Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n [α; β], câ

�¤o h m tr¶n kho£ng (α; β) v  ta câ f ′(x) =
1

cos2 x
.

Theo �ành lþ Lagrange, ∃c ∈ (α; β) sao cho

tan β − tanα =
1

cos2 x
(β − α). (3.37)

V¼ 0 < α < β <
π

2
n¶n 0 < cos β < cos c < cosα.

Tø �â ta câ
1

cos2 α
<

1

cos2 c
<

1

cos2 β
,

Suy ra
β − α
cos2 α

<
β − α
cos2 c

<
β − α
cos2 β

. (3.38)

Tø (3.37) v  (3.38) ta câ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

B i 3.29. Chùng minh r¬ng vîi n > 1(n ∈ N) v  0 < a < b ta câ

nan−1(b− a) < bn − an < nbn−1(b− a).
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Gi£i. X²t h m sè f(x) = xn, vîi x > 0.

Rã r ng f(x) li¶n töc tr¶n (0; +∞) v  f ′(x) = nxn−1. Khi �â theo �ành
lþ Lagrange, ∃c ∈ (a; b) sao cho

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a),

hay
bn − an = ncn−1(b− a) (3.39)

Do b− a > 0 v  a < b < c n¶n ta câ

nan−1(b− a) < ncn−1(b− a) < nbn−1(b− a). (3.40)

Tø (3.39) v  (3.40) ta câ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

B i 3.30. Cho t > 0 chùng minh b§t �¯ng thùc(
1 +

1

t+ 1

)t+1

>
(

1 +
1

t

)t
.

Gi£i. X²t h m sè

f(x) = x ln
(

1 +
1

x

)
= x[ln(x+ 1)− lnx], vîi x > 0.

Ta câ

f ′(x) = ln(x+ 1)− lnx+ x
( 1

x+ 1
− 1

x

)
= ln(x+ 1)− lnx− 1

x+ 1
. (3.41)

X²t h m sè g(y) = ln y tr¶n �o¤n [x;x + 1]. Rã r ng g(y) li¶n töc tr¶n

[x;x+ 1], câ �¤o h m tr¶n kho£ng (x;x+ 1) v  ta câ g′(y) =
1

y
.

Theo �ành lþ Lagrange, ∃c ∈ (x;x+ 1) sao cho

g(x+ 1)− g(x) = g′(c)(x+ 1− x),

ngh¾a l  ta câ ln(x+ 1)− lnx =
1

c
.

V¼ 0 < x < c < x+ 1⇒ 1

c
>

1

x+ 1
, do �â

ln(x+ 1)− lnx >
1

x+ 1

⇔ ln(x+ 1)− lnx− 1

x+ 1
> 0. (3.42)
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Tø (3.41) v  (3.42) ta thu �÷ñc f ′(x) > 0,∀x > 0 suy ra f(x) l  h m
�çng bi¸n tr¶n kho£ng (0; +∞).

Nh÷ vªy, vîi t > 0 ta câ f(t+ 1) > f(t), hay ta câ

(t+ 1) ln
(

1 +
1

x+ 1

)
> t ln

(
1 +

1

t

)
⇒ ln

(
1 +

1

t+ 1

)t+1

> ln
(

1 +
1

t

)t
(3.43)

Do t½nh �çng bi¸n cõa h m g(y) = ln y, n¶n tø (3.43) ta suy ra(
1 +

1

t+ 1

)t+1

>
(

1 +
1

t

)t
.

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.

Nhªn x²t 3.6. Ta �¢ bi¸t, n¸u n l  sè tü nhi¶n, ta luæn câ(
1 +

1

n+ 1

)n+1

>
(

1 +
1

n

)n
. (3.44)

Nh÷ vªy, b§t �¯ng thùc trong b i tr¶n l  mð rëng cõa b§t �¯ng thùc
(3.44) (Tø c¡c sè tü nhi¶n ra mët sè d÷ìng tuý þ).

Vîi b§t �¯ng thùc (3.44) ta câ c¡ch chùng minh r§t ngn gån nh÷
sau:

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho n + 1 sè gçm n sè
(

1 +
1

n

)
v 

sè 1, ta câ(
1 +

1

n

)
+
(

1 +
1

n

)
+ · · ·+

(
1 +

1

n

)
+ 1

n+ 1
≥ n+1

√(
1 +

1

n

)n
⇔
(

1 +
1

n+ 1

)n+1

>
(

1 +
1

n

)n
.

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.

B i 3.31. Cho n ∈ N∗. Chùng minh r¬ng

xn
√

1− x < 1√
2ne

, ∀x ∈ (0; 1).
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Gi£i. B§t �¯ng thùc �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi

x2n(2n− 2nx) <
1

e
. (3.45)

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho 2n sè d÷ìng x v  sè d÷ìng 2n−2nx,
ta câ

2n+1

√
x2n(2n− 2nx) ≤ x+ x+ · · ·+ x+ 2n− 2nx

2n+ 1

⇔x2n(2n− 2nx) ≤
(x+ x+ · · ·+ x+ 2n− 2nx

2n+ 1

)2n+1

⇔x2n(2n− 2nx) ≤
( 2n

2n+ 1

)2n+1

. (3.46)

Ta s³ chùng minh ( 2n

2n+ 1

)2n+1

<
1

e
. (3.47)

Thªt vªy, ta câ

(3.47)⇔ ln
( 2n

2n+ 1

)2n+1

< ln e−1

⇔ (2n+ 1)[ln 2n− ln(2n+ 1)] < −1

⇔ ln(2n+ 1)− ln 2n >
1

2n+ 1
.

�p döng �ành lþ Lagrange cho h m sè f(x) = ln x tr¶n �o¤n [2n; 2n+1],
khi �â ∃c ∈ (2n; 2n+ 1) sao cho

ln(2n+ 1)− ln 2n = f ′(c) =
1

c
>

1

2n+ 1
.

Nh÷ vªy ta câ b§t �¯ng thùc (3.47).
Tø (3.46) v  (3.47) ta thu �÷ñc b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh.

B i 3.32. Gi£ sû a1, a2, a3, a4 > 0 v 

(x+ a1)(x+ a2)(x+ a3)(x+ a4) = x4 + 4P1x
3 + 6P 2

2 x
2 + 4P 3

3 x+ P 4
4 .

(Pi > 0 Vîi i = 1, ..., 4).
a) T½nh P1, P2, P3, P4?

b) Chùng minh r¬ng P1 ≥ P2 ≥ P3 ≥ P4.
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Gi£i. a)T½nh P1, P2, P3, P4.

Ta câ

(x+ a1)(x+ a2)(x+ a3)(x+ a4) = x4 + (a1 + a2 + a3 + a4)x
3

+ (a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4)x
2

+ (a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4)x+ a1a2a3a4.

�çng nh§t thùc c¡c h» sè ta �÷ñc

4P1 = a1 + a2 + a3 + a4,

6P 2
2 = a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4,

4P 3
3 = a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4,

P 4
4 = a1a2a3a4.

⇔



P1 = 1
4(a1 + a2 + a3 + a4),

P2 =
√

1
6(a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4),

P3 = 3

√
1
4(a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4),

P4 = 4
√
a1a2a3a4.

b) Chùng minh r¬ng P1 ≥ P2 ≥ P3 ≥ P4.

+) Theo �ành lþ AM-GM ta câ ngay P1 ≥ P4.

+) CM: P1 ≥ P2.

�a thùc P (x) = x4 + 4P1x
3 + 6P 2

2 x
2 + 4P 3

3 x+P 4
4 câ 4 nghi»m, v¼ th¸

theo h» qu£ 1.1 th¼ P ′′(x) câ ½t nh§t 2 nghi»m, m  ta câ

P ′′(x) = 12x2 + 24P1x+ 12P 2
2 .

P ′′(x) câ hai nghi»m ⇔ ∆′ ≥ 0⇔ P1 ≥ P2 (v¼ P1 > 0, P2 > 0).
+) CM: P2 ≥ P3.

Ta câ P ′(x) = 4(x3 + 3P1x
2 + 3P 2

2 x+ P 3
3 ).

�°t x =
1

t
th¼ ta câ P ′(x) =

4

t3
(1 + 3P1t+ 3P 2

2 t
2 + P 3

3 t
3). D¹ th§y �a

thùc P ′(x) câ 3 nghi»m ¥m n¶n �a thùc Q(t) = (1+3P1t+3P 2
2 t

2 +P 3
3 t

3)
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công câ 3 nghi»m, suy ra Q′(t) câ 2 nghi»m.
M  Q′(t) = 3(P 3

3 t
2 + 2P 2

2 t+ P1).

Q′(t)câ 2 nghi»m⇔ ∆′ ≥ 0⇔ P 4
2 − P 3

3P1 ≥ 0

⇔ P 4
2 ≥ P 3

3P1 ≥ P 3
3P2 (v¼P1 ≥ P2 ≥ 0)

⇔ P 3
2 ≥ P 3

3 ⇔ P2 ≥ P3.

+) Theo �ành lþ AM - GM ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc P3 ≥ P4.

B i 3.33 (Olympic Nga ). Cho ph÷ìng tr¼nh

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0.(ai 6= 0, i = 1, 2, . . . , n)

câ n nghi»m ph¥n bi»t. Chùng minh r¬ng

(n− 1)a21 > 2na0a2.

Gi£i. X²t �a thùc f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an. Rã r ng
f(x) kh£ vi væ h¤n l¦n tr¶n R. V¼ f(x) câ n nghi»m ph¥n bi»t, n¶n theo
h» qu£ 1.1 th¼
f ′(x) câ ½t nh§t n− 1 nghi»m,
f ′′(x) câ ½t nh§t n− 2 nghi»m,
· · ·
f (n−2)(x) câ ½t nh§t 2 nghi»m.

M  ta câ f (n−2)(x) =
n!

2
a0x

2 + (n− 1)!a1x+ (n− 2)!a2.

f (n−2)(x)câ 2 nghi»m ph¥n bi»t⇔ ∆ > 0

⇔ [(n− 1)!a1]
2 − 2n!a0(n− 2)!a2 > 0

⇔ (n− 1)a21 > 2na0a2.

Ta câ �i·u ph£i chùng minh.
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Ch÷ìng 4

B i tªp bê sung

B i 4.1. Chùng minh r¬ng vîi a, b, c tuý þ, ph÷ìng tr¼nh

a cos 3x+ b cos 2x+ c cosx+ sinx = 0

luæn câ nghi»m thuëc �o¤n [0; 2π].

(�· thi tuyºn sinh �H khèi A - �HQG - 1999).

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè

f(x) =
1

3
a sin 3x+

1

2
b sin 2x+ c sinx− cosx.

v  ¡p döng �ành lþ Rolle tr¶n �o¤n [0; 2π].

B i 4.2. Chùng minh r¬ng n¸u ph÷ìng tr¼nh

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

tho£ m¢n h» thùc
an

n+ 1
+
an−1
n

+ · · ·+ a1
2

+ a0 = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh câ

nghi»m trong kho£ng (0; 1).

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

v  ¡p döng �ành lþ 3.1.

B i 4.3. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m

π arccosx− π√
2
− πx− 1√

1− x2
= 0.
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H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = π
(

arccosx−
√

2

2

)
− πx− 1√

1− x2
v 

¡p döng �ành lþ Rolle tr¶n �o¤n
[1

π
;
π

4

]
.

B i 4.4. Cho h m sè f(x) tho£ m¢n �çng thíi c¡c t½nh ch§t sau �¥y
i) f(x) x¡c �ành v  câ �¤o h m c§p (k − 1) li¶n töc tr¶n �o¤n

[a; b], (1 ≤ k ≤ n).

ii) f(x) câ �¤o h m c§p k tr¶n kho£ng (a; b).

iii) f(x0) = f(x1) = · · · = f(xk) vîi a < x0 < x1 < · · · < xk < b.

Chùng minh r¬ng trong kho£ng (x0;xk) tçn t¤i ½t nh§t (n − k + 1)

�iºm ξ sao cho f (k)(ξ) = 0, vîi måi k = 1, 2, . . . , n.

H÷îng d¨n gi£i. �p döng �ành lþ Rolle.

B i 4.5. Cho h m sè f(x) kh£ vi tr¶n �o¤n [a; b] v  thäa m¢n �i·u ki»n

f(a) = f(b), f(x) 6= 0,∀x ∈ (0 = a; b).

Chùng minh r¬ng tçn t¤i d¢y {xn}, xn ∈ (a; b) sao cho

lim
n→∞

f ′(xn)

( n
√
e− 1)f(xn)

= 2010.

H÷îng d¨n gi£i. Vîi méi n = 1, 2, 3, . . . , x²t h m sè

Gn(x) = exp
(
− 2010x

n
)f(x).

B i 4.6. Cho h m sè f(x) li¶n töc v  câ �¤o h m tr¶n �o¤n [0; 1].

Gi£ sû f(0) = 0, f(1) = 1. Chùng minh r¬ng tçn t¤i hai sè α, β vîi
0 < α < β < 1 sao cho

f ′(α).f ′(β) = 1.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè g(x) = f(x) + x− 1.

B i 4.7. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

2(x2 − x− 2) cos 2x = (1− 2x) sin 2x

câ ½t nh§t ba nghi»m ph¥n bi»t trong kho£ng (−1; 2).
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H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = (x2 − x− 2) sin 2x.

B i 4.8. Gi£ sû
a

3
+
b

2
+ c = 0. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

a22x + b2x + c = 0

luæn câ nghi»m.

H÷îng d¨n gi£i. �°t t = 2x, t > 0 v  x²t h m sè

f(t) =
a

3
t3 +

b

2
t2 + ct.

B i 4.9. Gi£i ph÷ìng tr¼nh 2x − log2(x+ 1)− 1 = 0.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = 2x − log2(x+ 1)− 1.

B i 4.10. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

2x
2−x + 12x

2−x = 2.7x
2−x.

H÷îng d¨n gi£i. Vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng

12x
2−x − 7x

2−x = 7x
2−x − 2x

2−x

Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m α, ta x²t h m sè f(t) = (t+5)α
2−α−tα2−α.

B i 4.11. X¡c �ành sè nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh sinx =
π

8
.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = 8 sinx− x.

B i 4.12. Cho a− b+ c = 0. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

a sinx+ 9b sin 3x+ 25c sin 5x = 0

câ ½t nh§t 4 nghi»m tr¶n �o¤n [0;π].

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m f(x) = a sinx+b sin 3x+c sin 5x tr¶n [0; π].

B i 4.13. Chùng minh r¬ng vîi måi sè thüc a, b ph÷ìng tr¼nh

a(25 sin 5x− sinx) + b(49 sin 7x− 9 sin 3x) = 0

câ ½t nh§t 7 nghi»m tr¶n �o¤n [0; 2π].
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H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = a sinx+b sin 3x−a sin 5x−b sin 7x

tr¶n [0; 2π].

B i 4.14. Cho 0 < a < b. Chùng minh r¬ng:
b− a
b

< ln
b

a
<
b− a
a

.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = lnx tr¶n �o¤n [a; b] v  ¡p döng
�ành lþ Lagrange.

B i 4.15. Chùng minh r¬ng vîi måi a, b ta câ

| sin a− sin b |≤| b− a | .

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = sinx v  ¡p döng �ành lþ Lagrange.

B i 4.16. Cho a < b < c chùng minh r¬ng:

3a < a+ b+ c−
√
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

< a+ b+ c+
√
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca < 3c.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = (x− a)(x− b)(x− c) v  ¡p döng
�ành lþ Rolle.

B i 4.17. Cho 0 < a < b. Chùng minh r¬ng
b− a
1 + b2

< arctan b− arctan a <
b− a
1 + a2

.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè f(x) = arctan x v  ¡p döng �ành lþ
Lagrange.

B i 4.18. Cho f(x) = a1 sin b1x+ a2 sin b2x+ · · ·+ an sin bnx.

Gi£ sû | f(x) |≤| sinx |,∀x ∈ [−1; 1]. Chùng minh r¬ng

|
n∑
i=1

aibi |≤ 1.

H÷îng d¨n gi£i. X²t h m sè

f(x) = a1 sin b1x+ a2 sin b2x+ · · ·+ an sin bnx

v  ¡p döng �ành lþ Lagrange.
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K¸t luªn

Luªn v«n "�ành lþ Rolle v  mët sè ¡p döng" nh¬m giîi thi»u mët sè
ùng döng cõa �ành lþ Rolle trong tªp sè thüc, chõ y¸u nghi¶n cùu mët
sè d¤ng to¡n th÷íng g°p ð ch÷ìng tr¼nh phê thæng, �¢ �¤t �÷ñc nhúng
k¸t qu£ ch½nh nh÷ sau:

Ph¡t biºu v  chùng minh �ành lþ Rolle, �ành lþ Lagrange, �ành lþ
Cauchy v  mët sè �ành lþ mð rëng. Sû döng �ành lþ Lagrange �º chùng
minh t½nh ch§t �çng bi¸n, nghàch bi¸n cõa h m sè li¶n töc tr¶n mët
kho£ng, chùng minh mët sè t½nh ch§t cõa h m sè lçi, lãm kh£ vi bªc hai
v  b§t �¯ng thùc Karamata. Ti¸p theo giîi thi»u mët sè b i to¡n cö thº
li¶n quan �¸n �ë g¦n �·u cõa tam gi¡c câ sû döng c¡c t½nh ch§t tr¶n.

N¶u ùng döng cõa �ành lþ Rolle v  c¡c �ành lþ mð rëng trong mët sè
d¤ng to¡n �¤i sè nh÷ gi£i ph÷ìng tr¼nh v  b§t ph÷ìng tr¼nh, bi»n luªn sè
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n mët kho£ng, chùng minh b§t �¯ng thùc.
Ph¡t biºu v  chùng minh mët sè b i to¡n v· sü ph¥n bè nghi»m cõa �a
thùc v  �¤o h m.

Ngo i ra, luªn v«n câ �· cªp �¸n mët b i to¡n li¶n quan �¸n khai
triºn Taylor-Gontcharov. Düa v o �ành lþ Rolle v  mët sè mð rëng cõa
�ành lþ Rolle x¥y düng mët h m sè gi£i t½ch trong kho£ng (0; 1), kh£ vi
væ h¤n trong �o¤n [0; 1] v  mët d¢y �iºm {xk} trong (0; 1) m  khai triºn
Taylor-Gontcharov khæng thüc hi»n �÷ñc.

Ph¦n cuèi cõa luªn v«n, t¡c gi£ giîi thi»u mët sè b i tªp ti¶u biºu
�÷ñc lüa chån tø c¡c �· thi Olympic to¡n khu vüc v  Quèc t¸, c¡c k¼ thi
Olympic sinh vi¶n to n quèc. Méi b i tªp �·u câ h÷îng d¨n c¡ch gi£i.

T¡c gi£ công nhªn th§y r¬ng mët sè v§n �· �°t ra trong nëi dung cõa
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luªn v«n c¦n th¶m nhi·u thíi gian v  né lüc hìn núa �º ti¸p töc ho n
ch¿nh nh÷ t¼m hiºu th¶m c¡c ki¸n thùc v· h m gi£i t½ch, v· khai triºn
Taylor-Gontcharov. �°c bi»t h» thèng c¡c b i tªp ¡p döng cho chuy¶n
�· n y c¦n �÷ñc s¡ng t¡c nhi·u v  phong phó hìn núa. Ngo i ra, ùng
döng cõa �ành lþ Rolle trong c¡c b i to¡n h¼nh håc, mð rëng cõa �ành
lþ Rolle trong tªp sè phùc,...công r§t �a d¤ng v  phong phó m  luªn
v«n n y ch÷a �· cªp �¸n. T¡c gi£ hy vång trong thíi gian tîi s³ ti¸p töc
�÷ñc t¼m hiºu, nghi¶n cùu nhúng v§n �· �¢ n¶u ð tr¶n.

M°c dò �¢ h¸t sùc cè gng v  nghi¶m tóc trong qóa tr¼nh håc tªp v 
nghi¶n cùu khoa håc nh÷ng do thíi gian v  kh£ n«ng câ h¤n, chc chn
luªn v«n n y cán câ nhúng thi¸u sât. T¡c gi£ mong nhªn �÷ñc nhi·u
þ ki¸n �âng gâp cõa quþ th y gi¡o, cæ gi¡o v  c¡c b¤n �çng nghi»p �º
luªn v«n �÷ñc ho n thi»n hìn.
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