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më ®Çu

Bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt hay t×m cùc trÞ mét biÓu thøc
®· cã tõ l©u, nhng lu«n xuÊt hiÖn trong mäi lÜnh vùc cña to¸n häc. Trong
ch¬ng tr×nh to¸n phæ th«ng, bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt tr¶i
dµi ë hÇu hÕt c¸c cÊp häc, cã mÆt ë tÊt c¶ c¸c bé m«n Sè häc, §¹i sè, Gi¶i
tÝch, H×nh häc vµ Lîng gi¸c. §Æc biÖt, trong kú thi §¹i häc, Häc sinh giái
quèc gia vµ quèc tÕ thêng cã bµi x¸c ®Þnh cùc trÞ mét biÓu thøc nµo ®ã. Bëi
vËy, bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt lµ mét trong sè nh÷ng bµi
to¸n ®îc rÊt nhiÒu ngêi thuéc nhiÒu lÜnh vùc quan t©m ®Õn.
C¸c bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt mét biÓu thøc rÊt phong phó,
®a d¹ng, ®ßi hái vËn dông nhiÒu kiÕn thøc vµ vËn dông sao cho hîp lý, ®«i
khi rÊt ®éc ®¸o. H¬n n÷a, bµi to¸n x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt
cßn liªn quan ®Õn sù ®¸nh gi¸, t×m c¸i chÆn hoÆc xÐt xem biÓu thøc sÏ cã
tÝnh chÊt g× khi nã ®¹t cùc trÞ. ChÝnh v× thÕ, ph¬ng ph¸p x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín
nhÊt hay nhá nhÊt mét biÓu thøc sÏ rÊt thiÕt thùc ®èi víi nh÷ng ai muèn t×m
hiÓu s©u vÒ to¸n s¬ cÊp.

§Ó ®¸p øng nhu cÇu häc tËp vµ gi¶ng d¹y m«n to¸n ë bËc phæ th«ng, luËn
v¨n ®· ®Æt vÊn ®Ò: Tr×nh bµy mét sè ph¬ng ph¸p t×m gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc
nhá nhÊt mét biÓu thøc. Qua ®ã luËn v¨n còng ®a ra viÖc vËn dông c¸c kÕt
qu¶ ®¹t ®îc ®Ó gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n liªn quan.

Néi dung cña luËn v¨n ®îc chia ra lµm ba ch¬ng.
Ch¬ng I dµnh ®Ó giíi thiÖu kh¸i niÖm vµ mét vµi ph¬ng ph¸p chøng minh
bÊt ®¼ng thøc víi c¸c vÝ dô t¬ng thÝch. Ch¬ngII dµnh ®Ó tr×nh bµy vÒ gi¸
trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt. §©y lµ ch¬ng träng t©m giíi thiÖu vÒ c¸c ph¬ng
ph¸p t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt. Cô thÓ môc 2.1 tËp trung giíi thiÖu mét
sè bµi to¸n chän läc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt b»ng ph¬ng ph¸p bÊt
®¼ng thøc. Môc 2.2 giíi thiÖu ®iÒu kiÖn ®¹t cùc trÞ cña hµm ®a thøc hai biÕn
bËc hai vµ c¸c vÝ dô liªn quan. Môc 2.3 giíi thiÖu ph¬ng ph¸p ®¹o hµm t×m
gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt ®èi víi hµm mét biÕn, hµm låi, hµm nhiÒu biÕn
vµ c¸c s¸ng t¸c bµi tËp t¬ng øng. Môc 2.4 giíi thiÖu mét sè bµi to¸n t×m cù
trÞ b»ng ph¬ng ph¸p täa ®é ®iÓm, täa ®é vÐc t¬ hoÆc dùa vµo tÝnh ®Æc biÖt
cña h×nh häc. Môc 2.5 giíi thiÖu mét sè bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá
nhÊt qua vËn dông c¸c hµm lîng gi¸c vµ tr×nh bµy ph¬ng ph¸p s¸ng t¸c
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mét sè bµi to¸n cùc trÞ trong tam gi¸c qua ®a thøc bËc ba.
Ch¬ng III tËp trung tr×nh bµy mét vµi øng dông c¸c kÕt qu¶ ®¹t ®îc. Nh
chøng minh l¹i c¸c bÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn qua viÖc vËn dông kh¸i niÖm cùc
trÞ tiÕp theo giíi thiÖu c¸c øng dông bµi to¸n cùc trÞ trong viÖc gi¶i ph¬ng
tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh, hÖ ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng tr×nh.

Dï ®· rÊt cè g¾ng, nhng ch¾c ch¾n néi dung ®îc tr×nh bµy trong luËn
v¨n kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu xãt nhÊt ®Þnh vµ em rÊt mong nhËn ®îc
sù gãp ý cña c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c b¹n.
LuËn v¨n ®· ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn cña PGS.Ts. §µm V¨n NhØ.
Em xin ch©n thµnh c¸m ¬n thÇy vÒ sù gióp ®ì nhiÖt t×nh tõ khi x©y dùng ®Ò
c¬ng, viÕt vµ hoµn thµnh luËn v¨n.

Em xin c¶m ¬n ch©n thµnh tíi Trêng §¹i häc Khoa Häc Th¸i Nguyªn,
n¬i em ®· nhËn ®îc mét häc vÊn sau ®¹i häc c¨n b¶n.

TiÕp theo, em xin ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c thÇy c« ph¶n biÖn ®· ®äc vµ
gãp ý kiÕn cho luËn v¨n ®Ó em hoµn thiÖn luËn v¨n cña m×nh.

Lêi cuèi xin chóc søc kháe tÊt c¶ c¸c thÇy c¸c c«, chóc thÇy c« lu«n hoµn
thµnh tèt nhiÖm vô ®îc giao.

Ch©n thµnh c¶m ¬n!
Th¸i Nguyªn, Ngµy 1 th¸ng 09 n¨m 2011.

Ngêi thùc hiÖn
T¹ V¨n Hoµn
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Ch¬ng 1

PhÇn chuÈn bÞ

1.1 Kh¸i niÖm vµ mét vµi tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho hai sè thùc a vµ b. a ®îc gäi lµ lín h¬n b, ký hiÖu
a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè d¬ng; a ®îc gäi lµ lín h¬n hoÆc b»ng b,
ký hiÖu a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè kh«ng ©m; a ®îc gäi lµ nhá h¬n
b, ký hiÖu a < b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè ©m; a ®îc gäi lµ nhá h¬n hoÆc
b»ng b, ký hiÖu a 6 b, nÕu hiÖu a− b lµ mét sè kh«ng d¬ng.

Gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña a lµ |a| =

{
a khi a > 0

−a khi a < 0.

TÝnh chÊt 1.1.2. Víi c¸c sè thùc a, b, c vµ sè tù nhiªn n lu«n cã tÝnh chÊt:

a > b ⇐⇒ a− b > 0

a > b ⇐⇒ a+ c > b+ c

a > b ⇐⇒ a2n+1 > a2n+1

|a| > |b| ⇐⇒ a2n > a2n

a > b ⇐⇒
[a=b
a>b.

Víi a > b, c > 0 ⇐⇒ ac > bc

c < 0 ⇐⇒ ac < bc.

a > b, b > c =⇒ a > c.

|a| 6 α ⇐⇒

{
α > 0

−α 6 a 6 α.

Khi chøng minh bÊt ®¼ng thøc, nh÷ng ®ång nhÊt thøc thêng ®îc sö dông:

4
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MÖnh ®Ò 1.1.3. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c ®ång nhÊt thøc
sau ®©y:

(i) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 vµ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

(ii) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca).

(iii) (a+ b)3 = a3 + 3ab(a+ b) + b3 vµ (a− b)3 = a3 − 3ab(a− b)− b3.

(iv) a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

(v) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) vµ a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).

(vi) (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2.

(vii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax + by + cz)2 + (ay − bx)2 + (bz −
cy)2 + (cx− az)2.

(viii) |ab| = |a||b|, |a
d
| = |a|
|d|

vµ |a| = |b| khi vµ chØ khi a = ±b.

Ba bæ ®Ò díi ®©y tr×nh bµy c¸c bÊt ®¼ng thøc thêng ®îc sö dông sau nµy.

Bæ ®Ò 1.1.4. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c kÕt qu¶ sau:

(i) a2 + b2 > 2ab.

(ii) (a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2.

(iii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) > (ax+ by + cz)2.

(iv) ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bµi gi¶i: (i) Bëi v× (a− b)2 > 0 nªn a2 + b2 > 2ab. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ
khi a = b.
(ii) Do bëi (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 > (ax+ by)2 nªn

(a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
.

(iii) Do (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) = (ax+by+cz)2+(ay−bx)2+(bz−cy)2+
(cx−az)2 > (ax+by+cz)2 nªn (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) > (ax+by+cz)2.

DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
=
c

z
.

(iv) Ta lu«n cã |a| > ±a, |b| > ±b.Khi a+b > 0 th× |a+b| = a+b 6 |a|+|b|;
cßn khi a+b < 0 th× |a+b| = −a−b 6 |a|+|b|. Tãm l¹i |a+b| 6 |a|+|b|. Bëi
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v× |a| = |a+ b+(−b)| 6 |a+ b|+ |− b| = |a+ b|+ |b| nªn |a|− |b| 6 |a+ b|.
T¬ng tù |b| = |a + b + (−a)| 6 |a + b| + | − a| = |a + b| + |a| nªn
|b| − |a| 6 |a+ b|. Tãm l¹i ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bæ ®Ò 1.1.5. Víi a, b, c, x, y, z, u, v, t > 0 lu«n cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i) a+ b+ c > 3 3
√
abc.

(ii) 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z) > 3
√
abc+ 3

√
xyz.

(iii) 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√
abc+ 3

√
xyz + 3

√
uvt.

Bµi gi¶i: (i) V× a+ b+ c+ 3
√
abc > 2

√
ab+ 2

√
c 3
√
abc > 4

4
√
abc 3
√
abc nªn

a+ b+ c+ 3
√
abc > 4 3

√
abc hay a+ b+ c > 3 3

√
abc.

(ii) NÕu mét trong ba sè a+ x, b+ y, c+ z b»ng 0, ch¼ng h¹n a+ x = 0, th×
a = x = 0 vµ bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. XÐt a + x, b + y, c + z 6= 0 :

Theo (i) ta cã


a

a+ x
+

b

b+ y
+

c

c+ z
> 3 3

√
abc

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
x

a+ x
+

y

b+ y
+

z

c+ z
> 3 3

√
xyz

(a+ x)(b+ y)(c+ z)

vµ

céng vÕ theo vÕ ®îc 3 > 3
3
√
abc+ 3

√
xyz

3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
. Tõ ®©y suy ra (ii).

(iii) V× 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)+
3
√
uvt nªn 3

√
(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3

√
abc+ 3

√
xyz+ 3

√
uvt.

Bæ ®Ò 1.1.6. Cho ba sè thùc a, b, c > 0. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
khi a, b, c > 1.

(iii)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
khi ab 6 1.

(v)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
khi a, b, c 6 1.
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(vi)
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>
2√

1 +
(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+

1√
1 + c2

>
3√

1 +
(a+ b+ c

3

)2 khi a, b, c >
1√
2
.

Bµi gi¶i: (i) BÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)(a−b)2 >
0. VËy

1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii) V× a, b, c > 1 nªn tõ


1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
>

2

1 + abc
1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

2

1 + bc
>

2

1 + abc
1

1 + c2
+

1

1 + a2
>

2

1 + ca
>

2

1 + abc

ta suy ra

1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
.

(iii) BÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)2 +ab(a− b)2 > 0.

VËy
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv) lµ hiÓn nhiªn qua quy ®ång hai vÕ.

(v) V× a, b, c 6 1 nªn tõ



1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
6

2

1 + abc
1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

2

1 + bc
6

2

1 + abc
1

(1 + c)2
+

1

(1 + a)2
6

2

1 + ca
6

2

1 + abc

ta

suy ra
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
.

(vi) Hµm sè y =
1√

1 + x2
víi x > 0 cã y′ = −x(1+x2)−3/2 < 0. VËy y ®¬n

®iÖu gi¶m. Ta l¹i cã y” = 3x2(1 + x2)−5/2 − (1 + x2)−3/2 =
2x2 − 1√
(1 + x2)5

>

0 khi x >
1√
2

vµ nh vËy y lµ hµm låi. VËy
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>

2√
1 +

(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+
1√

1 + c2
>

3√
1 +

(a+ b+ c

3

)2
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khi a, b, c >
1√
2
.

Chó ý 1.1.7. Khi ab > 1 sÏ kh«ng cã (iv). ThËt vËy, khi a = 2, b = 1 cã

ab = 2 > 1 vµ
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
=

1

9
+

1

4
<

2

3
=

2

1 + ab
; cßn khi a =

9, b = 1 cã ab = 9 > 1 vµ
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
=

1

100
+

1

4
>

2

10
=

2

1 + ab
.

1.2 Mét vµi ph¬ng ph¸p chøng minh ®¬n gi¶n

BÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn

Sö dông BÊt ®¼ng thøc Cauchy hoÆc BÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski víi 3 sè
h¹ng trong tæng hoÆc tÝch, xem Bæ ®Ò 1.1.4 vµ Bæ ®Ò 1.1.5, ®Ó chøng minh
bÊt ®¼ng thøc míi.

VÝ dô 1.2.1. Chøng minh r»ng, víi a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

1

a
+

1

b
+

1

c
>

9

a+ b+ c
.

Bµi gi¶i: Ta cã a + b + c > 3 3
√
abc vµ

1

a
+

1

b
+

1

c
>

3
3
√
abc

theo BÊt ®¼ng

thøc Cauchy. VËy
1

a
+

1

b
+

1

c
>

9

a+ b+ c
.

VÝ dô 1.2.2. [Russia MO 2000] Chøng minh r»ng nÕu a, b, c > 0 tháa m·n
a+ b+ c = 3 th× ta cã bÊt ®¼ng thøc

√
a+
√
b+
√
c > ab+ bc+ ca.

Bµi gi¶i: V× ab+bc+ca =
(a+ b+ c)2 − a2 − b2 − c2

2
=

9− a2 − b2 − c2

2
nªn chØ cÇn chøng minh a2 + b2 + c2 + 2(

√
a+
√
b+
√
c) > 9. ThËt vËy, tõ

a2 +
√
a+
√
a > 3a, b2 +

√
b+
√
b > 3b, c2 +

√
c+
√
c > 3c

suy ra a2 + b2 + c2 + 2(
√
a +
√
b +
√
c) > 3(a + b + c) = 9. DÊu = x¶y ra

khi vµ chØ khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2.3. Gi¶ sö a, b, c > 0. Khi ®ã ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

a

(b+ c)2
+

b

(c+ a)2
+

c

(a+ b)2
>

9

4(a+ b+ c)
.
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Bµi gi¶i: Sö dông BÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski ta cã ngay bÊt ®¼ng thøc

(a+ b+ c)
( a

(b+ c)2
+

b

(c+ a)2
+

c

(a+ b)2

)
>
( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)2
.

T¬ng tù, ta l¹i cã
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
=

a2

ab+ ac
+

b2

ba+ bc
+

c2

ca+ cb

>
(a+ b+ c)2

2(ab+ bc+ ca)
>

3

2
. Tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.4. Cho a, b, c > 0 tháa m·n a+ b+ c = 3. Chøng minh r»ng

T =
a2

a+ 2b2
+

b2

b+ 2c2
+

c2

c+ 2a2
> 1.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski ta cã

[a2(a+ 2b2) + b2(b+ 2c2) + c2(c+ 2a2)]T > (a2 + b2 + c2)2.

VËy T >
(a2 + b2 + c2)2

a3 + b3 + c3 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2)
. Do ®ã chØ cÇn chøng minh

(a2 + b2 + c2)2 > a3 + b3 + c3 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) hay bÊt ®¼ng thøc sau

a4 + b4 + c4 > a3 + b3 + c3.

ThËt vËy, tõ 3(a3 + b3 + c3) = (a3 + b3 + c3)(a+ b+ c) > (a2 + b2 + c2)2 vµ
3(a2 + b2 + c2) > (a+ b+ c)2 = 9 suy ra a3 + b3 + c3 > a2 + b2 + c2. Do bëi
(a4 + b4 + c4)(a2 + b2 + c2) > (a3 + b3 + c3)2 nªn a4 + b4 + c4 > a3 + b3 + c3.
§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2.5. Gi¶ sö a, b, c, d > 0 tháa m·n a+b+c+d = abc+bcd+cda+dab.
Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

abc+ bcd+ cda+ dab >

√
a2 + 1

2
+

√
b2 + 1

2
+

√
c2 + 1

2
+

√
d2 + 1

2
.

Bµi gi¶i: Tõ gi¶ thiÕt suy ra (a+ b)(a+ c)(a+ d) = (a2 + 1)(a+ b+ c+ d).

VËy
a2 + 1

a+ b
=

(a+ c)(a+ d)

a+ b+ c+ d
. T¬ng tù cã c¸c hÖ thøc kh¸c vµ suy ra ®îc

a2 + 1

a+ b
+
b2 + 1

b+ c
+
c2 + 1

c+ d
+
d2 + 1

d+ a
=

(a+ b+ c+ d)2

a+ b+ c+ d
= a+ b+ c+ d.
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L¹i cã bÊt ®¼ng thøc 2
(
a+ b+ c+d

)(a2 + 1

a+ b
+
b2 + 1

b+ c
+
c2 + 1

c+ d
+
d2 + 1

d+ a

)
>(√

a2 + 1 +
√
b2 + 1 +

√
c2 + 1 +

√
d2 + 1

)2
theo BÊt ®¼ng thøc Bunhi-

akowski. VËy a+b+c+d >

√
a2 + 1

2
+

√
b2 + 1

2
+

√
c2 + 1

2
+

√
d2 + 1

2
.

VÝ dô 1.2.6. Chøng minh r»ng, víi a, b, c, d > 0, abcd = 1, ta lu«n cã

(a+ b+ c+ d)6 > 28(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1)(d2 + 1).

Bµi gi¶i: §Æt a = x2, b = y2, c = z2, d = t2 víi x, y, z, t > 0, xyxt = 1. Ta
sÏ chøng minh (x2 + y2 + z2 + t2)6 > 28(x4 + 1)(y4 + 1)(z4 + 1)(t4 + 1).
V× xyzt = 1 nªn bÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng (x2 + y2 + z2 + t2)6 >
28(x3 + yzt)(y3 + xzt)(z3 + xyt)(t3 + xyz). Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cã

4(x3+yzt)(y3+xzt) 6 (x3+y3+xzt+yzt)2 = (x+y)2(x2−xy+y2+zt)2,

4(t3+xyz)(z3+xyt) 6 (z3+t3+xyz+xyt)2 = (z+t)2(z2−zt+t2+xy)2.

Do bëi 4(x2 − xy + y2 + zt)(z2 − zt + t2 + xy) 6 (x2 + y2 + z2 + t2)2 vµ
(x + y)(z + t) = xz + yt + xt + yz 6 x2 + y2 + z2 + t2 nªn tõ 4 bÊt ®¼ng
thøc nµy dÔ dµng suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.7. [Mathlinks Contests] Víi a, b, c > 0, abc = 1, lu«n cã√
a+ b

a+ 1
+

√
b+ c

b+ 1
+

√
c+ a

c+ 1
> 3.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cho 3 sè h¹ng trªn, chØ cÇn chøng minh

(a+ b)(b+ c)(c+ a) > (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1).

ThËt vËy, víi ®iÒu kiÖn abc = 1, bÊt ®¼ng thøc trªn t¬ng ®¬ng víi

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) > a+ b+ c+ ab+ bc+ ca.

Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy víi nhãm 5 sè h¹ng ta cã 3 bÊt ®¼ng thøc sau:

a2b+ a2b+ a2c+ a2c+ bc > 5a

b2a+ b2a+ b2c+ b2c+ ac > 5b

c2b+ c2b+ c2a+ c2a+ ab > 5c
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vµ suy ra 2[ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+a)] > 5(a+ b+ c)− (ab+ bc+ ca).
T¬ng tù, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy víi nhãm 5 sè h¹ng cã 3 bÊt ®¼ng thøc

b2a+ b2a+ a2b+ a2b+ c > 5ab

b2c+ b2c+ c2b+ c2b+ a > 5bc

a2c+ a2c+ c2a+ c2a+ b > 5ca

vµ suy ra 2[ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+a)] > 5(ab+ bc+ ca)− (a+ b+ c).
Céng hai bÊt ®¼ng thøc cuèi cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

VÝ dô 1.2.8. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 0 th× cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

1

b(b+ a)
+

1

c(c+ b)
+

1

a(a+ c)
>

9

2(ab+ bc+ ca)
.

Bµi gi¶i: ChØ cÇn chØ ra
c(a+ b) + ab

b(b+ a)
+
a(b+ c) + bc

c(c+ b)
+
b(c+ a) + ca

a(a+ c)
>

9

2

hay
c

b
+
b

a
+
a

c
+

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

9

2
vµ nã t¬ng ®¬ng bÊt ®¼ng

thøc
c+ b

b
+
b+ a

a
+
a+ c

c
+

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

15

2
. Theo BÊt ®¼ng

thøc Cauchy ta cã
a+ b

4a
+

a

a+ b
> 1,

b+ c

4b
+

b

b+ c
> 1,

c+ a

4c
+

c

c+ a
> 1.

Do ®ã
a+ b

4a
+

a

a+ b
+
b+ c

4b
+

b

b+ c
+
c+ a

4c
+

c

c+ a
> 3. MÆt kh¸c, cßn

cã
3

4

(a+ b

a
+
b+ c

b
+
c+ a

c

)
=

3

4

(
3 +

b

a
+
c

b
+
a

c

)
>

9

2
. Céng hai bÊt ®¼ng

thøc trªn l¹i ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.9. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 0 tháa m·n a+ b+ c = 3 th× ta
cã bÊt ®¼ng thøc (a2 − ab+ b2)(b2 − bc+ c2)(c2 − ca+ a2) 6 12.

Bµi gi¶i: Kh«ng lµm mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸t, cã thÓ coi a > b > c. Khi ®ã
b2−bc+c2 6 b2, a2−ac+c2 6 (a+c)2, a2−ab+b2 6 (a+c)2−(a+c)b+b2.
Ta sÏ chøng minhM = b2(a+c)2((a+c)2−(a+c)b+b2) 6 12. ThËt vËy, ®Æt

x =
a− b+ c

2
> 0, s =

a+ b+ c

2
=

3

2
. Khi ®ã M = (s2 − x2)2(s2 + 3x2).

Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cã
3

2
(s2−x2)3

2
(s2−x2)(s2 + 3x2) 6

(4

3
s2
)3

=

27 vµ suy ra ®îc
9

4
M 6 27 hay M 6 12. DÊu = x¶y ra khi vµ chØ khi

c = 0, s2 = 9x2 hay a = 2, b = 1, c = 0.
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Ph¬ng ph¸p tam thøc bËc hai

Hµm ®Çu tiªn ®îc xÐt ®Õn lµ mét tam thøc bËc hai f(x) = ax2+bx+c, a 6= 0.

MÖnh ®Ò 1.2.10. Gi¶ sö x1, x2 lµ nghiÖm cña f(x) = 0. Khi ®ã cã kÕt qu¶:
f(x) = a(x− x1)(x− x2)

x1 + x2 = − b
a

x1x2 =
c

a
.

MÖnh ®Ò 1.2.11. Gi¶ sö f(x) ∈ R[x] vµ ∆ = b2 − 4ac. Khi ®ã cã c¸c kÕt
qu¶:

(i) f(x) > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a > 0

∆ < 0.

(ii) f(x) > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a > 0

∆ 6 0.

(iii) f(x) < 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a < 0

∆ < 0.

(iv) f(x) 6 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a < 0

∆ 6 0.

(v) f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, x2 vµ sè thùc x1 < α < x2 khi vµ chØ khi
af(α) < 0.

VÝ dô 1.2.12. D·y (an) x¸c ®Þnh bëi:

{
a0 = 1

an+1 = 6an +
√

35a2n + 2010, n > 0.

Chøng minh r»ng an+1 = 12an − an−1, an+1 =
a2n − 2010

an−1
víi mäi n > 1.

Bµi gi¶i: Tõ
(
an+1 − 6an

)2
= 35a2n + 2010 ta suy ra ph¬ng tr×nh sau ®©y:

a2n+1 − 12anan+1 + a2n − 2010 = 0 víi mäi n > 0. ThÕ n + 1 qua n ®îc
a2n−1− 12anan−1 + a2n− 2010 = 0. Nh vËy an−1 vµ an+1 lµ hai nghiÖm cña
ph¬ng tr×nh x2−12anx+a2n−2010 = 0. Theo §Þnh lý ViÐt vÒ tæng vµ tÝch

hai nghiÖm suy ra ®îc ngay an+1 = 12an − an−1, an+1 =
a2n − 2010

an−1
.
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VÝ dô 1.2.13. Cho c¸c sè thùc a1, a2, a3, b1, b2, b3 víi a21 − a22 − a23 > 0. Khi

®ã
(
a21 − a22 − a23

)(
b21 − b22 − b23

)
6
(
a1b1 − a2b2 − a3b3

)2
.

Bµi gi¶i: XÐt tam thøc f(x) =
(
a21−a22−a23

)
x2−2

(
a1b1−a2b2−a3b3

)
x+(

b21 − b22 − b23
)

= (a1x− b1)2 − (a2x− b2)2 − (a3x− b3)2. Tõ gi¶ thiÕt suy

ra a1 6= 0 vµ f
( b1
a1

)
6 0. VËy f(x) = 0 cã nghiÖm vµ nh thÕ ∆′ > 0.

VÝ dô 1.2.14. Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc x, y, z vµ mäi tam gi¸c ABC
lu«n cã bÊt ®¼ng thøc x2 + y2 + z2 > 2xy cosC + 2yz cosA + 2zx cosB.

Tõ ®ã chØ ra
1

3
cosA+

1

4
cosB +

1

5
cosC 6

5

12
.

Bµi gi¶i: V× tam thøc f(x) = x2−2x(y cosC+z cosB)+y2+z2−2yz cosA
cã ∆ 6 0 nªn f(x) > 0 víi mäi sè thùc x, y, z vµ mäi tam gi¸c ABC. Víi

x =
6√

6.8.10
, y =

8√
6.8.10

vµ z =
10√

6.8.10
ta cã ngay bÊt ®¼ng thøc

1

3
cosA+

1

4
cosB +

1

5
cosC 6

5

12
.

VÝ dô 1.2.15. Gi¶ sö ba sè a, b, c > 0. H·y gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh sau:
x+ y + z = a+ b+ c

4xyz = abc+ a2x+ b2y + c2z

x, y, z > 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn cã 1 =
abc

4xyz
+

a2

4yz
+

b2

4zx
+

c2

4xy
. §Æt cosA =

a

2
√
yz
,

cosB =
b

2
√
zx
, cosC =

c

2
√
xy
. Tõ hÖ thøc díi ®©y suy ra A,B,C lµ ba

gãc mét tam gi¸c:

{
cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA cosB cosC = 1

0 < cosA, cosB, cosC < 1.

Tõ a+ b+ c = x+ y + z suy ra x+ y + z = 2
√
yz cosA+ 2

√
zx cosB +

2
√
xy cosC 6 x+ y + z theo VÝ dô 1.2.14. Do vËy dÊu = ph¶i x¶y ra hay

√
x

sinA
=

√
y

sinB
=

√
z

sinC
hay

x

sin2A
=

y

sin2B
=

z

sin2C
.

Tõ ®©y dÔ dµng suy ra x =
b+ c

2
, y =

c+ a

2
, z =

a+ b

2
.
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VÝ dô 1.2.16. Gi¶ sö x0 lµ nghiÖm lín cña ph¬ng tr×nh x2 + 2(a − 3)x +
a− 13 = 0. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña x0 biÕt a > 1.

VÝ dô 1.2.17. Gi¶ sö x0 lµ nghiÖm bÐ cña ph¬ng tr×nh x2+(a−3)x−2a−2 =
0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña x0 biÕt a 6 −4.

VÝ dô 1.2.18. Gi¶ sö x0 lµ nghiÖm lín cña ph¬ng tr×nh x2 +2(a− b−3)x+
a− b− 13 = 0. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña x0 biÕt a > 2, b 6 1.

VÝ dô 1.2.19. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh sau:


y + 2 = (3− x)2

(2z − y)(y + 2) = 9 + 4y

x2 + z2 = 4x

z > 0.

VÝ dô 1.2.20. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh sau:


y3 + 3y2 = x2 − 3x+ 2

(2− x)(3x− 2z) = 3− z
y2 + z2 = 6z

z 6 3.

VÝ dô 1.2.21. T×m tÊt c¶ c¸c cÆp (x; y) biÕt

4
(

3
√

4x− x2 sin2 x+ y

2
+ 2 cos(x+ y)

)
= 13 + 4 cos2(x+ y).

VÝ dô 1.2.22. T×m tÊt c¶ c¸c cÆp (x; y) biÕt

3 + 2 cos(x− y)

2
=
√

3 + 2x− x2 cos2
x− y

2
+

sin2(x− y)

2
.

VÝ dô 1.2.23. T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña a ®Ó tån t¹i duy nhÊt mét cÆp sè

nguyªn (x; y) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh sau:


15x2 − 11xy + 2y2 = −7

2a2x+ 3ay < 0

x < y.

Ph¬ng ph¸p ®¸nh gi¸

§Ó chøng minh A 6 B, ta chän C vµ ®¸nh gi¸ A 6 C. Sau ®ã chØ ra C 6 B.

VÝ dô 1.2.24. Cho sè nguyªn n > 1. Chøng minh
1

23
+

1

33
+

1

43
+· · ·+ 1

n3
<

1

4
.
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Bµi gi¶i: Víi n = 2, n = 3, bÊt ®¼ng thøc ®óng lµ hiÓn nhiªn. Víi n > 3 cã

T =
1

23
+

1

33
+

1

43
+ · · ·+ 1

n3
<

1

8
+

1

27
+

1

4

( 1

3.4
+ · · ·+ 1

(n− 1)n

)
6

1

8
+

1

24
+

1

4

(1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ · · ·+ 1

n− 1
− 1

n

)
<

1

8
+

1

24
+

1

12
.

Tõ ®©y suy ra T <
1

4
.

VÝ dô 1.2.25. D·y (an) ®îc cho nh sau: a0 = 1, a1 = 3, a2 = 6, a3 =
10, a4 = 15, a5 = 21, . . . . X¸c ®Þnh an theo n vµ chøng minh bÊt ®¼ng thøc

T =
(

1− 1

3

)(
1− 1

6

)(
1− 1

10

)
· · ·
(

1− 1

an

)
<

1

3
+

1

n
.

Bµi gi¶i: Tõ a1 = 3 = a0+2, a2 = 6 = a1+3, a3 = 10 = a2+4, a4 = 15 =
a3 + 5, a5 = 21 = a4 + 6 suy ra an = an−1 + n + 1 vµ ®iÒu nµy dÔ dµng cã

®îc qua qui n¹p. VËy an = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ n+ 1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2

vµ suy ra 1 − 1

ak
=
ak − 1

ak
=

(k + 1)(k + 2)− 2

(k + 1)(k + 2)
=

k(k + 3)

(k + 1)(k + 2)
. Nh

vËy 1− 1

ak
=
(

1− 1

k + 1

)(
1 +

1

k + 2

)
vµ ta cã ®îc c¸c phÐp biÕn ®æi sau:

T =
(

1− 1

2

)(
1 +

1

3

)(
1− 1

3

)(
1 +

1

4

)
. . .
(

1− 1

n+ 1

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)(
1− 1

52

)
. . .
(

1− 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(32 − 1

32

)(42 − 1

42

)(52 − 1

52

)
. . .
((n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

2.3.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

2.32.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)2(n+ 2)
=

n+ 3

3(n+ 1)

<
n+ 3

3n
=

1

3
+

1

n
.

Tãm l¹i an =
(n+ 1)(n+ 2)

2
vµ nhËn ®îc bÊt ®¼ng thøc T <

1

3
+

1

n
.

VÝ dô 1.2.26. Cho 0 < d 6 c 6 b 6 a vµ a+ b+ c+ d 6 1. Khi ®ã ta cã

1 > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2.
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Bµi gi¶i: V× 1 > (a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+
2bc+ 2bd+ 2cd > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 nªn 1 > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2.

VÝ dô 1.2.27. NÕu a, b, c > 0 lu«n tháa m·n a+ b+ c = abc th× cã bÊt ®¼ng

thøc a2 + b2 + c2 +
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> 10.

Bµi gi¶i: Tõ abc = a + b + c > 3 3
√
abc, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy, ta suy

ra t = 3
√

(abc)2 > 3. V× T = a2 + b2 + c2 +
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> 3
(

3
√

(abc)2 +

1
3
√

(abc)2

)
, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy, nªn T > 3

(
t +

1

t

)
víi t > 3. Nh

vËy T > 3
(
t+

1

t

)
> 10 t¬ng ®¬ng víi (t− 3)(3t− 1) > 0 : ®óng.

VÝ dô 1.2.28. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c lu«n tháa m·n a2 + b2 + c2 = 1.
Chøng minh r»ng T = abc+ 2(1 + a+ b+ c+ ab+ bc+ ca) > 0.

Bµi gi¶i: Do |a|, |b|, |c| 6 1, nªn khi abc 6 0 th× T = 2(1 + a)(1 + b)(1 +
c)− abc > 0; cßn khi abc > 0 th× T = (a+ b+ c+ 1)2 + abc > 0.

VÝ dô 1.2.29. Cho ba sè thùc a, b, c > 0 vµ a + b + c 6 3. Chøng minh bÊt
®¼ng thøc sau ®©y:

a+ b

2 + a2 + b2
+

b+ c

2 + b2 + c2
+

c+ a

2 + c2 + a2
6

2

2 + a+ b
+

2

2 + b+ c
+

2

2 + c+ a
.

Bµi gi¶i: V× 2+a2+b2 = 1+a2+1+b2 > 2(a+b) nªn ta ®îc
a+ b

2 + a2 + b2
6

1

2
. T¬ng tù,

b+ c

2 + b2 + c2
6

1

2
,

c+ a

2 + c2 + a2
6

1

2
. Nh vËy cã bÊt ®¼ng thøc

a+ b

2 + a2 + b2
+

b+ c

2 + b2 + c2
+

c+ a

2 + c2 + a2
6

3

2
.

§Æt x = 1+a, y = 1+b, z = 1+c. Khi ®ã x, y, z > 0 vµ 2x+2y+2z 6 12.

Do ®ã


1 +

y + z

x+ y
+
z + x

x+ y
6

12

x+ y

1 +
z + x

y + z
+
x+ y

y + z
6

12

y + z

1 +
x+ y

z + x
+
y + z

z + x
6

12

z + x
.

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ,
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®îc 12
( 1

x+ y
+

1

y + z
+

1

z + x

)
> 3 +

y + z

x+ y
+
x+ y

y + z
+
z + x

x+ y
+
x+ y

z + x
+

x+ z

y + z
+
y + z

x+ z
> 9. Tõ ®©y suy ra

2

2 + a+ b
+

2

2 + b+ c
+

2

2 + c+ a
=

2

x+ y
+

2

y + z
+

2

z + x
>

3

2
vµ cã ®îc bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.30. Chøng minh r»ng víi c¸c sè thùc a, b, c > 1 cã bÊt ®¼ng thøc

(i)
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii)
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.

Bµi gi¶i: (i) Do a, b, c > 1 nªn (a − 1)(b − 1)(c + 1) > 0 t¬ng ®¬ng
1 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab. T¬ng tù, ta cßn cã:

1 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc, 1 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca.
Céng ba bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®îc

3 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c.

Tõ
(

3 + 3abc
)( 1

ab+ a
+

1

bc+ b
+

1

ca+ c

)
>(

ab+ a+ bc+ b+ ca+ c
)( 1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)

)
> 9

hay
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii) Nh trªn cã


2 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab+ 1

2 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc+ 1

2 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca+ 1.

Céng ba bÊt

®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®îc 6 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c+ 3. V×(
6 + 3abc

)( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
>(

ab+ a+ 1 + bc+ b+ 1 + ca+ c+ 1
)

( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
> 9

nªn
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.
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Ph¬ng ph¸p h×nh häc

MÖnh ®Ò 1.2.31. Víi c¸c ®iÓm A,B,C vµ c¸c vÐct¬ ~x, ~y, ~z ta lu«n cã

(i) AB +BC > AC.

(ii) |~x||~y| > |~x~y| > ~x~y.

(ii) |~x|+ |~y| > |~x+ ~y|.

(iii) |~x|+ |~y|+ |~z| > |~x+ ~y + ~z|.

(iv) Gi¶ sö hai miÒn ph¼ng (D1), (D2) víi diÖn tÝch S1 vµ S2 t¬ng øng.
NÕu (D1) chøa trong (D2) th× S1 6 S2.

Chøng minh: HiÓn nhiªn.

VÝ dô 1.2.32. Cho |a+ b+ c| > 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:√
a2 + ab+ b2 +

√
b2 + bc+ c2 +

√
c2 + ca+ a2 >

√
3.

Bµi gi¶i: Víi ~a =
(
a+

b

2
;

√
3b

2

)
,~b =

(
b+

c

2
;

√
3c

2

)
,~c =

(
c+

a

2
;

√
3a

2

)
ta cã

~a+~b+ ~c =
(3

2
(a+ b+ c);

√
3

2
(a+ b+ c)

)
. Do |~a|+ |~b|+ |~c| > |~a+~b+ ~c|

suy ra
√
a2 + ab+ b2 +

√
b2 + bc+ c2 +

√
c2 + ca+ a2 >

√
3.

VÝ dô 1.2.33. Cho a, b, c tháa m·n 0 6 c 6 a, 0 6 c 6 b. Chøng minh r»ng√
c(a− c) +

√
c(b− c) 6

√
ab.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc hiÒn nhiªn ®óng khi c = 0. Khi c > 0, dùng hai tam
gi¸c vu«ng OAB vµ OAC cïng vu«ng gãc ë O víi c¹nh chung OC =

√
c

vµ OA =
√
b− c, OB =

√
a− c ë vÒ hai phÝa kh¸c nhau so víi OC. Khi

®ã BC =
√
a,AC =

√
b. Tõ SOAC + SOBC = SABC suy ra

√
c(a− c) +√

c(b− c) = 2SABC 6
√
ab.

VÝ dô 1.2.34. Víi a, b, c, d ∈ [0; 1] ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

a2006 + b2006 + c2006 + d2006 6 2 + a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.
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Bµi gi¶i: Trªn h×nh vu«ng ABCD c¹nh 1, lÇn lît lÊy c¸c ®iÓm M,N,P vµ
Q trªn c¸c c¹nh AB,BC,CD vµ DA sao cho AQ = a,BM = b, CN = c
vµ DP = d. Khi ®ã

1

2
a(1− b) +

1

2
b(1− c) +

1

2
c(1− d) +

1

2
d(1− a)

= SMAQ + SNBM + SPCN + SQDP 6 SABCD = 1.

VËy a(1− b) + b(1− c) + c(1− d) + d(1− a) 6 2. Do a, b, c, d ∈ [0; 1] nªn
a(1− b) + b(1− c) + c(1− d) + d(1− a) > a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.
VËya2006 + b2006 + c2006 + d2006 6 2 + a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.

Ph¬ng ph¸p lîng gi¸c

§a bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ bÊt ®¼ng thøc lîng gi¸c ®Ó sö dông
nh÷ng tÝnh chÊt cña c¸c hµm sè lîng gi¸c. TÊt nhiªn, kh«ng ph¶i bµi to¸n
nµo còng dïng ph¬ng ph¸p nµy. Sau ®©y lµ mét sè dÊu hiÖu vµ phÐp lîng
gi¸c hãa t¬ng øng thêng ®îc sö dông:

Khi x2 + y2 = r2, r > 0, th× ta ®Æt


x = r cosα

y = r sinα

α ∈ [0; 2π].

Khi
x2

a2
+
y2

b2
= r2, a, b, r > 0, th× ta ®Æt


x = ra cosα

y = rb sinα

α ∈ [0; 2π].

NÕu
x2

a2
+
y2

b2
6 1, a, b > 0, th× ®Æt


x = r cosα

y = r sinα

α ∈ [0; 2π]

0 6 r 6 1.

NÕu |x| 6 r th× ®Æt x = r cosα víi α ∈ [0;π] hoÆc x = r sinα víi α ∈
[−π

2
;
π

2
].

VÝ dô 1.2.35. Víi hai sè thùc a vµ b tháa m·n a2 + b2 = 2 ta lu«n cã bÊt
®¼ng thøc 2(a3 − b3)− 3(a− b) 6 2.

Bµi gi¶i: §Æt a =
√

2 cosu, b =
√

2 sinu. Khi ®ã 2(a3 − b3) − 3(a − b) =

2 cos(3u− π

4
) 6 2.
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VÝ dô 1.2.36. Víi hai sè thùc a vµ b tháa m·n a2 + 4b2 6 6a + 16b ta lu«n
cã bÊt ®¼ng thøc 3a− 8b 6 18.

Bµi gi¶i: Tõ a2 + 4b2 6 6a + 16b suy ra (a − 3)2 + 4(b − 2)2 6 52. §Æt

a = 3 + r cosu, b = 2 +
1

2
r sinu víi r ∈ [0; 5]. Khi ®ã 3a − 8b = −7 +

r(3 cosu− 4 sinu) = −7 + 5r cos(u+ α) 6 −7 + 25 = 18.

VÝ dô 1.2.37. Cho ba sè thùc ph©n biÖt a, b, c. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

T =
(1 + ab

a− b

)2
+
(1 + bc

b− c

)2
+
(1 + ca

c− a

)2
> 1.

Bµi gi¶i: §Æt a = tanα, b = tan β, c = tan γ, α, β, γ ∈ [−π
2

;
π

2
]. Khi ®ã

M = cot2(α− β) + cot2(β − γ) + cot2(γ − α).

Do (α− β) + (β − γ) + (γ − α) = 0 nªn cot(α− β) cot(β − γ) + cot(β −
γ) cot(γ − α) + cot(γ − α) cot(α− β) = 1. Tõ ®ã suy ra T > 1.

VÝ dô 1.2.38. Chøng minh r»ng

∣∣∣∣a− ba+ b
+
c− d
c+ d

+
ad+ bc

ac− bd

∣∣∣∣ > √3.

Bµi gi¶i: §Æt M =

∣∣∣∣a− ba+ b
+
c− d
c+ d

+
ad+ bc

ac− bd

∣∣∣∣ . XÐt c¸c trêng hîp:

Khi a = 0 th×M =

∣∣∣∣−1 +
c− d
c+ d

− c

d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣− cd − 1 +

c

d
− 1

c

d
+ 1

∣∣∣∣∣∣ .§Æt x =
c

d
+1.

Ta cãM =

∣∣∣∣−x+
x− 2

x

∣∣∣∣ =
x2 + 2− x
|x|

>
2
√

2|x| − |x|
|x|

= 2
√

2−1 >
√

3.

Khi c = 0, hoµn toµn t¬ng tù nh trªn, ta còng cã M >
√

3.
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Khi a, c 6= 0, ®Æt
b

a
= tanα vµ

d

c
= tan β, ta cã ngay

x =
a− b
a+ b

=
1− b

a

1 +
b

a

=
tan

π

4
− tanα

1 + tan
π

4
tanα

= tan
(π

4
− α

)

y =
c− d
c+ d

=
1− d

c

1 +
d

c

=
tan

π

4
− tan β

1 + tan
π

4
tan β

= tan
(π

4
− β

)

z =
ad+ bc

ac+ bd
=

d

c
+
b

a

1− b

a

d

c

=
tanα + tan β

1 + tanα tan β
= tan(α + β).

Do bëi
(π

4
−α
)

+
(π

4
−β
)

+(α+β) =
π

2
nªn xy+yz+zx = 1. KÕt hîp víi

bÊt ®¼ng thøc (x+y+z)2 > 3(xy+yz+zx) suy raM = |x+y+z| >
√

3.
VËy bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®îc chøng minh.

VÝ dô 1.2.39. Víi ba sè thùc a, b, c ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

(ab+ bc+ ca− 1)2 6 (a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1).

Bµi gi¶i: §Æt a = tanu, b = tan v, c = tanw víi u, v, w ∈
(
− π

2
,
π

2

)
. Khi

®ã (a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) =
1

cos2 u

1

cos2 v

1

cos2w
. BÊt ®¼ng thøc trë thµnh(

sinu sin v cosw + sin v sinw cosu+ sinw sinu cos v − cosu cos v cosw
)2

6 1 hay
(

sin v sin(u+w)− cos v cos(u+w)
)2

= cos2(u+ v+w) 6 1.

VÝ dô 1.2.40. Víi ba sè thùc a, b, c lu«n cã bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

|a− b|√
(1 + a2)(1 + b2)

+
|b− c|√

(1 + b2)(1 + c2)
>

|a− c|√
(1 + a2)(1 + c2)

.

Bµi gi¶i: §Æt a = tanu, b = tan v, c = tanw. Khi ®ã bÊt ®¼ng thøc trë
thµnh | sin(u − v)| + | sin(v − w)| > | sin(u − w)|. Tõ | sin(x + y)| =
| sinx cos y + sin y cosx| 6 | sinx|+ | sin y| dÔ dµng suy ra | sin(u− w)| =
| sin(u− v + v − w)| 6 | sin(u− v)|+ | sin(v − w)|.
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VÝ dô 1.2.41. Víi d·y sè thùc a0 = 1, a1, . . . , an, an+1 = n+ 1, n > 1, cã

n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
2n

3(n+ 2)
.

Bµi gi¶i: Víi ba sè a, b, c ta ®Æt a = tanx, b = tan y, c = tan z. Khi ®ã bÊt

®¼ng thøc
|a− b|√

a2 + 1
√
b2 + 1

+
|b− c|√

b2 + 1
√
c2 + 1

>
|c− a|√

c2 + 1
√
a2 + 1

t¬ng

®¬ng | sin(x − y)| + | sin(y − z)| > | sin(x − z)|. Tõ | sin(u + v)| =
| sinu cos v + sin v cosu| 6 | sinu| + | sin v| ta suy ra bÊt ®¼ng thøc sau:
| sin(x− z)| = | sin(x− y + y − z)| 6 | sin(x− y)|+ | sin(y − z)|. Sö dông

kÕt qu¶ nµy:
|a1 − a2|√

a21 + 1
√
a22 + 1

+
|a2 − a3|√

a22 + 1
√
a23 + 1

>
|a1 − a3|√

a21 + 1
√
a23 + 1

.

Quy n¹p theo n ®îc
n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
|a0 − an+1|√

a20 + 1
√
a2n+1 + 1

>

n√
2n2 + 4n+ 4

>
n√

2(n+ 2)
>

2n

3(n+ 2)
.

VÝ dô 1.2.42. Víi sè tù nhiªn n ta xÐt d·y a0 = 0, ai > 0 víi mäi i =

1, 2, . . . , n tháa m·n
n∑
i=1

ai = 1. Chøng minh r»ng

1 6
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

<
π

2
.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã kÕt qu¶ sau ®©y:√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an 6

1

2
(1+a0+ · · ·+ai−1+ai+ · · ·+an)

= 1. VËy
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

>
n∑
i=1

ai
1

= 1. §Æt ui =

arcsin(a0 + · · ·+ ai−1 + ai) víi i = 0, 1, . . . , n. Khi ®ã cã c¸c hÖ thøc sau:

ai = (a0 + · · ·+ ai−1 + ai)− (a0 + · · ·+ ai−1) = sinui − sinui−1

cosui−1 =

√
1− sin2 ui−1 =

√
1− (a0 + · · ·+ ai−1)2

=
√

1 + a0 + · · ·+ ai−1
√
ai + · · ·+ an, i = 1, . . . , n.
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VËy S =
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

=
n∑
i=1

sinui − sinui−1
cosui−1

hay S =
n∑
i=1

2 cos
ui + ui−1

2
sin

ui − ui−1
2

cosui−1
<

n∑
i=1

2 sin
ui − ui−1

2
. V× sinx <

x khi x ∈ (0;
π

2
) nªn S <

n∑
i=1

(ui − ui−1) =
π

2
.

VÝ dô 1.2.43. Víi sè tù nhiªn n ta xÐt d·y a0 = 0, ai > 0 víi mäi sè i =

1, 2, . . . , n, vµ tháa m·n
n∑
i=1

ai = 1. Chøng minh r»ng

n∑
i=1

ai√
1 + (a0 + · · ·+ ai−1)2

√
1 + (a0 + · · ·+ ai)2

<
π

4
.

Bµi gi¶i: §Æt ui = arctan(a0 + · · ·+ ai−1 + ai) víi i = 0, 1, . . . , n. Khi ®ã

c¸c gãc ui ∈ [0;
π

4
] vµ cã c¸c hÖ thøc sau:

ai = (a0 + · · ·+ ai−1 + ai)− (a0 + · · ·+ ai−1) = tanui − tanui−1
1

cosui
=
√

1 + tan2 ui =
√

1 + (a0 + · · ·+ ai)2, i = 1, . . . , n. VËy S =

n∑
i=1

ai√
1 + (a0 + · · ·+ ai−1)2

√
1 + (a0 + · · ·+ ai)2

=
n∑
i=1

tanui − tanui−1
1

cosui−1 cosui

hay S =
n∑
i=1

sin(ui − ui−1) <
n∑
i=1

(ui − ui−1) = un =
π

4
.

VÝ dô 1.2.44. Víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

1

(1 + sinA)2
+

1

(1 + sinB)2
+

1

(1 + sinC)2
6

3

1 + sinA sinB sinC
.

Bµi gi¶i: Suy ra tõ VÝ dô 1.1.6.

VÝ dô 1.2.45. Cho ∆ABC. §Æt x = tan
A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
. Khi ®ã

ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

(i)
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
>

27

2

(
27x2y2z2 + 1

)
.
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(ii)
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
>
(

1 + 2 3

√
2r

R

)3
.

Bµi gi¶i: (i) §Æt a = x + y + z, b = xy + yz + zx = 1, c = xyz vµ

T =
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
=

(a+ 3x)(a+ 3y)(a+ 3z)

(a− x)(a− y)(a− z)
.

VËy T =
a3 + 3aa2 + 9ba+ 27c

a3 − aa2 + ba− c
. XÐt T =

4a3 + 9a+ 27c

a− c
víi a >

√
3 =

9
1

3
√

3
> 9c > 0. Ta coi T lµ hµm cña a vµ a > 9c > 0. Do a > 1 nªn ta cã

T ′a = 4
2a3 − 3a2c− 9c

(a− c)2
= 4

a2(2a− 3c)− 9c

(a− c)2
> 4

15a2c− 9c

(a− c)2
> 0

vµ nh vËy T > T (9c) =
4.36c3 + 108c

8c
=

36

2
c2 +

27

2
vµ cã bÊt ®¼ng thøc.

(ii) L¹i cã T =
(

1+
4x

y + z

)(
1+

4y

z + x

)(
1+

4z

x+ y

)
>
(

1+4 3

√
c

a− c

)3
=(

1 + 2 3

√
2r

R

)3
.

NÕu coi T lµ hµm cña c > 0 th× T ′c > 0 vµ cã T > T (0) = 9 + 4a2 > 21.
Tuy bÞ chÆn díi, còng dÔ thÊy T kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. Khi mét trong
c¸c gãc tam gi¸c tiÕn tíi π vµ hai gãc cßn l¹i tiÕn tíi 0 th× a → +∞. VËy
T còng kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt. Chó ý r»ng, ta cßn cã thÓ chøng minh
T > 25, nhng viÖc t×m ra sè 25 hoµn toµn kh«ng tù nhiªn.

Ph¬ng ph¸p hµm sè

VÝ dô 1.2.46. Chøng minh r»ng nÕu x+ y = 1 th×: x4 + y4 ≥ 1

8
.

Bµi gi¶i: Tõ x+ y = 1 suy ra y = 1− x nªn x4 + y4 = x4 + (1− x)4

XÐt hµm sè f(x) = x4 + (1− x)4, ®¹o hµm f ′(x) = 4x3 − 4(1− x)3,

f ′(x) = 0 khi x =
1

2
. LËp b¶ng biÕn thiªn ta ®îc f(x) ≥ 1

8
. DÊu b»ng x¶y

ra khi x = y =
1

2
.

VËy nÕu x+ y = 1 th× x4 + y4 ≥ 1

8
.
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VÝ dô 1.2.47. Víi n lµ sè nguyªn d¬ng lÎ kh«ng nhá h¬n 3. Chøng minh
r»ng víi mäi sè thùc x 6= 0, ta lu«n cã:

(1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
)(1− x+

x2

2!
− x3

3!
+ ...− xn

n!
) < 1

.

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = 1 +x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
, g(x) = 1−x+

x2

2!
− x

3

3!
+

...− xn

n!
, xÐt F (x) = f(x).g(x). Ta ®i chøng minh F (x) < 1 víi mäi x 6= 0.

Ta cã: F ′(x) = f ′(x).g(x) + g′(x).f(x) , víi

f ′(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn−1

(n− 1)!
= f(x)− xn

n!
.

g′(x) = −1 + x− x2

2!
+
x3

3!
− ...+ xn−1

(n− 1)!
) = −g(x)− xn

n!
.

Suy ra F ′(x) = −x
n

n!
[f(x) + g(x)] = −2

xn

n!

[
1 +

x2

2!
+ ...+

xn−1

(n− 1)!

]
. Nh

vËy ta cã dÊu F (x) nh sau:


F ′(x) > 0, x < 0
F ′(x) < 0, x > 0
F ′(x) = 0, x = 0

LËp b¶ng biÕn thiªn ta ®îc F (x) < 1, víi mäi x 6= 0.

VÝ dô 1.2.48. Chøng minh r»ng víi mäi x > 0 th× ta lu«n cã:

sinx > x− x3

6

Bµi gi¶i: XÐt hµm sè f(x) = x− x3

6
− sinx, víi x > 0 ta cã:

f ′(x) = 1− x2

2
− cosx; f ′′(x) = −x+ sinx; f ′′′ = −1 + cos x

ThÊy f ′′′ = −1 + cosx < 0, víi x > 0 suy ra f ′′(x) nghÞch biÕn víi x > 0.
Suy ra f ′′(x) < f ′′(0) víi x > 0 t¬ng ®¬ng f ′′(x) < 0 víi x > 0 t¬ng
®¬ng f ′(x) nghÞch biÕn víi x > 0. Suy ra f ′(x) < f ′(0) víi x > 0 t¬ng
®¬ng f ′(x) < 0 víi x > 0 t¬ng ®¬ng f(x) nghÞch biÕn víi x > 0. Suy ra

f(x) < f(0) víi x > 0 t¬ng ®¬ng x− x3

6
− sinx < 0 víi x > 0.

VËy sinx > x− x3

6
víi x > 0.
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VÝ dô 1.2.49. Chøng minh r»ng víi xy 6= 0 ta lu«n cã

x4

y4
+
y4

x4
− x2

y2
− y2

x2
+
x

y
+
y

x
≥ −2

Bµi gi¶i: §Æt f(x, y) =
x4

y4
+
y4

x4
− x2

y2
− y2

x2
+
x

y
+
y

x
.

Ta viÕt l¹i hµm sè díi d¹ng

f(x, y) = (
x2

y2
+
y2

x2
)2 − 2− (

x2

y2
+
y2

x2
) + (

x

y
+
y

x
)

=

[
(
x

y
+
y

x
)
2
− 2

]2
− 2−

[
(
x

y
+
y

x
)
2
− 2

]
+ (

x

y
+
y

x
)

.

B»ng c¸ch ®Æt t =
x

y
+
y

x
, ta nhËn thÊy |t| =

∣∣∣∣xy +
y

x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣+
∣∣∣y
x

∣∣∣ ≥ 2

Bµi to¸n chuyÓn thµnh, chøng minh r»ng: víi |t| ≥ 2, th×

F (t) = t4 − 5t2 + t− 4 ≥ −2

.
Ta cã thÓ viÕt l¹i F (t) = (t2 − 3)(t2 − 2) + t− 2
Do |t| ≥ 2, nªn t2 − 3 ≥ 1, t2 − 2 ≥ 0 , nªn ta cã F (t) ≥ t2 + t− 4

XÐt g(t) = t2 + t− 4, cã g′(t) = 2t+ 1 = 0⇒ t = −1

2
.

LËp b¶ng biÕn thiªn ta ®îc g(t) ≥ −2 suy ra F (t) ≥ −2 hay f(x, y) ≥ −2.

VËy víi xy 6= 0 th×
x4

y4
+
y4

x4
− x2

y2
− y2

x2
+
x

y
+
y

x
≥ −2

VÝ dô 1.2.50. Cho c¸c sè thùc x,y tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: (x+ y)3 + 4xy ≥ 2.
Chøng minh r»ng:

3(x4 + y4 + x2y2)− 2(x2 + y2) + 1 ≥ 9

16

.

Bµi gi¶i: §Æt f(x, y) = 3(x4 + y4 + x2y2)− 2(x2 + y2) + 1. Ta chøng minh

f(x, y) ≥ 9

16
. ThËt vËy:

KÕt hîp hai bÊt ®¼ng thøc (x+ y)3 + 4xy ≥ 2; (x+ y)2 ≥ 4xy.
Suy ra: (x+ y)3 + (x+ y)2 ≥ 2⇒ x+ y ≥ 1

f(x, y) = 3(x4 + y4+x2y2)− 2(x2 + y2) + 1 =
3

2
(x2 + y2) +

3

2
(x4 + y4)−
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2(x2 + y2) + 1 ≥ 3

2
(x2 + y2)2 +

3

4
(x2 + y2)2 − 2(x2 + y2) + 1.

Suy ra: f(x, y) ≥ 9

4
(x2 + y2)2 − 2(x2 + y2) + 1.

§Æt t = x2 + y2, ta cã t ≥ (x2 + y2)
2

2
≥ 1

2
.

Khi ®ã f(x, y) ≥ 9

4
t2 − 2t + 1. XÐt f(t) =

9

4
t2 − 2t + 1 v¬i t ≥ 1

2
, ta cã

f ′(t) =
9

4
t− 2 > 0, ∀t ≥ 1

2
. Suy ra f(t) ≥ f(

1

2
) =

9

16

VËy f(x, y) ≥ 9

16
. §¼ng thøc x¶y ra khi x = y =

1

2

1.3 Hµm låi vµ BÊt ®¼ng thøc Jensen

TiÕp tôc, ta sÏ xÐt hµm låi vµ chøng minh BÊt ®¼ng thøc Jensen vµ hÖ qu¶.

§Þnh nghÜa 1.3.1. Hµm sè y = f(x) ®îc gäi lµ hµm låi, (xuèng phÝa díi),
trong kho¶ng (a; b) nÕu víi mäi a < x1, x2 < b vµ mäi α ∈ (0; 1) lu«n cã
bÊt ®¼ng thøc:

αf(x1) + (1− α)f(x2) > f
(
αx1 + (1− α)x2

)
.

§Þnh nghÜa 1.3.2. Hµm sè y = f(x) ®îc gäi lµ hµm lâm, (lªn phÝa trªn),
trong kho¶ng (a; b) nÕu víi mäi a < x1, x2 < b vµ mäi α ∈ (0; 1) lu«n cã
bÊt ®¼ng thøc:

αf(x1) + (1− α)f(x2) 6 f
(
αx1 + (1− α)x2

)
.

MÖnh ®Ò 1.3.3. Gi¶ sö y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong (a; b) víi a < b.

Hµm y = f(x) lµ låi trong kho¶ng (a; b) khi vµ chØ khi
f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x)

x2 − x
hoÆc

∣∣∣∣∣∣
1 x1 f(x1)
1 x f(x)
1 x2 f(x2)

∣∣∣∣∣∣ > 0 víi mäi x1, x, x2 ∈ (a; b) tháa m·n

x1 < x < x2.

Chøng minh: Gi¶ sö y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b).Víi x1, x, x2 ∈
(a; b), x1 < x < x2, cã biÓu diÔn

x =
x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1
x2 − x1

x2, f(x) 6
x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2).
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Nh vËy cã bÊt ®¼ng thøc (x2−x)f(x1)+(x1−x2)f(x)+(x−x1)f(x2) > 0

hay biÓu diÔn d¹ng

∣∣∣∣∣∣
1 x1 f(x1)
1 x f(x)
1 x2 f(x2)

∣∣∣∣∣∣ > 0. §iÒu ngîc l¹i lµ hiÓn nhiªn.

MÖnh ®Ò 1.3.4. Gi¶ sö y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong kho¶ng (a; b) vµ
cã ®¹o hµm h÷u h¹n f ′(x). Khi ®ã y = f(x) lµ hµm låi nÕu vµ chØ nÕu f ′(x)
lµ hµm kh«ng gi¶m trong (a; b).

Chøng minh: Gi¶ sö y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b).Víi x1, x, x2 ∈
(a; b), x1 < x < x2, cã hai biÓu diÔn sau ®©y: x =

x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1
x2 − x1

x2

vµ
f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
. Khi ®ã f ′(x1) = lim

x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6 lim

x→x2

f(x2)− f(x)

x2 − x2
= f ′(x2). Nh vËy f ′(x1) 6 f ′(x2).

Ngîc l¹i, gi¶ thiÕt f ′(x) lµ hµm kh«ng gi¶m trong (a; b). Víi x1, x, x2 ∈

(a; b), x1 < x < x2 ta cã
f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(α) vµ

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(β),

trong ®ã x1 < α < x < β < x2. V× f ′(α) 6 f ′(β) suy ra
f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x)

x2 − x
. VËy y = f(x) lµ hµm låi theo MÖnh ®Ò 1.3.3.

Tõ MÖnh ®Ò 1.3.4 suy ra ngay kÕt qu¶ díi ®©y:

§Þnh lý 1.3.5. Gi¶ thiÕt y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong kho¶ng I. Gi¶
sö f(x) cã ®¹o hµm f ′(x) còng liªn tôc vµ cã f”(x) h÷u h¹n trong kho¶ng
I. Khi ®ã y = f(x) lµ hµm låi nÕu vµ chØ nÕu f”(x) > 0 trong I.

§Þnh lý 1.3.6. [Jensen] NÕu y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b) th× víi

mäi a1, . . . , an ∈ (a; b) vµ mäi sè thùc α1, . . . , αn > 0,
n∑
k=1

αk = 1, n > 2, ta

lu«n cã bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

α1f(a1) + α2f(a2) + · · ·+ αnf(an) > f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan).

Chøng minh: Quy n¹p theo n.Víi n = 2 kÕt luËn hiÓn nhiªn ®óng theo ®Þnh
nghÜa. Gi¶ sö kÕt luËn ®· ®óng cho n > 2. XÐt n+1 ®iÓm a1, . . . , an, an+1 ∈
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(a; b) vµ c¸c sè thùc α1, . . . , αn, αn+1 > 0,
n+1∑
k=1

αk = 1 vµ αn+1 > 0. §Æt

bn =
αn

αn + αn+1
an +

αn+1

αn + αn+1
an+1 ∈ (a; b). Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αn−1an−1 + αnan + αn+1an+1)

= f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αn−1an−1 + (αn + αn+1)bn)

> α1f(a1) + α2f(a2) + · · ·+ αn−1f(an−1) + (αn + αn+1)f(bn).

V× f(bn) = f(
αn

αn + αn+1
an+

αn+1

αn + αn+1
an+1) >

αnf(an)

αn + αn+1
+
αn+1f(an+1)

αn + αn+1

nªn
n+1∑
k=1

αkf(ak) >
n+1∑
k=1

f(αkak). Nh vËy ®Þnh lý ®· ®îc chøng minh.

Chó ý 1.3.7. §èi víi c¸c hµm sè lâm ta cã dÊu bÊt ®¼ng thøc ngîc l¹i.

VÝ dô 1.3.8. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 1 th× ta cã

T = 3

√
1

(1 + a)8
+ 3

√
1

(1 + b)8
+ 3

√
1

(1 + c)8
> 3 3

√
1

(1 +
√
abc)8

.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
3
√
x8 lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, låi vµ a, b, c > 1 nªn cã bÊt

®¼ng thøc: T > 3
3

√√√√[ 1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
3

]8
> 3 3

√
1

(1 +
√
abc)8

.

VÝ dô 1.3.9. Gi¶ sö a, b, c > 0 tháa m·n a+ b+ c = 1. Chøng minh bÊt ®¼ng
thøc sau:

T =
3

√
2

a
+ 9bc+

3

√
2

b
+ 9ca+

3

√
2

c
+ 9ab 6 3

√
6

abc
+ 27.

Bµi gi¶i: V× f(x) = 3
√
x, x > 0, lµ hµm lâm nªn theo Chó ý 1.3.7 cã

3

√
2

a
+ 9bc+

3

√
2

b
+ 9ca+

3

√
2

c
+ 9ab 6

3
3
√

3

3

√
2

a
+

2

b
+

2

c
+ 9(ab+ bc+ ca)

hay 3

√
2

a
+ 9bc+ 3

√
2

b
+ 9ca+ 3

√
2

c
+ 9ab 6

3
3
√

3

3

√( 2

abc
+ 9
)

(ab+ bc+ ca).

V× 1 = (a+ b+ c)2 > 3(ab+ bc+ ca) nªn T 6 3

√
6

abc
+ 27.
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VÝ dô 1.3.10. Gi¶ thiÕt sè nguyªn n > 2. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau:

n∏
k=1

3k − 1

3k−1
6
(

3− 3

2n
+

3

2n.3n

)n
.

Bµi gi¶i: V× f(x) = lnx, x > 0, lµ hµm låi nªn theo §Þnh lý 1.3.6 cã

1

n

( n∑
k=1

ln
3k − 1

3k−1

)
6 ln

[1

n

( n∑
k=1

3k − 1

3k−1

)]
= ln

(
3− 3

2n
+

3

2.3n

)
.

Tõ ®©y ta suy ra bÊt ®¼ng thøc
n∏
k=1

3k − 1

3k−1
6
(

3− 3

2n
+

3

2n.3n

)n
.
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Ch¬ng 2

Mét sè ph¬ng ph¸p t×m gi¸ trÞ lín
nhÊt-nhá nhÊt

2.1 Ph¬ng ph¸p bÊt ®¼ng thøc

Sö dông c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ bÊt ®¼ng thøc ®Ó cã gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá
nhÊt cña biÓu thøc cÇn t×m.

VÝ dô 2.1.1. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc
T = x+

√
9− x2 trªn ®o¹n [−3; 3].

Bµi gi¶i: V× −3 6 x 6 3 nªn T = x+
√

9− x2 > x > −3. VËy Tnn = −3
khi x = −3. Theo BÊt ®¼ng thøc Bunhiakèpxki cã T = x +

√
9− x2 6√

2(x2 + 9− x2) = 3
√

2. VËy Tln = 3
√

2 khi x =
3√
2
.

VÝ dô 2.1.2. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = 3x+
1

x3
víi x > 0.

Bµi gi¶i: V× T = 3x+
1

x3
= x+x+x+

1

x3
> 4 theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy

nªn Tnn = 4 khi x = 1.

VÝ dô 2.1.3. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = a4 + b4 + c4 khi
ab+ bc+ ca = 1.

Bµi gi¶i: V× 3T = 3(a4 + b4 + c4) > (a2 + b2 + c2)2 > (ab+ bc+ ca)2 = 1

theo BÊt ®¼ng thøc Bunhiakèpxki nªn Tnn =
1

3
khi a = b = c =

1√
3
,.

31
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VÝ dô 2.1.4. Gi¶ sö x1, . . . , xn > 0 vµ
n∑
k=1

xk = 1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T =
x1√

1− x1
+

x2√
1− x2

+ · · ·+ xn√
1− xn

.

Bµi gi¶i: Do bëi vai trß cña x1, x2, . . . , xn b×nh ®¼ng nªn cã thÓ coi d·y

x1, x2, . . . , xn lµ d·y t¨ng. Khi ®ã
1√

1− x1
,

1√
1− x2

, . . . ,
1√

1− xn
còng lµ

mét d·y t¨ng. Theo BÊt ®¼ng thøc Chebyshev ta cã

nT =
n∑
k=1

xk√
1− xk

>
( n∑
k=1

xk

)( n∑
k=1

1√
1− xk

)
=

n∑
k=1

1√
1− xk

.

Tõ
( n∑
k=1

1√
1− xk

)( n∑
k=1

√
1− xk

)
> n2 vµ

√
n

n∑
k=1

(1− xk) >
n∑
k=1

√
1− xk,

theo BÊt ®¼ng thøc Bunhiakèpxki, suy ra nT >
n∑
k=1

1√
1− xk

>
n
√
n√

n− 1

hay T >

√
n√

n− 1
. DÊu b»ng xÈy ra khi x1 = · · · = xn =

1

n
. Do ®ã

Tnn =

√
n√

n− 1
.

VÝ dô 2.1.5. Víi a, b, c, d > 0, h·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T = 3

√( a

a+ b

)7
+

3

√( b

b+ c

)7
+ 3

√( c

c+ d

)7
+

3

√( d

d+ a

)7
.

Bµi gi¶i: §Æt x =
b

a
, y =

c

b
, z =

d

c
, t =

a

d
. Khi ®ã x, y, z, t > 0, xyzt = 1,

vµ T =
1

3
√

(1 + x)7
+

1
3
√

(1 + y)7
+

1
3
√

(1 + z)7
+

1
3
√

(1 + t)7
. Theo BÊt ®¼ng
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thøc Cauchy ta cã

6
3
√

(1 + x)7
+

1
3
√

27
> 7 7

√
1

3
√

27(1 + x)42
=

7
3
√

2(1 + x)2

6
3
√

(1 + y)7
+

1
3
√

27
> 7 7

√
1

3
√

27(1 + y)42
=

7
3
√

2(1 + y)2

6
3
√

(1 + z)7
+

1
3
√

27
> 7 7

√
1

3
√

27(1 + z)42
=

7
3
√

2(1 + z)2

6
3
√

(1 + t)7
+

1
3
√

27
> 7 7

√
1

3
√

27(1 + t)42
=

7
3
√

2(1 + t)2

vµ nh vËy 6T +
4

4 3
√

2
>

7
3
√

2

( 1

(1 + x)2
+

1

(1 + y)2
+

1

(1 + z)2
+

1

(1 + t)2

)
hay 6T +

4

4 3
√

2
>

7
3
√

2

( 1

1 + xy
+

1

1 + zt

)
=

7
3
√

2

( 1

1 + xy
+

1

1 +
1

xy

)
=

7
3
√

2
.

Tãm l¹i Tnn =
1
3
√

2
khi a = b = c = d > 0.

VÝ dô 2.1.6. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T =
( a

a+ b

)3
+
( b

b+ c

)3
+
( c

c+ d

)3
+( d

d+ a

)3
khi a, b, c, d > 0.

Bµi gi¶i: Ta cã T =
1

(1 + u)3
+

1

(1 + v)3
+

1

(1 + w)3
+

1

(1 + t)3
víi u, v, w, t >

0 vµ uvwt = 1. V× 2
1

(1 + x)3
+

1

23
> 3 3

√
1

23(1 + x)6
=

3

2(1 + x)2
, x > 0,

nªn 2T +
4

23
>

3

2

( 1

(1 + u)2
+

1

(1 + v)2
+

1

(1 + w)2
+

1

(1 + t)2

)
>

3

2
hay

T >
1

2
. Do ®ã Tnn =

1

2
khi a = b = c = d > 0.

VÝ dô 2.1.7. Gi¶ sö c¸c sè thùc x, y, z > 0, x + y + z = 1. T×m gi¸ trÞ lín
nhÊt cña biÓu thøc

T =

√
x+

(y − z)2

12
+

√
y +

(z − x)2

12
+

√
z +

(x− y)2

12
.
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Bµi gi¶i: Tríc hÕt sÏ chØ ra, víi u = y − z, v = x− z, k =
1

12
lu«n cã√

x+ ku2 +
√
y + kv2 6

√
2(x+ y) + k(u+ v)2.

BÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng 2
√

(x+ ku2)(y + kv2) 6 x+ y+ 2kuv hay

4(x+ ku2)(y + kv2) 6 (x+ y)2 + 4k2u2v2 + 4kuv(x+ y).

BÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng (x− y)2 + 4kvx(u− v) + 4kuy(v − u) > 0
hay (x − y)2 + 4k(u − v)(xv − yu) > 0. BÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng
(x− y)2(1− 4k(x+ y − z)) > 0 : ®óng. Cã thÓ coi x > y > z vµ ®¸nh gi¸

T 6

√
2(x+ y) +

(x+ y − 2z)2

12
+

√
z +

(x− y)2

12

=

√
2(1− z) +

(1− 3z)2

12
+

√
z +

(x− y)2

12

6

√
2(1− z) +

(1− 3z)2

12
+

√
z +

(1− 3z)2

12
=

5− 3z + 1 + 3z

2
√

3

v× 0 6 x− y 6 1− 3z. Do vËy T 6
√

3. Khi x = y = z =
1

3
th× dÊu b»ng

xÈy ra vµ ta nhËn ®îc Tln =
√

3.

VÝ dô 2.1.8. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c > 0 biÕn thiªn tháa m·n abc = 1. T×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a3 + b3

a2 + ab+ b2
+

b3 + c3

b2 + bc+ c2
+

c3 + a3

c2 + ca+ a2
.

Bµi gi¶i: V×
3(a3 + b3)

a2 + ab+ b2
> a+ b,

3(b3 + c3)

b2 + bc+ c2
> b+ c vµ

3(c3 + a3)

c2 + ca+ a2
>

c+ a nªn T >
2(a+ b+ c)

3
> 2 3
√
abc. VËy Tnn = 2 khi a = b = c = 1.

VÝ dô 2.1.9. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c > 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

®©y:
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
vµ t×m gi¸ trÞ lín nhÊt

cña biÓu thøc T =
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
.
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Bµi gi¶i: V× a, b, c > 1 nªn ta cã (a−1)(b−1)(c+1) > 0. Nh vËy 2+abc >
a+ b−c+ac+ bc−ab+1. T¬ng tù 2+abc > −a+ b+c+ac+ab− bc+1
vµ 2 + abc > a − b + c + ab + bc − ac + 1. Céng ba bÊt ®¼ng thøc ®îc
6 + 3abc > 3 + a+ b+ c+ ab+ bc+ ca. BiÕn ®æi

(6 + 3abc)T = (6 + 3abc)(
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
)

= [(ab+ a+ 1) + (bc+ b+ 1) + (ca+ c+ 1)]

[
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
] > 9.

Tõ ®©y suy ra T >
3

2 + abc
. HiÓn nhiªn ab + a + 1 > 3, bc + b + 1 > 3 vµ

ca+ c+ 1 > 3. VËy T 6 1. Khi ®ã Tln = 1 khi a = b = c = 1.

VÝ dô 2.1.10. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c ∈ [1; 2]. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

sau ®©y:
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
>

3

3 + abc
vµ t×m gi¸ trÞ nhá

nhÊt cña biÓu thøc T =
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c > 1 nªn ta cã (a−1)(b+1)(c+1) > 0. Nh vËy 3+abc >
−a+b+c+bc−ab−ca+4. T¬ng tù 3+abc > a−b+c+ca−ab−bc+4
vµ 3 + abc > a + b − c + ab − bc − ca + 4. Céng ba bÊt ®¼ng thøc ®îc
9 + 3abc > 12 + a+ b+ c− ab− bc− ca. BiÕn ®æi

(9 + 3abc)T = (9 + 3abc)(
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
)

= [(4 + a− ab) + (4 + b− bc) + (4 + c− ca)]

[
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
] > 9.

Tõ ®©y suy ra T >
3

3 + abc
. Bëi v× 2 6 4 + a(1 − b) 6 4 nªn

1

4
6

1

4 + a− ab
6

1

2
. Tõ ®©y suy ra

3

4
6 T 6

3

2
. Nh vËy Tnn =

3

4
khi

a = b = c = 1 vµ Tln =
3

2
khi a = b = c = 2.

VÝ dô 2.1.11. Gi¶ sö c¸c sè thùc d¬ng biÕn thiªn a, b, c tháa m·n abc = 1.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T =
(a
b

+ c
)(b

c
+ a
)( c

a
+ b
)
.
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Bµi gi¶i: DÔ dµng chØ ra, nÕu x, y, z, u, v, t > 0 th× (x+ u)(y + v)(z + t) >(
3
√
xyz + 3

√
uvt
)3
. VËy T >

(
1 + 3
√
abc
)3

= 8. Nh vËy Tnn = 8 khi
a = b = c = 1.

VÝ dô 2.1.12. Gi¶ sö c¸c sè thùc biÕn thiªn a, b, c tháa m·n a2 + b2 + c2 = 2.
T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc T = a+ b+ c− abc.
Bµi gi¶i: V× 2 = a2 + b2 + c2 > 2bc nªn 1 > bc. Tõ (a + b + c − abc)2 =
[(b+ c) + a(1− bc)]2 6 [a2 + (b+ c)2][1 + (1− bc)2] suy ra bÊt ®¼ng thøc

T 2 6 [2 + 2bc][2− 2bc+ b2c2] = 4− 2b2c2(1− bc) 6 4.

Do vËy T 6 2 vµ thÊy ngay Tln = 2 khi b = c = 1, a = 0, ch¼ng h¹n.

VÝ dô 2.1.13. Cho a, b, c > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc díi ®©y:

T =
a√

a2 + 8bc
+

b√
b2 + 8ca

+
c√

c2 + 8ab
.

Bµi gi¶i: Ta chän sè thùc s sao cho
a√

a2 + 8bc
>

as

as + bs + cs
hay

(
as +

bs + cs
)2

> a2s−2
(
a2 + 8bc

)
= a2s + 8a2s−2bc. L¹i cã(

as + bs + cs
)2 − a2s =

(
bs + cs

)(
as + as + bs + cs

)
> 2
√
bscs.4

4
√
a2sbscs = 8as/2b3s/4c3s/4.

Chän s =
4

3
®îc

a√
a2 + 8bc

>
a4/3

a4/3 + b4/3 + c4/3
. T¬ng tù chøng minh

cho ba sè h¹ng cßn l¹i. Tõ ®ã suy ra T > 1. Do nh vËy Tnn = 1 khi
a = b = c = 1.

VÝ dô 2.1.14. Cho a, b, c, d > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a

3
√
a3 + 63bcd

+
b

3
√
b3 + 63cda

+
c

3
√
c3 + 63dab

+
d

3
√
d3 + 63abc

.

Bµi gi¶i: Ta chän sè thùc s sao cho
a

3
√
a3 + 63bcd

>
as

as + bs + cs + ds
hay(

as + bs + cs + ds
)3

> a3s−3
(
a3 + 63bcd

)
= a3s + 63a3s−3bcd. L¹i cã(

as + bs + cs + ds
)3 − a3s

=
(
bs + cs + ds

)[(
as + bs + cs + ds

)2
+ as

(
as + bs + cs + ds

)
+ a2s

]
> 3

3
√
bscsds.21

21
√
a15sb9sc9sd9s = 63a5s/7b16s/21c16s/21d16s/21.
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Chän s =
21

16
®îc

a
3
√
a3 + 63bcd

>
a21/16

a21/16 + b21/16 + c21/16 + d21/16
. T¬ng

tù chøng minh cho ba sè h¹ng cßn l¹i. Tõ ®ã suy ra T > 1. Do nh vËy
Tnn = 1 khi a = b = c = d = 1.

2.2 Ph¬ng ph¸p ®a thøc hai biÕn bËc hai

MÖnh ®Ò 2.2.1. XÐt ®a thøc f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈
R[x, y], trong ®ã a, b, c tháa m·n a2+b2+c2 6= 0. Khi ®ã víi α, β ∈ R cã biÓu
diÔn f(x, y) = au2+2buv+cv2+2(aα+bβ+d)u+2(bα+cβ+e)v+f(α, β),
ë ®ã u = x− α, v = y − β.

Chøng minh: KiÓm tra dÔ dµng qua khai triÓn vÕ ph¶i.

B©y giê, xÐt hÖ

{
bα + cβ + e = 0

aα + bβ + d = 0
víi D = b2 − ac,D1 = ae− bd vµ

D2 = cd− be. Khi D 6= 0, hÖ ph¬ng tr×nh chØ cã mét nghiÖm (α, β) vµ cã
thÓ biÓu diÔn f(x, y) = au2 + 2buv + cv2 + f(α, β). XÐt c¸c trêng hîp:

(i) Trêng hîp ac − b2 > 0 : Khi a > 0 th× c > 0 vµ f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2+2abuv+acv2

]
=

1

a

[
(au+bv)2+(ac−b2)v2

]
. Víi v = 0, u→

∞, th× f(x, y)→ +∞ vµ f(x, y)nn = f(α, β) khi v = 0, au+ bv = 0.

Khi a < 0 th× c < 0 vµ f(x, y)− f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv+ acv2

]
=

1

a

[
(au+bv)2+(ac−b2)v2

]
.Víi v = 0 vµ cho u→∞ th× f(x, y)→ −∞

vµ f(x, y)ln = f(α, β) khi v = 0, au+ bv = 0.

(ii) Trêng hîp ac − b2 < 0 : Khi a, c > 0 ta cã f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv+acv2

]
=

1

a

[
(au+ bv)2 + (ac− b2)v2

]
. Víi au+ bv =

0, v → ∞, th× f(x, y) → −∞ vµ víi v = 0, u → ∞, th× f(x, y) →
+∞.

Khi a < 0, c < 0, vµ f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv + acv2

]
=

1

a

[
(au + bv)2 + (ac − b2)v2

]
. Víi v = 0, u → ∞, th× f(x, y) → −∞

vµ víi au+ bv = 0, v →∞, th× f(x, y)→ +∞.
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Khi ac < 0 hoÆc ac = 0 ®îc xÐt t¬ng tù vµ f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ
lín nhÊt còng nh nhá nhÊt.

(iii) Trêng hîp ac − b2 = 0 : Khi ®ã a vµ c kh«ng thÓ ®ång thêi b»ng 0.

Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ coi a 6= 0. VËy c =
b2

a
. Ta cã

f(x, y) = a
(
x+

b

a
y
)2

+ 2d(x+
b

a
y
)

+ 2
ae− bd

a
y + g.

NÕu D1 = ae − bd = 0 th× f(x, y) = at2 + 2dt + g. Khi a > 0 th×
f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; Khi a < 0
th× f(x, y) cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. NÕu

D1 = ae − bd 6= 0 th× f(x, y) = at2 + 2dt + g + 2
ae− bd

a
y. Khi ®ã

f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt.

Tãm l¹i, chóng ta cã kÕt qu¶ díi ®©y:

MÖnh ®Ò 2.2.2. XÐt ®a thøc f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈
R[x, y], trong ®ã a, b, c tháa m·n a2 + b2 + c2 6= 0. Khi ®ã

(i) NÕu ac − b2 > 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, cã gi¸ trÞ nhá
nhÊt f(x, y)nn = f(α, β) khi a > 0; cßn khi a < 0 th× f(x, y) kh«ng cã
gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ cã gi¸ trÞ lín nhÊt f(x, y)ln = f(α, β).

(ii) NÕu ac − b2 < 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá
nhÊt.

(iii) NÕu ac− b2 = 0 : Khi D1 = ae− bd = 0 vµ a > 0 th× f(x, y) kh«ng cã
gi¸ trÞ lín nhÊt, nhng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; Khi D1 = ae − bd = 0 vµ
a < 0 th× f(x, y) cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt.
Khi D1 = ae− bd 6= 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt.

VÝ dô 2.2.3. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt (nÕu cã) cña ®a thøc díi ®©y:

f(x, y) = x2 − 4xy + 3y2 − 4x+ 6y − 20.

Bµi gi¶i: V× ac − b2 = −1 < 0 nªn theo MÖnh ®Ò 2.2.2 ®a thøc f(x, y)
kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt.
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VÝ dô 2.2.4. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt (nÕu cã) cña ®a thøc díi ®©y:

f(x, y) = x2 + 6xy + 14y2 − 4x+ 8y − 12.

Bµi gi¶i: V× ac− b2 = 5 > 0 nªn theo MÖnh ®Ò 2.2.2 ®a thøc f(x, y) kh«ng

cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. hÖ

{
3α + 14β + 4 = 0

α + 3β − 2 = 0
cã

nghiÖm α = 8, β = −2. Khi ®ã f(x, y)− f(8,−2) = u2 + 6uv + 14v2 > 0
theo MÖnh ®Ò 2.2.1. VËy f(x, y)nn = f(8,−2) = −36.

VÝ dô 2.2.5. Víi
n∑
k=1

a2k > 0 h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña ®a thøc

f(x, y) =
n∑
k=1

(akx+ bky + ck)
2.

Bµi gi¶i: BiÓu diÔn f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈ R[x, y],

trong ®ã a =
n∑
k=1

a2k > 0, b =
n∑
k=1

akbk, c =
n∑
k=1

b2k, d =
n∑
k=1

akck, e =
n∑
k=1

bkck

vµ g =
n∑
k=1

c2k > 0. Nh trªn, biÓu diÔn f(x, y) = au2+2buv+cv2+f(α, β).

V× ac − b2 = (
n∑
k=1

a2k)(
n∑
k=1

b2k) − (
n∑
k=1

akbk)
2 > 0 vµ a > 0 nªn f(x, y)nn =

f(α, β), trong ®ã α, β lµ nghiÖm cña hÖ

{
bα + cβ + e = 0

aα + bβ + d = 0.

VÝ dô 2.2.6. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = a+ 2b+ 1
biÕt hai sè a, b biÕn thiªn, nhng lu«n lu«n tháa m·n ph¬ng tr×nh:

a2 + 4ab+ 10b2 + 8a+ 16b+ 15 = 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn (a+2b+3)(a+2b+5)+6b2 = 0. VËy (a+2b+3)(a+

2b+ 5) 6 0 hay

{
a+ 2b+ 3 6 0

a+ 2b+ 5 > 0.
Tõ ®ã suy ra −4 6 a+ 2b+ 1 6 −2.

VËy Tnn = −4 khi a = −5, b = 0; Tln = −2 khi a = −3, b = 0.
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2.3 Ph¬ng ph¸p ®¹o hµm

2.3.1 Hµm mét biÕn

Gi¶ sö ph¶i t×m cùc trÞ cña hµm y = f(x) trªn mét miÒn D. TÝnh f ′(x) vµ
dùa vµo tÝnh t¨ng-gi¶m cña hµm sè qua ®¹o hµm ®Ó cã gi¸ trÞ lín nhÊt hay
nhá nhÊt cña hµm sè.

VÝ dô 2.3.1. Cho ba sè thùc a, b, c > 0 biÕn thiªn tháa m·n a + b + c > 3.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T =
a3

b+ c
+

b3

c+ a
+

c3

a+ b
.

Bµi gi¶i: V× T =
(b+ c+ c+ a+ a+ b)T

2(a+ b+ c)
>

(√
a3 +

√
b3 +

√
c3
)2

2(a+ b+ c)
theo

BÊt ®¼ng thøc Bunhiakèpxki nªn T >

(√
a3 +

√
b3 +

√
c3
)2

2(a+ b+ c)
. XÐt hµm y =

√
x3−3

2
x trªn (0; +∞).DÔ dµng chØ ra

√
x3−3

2
x > ymin = y(1) = −1

2
.Nh

vËy
√
x3 >

3

2
x−1

2
. Tõ ®©y suy ra

√
a3+
√
b3+
√
c3 >

3

2

(
a+b+c−1

)
> 0. Ta

nhËn ®îc T >
9

8

(a+ b+ c− 1)2

a+ b+ c
. XÐt hµm z =

(t− 1)2

t
víi t = a+b+c >

3. V× z′ =
t2 − 1

t2
> 0 nªn z ®ång biÕn. VËy T >

9

8

(3− 1)2

3
=

3

2
. Tãm l¹i

Tnn =
3

2
khi a = b = c = 1.

VÝ dô 2.3.2. Gi¶ sö a, b, c ∈ [
1
3
√

2
; 3
√

2]. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu

thøc T =
a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
.

Bµi gi¶i: Hµm sè f(x) =
x

x3 + 1
cã


f ′(x) =

1− 2x3

(1 + x3)2

f”(x) =
6x2(x3 − 2)

(1 + x3)3

lµ ®¬n ®iÖu

gi¶m vµ lâm trªn [
1
3
√

2
; 3
√

2]. Nh vËy T 6 3f
(a+ b+ c

3

)
. V×

a+ b+ c

3
>

3
√
abc >

1
3
√

2
nªn T 6 3

√
4. VËy Tln = 3

√
4 khi a = b = c =

1
3
√

2
.
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VÝ dô 2.3.3. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 víi a1a2 . . . an = 1.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T =

√
an1

1 + a2
+

√
an2

1 + a3
+ · · ·+

√
ann−1

1 + an
+

√
ann

1 + a1
.

Bµi gi¶i: V× T (1 + a2 + 1 + a3 + · · ·+ 1 + an + 1 + a1) >
(√

an1 +
√
an2 +

· · ·+
√
ann−1 +

√
ann
)2

nªn T >

(√
an1 +

√
an2 + · · ·+

√
ann−1 +

√
ann
)2

n+ a1 + · · ·+ an
. XÐt

hµm sè y =
√
xn − n

2
x víi x > 0. DÔ dµng chØ ra

√
xn >

n

2
x+ 1− n

2
. Nh

vËy
√
an1 +

√
an2 + · · ·+

√
ann−1 +

√
ann >

n

2

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)
− n2

2
+ n.

V× t = a1 + a2 + · · ·+ an > n n
√
a1a2 . . . an = n nªn T >

(n
2

(t− n) + n
)2

n+ t

hay T >
n2

4

(
t− n+ 2

)2
n+ t

víi t > n. V× y =

(
t− n+ 2

)2
n+ t

víi t > n lµ ®ång

biÕn nªn T > ynn = y(n) =
n

2
. VËy Tnn =

n

2
khi a1 = · · · = an = 1.

VÝ dô 2.3.4. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc biÕn thiªn a1, a2, . . . , an > 0 tháa m·n
hÖ thøc a1a2 . . . an = 1. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a21

1 + a2 + a3
+

a22
1 + a3 + a4

+ · · ·+
a2n−1

1 + an + a1
+

a2n
1 + a1 + a2

.

Bµi gi¶i: V× T (1+a2+a3+1+a3+a4+ · · ·+1+an−1+an+1+an+a1+

1+a1+a2) >
(
a1+a2+· · ·+an

)2
nªn T >

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)2
n+ 2

(
a1 + a2 + · · ·+ an

) . XÐt
hµm sè y =

x2

2x+ n
víi x = a1 + a2 + · · ·+ an > n cã y′ =

2x2 + 6x(
2x+ 3

)2 > 0.

DÔ dµng chØ ra y >
n

3
. DÊu b»ng xÈy ra khi a1 = · · · = an = 1. VËy Tnn =

n

3
khi a1 = · · · = an = 1.

VÝ dô 2.3.5. Gi¶ sö ba sè thùc a, b, c ∈ [0; 2] tháa m·n a + b + c = 4. T×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = 4(ab+ bc+ ca)− 3abc.

Bµi gi¶i: V× vai trß a, b, c b×nh ®¼ng nªn cã thÓ coi a > b > c. VËy 2 > a >
4

3
. BiÓu diÔn T = 4a(b+ c) + bc(4− 3a) > 4a(b+ c) +

(b+ c)2

4
(4− 3a) hay

T > 4a(4− a) +
(4− a)2

4
(4− 3a). XÐt hµm sè y =

(4− a)(3a2 + 16)

4
víi
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2 > a >
4

3
vµ y′ = −(3a− 4)2

4
6 0. DÔ dµng chØ ra T > y > 14. DÊu b»ng

xÈy ra khi a = 2, b = c = 1. Tãm l¹i Tnn = 14 khi a = 2, b = c = 1.

2.3.2 Hµm låi

B»ng c¸ch chän mét hµm låi (lâm) t¬ng øng ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh ®îc gi¸ trÞ
lín nhÊt-nhá nhÊt cña biÓu thøc.

VÝ dô 2.3.6. Gi¶ sö a, b, c > 0 tháa m·n ab + bc + ca = 1. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ
lín nhÊt cña biÓu thøc sau:

T =
3

√
1

a
+ 6b+

3

√
1

b
+ 6c+

3

√
1

c
+ 6a− 1

abc
.

Bµi gi¶i: V× f(x) = 3
√
x, x > 0, lµ hµm lâm nªn theo Chó ý 1.3.7 cã

3

√
1

a
+ 6b+

3

√
1

b
+ 6c+

3

√
1

c
+ 6a 6

3
3
√

3

3

√
1

a
+

1

b
+

1

c
+ 6(a+ b+ c)

hay 3

√
1

a
+ 6b + 3

√
1

b
+ 6c + 3

√
1

c
+ 6a 6

3
3
√

3

3

√
1

abc
+ 6(a+ b+ c). V× 1 =

(ab + bc + ca)2 > 3abc(a + b + c) nªn T 6
3
3
√

3

3

√
3

abc
− 1

abc
. V× 1 =

ab + bc + ca > 3 3
√

(abc)2 nªn 1 > 27(abc)2. Tõ ®©y suy ra T 6 0. VËy

Tln = 0 khi a = b = c =
1√
3
.

VÝ dô 2.3.7. Sö dông f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T = 3

√(
a+

1

a

)2012
+ 3

√(
b+

1

b

)2012
+ 3

√(
c+

1

c

)2012
+ 3

√(
d+

1

d

)2012
khi

a, b, c, d > 0 vµ a+ b+ c+ d = 1.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 lµ hµm låi vµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn cã bÊt

®¼ng thøc: T > 4
3

√√√√[a+
1

a
+ b+

1

b
+ c+

1

c
+ d+

1

d
4

]2012
> 4 3

√[17

4

]2012
.

VËy Tnn = 4 3

√[17

4

]2012
khi a = b = c = d =

1

4
.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



43

VÝ dô 2.3.8. Sö dông hµm låi f(x) = x2 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt

cña T =
( a

a+ b

)4
+
( b

b+ c

)4
+
( c

c+ d

)4
+
( d

d+ a

)4
khi a, b, c, d > 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn T =
( 1

1 + u

)4
+
( 1

1 + v

)4
+
( 1

1 + w

)4
+
( 1

1 + t

)4
víi u, v, w, t > 0 vµ uvwt = 1. Víi x1 =

( 1

1 + u

)2
, x2 =

( 1

1 + v

)2
,

x3 =
( 1

1 + w

)2
vµ x4 =

( 1

1 + t

)2
ta cã

T = x21 + x22 + x23 + x24 > 4
[x1 + x2 + x3 + x4

4

]2
.

Nh vËy cã T > 4
[ 1

(1 + u)2
+

1

(1 + v)2
+

1

(1 + w)2
+

1

(1 + t)2

4

]2
hay T >

4
[ 1

1 + uv
+

1

1 + wt
4

]2
=

1

4
. Do ®ã Tnn =

1

4
khi a = b = c = d > 0.

VÝ dô 2.3.9. Sö dông hµm låi f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt

cña T = 3

√( a

a+ 1

)2012
+ 3

√( b

b+ 1

)2012
+ 3

√( c

c+ 1

)2012
+ 3

√( d

d+ 1

)2012
khi a, b, c, d ∈ (0; 1) vµ abcd =

1

100
.

Bµi gi¶i: BiÕn ®æi T =
3

√√√√( 1

1 +
1

a

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

b

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

c

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

d

)2012
. §Æt x1 =

1

a
, x2 =

1

b
, x3 =

1

c
, x4 =

1

d
. Khi ®ã ta cã T =

3

√( 1

1 + x1

)2012
+ 3

√( 1

1 + x2

)2012
+ 3

√( 1

1 + x3

)2012
+ 3

√( 1

1 + x4

)2012
víi

x1x2x3x4 = 100, x1, x2, x3, x4 > 1. V× f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 lµ hµm låi
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vµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

T > 4

3

√√√√[ 1

1 + x1
+

1

1 + x2
+

1

1 + x3
+

1

1 + x4
4

]2012

> 4

3

√√√√[ 2

1 +
√
x1x2

+
2

1 +
√
x3x4

4

]2012
> 4 3

√[ 1

1 + 4
√
x1x2x3x4

]2012
.

VËy Tnn =
4

3

√(
1 +
√

10
)2012 khi a = b = c = d =

1√
10
.

VÝ dô 2.3.10. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 tháa m·n a1 6
a2
√

3, a2 6 a3
√

3, . . . , an−1 6 an
√

3, an 6 a1
√

3. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt

cña biÓu thøc T =
a31

a32 + a21a2
+

a32
a33 + a22a3

+ · · ·+
a3n−1

a3n + a2n−1an
+

a3n
a31 + a2na1

.

Bµi gi¶i: T =

(a1
a2

)3
1 +

(a1
a2

)2 +

(a2
a3

)3
1 +

(a2
a3

)2 + · · ·+

(an−1
an

)3
1 +

(an−1
an

)2 +

(an
a1

)3
1 +

(an
a1

)2 .

Hµm sè f(x) =
x3

x2 + 1
víi x > 0 cã


f ′(x) =

3x2 + x4

(1 + x2)2

f”(x) =
2x(3− x2)
(1 + x2)3

lµ ®¬n

®iÖu t¨ng vµ låi trªn (0;
√

3]. Nh vËy T > nf
( a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an
a1

n

)
. V×

a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an
a1

n
> 1 nªn T >

n

2
. VËy Tln =

n

2
khi a1 = a2 = · · · =

an−1 = an > 0.

VÝ dô 2.3.11. Khi a, b, c > 1 biÕn thiªn lu«n tháa m·n abc = 64, h·y x¸c
®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T = 3

√( 1

1 + a

)8
+ 3

√( 1

1 + b

)8
+ 3

√( 1

1 + c

)8
.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



45

Bµi gi¶i: V× f(x) =
3
√
x8 lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, låi vµ a, b, c > 1 nªn

cã : T > 3
3

√√√√[ 1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
3

]8
>

3

3

√[
1 +
√
abc
]8 =

3
3
√

58
. VËy

Tnn =
3

3
√

58
khi a = b = c = 4.

2.3.3 Hµm nhiÒu biÕn

XÐt biÓu thøc nh mét hµm nhiÒu biÕn ®Ó cã gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt
cña nã.

VÝ dô 2.3.12. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt (nÕu cã) cña hµm
z = x3 + y3 − 3xy trong miÒn D : 0 6 x 6 2,−1 6 y 6 2.

Bµi gi¶i: Tríc tiªn, t×m ®iÓm dõng: z′x = 3x2−3y = 0, z′y = 3y2−3x = 0.
Gi¶i ra ®îc hai ®iÓm dõng O(0; 0) vµ M(1; 1). Khi ®ã zO = 0, zM = −1.
TiÕp theo, xÐt hµm trªn biªn miÒn D :

(i) Khi x = 0 cã z = y3 víi −1 6 y 6 2. Khi ®ã zln,x=0 = 8 t¹i
(0; 2), znn,x=0 = −1 t¹i (0;−1).

(ii) Khi x = 2 cã z = y3− 6y+ 8 víi −1 6 y 6 2. Khi ®ã zln,x=2 = 13 t¹i
(2;−1), znn,x=2 = 8− 4

√
2 t¹i (2;

√
2).

(iii) Khi y = −1 cã z = x3 + 3x− 1 víi 0 6 x 6 2. Khi ®ã zln,y=−1 = 13
t¹i (2;−1), znn,y=−1 = −1 t¹i (0;−1).

(iv) Khi y = 2 cã z = x3 − 6x + 8 víi 0 6 x 6 2. Khi ®ã zln,y=2 = 8 t¹i
(0; 2), znn,y=2 = 8− 4

√
2 t¹i (

√
2; 2).

VËy znn = −1 t¹i (1; 1) zln = 13 t¹i (2;−1).

VÝ dô 2.3.13. Trong mÆt ph¼ng (Oxy) cho ba ®iÓm A1(a1, b1), A2(a2, b2) vµ
A3(a3, b3) kh«ng th¼ng hµng. Víi ®iÓm M(x, y) h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá
nhÊt cña tæng T (M) = MA1 +MA2 +MA3.
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Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn T (x, y) =
3∑

k=1

√
(x− ak)2 + (y − bk)2. §¹o hµm riªng

ta cã


T ′x(x.y) =

3∑
k=1

x− ak√
(x− xk)2 + (y − yk)2

= cosα1 + cosα2 + cosα3

T ′y(x.y) =
3∑

k=1

y − bk√
(x− xk)2 + (y − yk)2

= sinα1 + sinα2 + sinα3

Víi αk lµ gãc gi÷a ®êng th¼ng MAk t¹o víi trôc Ox. Chó ý r»ng, t¹i
Ak ®¹o hµm riªng cã thÓ kh«ng tån t¹i. X¸c ®Þnh ®iÓm dõng: Gi¶i hÖ{

cosα1 + cosα2 + cosα3 = 0

sinα1 + sinα2 + sinα3 = 0.
Nh©n ph¬ng tr×nh ®Çu víi sinα2 vµ ph¬ng

tr×nh thø hai víi cosα2, sau ®ã ®em trõ vÕ theo vÕ, ®îc sin(α1 − α2) =
sin(α2− α3) hay α1− α2 = α2− α3. T¬ng tù còng cã α2− α3 = α3− α1.

Tõ ®©y suy ra gãc gi÷a 2 trong sè ba ®êng th¼ng MA1,MA2,MA3 sÏ

ph¶i b»ng
2π

3
vµ M lµ ®iÓm giao gi÷a cung chøa gãc

2π

3
dùng trªn c¹nh

∆A1A2A3.

NÕu ∆A1A2A3 kh«ng cã gãc
2π

3
th× c¸c cung chøa gãc trªn c¾t nhau t¹i

®iÓm M ë trong tam gi¸c nh×n ba c¹nh tam gi¸c díi cïng mét gãc
2π

3
. Ta

l¹i cã

A1A
2
2 = A1M

2 + A2M
2 − 2MA1.MA2 cos∠A1MA2

= A1M
2 + A2M

2 +MA1.MA2 >
(
MA2 +

1

2
MA1

)2
.

VËy A1A2 > MA2 +
1

2
MA1. T¬ng tù A1A3 > MA3 +

1

2
MA1. Tõ ®©y suy

ra A1A2 + A1A3 > MA1 + MA2 + MA3 hay T (A1) > T (M). T¬ng tù
T (A2), T (A3) > T (M). Nh vËy T (M) lµ nhá nhÊt.

NÕu ∆A1A2A3 cã gãc
2π

3
th× kh«ng cã ®iÓm dõng M. Khi ®ã gi¸ trÞ nhá

nhÊt cña T (M) = min{T (A1), T (A2), T (A3)}.
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2.4 Ph¬ng ph¸p h×nh häc

VÝ dô 2.4.1. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c, d, x, y, z, t tháa m·n hÖ a+b+c+d =
2, ax+ by + cz + dt = 6. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
√

16a2 + a2x2 +
√

16b2 + b2y2 +
√

16c2 + c2z2 +
√

16d2 + d2t2.

Bµi gi¶i: XÐt ~u = (4a; ax), ~v = (4b; by), ~w = (4c; cz), ~δ = (4d; dt). Khi ®ã
T = |~u|+|~v|+|~w+~δ| =

√
16(a+ b+ c+ d)2 + (ax+ by + cz + dt)2 = 10.

Do vËy Tnn = 10 khi a = b = c = d =
1

2
, x = y = z = t = 3.

VÝ dô 2.4.2. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè díi ®©y:

y =
√

5x2 + 20+
√

5x2 − 32x+ 64+
√

5x2 − 40x+ 100+
√

5x2 − 8x+ 16.

Bµi gi¶i: XÐt ~u = (5x; 10), ~v = (16− 5x; 8), ~w = (20− 5x; 10), ~z = (5x−
4; 8). Khi ®ã

√
5y = |~u| + |~v| + |~w| + |~z| > |~u + ~w| + |~v + ~z| vµ nh thÕ√

5y > 20
√

2 + 20. Do vËy ynn = 4
√

10 + 4
√

5 víi x = 2.

VÝ dô 2.4.3. Gi¶ sö c¸c sè thùc x1, x2, x3, y1, y2, y3 tháa m·n hÖ sau:
x21 − 4x1 + y21 − 2y1 + 4 = 0

x22 − 4x2 + y22 − 2y2 + 4 = 0

x23 − 4x3 + y23 − 2y3 + 4 = 0.

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña S = x1(y2 − y3) + x2(3−y1) + x3(y1 − y2).

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn ba ®iÓm A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) n»m trªn ®êng

trßn (x− 2)2 + (y − 1)2 = 1 vµ |S| = 2SABC 6
3
√

3

2
. VËy Sln =

3
√

3

2
khi

tam gi¸c ABC ®Òu vµ ®Þnh híng ngîc chiÒu quay kim ®ång hå.

VÝ dô 2.4.4. Gi¶ sö c¸c sè thùc x1, x2, x3, y1, y2, y3 tháa m·n hÖ sau ®©y:
x21 − 4x1 + y21 − 4y1 − 1 = 0

x22 − 4x2 + y22 − 4y2 − 1 = 0

x23 − 4x3 + y23 − 4y3 − 1 = 0.

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc T =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2+√
(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2 +

√
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2.
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Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn ba ®iÓm A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) n»m trªn ®êng

trßn (x− 2)2 + (y − 2)2 = 9 vµ T = AB + BC + CA nªn T 6
9
√

3

2
. VËy

Tln =
9
√

3

2
khi tam gi¸c ABC ®Òu.

VÝ dô 2.4.5. Víi c¸c sè thùc a vµ b h·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T =
√
a2 + 4 +

√
a− 2ab+ b2 + 1 +

√
b2 − 6b+ 10.

Bµi gi¶i: Trong mÆt ph¼ng (Oxy) xÐt O(0; 0), A(a; 2), B(b; 3) vµ C(3; 4).
Tõ OA+AB+BC > OC = 5 theo MÖnh ®Ò 1.2.31 suy ra T > 5. Dª dµng
suy ra Tnn = 5.

VÝ dô 2.4.6. Víi c¸c sè thùc d¬ng a, b, c tháa m·n a + b + c 6 3 h·y t×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T =

√
a2 +

1

a2
+

√
b2 +

1

b2
+

√
c2 +

1

c2
.

Bµi gi¶i: Víi ba vÐct¬ ~x = (a;
1

a
), ~y = (b;

1

b
), ~z = (c;

1

c
) ta cã bÊt ®¼ng thøc√

a2 +
1

a2
+

√
b2 +

1

b2
+

√
c2 +

1

c2
>

√(
a+ b+ c

)2
+
(1

a
+

1

b
+

1

c

)2
.

Do bëi
(
a+ b+ c

)(1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 9 nªn

1

a
+

1

b
+

1

c
>

9

a+ b+ c
. Tõ ®©y suy

ra T >

√(
a+ b+ c

)2
+

81(
a+ b+ c

)2 =

√
t+

81

t
víi t = (a+ b+ c)2 6 9.

V× y = t+
81

t
víi 0 < t 6 9 ®¬n ®iÖu gi¶m nªn T >

√
9 +

81

9
= 3
√

2. VËy

Tnn = 3
√

2.

VÝ dô 2.4.7. Víi c¸c sè thùc a, b, c, d tháa m·n a2 + c2 = b2 + d2 = 100 h·y
t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc díi ®©y:

T =
√

200− 12a− 16c+
√

200− 12b− 16d+
√

200− 2ab− 2cd.

Bµi gi¶i: Hai ®iÓm B(a; c) vµ C(b; d) thuéc ®êng trßn t©m O(0; 0) b¸n kÝnh
10. Víi ®iÓm A(6; 8) còng thuéc ®êng trßn nµy ta cã AB + AC + BC 6
30
√

3 hay
√

200− 12a− 16c+
√

200− 12b− 16d+
√

200− 2ab− 2cd 6
30
√

3. Do ®ã Tln = 30
√

3.
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VÝ dô 2.4.8. Víi c¸c sè thùc a, b, c ∈ [0; 1], h·y t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña

(i) T = a+ b+ c− ab− bc− ca.

(ii) P = a3 + b3 + c3 − (a3b+ b3c+ c3a).

Bµi gi¶i: (i) Trªn c¸c c¹nh cña tam gi¸c ®Òu ABC víi BC = 1 lÊy M ∈
BC,N ∈ CA,P ∈ AB víi BM = a, CN = b, AP = c. Tõ SCMN +
SANP + SBMP 6 SABC suy ra b(1 − a) + c(1 − b) + a(1 − c) 6 1 hay
a+ b+ c− ab− bc− ca 6 1. Do ®ã Tln = 11.
(ii) Nh trªn cã a3 + b3 + c3 6 a3b3 + b3c3 + c3a3 + 1 6 a3b+ b3c+ c3a+ 1.
Do ®ã Pln = 1.

VÝ dô 2.4.9. Víi c¸c sè thùc a, b, c, d ∈ [0; 2], h·y t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña

T = 2(a2 + b2 + c2 + d2)− (a2b+ b2c+ c2d+ d2a).

Bµi gi¶i: V× a, b, c, d ∈ [0; 2] nªn a2b2+b2c2+c2d2+d2a2 6 a2b.2+b2c.2+
c2d.2 + d2a.2 hay a2b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 6 2(a2b+ b2c+ c2d+ d2a). Ta
chØ ra:

4(a2 + b2 + c2 + d2) 6 32 + a2b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2.

HiÓn nhiªn a2, b2, c2, d2 ∈ [0; 4]. Dùng h×nh vu«ng ABCD víi AB = 4. LÊy
M,N,P,Q thuéc c¸c c¹nh AB,BC,CD,DA, t¬ng øng sao cho AM =
a2, BN = b2, CP = c2, DQ = d2. Tõ SMBN + SNCP + SPDQ + SQAM 6
SABCD suy ra 4(a2 + b2 + c2 + d2) 6 32 + a2b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2. Nh
vËy T 6 16. DÊu = xÈy ra khi a = c = 2, b = d = 0, ch¼ng h¹n. Do ®ã
Tln = 16.

VÝ dô 2.4.10. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z > 0 tháa m·n a + b + c =
p, x+ y + z = q kh«ng ®æi. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T = ax+ by + cz +
√

(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2).

Bµi gi¶i: Ta chØ ra T >
2

3
(a+b+c)(x+y+z).XÐt ~u = (a, b, c), ~v = (x, y, z)

vµ ~w = (1, 1, 1). BÊt ®¼ng thøc trë thµnh ~u.~v + |~u||~v| > 2

3
(~u.~w)(~v.~w) hay

~u.~v

|~u||~v|
+ 1 > 2

~u.~w

|~u||~w|
~v.~w

|~v||~w|
. Ký hiÖu α, β, γ lµ gãc gi÷a ~u vµ ~v, gi÷a ~v
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vµ ~w, gi÷a ~w vµ ~u. BÊt ®¼ng thøc trªn chÝnh lµ cosα + 1 > 2 cos β cos γ.
V× ba vÐct¬ chung gèc t¹o thµnh mét tam diÖn nªn β + γ > α. Do ®ã
cosα + 1 > cos(β + γ) + 1 > cos(β + γ) + cos(β − γ) = 2 cos β cos γ vµ

nh thÕ bÊt ®¼ng thøc ®îc chøng minh. Nh vËy T >
2

3
pq. DÊu = x¶y ra

kh a = c =
p

3
, x = z =

q

3
. Do ®ã Tnn =

2

3
pq.

2.5 Mét sè bµi cùc trÞ trong tam gi¸c

2.5.1 Sö dông hµm lîng gi¸c

VÝ dô 2.5.1. Víi mäi tam gi¸c ABC h·y t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc

T =
( 1

(1 + sinA)2
+

1

(1 + sinB)2
+

1

(1 + sinC)2

)(
1 + sinA sinB sinC

)
.

Bµi gi¶i: Tln = 3 ®îc suy ra tõ VÝ dô 1.1.6.

VÝ dô 2.5.2. Víi mäi tam gi¸c nhän ABC h·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T = tanA tanB tanC.

Bµi gi¶i: Tõ tanA = − tan(B + C) suy ra tanA tanB tanC = tanA +
tanB+ tanC > 3 3

√
tanA tanB tanC. VËy tanA tanB tanC > 3

√
3. Do

®ã Tnn =
√

3 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.3. Víi mäi tam gi¸c nhän ABC h·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T =
tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
.

Bµi gi¶i: Ta cã
tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
=

tan5A+ tan5B + tan5C

tanA tanB tanC
.

V× tan5A + tan5B + tan5C > 3
3
√

tan5A tan5B tan5C nªn ta cã ngay

bÊt ®¼ng thøc
tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
> 3

3
√

tan2A tan2B tan2C > 9

theo VÝ dô 2.5.4. Do ®ã Tnn = 9 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.4. Víi mäi tam gi¸c nhän ABC h·y t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña

T =
1

1 + tanA+ tanB
+

1

1 + tanB + tanC
+

1

1 + tanC + tanA
.
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Bµi gi¶i: §Æt a = tanA, b = tanB, c = tanC. Ta ®· chøng minh ®îc:
3
(
a+ b+ c

)
a+ b+ c+ 2

(
ab+ bc+ ca

) >
1

1 + a+ b
+

1

1 + b+ c
+

1

1 + c+ a
. Nh

vËy T =
1

1 + a+ b
+

1

1 + b+ c
+

1

1 + c+ a
6

3

1 + 2
ab+ bc+ ca

a+ b+ c

. Do

bëi a + b + c = abc nªn T 6
3

1 + 2
ab+ bc+ ca

abc

. V× (ab + bc + ca)2 >

3abc(a+ b+ c) = 3(abc)2 nªn
ab+ bc+ ca

abc
>
√

3. Bëi vËy T 6
3

1 + 2
√

3
.

Do ®ã Tln = 9 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.5. Víi mäi tam gi¸c ABC h·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T = tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
.

Bµi gi¶i: Tõ tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
> tan

A

2
tan

B

2
+ tan

B

2
tan

C

2
+

tan
C

2
tan

A

2
= 1 suy ra tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
> 1. Do ®ã Tnn = 1 khi

∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.6. Víi ∆ABC, ®Æt x = tan
A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
. H·y t×m

gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc sau ®©y:

T =
( 1

1 + x+ y
+

1

1 + y + z
+

1

1 + z + x

)x+ y + z + 2

x+ y + z
.

Bµi gi¶i: Ta cã xy + yz + zx = 1. Ta ®· chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc
1

1 + x+ y
+

1

1 + y + z
+

1

1 + z + x
6

3
(
x+ y + z

)
x+ y + z + 2

(
xy + yz + zx

) . Nh
vËy T 6 3. Do ®ã Tln = 3 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.7. Cho ∆ABC. §Æt x = tan
A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
. H·y t×m

gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc sau ®©y:

T =
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

) 1

27x2y2z2 + 1
.
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Bµi gi¶i: §Æt a = x + y + z, b = xy + yz + zx = 1, c = xyz vµ P =(
1 +

4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
=

(a+ 3x)(a+ 3y)(a+ 3z)

(a− x)(a− y)(a− z)
. VËy

P =
a3 + 3aa2 + 9ba+ 27c

a3 − aa2 + ba− c
. XÐt P =

4a3 + 9a+ 27c

a− c
víi a >

√
3 =

9
1

3
√

3
> 9c > 0. Ta coi P lµ hµm cña a vµ a > 9c > 0. Do bëi a > 1 nªn cã

P ′a = 4
2a3 − 3a2c− 9c

(a− c)2
= 4

a2(2a− 3c)− 9c

(a− c)2
> 4

15a2c− 9c

(a− c)2
> 0

vµ nh vËy P > T (9c) =
4.36c3 + 108c

8c
=

36

2
c2 +

27

2
vµ cã bÊt ®¼ng thøc.

T >
27

2
. Do ®ã Tnn =

27

2
khi ∆ABC ®Òu.

2.5.2 Sö dông nghiÖm ®a thøc bËc ba

Môc nµy giíi thiÖu mét ph¬ng ph¸p ph¸t hiÖn ra c¸c cùc trÞ trong tam gi¸c
qua ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba.

Cho ∆ABC víi ®é dµi c¹nh lµ a, b, c, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi, ngo¹i
tiÕp lµ r, R, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p vµ
diÖn tÝch S. Ta sÏ chØ ra a, b, c lµ ba nghiÖm cña x3 − 2px2 + (p2 + r2 +
4Rr)x− 4Rrp = 0 vµ r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh x3 − (4R +
r)x2 + p2x− p2r = 0.

MÖnh ®Ò 2.5.8. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh BC = a, CA = b, AB = c.
Ký hiÖu p lµ nöa chu vi, r vµ R lµ b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi, ngo¹i tiÕp.
Khi ®ã a, b, c lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh díi ®©y:

x3 − 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = 0.

Chøng minh: Tõ tan
A

2
=

r

p− a
vµ a = 2R sinA suy ra a = 2R

2 tan
A

2

1 + tan2 A

2

hay a = 4R

r

p− a
1 +

( r

p− a
)2 = 4Rr

p− a
r2 + (p− a)2

. Nh vËy, ta cã quan hÖ
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a(a2−2pa+p2+r2) = 4Rr(p−a) hay a3−2pa2+(p2+r2+4Rr)a−4Rrp =
0. Do ®ã a lµ mét nghiÖm cña x3 − 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = 0.
T¬ng tù, b vµ c còng lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh nµy.

MÖnh ®Ò 2.5.9. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh BC = a, CA = b, AB = c.
Ký hiÖu p lµ nöa chu vi, r vµ R lµ b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi, ngo¹i tiÕp.
Khi ®ã sinA, sinB vµ sinC lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh sau ®©y:

x3 − p

R
x2 +

p2 + r2 + 4Rr

4R2
x− rp

2R2
= 0.

Chøng minh: V× a = 2R sinA vµ a lµ nghiÖm cña x3 − 2px2 + (p2 + r2 +
4Rr)x−4Rrp = 0 nªn 8R3 sin3A−8pR2 sin2A+(p2+r2+4Rr)2R sinA−

4Rrp = 0 hay sin3A − p

R
sin2A +

p2 + r2 + 4Rr

4R2
sinA − rp

2R2
= 0. Nh

vËy sinA lµ mét nghiÖm cña x3− p

R
x2+

p2 + r2 + 4Rr

4R2
x− rp

2R2
= 0. T¬ng

tù sinB vµ sinC còng lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh nµy.

MÖnh ®Ò 2.5.10. Cho ∆ABC víi diÖn tÝch S vµ ®é dµi b¸n kÝnh c¸c ®êng
trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R. Gäi ha, hb, hc lµ ®é dµi ba ®êng cao. Khi ®ã
ha, hb, hc lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba sau ®©y:

y3 − S2 + 4Rr3 + r4

2Rr2
y2 +

2S

Rr
y − 2S2

R
= 0.

§Æt Hn = hna + hnb + hnc víi n = 1, 2, . . . . Khi ®ã ta cã hÖ thøc liªn hÖ sau:

Hn+3 −
S2 + 4Rr3 + r4

2Rr2
Hn+2 +

2S

Rr
Hn+1 −

2S2

R
Hn = 0.

Bµi gi¶i: V× a, b, c lµ ba nghiÖm cña x3−2px2+(p2+4Rr+r2)x−4Rrp = 0

nªn
2S

a
,
2S

b
,
2S

c
lµ nghiÖm cña 2S2− 2S

r
y +

S2

r2
+ 4Rr + r2

2
y2−Ry3 = 0.

Do vËy ha, hb, hc lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba sau ®©y:

y3 − S2 + 4Rr3 + r4

2Rr2
y2 +

2S

Rr
y − 2S2

R
= 0.

VËy Hn+3 −
S2 + 4Rr3 + r4

2Rr2
Hn+2 +

2S

Rr
Hn+1 −

2S2

R
Hn = 0.
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MÖnh ®Ò 2.5.11. Cho ∆ABC víi nöa chu vi p, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn
néi, ngo¹i tiÕp r, R vµ b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3. Khi ®ã
r1, r2.r3 lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0.

Chøng minh: Tõ tan
A

2
=
r1
p

vµ a = 2R sinA suy ra a = 2R
2 tan

A

2

1 + tan2 A

2

hay a = 4R

r1
p

1 +
r21
p2

= 4Rr1
p

r21 + p2
. Bëi v× r1(p − a) = S = rp nªn ta cã

quan hÖ
(r1 − r)p

r1
= a = 4Rr1

p

r21 + p2
hay (r1 − r)(r21 + p2) = 4Rr21. Do

®ã r1 lµ mét nghiÖm cña x3 − (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0. T¬ng tù, r2 vµ
r3 còng lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh nµy.

MÖnh ®Ò 2.5.12. Cho ∆ABC víi nöa chu vi p, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi,

ngo¹i tiÕp r, R. Khi ®ã tan
A

2
, tan

B

2
, tan

C

2
lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh

x3 − 4R + r

p
x2 + x− r

p
= 0. Tõ ®©y suy ra

(i) tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
=

4R + r

p
.

(ii) tan
A

2
tan

B

2
+ tan

B

2
tan

C

2
+ tan

C

2
tan

A

2
= 1. Tõ ®©y suy ra hai bÊt

®¼ng thøc tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
>
√

3, tan
A

2
tan

B

2
tan

C

2
6

1

3
√

3
.

(iii) tan
A

2
tan

B

2
tan

C

2
=
r

p
.

Chøng minh: V× r1 = p tan
A

2
vµ r1 lµ nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 +

p2x−p2r = 0 nªn p3 tan3 A

2
−(4R+r)p2 tan2 A

2
+p2p tan

A

2
−p2r = 0 hay

tan3 A

2
−4R + r

p
tan2 A

2
+tan

A

2
− r
p

= 0. Nh vËy tan
A

2
lµ mét nghiÖm cña

x3− 4R + r

p
x2 + x− r

p
= 0. T¬ng tù tan

B

2
vµ tan

C

2
còng lµ nghiÖm cña

ph¬ng tr×nh nµy. KÕt qu¶ (i), (ii) vµ (iii) ®îc suy ra qua §Þnh lý ViÐt.
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MÖnh ®Ò 2.5.13. Cho ∆ABC víi nöa chu vi p, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi,
ngo¹i tiÕp r, R. Khi ®ã ta cã

(i) cosA, cosB, cosC lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®a thøc díi ®©y:

x3 − R + r

R
x2 +

−4R2 + r2 + p2

4R2
x− p2 − (2R + r)2

4R2
= 0.

(ii) cosA+ cosB + cosC = 1 +
r

R
.

(iii) P = (1− cosA)(1− cosB)(1− cosC) =
r2

2R2
. Tõ ®ã suy ra P 6

1

8
.

(iv) §Æt U = sinA sinB + sinB sinC + sinC sinA vµ V = cosA cosB +

cosB cosC + cosC cosA. Ta cã U − V 6
3

2
.

Chøng minh: (i) Ta biÕt tan
A

2
, tan

B

2
. tan

C

2
lµ ba nghiÖm cña ph¬ng

tr×nh x3− 4R + r

p
x2+x− r

p
= 0. V× cosA =

1− tan2 A

2

1 + tan2 A

2

=
2

1 + tan2 A

2

−1

nªn cosA+ 1 =
2

1 + tan2 A

2

. XÐt hÖ:


y =

2

1 + x2

x3 − 4R + r

p
x2 + x− r

p
= 0.

Tõ


x2 =

2

y
− 1

x3 − 4R + r

p
x2 + x− r

p
= 0

suy ra


x =

4R + r

p
− 2Ry

p

x3 − 4R + r

p
x2 + x− r

p
= 0

vµ

nhËn ®îc y
(4R + r

p
−2Ry

p

)2
+y−2 = 0.VËy cosA+1, cosB+1, cosC+1

lµ ba nghiÖm cña y3 − 4R + r

R
y2 +

(4R + r)2 + p2

4R2
y − p2

2R2
= 0. Do ®ã

cosA, cosB, cosC lµ ba nghiÖm cña ph¬ng tr×nh cã ®îc qua viÖc thay

y = x+ 1 : x3 − R + r

R
x2 +

−4R2 + r2 + p2

4R2
x− p2 − (2R + r)2

4R2
= 0.

(ii) Theo §Þnh lý ViÐt cã cosA+ cosB + cosC =
R + r

R
= 1 +

r

R
.
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(iii) Tõ ph¬ng tr×nh trªn cã P = (1− cosA)(1− cosB)(1− cosC) =
r2

2R2
.

Do R > 2r nªn P 6
1

8
.

(iv) Theo §Þnh lý ViÐt cã U =
p2 + r2 + 4Rr

4R2
, xem MÖnh ®Ò 2.5.9. Do vËy

U−V =
p2 + r2 + 4Rr

4R2
−−4R2 + r2 + p2

4R2
=

4R2 + 4Rr

4R2
= 1+

r

R
6

3

2
.

Chó ý 2.5.14. Ph¬ng tr×nh ®a thøc bËc 3 nhËn tanA, tanB, tanC lµm ba
nghiÖm lµ kh«ng cã v× tam gi¸c vu«ng sÏ kh«ng tháa m·n.

VÝ dô 2.5.15. Gi¶ sö ∆ABC thay ®æi. §Æt x = sinA, y = sinB, z = sinC.
T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc

T = 4(xy + yz + zx) + (x+ y + z).

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0
nªn ab + bc + ca + (a + b + c)R = 2R2 + 4pR + p2 + r2 + 4Rr. V×

a+ b+ c = 8R cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
6 3
√

3R nªn ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)R

6 (11 + 6
√

3)R2 hay 4(xy + yz + zx) + (x + y + z) 6 11 + 6
√

3. VËy
Tln = 11 + 6

√
3 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.16. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn ngo¹i tiÕp lµ R, b¸n
kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p. Chøng minh r»ng(r21
p2
− 1
)(r22

p2
− 1
)(r23

p2
− 1
)

= 4
[(2R + r)2

p2
− 1
]
.

Bµi gi¶i: r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0. X¸c
®Þnh ph¬ng tr×nh nhËn y1 = r21 − p2, y2 = r22 − p2, y3 = r23 − p2 lµm ba

nghiÖm. Khö x tõ hÖ

{
x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x2 − p2 − y = 0.
Ta cã ngay hÖ{

x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x3 − p2x− yx = 0
vµ (4R+r)x2−yx−2p2x+p2r = 0

hay ph¬ng tr×nh (4R+ r)(y+ p2)− (y+ 2p2)x+ p2r = 0. §Æt T = 4R+ r.

Khi ®ã x =
Ty + (T + r)p2

y + p2
. VËy

(Ty + (T + r)p2)2

(y + 2p2)2
− p2 − y = 0 hay

y(y + 2p2)2 + p2(y + 2p2)2 −
(
Ty + (T + r)p2

)2
= 0. Ph¬ng tr×nh nµy
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cã ba nghiÖm lµ y1, y2, y3. Do ®ã
(r21 − p2)(r22 − p2)(r23 − p2)

p6
=
y1y2y3
p6

=

(4R + 2r)2p4 − 4p6

p6
. Tõ hÖ thøc cuèi cïng ta suy ra ®îc ®ång nhÊt thøc(r21

p2
− 1
)(r22

p2
− 1
)(r23

p2
− 1
)

= 4
[(2R + r)2

p2
− 1
]
.

VÝ dô 2.5.17. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ
r, R, b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3. Khi ®ã ta lu«n cã:

(i)
1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
=

2R− r
2Rr2

.

(ii)
1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
6

1

r2
− 1

R2
.

(iii) §Æt T =
1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
. X¸c

®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T khi r kh«ng ®æi.

Bµi gi¶i: V× r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x − p2r = 0
nªn f(x) = x3− (4R+ r)x2 +p2x−p2r = (x− r1)(x− r2)(x− r3). LÊy hai
lÇn ®¹o hµm ®îc 3x−4R− r = (x− r1)+(x− r2)+(x− r3). Tõ ®©y ®îc
3x− 4R− r

f(x)
=

1

(x− r1)(x− r2)
+

1

(x− r2)(x− r3)
+

1

(x− r3)(x− r1)
.

Cho x = r cã
1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
=

2R− r
2Rr2

. VËy cã (i) vµ do bëi
2R− r
2Rr2

6
1

r2
− 1

R2
nªn cã (ii) vµ v×

2R− r
2Rr2

=

1

r2
− 1

2Rr
>

3

4r2
nªn T >

3

4r2
. DÊu = xÈy ra khi ∆ABC ®Òu vµ nh thÕ

Tnn =
3

4r2
.

VÝ dô 2.5.18. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh ®êng trßn néi tiÕp lµ r vµ chu vi
2p = 6. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc díi ®©y:

T =
1

(4− a)(4− b)
+

1

(4− b)(4− c)
+

1

(4− c)(4− a)
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0
nªn f(x) = x3−6x2+(9+r2+4Rr)x−12Rr = (x−a)(x−b)(x−c). LÊy
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hai lÇn ®¹o hµm ®îc 3x− 2p = (x− a) + (x− b) + (x− c). Tõ ®©y ®îc
3x− 2p

f(x)
=

1

(x− a)(x− b)
+

1

(x− b)(x− c)
+

1

(x− c)(x− a)
. Cho x = 4

cã
1

(4− a)(4− b)
+

1

(4− b)(4− c)
+

1

(4− c)(4− a)
=

3

2 + 2r2 + 2Rr
. V×

R > 2r suy ra
1

(4− a)(4− b)
+

1

(4− b)(4− c)
+

1

(4− c)(4− a)
6

3

6r2 + 2
.

DÊu = xÈy ra khi R = 2r hay tam gi¸c ABC ®Òu. Do vËy Tln =
3

4
.

VÝ dô 2.5.19. Cho ∆ABC víi ®é dµi c¹nh a, b, c vµ b¸n kÝnh ®êng trßn néi
tiÕp lµ r. H·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc

T =
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
− p2

4r2
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0

nªn dÔ dµng cã
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
=

2(p2 + r2 + 4Rr)

4Rr
− 9.

Nh vËy
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
=

2(p2 + r2)

4Rr
− 7. Bëi v× R > 2r

nªn
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
6

2(p2 + r2)

8r2
− 7 =

p2

4r2
− 27

4
. Do vËy

Tln = −27

4
khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.20. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh ®êng trßn néi tiÕp lµ r kh«ng ®æi
vµ ®é dµi c¹nh a, b, c. H·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc

T =
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0
nªn f(x) = x3− 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = (x− a)(x− b)(x− c).
LÊy hai lÇn ®¹o hµm ®îc 3x−2p = (x−a)+(x−b)+(x−c). Tõ ®©y ®îc
3x− 2p

f(x)
=

1

(x− a)(x− b)
+

1

(x− b)(x− c)
+

1

(x− c)(x− a)
. Cho x = p

cã
1

(p− a)(p− b)
+

1

(p− b)(p− c)
+

1

(p− c)(p− a)
=

p

r2p
=

1

r2
. Tãm l¹i

1

4r2
=

1

4(p− a)(p− b)
+

1

4(p− b)(p− c)
+

1

4(p− c)(p− a)
>

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
.

Do vËy Tln =
1

4r2
khi ∆ABC ®Òu.
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VÝ dô 2.5.21. Gi¶ sö ∆ABC thay ®æi. Ký hiÖu ®é dµi c¹nh lµ a, b, c vµ b¸n
kÝnh ®êng trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc

T =
ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)r + r2

R2
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0

nªn
1

x− a
+

1

x− b
+

1

x− c
=

3x2 − 4px+ p2 + r2 + 4Rr

(x− a)(x− b)(x− c)
. Víi x = −r cã

1

a+ r
+

1

b+ r
+

1

c+ r
=

4r2 + 4pr + p2 + 4Rr

(r + a)(r + b)(r + c)
.

Tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc
1

a+ r
+

1

b+ r
+

1

c+ r
6

(39

4
+ 3
√

3
)
R2

(r + a)(r + b)(r + c)

hay ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)r+ r2 6
(39

4
+ 3
√

3
)
R2. VËy Tln =

39

4
+ 3
√

3

khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.22. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh a, b, c vµ b¸n kÝnh c¸c ®êng
trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R. H·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ

(i) lín nhÊt cña tÝch T = (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr) khi R kh«ng
thay ®æi.

(ii) nhá nhÊt cña tÝch T = (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr) khi r kh«ng
thay ®æi.

Bµi gi¶i: (i) Ta cã T = 2Rr(ab + bc + ca − 2Rr)2 theo VÝ dô 2.5.22. V×
4p2 > 3(ab+ bc+ ca) vµ 4p2 6 27R2 nªn T 6 2Rr(9R2− 2Rr)2. Nh vËy
T 6 R3.2r(9R − 2r)2. XÐt hµm sè y = x(9R − x)2 víi 0 < x 6 R. V×
y′ > 0 nªn y 6 64R3. VËy T 6 64R6 vµ Tln = 64R6 khi ∆ABC ®Òu.
(ii) Bëi v× T = (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr) >

(
3
√
a2b2c2 + 2Rr

)3
vµ do bëi

abc

2R
= r(a + b + c) > 3r 3

√
abc nªn

3
√
a2b2c2 > 6Rr vµ nh thÕ

T > 83R3r3 > 84r6. Do ®ã Tnn = 46r6 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.23. Ký hiÖu r1, r2, r3 lµ b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp tam
gi¸c ABC. Khi R kh«ng thay ®æi, h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña tæng
T = r1r2 + r2r3 + r3r1.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



60

Bµi gi¶i: V× r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x − p2r =
0 nªn r1r2 + r2r3 + r3r1 = p2. V× p = R(sinA + sinB + sinC) 6

3R sin
A+B + C

3
=

3
√

3R

2
nªn r1r2 + r2r3 + r3r1 6

27R2

4
. VËy Tln =

27R2

4
khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.24. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn ngo¹i tiÕp lµ R, b¸n
kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p. H·y x¸c ®Þnh gi¸
trÞ nhá nhÊt cña tÝch

T =
(r21
p2

+ 1
)(r22

p2
+ 1
)(r23

p2
+ 1
)
.

Bµi gi¶i: r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0. X¸c
®Þnh ph¬ng tr×nh nhËn y1 = r21 + p2, y2 = r22 + p2, y3 = r23 + p2 lµm ba

nghiÖm. Khö x tõ hÖ

{
x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x2 + p2 − y = 0.
Ta cã ngay hÖ{

x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x3 + p2x− yx = 0
vµ (4R + r)x2 − yx + p2r = 0 hay

ph¬ng tr×nh (4R + r)(y − p2) − yx + p2r = 0. §Æt T = 4R + r. Khi ®ã

x =
Ty − 4Rp2

y
. VËy

(Ty − 4Rp2)2

y2
+ p2 − y = 0 hay y3 − (T 2 + p2)y2 +

8RTp2y − 16R2p4 = 0. Ph¬ng tr×nh nµy cã ba nghiÖm lµ y1, y2, y3. Do ®ã
(r21 + p2)(r22 + p2)(r23 + p2)

p6
=

y1y2y3
p6

=
16R2p4

p6
. Tõ hÖ thøc cuèi suy ra

®ång nhÊt thøc
(r21
p2

+ 1
)(r22

p2
+ 1
)(r23

p2
+ 1
)

=
16R2

p2
>

64

27
. V¹y Tnn =

64

27
khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.25. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh cña ®êng trßn néi tiÕp lµ r, cña
c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt
cña

(i) T =
r21 + r22 + r23

p2
.

(ii) P =
r21 + r22 + r23

r2
.
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Bµi gi¶i: (i) V× r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3− (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0

nªn
r21 + r22 + r23

p2
>
r1r2 + r2r3 + r3r1

p2
= 1. VËy Tnn = 1 khi ∆ABC ®Òu.

(ii) Do bëi
r21 + r22 + r23

r2
>

1

3r2
(
r1+r2+r3

)2
=

1

3r2
(
4R+r

)2
>

1

3r2
(
8r+r

)2
nªn P > 27. Do ®ã Pnn = 27 khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.26. Cho tam gi¸c ®Òu ABC víi ®é dµi c¹nh BC b»ng 1. Gi¶ sö
®iÓmM ë trong tam gi¸c vµ MA = x,MB = y,MC = z > 0. Gäi r1, r2, r3
lµ b¸n kÝnh ®êng trßn néi tiÕp trong tam gi¸c MBC,MCA,MAB t¬ng
øng. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña T = r1r2r3

(
1 + 2 3

√
xyz
)3
.

Bµi gi¶i: Gäi kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn BC,CA,AB lµ u, v, t > 0. Bëi v×
r1(1 + y + z) = 2SMBC = u.1 = u nªn u > r1(1 + 2

√
yz). T¬ng tù

v > r2(1 + 2
√
zx) vµ t > r3(1 + 2

√
xy). Do vËy

√
3

2
= u + v + t >

3 3
√
uvt > 3 3

√
r1r2r3(1 + 2

√
yz)(1 + 2

√
zx)(1 + 2

√
xy) hay ®îc

√
3

2
>

3 3
√
r1r2r3(1 + 2 3

√
xyz). Tãm l¹i

1

24
√

3
> r1r2r3

(
1 + 2 3

√
xyz
)3
. Do ®ã Tln =

1

24
√

3
khi M lµ t©m tam gi¸c ®Òu ABC.

VÝ dô 2.5.27. Gi¶ sö ∆ABC cã ®é dµi hai c¹nh AB = c, AC = b kh«ng

®æi vµ ∠A 6
π

2
. Gäi M vµ N lµ trung ®iÓm cña AB vµ AC, t¬ng øng; I

lµ t©m ®êng trßn néi tiÕp trong ∆ABC. Gi¶ sö IM c¾t tia (AC) t¹i C1 vµ
IN c¾t tia (AB) t¹i B1. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña T = AB1.AC1.

Bµi gi¶i: §Æt BC = a,AB1 = x,AC1 = y vµ ký hiÖu r lµ b¸n kÝnh ®êng

trßn néi tiÕp trong ∆ABC. Tõ SAMC1
=
AM

AB

AC1

AC
SABC =

1

2

y

b
rp, SAIC1

=

yr

2
vµ SAIM =

cr

4
suy ra

1

2

y

b
rp − yr

2
= SAMC1

− SAIC1
= SAIM =

cr

4
hay

(a−b+c)y = bc. T¬ng tù (a+b−c)x = bc.Nh vËy (a+b−c)(a−b+c)xy =

b2c2 hay (a2 − b2 − c2 + 2bc)xy = b2c2. Tõ ®©y suy ra 4xy sin2 A

2
= bc. V×

∠A 6
π

2
nªn sin2 A

2
6

1

2
. Do vËy mµ 2xy > bc. Tãm l¹i Tnn =

bc

2
khi

A =
π

2
.
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VÝ dô 2.5.28. Gi¶ sö ∆ABC thay ®æi néi tiÕp trong ®êng trßn t©m O b¸n
kÝnh R vµ cã ®êng trßn néi tiÕp t©m I thay ®æi víi b¸n kÝnh r. Gäi H lµ
trùc t©m vµ G lµ träng t©m ∆ABC. Khi ®ã h·y:

(i) Chøng minh r»ng lu«n cã sè thùc k ®Ó MA2 + ka2 = MB2 + kb2 =
MC2 + kc2 víi mçi M ∈ (HO) vµ a = BC, b = CA, c = AB.

(ii) Chøng minh r»ng T = IH + IG > 2

√
2r

3
(R− 2r). ChØ ra gi¸ trÞ nhá

nhÊt cña T = IH + IG kh«ng tån t¹i khi R 6= 2r.

Bµi gi¶i: (i) §Æt u = ∠BHG, v = ∠AHG. Khi ®ã AH cos v−BH cosu =
−a2 + b2

3HG
. HiÓn nhiªn AH2 −BH2 = −a2 + b2. Víi mçi M ∈ (HO) ta cã

MA2 −MB2 = AH2 −BH2 − 2HM.(AH cos v −BH cosu)

= b2 − a2 − 2HM.
−a2 + b2

3HG
=
(2HM

3HG
− 1
)

(a2 − b2).

Víi k =
(1− 2HM

3HG

)
ta ®îcMA2 +ka2 = MB2 +kb2. T¬ng tù MA2 +

ka2 = MC2 + kc2. Tãm l¹i MA2 + ka2 = MB2 + kb2 = MC2 + kc2.

(ii) Gäi E lµ trung ®iÓm HO. Ta cã IO2 = d2 = R2 = 2Rr theo HÖ thøc
Euler. V× ®êng trßn néi tiÕp tiÕp xóc trong víi ®êng trßn 9-®iÓm b¸n kÝnh
R

2
theo §Þnh lý Feuerbach nªn IE =

R

2
− r. DÔ dµng kiÓm tra

3
→
IG = 4

→
IE −

→
IH = 2

→
IE +

→
IO,

→
IH = 2

→
IE −

→
IO.

Do vËy
→
IH.

→
IG =

1

3

(
2
→
IE+

→
IO
)(

2
→
IE−

→
IO
)

= −2r

3
(R−2r) hay IH.IG =

2r

3
(R− 2r). Tõ ®©y suy ra T = IH + IG > 2

√
2r

3
(R− 2r). DÊu = xÈy ra

khi IH = IG hay R = 2r : m©u thuÉn.

VÝ dô 2.5.29. Gi¶ sö ®iÓm M ë trong hay trªn c¹nh h×nh vu«ng ABCD víi
®é dµi c¹nh b»ng

√
2. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ lín nhÊt cña hµm F (M) =

MA+MB +MC +MD.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn MA + MC > AC vµ MB + MD > BD. Nh vËy
F (M) > 4. Do ®ã F (M)nn = 4 khi M lµ t©m h×nh vu«ng. Dùng hÖ täa
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®é (Oxy) víi A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0) vµ D(0;−1). Gi¶ sö (x; y) víi
−1 6 x, y 6 1. Khi ®ã ta cã F (x, y) =

√
(x− 1)2 + y2+

√
(x+ 1)2 + y2+√

x2 + (y − 1)2 +
√
x2 + (y + 1)2. V× F (x, y) = F (±x,±y) vµ F (x, y) =

F (y, x) nªn khi ®Æt x = r cosu, y = r sinu víi r ∈ [0; 1], u ∈ [0;
π

2
]. Ta

cã F =
√

1 + r2 + 2r cosu +
√

1 + r2 + 2r sinu +
√

1 + r2 − 2r cosu +√
1 + r2 − 2r sinu. Coi F lµ hµm cña r, u cè ®Þnh. LÊy ®¹o hµm theo r, cã

F ′r =
r + cosu√

1 + r2 + 2r cosu
+

r − cosu√
1 + r2 − 2r cosu

+
r + sinu√

1 + r2 + 2r sinu
+

r − sinu√
1 + r2 − 2r sinu

.

NÕu r > cosu th×
r + cosu√

1 + r2 + 2r cosu
+

r − cosu√
1 + r2 − 2r cosu

> 0; Cßn nÕu

r < cosu th× ta vÉn cã
r + cosu√

1 + r2 + 2r cosu
+

r − cosu√
1 + r2 − 2r cosu

> 0 qua

biÕn ®æi t¬ng ®¬ng. T¬ng tù cã
r + sinu√

1 + r2 + 2r sinu
+

r − sinu√
1 + r2 − 2r sinu

> 0. VËy F lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng cña r vµ ta nhËn ®îc F 6 G(N), trong ®ã
O,M,N th¼ng hµng vµ N thuéc c¹nh AB. Tãm l¹i ®· chØ ra ®îc F (M) 6
G(N), trong ®ã O,M,N th¼ng hµng vµ N thuéc c¹nh AB. VËy ®Ó F (M)
lín nhÊt cÇn M thuéc c¹nh h×nh vu«ng, ch¼ng h¹n M ∈ AB. §Æt MA = x.

Khi ®ã MC +MD =
√

2 + (
√

2− a)2 +
√

2 + a2 = g(a) víi a ∈ [0;
√

2].

Kh¶o s¸t hµm sè g(a) cã g(a) 6 2 +
√

2. VËy F (M) 6 2 + 2
√

2. DÊu b»ng
xÈy ra khi M trïng mét ®Ønh h×nh vu«ng. VËy F (M)ln = 2 + 2

√
2.

VÝ dô 2.5.30. Gi¶ sö ®iÓm I ch¹y trªn ®êng trßn (E) víi b¸n kÝnh 1. Tam
gi¸c ®Òu ABC vµ h×nh vu«ng MNPQ néi tiÕp trong cïng ®êng trßn (E).
Khi ®ã T = IA+ IB + IC < 3

√
2 vµ P = IM + IN + IP + IQ < 4

√
2.

T×m Pln.

Bµi gi¶i: V× t©m tam gi¸c ®Òu hay h×nh vu«ng ®Òu lµ träng t©m cña nã nªn

IA2 + IB2 + IC2 = 6. Tõ
(
IA + IB + IC

)2
6 3[IA2 + IB2 + IC2]

ta suy ra IA + IB + IC 6 3
√

2. V× IA, IB, IC kh«ng thÓ b»ng nhau
nªn IA + IB + IC < 3

√
2. T¬ng tù cã IM2 + IN2 + IP 2 + IQ2 = 8.

Tõ
(
IM + IN + IP + IQ

)2
6 4[IM2 + IN2 + IP 2 + IQ2] ta suy ra
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IM + IN + IP + IQ 6 4
√

2. V× IM, IN, IP, IQ kh«ng thÓ b»ng nhau nªn
IM+IN+IP+IQ < 4

√
2. Do tÝnh ®èi xøng cña h×nh vu«ng nªn ta chØ cÇn

xÐt A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0), D(0;−1) vµ I(cos 2t; sin 2t) víi 0 6 t 6
π

4
.

Khi ®ã P = 2[(
√

2 + 1) cos t + sin t] 6
√

(
√

2 + 1)2 + 1
√

cos2 t+ sin2 t

hay P 6 2
√

4 + 2
√

2. DÊu = xÈy ra khi
cos t√
2 + 1

=
sin t

1
hay cos t =

√
2 + 1√

2
√

2 + 4
, sin t =

1√
2
√

2 + 4
. VËy Pln = 2

√
4 + 2

√
2.

VÝ dô 2.5.31. Cho ®êng trßn t©m O b¸n kÝnh 1. KÎ hai ®êng kÝnh AC vµ
BD vu«ng gãc víi nhau. Mét ®iÓm M ch¹y trªn cung nhá AB cña ®êng
trßn. Gi¶ sö MD c¾t AC t¹i E, cßn MC c¾t BD t¹i F. Khi ®ã h·y

(i) X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña CE +DF vµ cña EF.

(ii) Chøng minh tø gi¸c DEFC kh«ng thÓ ngo¹i tiÕp mét ®êng trßn khi
M 6= A,B, vµ tø gi¸c DEFC néi tiÕp trong mét ®êng trßn nÕu vµ
chØ nÕu M lµ trung ®iÓm cung AB.

Bµi gi¶i: (i) §Æt u = ∠ACM, v = ∠BDM. Ta cã u + v =
π

4
vµ nh

vËy 1 = tan(u + v) hay tanu + tan v + tanu tan v = 1. Tõ ®©y suy ra
CE.DF = (1 + tan v)(1 + tanu) = 2. V× CE+DF > 2

√
CE.DF = 2

√
2

nªn CE + DF nhá nhÊt lµ b»ng 2
√

2 khi M lµ trung ®iÓm cung AB. §Æt
OE = x,OF = y. Khi ®ã x, y > 0 vµ x + y + xy = 1. Tõ ®©y suy ra
1 > xy + 2

√
xy vµ nh vËy 0 6 t = xy 6 3 − 2

√
2. V× T = EF 2 =

x2 + y2 = (x+ y)2− 2xy = (1− t)2− 2t = 1 + t2− 4t víi 0 6 t 6 3− 2
√

2
nªn T ′ < 0 vµ nh thÕ T lµ hµm ®¬n ®iÖu gi¶m. Do ®ã T > 6 − 4

√
2 vµ

Tnn = 6− 4
√

2 khi M lµ trung ®iÓm cung AB.
(ii) NÕu tø gi¸c DEFC ngo¹i tiÕp mét ®êng trßn th× DE+CF = CD+EF
hay
√

1 + x2 +
√

1 + y2 =
√
x2 + y2 +

√
2. VËy (1 − x2)(1 − y2) = 0 :

m©u thuÉn. NÕu tø gi¸c DEFC néi tiÕp trong mét ®êng trßn th× DE.CF +
CD.EF = CE.DF hay

√
1 + x2

√
1 + y2 +

√
x2 + y2

√
2 = 2. Tõ ®©y cã

3 + x2 + y2 = x2y2 + 4
√

2(x2 + y2) hay 3 + (1 − xy)2 − 2xy = x2y2 +
4
√

2((1− xy)2 − 2xy). VËy x2y2−6xy+1 = 0. Do 0 6 xy 6 3−2
√

2 nªn
xy = 3− 2

√
2 hay M lµ trung ®iÓm cung AB. Ngîc l¹i, kÕt qu¶ ®óng.
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VÝ dô 2.5.32. Cho ®êng trßn (E) b¸n kÝnh b»ng 1. Gi¶ sö ∆ABC ngo¹i
tiÕp ®êng trßn (E) cã b¸n kÝnh c¸c ®êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3. T×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc:

T =
1

(1− r1)(1− r2)
+

1

(1− r2)(1− r3)
+

1

(1− r3)(1− r1)
.

Bµi gi¶i: Do T >
3

4
theo VÝ dô 2.5.17 nªn Tnn =

3

4
khi ∆ABC ®Òu.

VÝ dô 2.5.33. Cho ∆ABC trong mÆt ph¼ng (P ) víiBC = a, CA = b, AB =
c. Gi¶ sö h×nh chãp SABC cã ®é dµi ®êng cao SH = h kh«ng ®æi. T×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña diÖn tÝch xung quanh P cña h×nh chãp SABC.

Bµi gi¶i: Ký hiÖu ®é dµi ®¹i sè tõ ch©n H cña ®êng cao SH ®Õn BC,
CA,AB lµ x, y, z. Khi ®ã ax + by + cz = 2s = 2rp, trong ®ã s lµ diÖn
tÝch tam gi¸c ABC. VËy 2P = a

√
x2 + h2 + b

√
y2 + h2 + c

√
z2 + h2.

Tõ 2P =
√
a2x2 + a2h2 +

√
b2y2 + b2h2 +

√
c2z2 + c2h2 suy ra 2P >√

(ax+ by + cz)2 + (a+ b+ c)2h2 =
√

4r2p2 + 4p2h2 = 2p
√
r2 + 4h2.

DÊu = xÈy ra khi x = y = z = r. Tãm l¹i Pnn = p
√
r2 + 4h2 khi H lµ

t©m ®êng trßn néi tiÕp trong ∆ABC.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



Ch¬ng 3

Mét sè øng dông vµo gi¶i bµi to¸n liªn
quan

3.1 X©y dùng l¹i mét sè bÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn

X©y dùng l¹i mét sè bÊt ®¼ng thøc qua hµm mét biÕn

Mét ph¬ng ph¸p rÊt th«ng dông cã thÓ x©y dùng bÊt ®¼ng thøc lµ t×m cùc
trÞ cña mét hµm f(x) nµo ®ã b»ng c¸ch kh¶o s¸t dÊu f ′(x) ®Ó biÕt fnn hoÆc
fln. Sau ®ã chän gi¸ trÞ ®Æc biÖt cho x.

B¾t ®Çu b»ng viÖc xÐt hµm f(x) = xα − αx víi x > 0 vµ 0 < α < 1. Tõ
f ′(x) = αxα−1−α = 0 cã x = 1 vµ kh¶o s¸t dÊu f ′(x) suy ra f(x) 6 fln =

f(1) = 1 − α hay f(x) = xα − αx 6 1 − α. Víi x =
p

q
, p, q > 0, ta ®îc

pαq1−α 6 αp+ (1− α)q. §Æt a = α, b = 1− α. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc:

MÖnh ®Ò 3.1.1. Víi p, q > 0 vµ a, b > 0, a+ b = 1 ta cã paqb 6 ap+ bq.

§Æt p1 = p, a1 = a vµ q = p

a2
b
2 p

a3
b
3 víi 0 < a2 < b vµ a2 + a3 = b. L¹i cã:

pa11 p
a2
2 p

a3
3 6 a1p1 + bp

a2
b
2 p

a3
b
3 6 a1p1 + b

(a2
b
p2 +

a3
b
p3
)

= a1p1 + a2p2 + a3p3

víi a1, a2, a3 > 0 vµ a1 + a2 + a3 = 1. TiÕp tôc nh vËy, b»ng quy n¹p suy
ra ®îc kÕt qu¶ sau ®©y:

MÖnh ®Ò 3.1.2. Gi¶ thiÕt pk > 0 vµ ak > 0 víi k = 1, 2, . . . , n tháa m·n

a1 + a2 + · · ·+ an = 1. Khi ®ã ta cã
n∏
k=1

pakk 6
n∑
k=1

akpk.

66
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Khi lÊy ak =
1

n
víi k = 1, 2, . . . , n ta ®îc BÊt ®¼ng thøc Cauchy díi ®©y:

HÖ qu¶ 3.1.3. [Cauchy] NÕu p1, p2, . . . , pn > 0 th× n n

√
n∏
k=1

pk 6
n∑
k=1

pk.

TiÕp tôc vËn dông MÖnh ®Ò 3.1.1, ®Æt a1 = a, b1 = b vµ p1 = pa, q1 = qb ta cã

p1q1 6 a1p

1

a1
1 +b1q

1

b1
1 víi a1, b1 > 0 vµ a1+b1 = 1. T¬ng tù, nÕu pk, qk > 0

vµ ak, bk > 0, ak+bk = 1, víi k = 1, 2, . . . , n lu«n cã pkqk 6 akp

1

ak
k +bkq

1

bk
k .

Céng n bÊt ®¼ng thøc nµy l¹i ®îc hÖ qu¶ sau ®©y:

HÖ qu¶ 3.1.4. NÕu pk, qk > 0 vµ ak, bk > 0, ak + bk = 1, víi k = 1, 2, . . . , n

th× ta lu«n cã
n∑
k=1

pkqk 6
n∑
k=1

akp

1

ak
k +

n∑
k=1

bkq

1

bk
k .

MÖnh ®Ò 3.1.5. [Cauchy-Holder] NÕu a, b > 0, a+b = 1, vµ c¸cAk, Bk > 0

víi k = 1, 2, . . . , n th× ta cã
n∏
k=1

AkBk 6

(
n∑
k=1

A

1

a
k

)a(
n∑
k=1

B

1

b
k

)b

.

Chøng minh: Víi ak = a, bk = b vµ pk =
Ak(

n∑
k=1

A

1

a
k

)a
, qk =

Bk(
n∑
k=1

B

1

a
k

)a

®em thay vµo bÊt d¼ng thøc trong HÖ qu¶ 3.1.4 ta nhËn ®îc BÊt ®¼ng thøc

Cauchy-Holder:
n∏
k=1

AkBk 6

(
n∑
k=1

A

1

a
k

)a(
n∑
k=1

B

1

b
k

)b

.

Víi a = b =
1

2
ta cã ®îc BÊt ®¼ng thøc Bunhiakopwski:

HÖ qu¶ 3.1.6. [Bunhiakopwski] Ta cã
n∑
k=1

pkqk 6

√( n∑
k=1

p2k

)( n∑
k=1

q2k

)
víi

mäi sè thùc pk, qk.
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TiÕp theo, xÐt hµm f(x) = xα−αx víi x > 0 vµ α > 1. Tõ f ′(x) = αxα−1−
α = 0 cã x = 1 vµ kh¶o s¸t dÊu f ′(x) suy ra f(x) > fnn = f(1) = 1 − α
hay xα − αx > 1− α. §Æt x = 1 + y, y > −1. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc:

MÖnh ®Ò 3.1.7. [Bernoulli] Víi α > 1 vµ y > −1 ta cã (y + 1)α ≥ αy + 1.

VÝ dô 3.1.8. Chøng minh r»ng, nÕu ak ∈ (0; 1] víi k = 1, 2, . . . , n th× ta cã

bÊt ®¼ng thøc:
(

1 + a1

) 1

a2
(

1 + a2

) 1

a3 · · ·
(

1 + an

) 1

a1 > 2n.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Bernoulli vµ BÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã ngay

(
1 + a1

) 1

a2
(

1 + a2

) 1

a3 · · ·
(

1 + an

) 1

a1 >
(

1 +
a1
a2

)(
1 +

a2
a3

)
· · ·
(

1 +
an
a1

)
.

VËy
(

1 + a1

) 1

a2
(

1 + a2

) 1

a3 · · ·
(

1 + an

) 1

a1 > 2n.

VÝ dô 3.1.9. Chøng minh r»ng, nÕu ak > 0 víi k = 1, 2, . . . , n th× ta cã bÊt
®¼ng thøc: T =

( ∑
k 6=1

ak
)a1 +

( ∑
k 6=2

ak
)a2 + · · · +

( ∑
k 6=n

ak
)an > n − 1. §Æc

biÖt, nÕu a, b, c > 0 th× (b+ c)a + (c+ a)b + (a+ b)c > 2.

Bµi gi¶i: NÕu mäi ak > 1 th× T > n − 1. NÕu tån t¹i k ®Ó ak > 1, ch¼ng
h¹n a1 > 1, th× mçi

( ∑
k 6=i>1

ak
)ai > 1 vµ nh vËy T > n − 1. Cuèi cïng

lµ xÐt trêng hîp 0 < ak < 1 víi mäi k. Sö dông kÕt qu¶ ab >
a

a+ b
khi

0 < b < 1 ta cã T >

∑
k 6=1

ak

n∑
k=1

ak

+

∑
k 6=2

ak

n∑
k=1

ak

+ · · ·+

∑
k 6=n

ak

n∑
k=1

ak

= n− 1.

XÐt thªm ba hµm sau ®©y: Hµm thø nhÊt f(x) = ex − x V× f ′(x) = ex − 1
nªn cã ngay b¶ng xÐt dÊu

f ′(x)


> 0 khi x > 0

= 0 khi x = 0

< 0 khi x < 0.

Nh vËy f(x) > fnn = f(0) = 1 vµ suy ra bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:
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MÖnh ®Ò 3.1.10. Ta cã ex > x+ 1 khi x > 0.

VÝ dô 3.1.11. Gi¶ thiÕt ®a thøc f(x) = xn+a1x
n−1+a2x

n−2+· · ·+an−1x+an
cã n nghiÖm thùc, trong ®ã a1, a2, . . . , an−1 > 0. Chøng minh r»ng 1 + a1 +
a2+· · ·+an−1+an < ea1. Tõ ®©y suy ra, nÕu 1+a1+a2+· · ·+an−1+an > ea1

th× f(x) kh«ng thÓ cã n nghiÖm ®Òu thùc.

Bµi gi¶i: Gi¶ sö α1, α2, . . . , αn lµ n nghiÖm thùc cña f(x) = 0. DÔ dµng

thÊy α1, . . . , αn < 0 vµ f(x) =
n∏
k=1

(x − αk). VËy −α1, . . . ,−αn > 0 vµ

f(1) =
n∏
k=1

(1 − αk). V× ex > 1 + x khi x > 0 nªn f(1) =
n∏
k=1

(1 − αk) <

e−α1e−α2 . . . e−αn = ea1.

XÐt hµm thø hai g(x) = xe−x víi x > 0. V× g′(x) = e−x−xe−x nªn cã ngay
b¶ng xÐt dÊu

g′(x)


> 0 khi x < 1

= 0 khi x = 1

< 0 khi 0 6 x < 1.

Nh vËy g(x) 6 gln = g(1) =
1

e
vµ suy ra bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

MÖnh ®Ò 3.1.12. Ta cã xe−x 6
1

e
khi x > 0.

VÝ dô 3.1.13. Gi¶ thiÕt c¸c sè a1, a2, . . . , an > 0. Khi ®ã
n∑
k=1

ake
−ak 6

n

e
.

Bµi gi¶i: Theo MÖnh ®Ò 3.1.12 ta cã
n∑
k=1

ake
−ak 6 n

1

e
=
n

e
.

XÐt hµm thø ba h(x) = sinx+ tanx− 2x trong [0;
π

2
). V× h′(x) = cosx+

1

cos2 x
−2 > 0 khi x ∈ (0;

π

2
) nªn h(x) ®ång biÕn trong [0;

π

2
) víi hnn = g(0).

Tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

MÖnh ®Ò 3.1.14. Ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sinx+tanx > 2x khi 0 < x <
π

2
.

VÝ dô 3.1.15. Gi¶ sö tam gi¸c ABC nhän víi c¸c gãc ®îc ®o b»ng ra®ian.
Khi ®ã sinA+ sinB + sinC + tanA tanB tanC > 2π.
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Bµi gi¶i: Theo MÖnh ®Ò 3.1.13 ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc díi ®©y:

sinA+ tanA > 2A

sinB + tanB > 2B

sinC + tanC > 2C.

V× tanA+tanB+tanC = tanA tanB tanC nªn sau khi céng ba bÊt ®¼ng
thøc trªn ta ®îc sinA+ sinB + sinC + tanA tanB tanC > 2π.

X©y dùng l¹i mét sè bÊt ®¼ng thøc qua hµm nhiÒu biÕn

B©y giê ta chøng minh l¹i mét vµi kÕt qu¶ qua ®¹o hµm cña hµm nhiÒu biÕn.

MÖnh ®Ò 3.1.16. DiÖn tÝch Sn+1 cña ®a gi¸c låi n + 1 c¹nh néi tiÕp trong

®êng trßn t©m O b¸n kÝnh R kh«ng vît qu¸
(n+ 1)R2

2
sin

2π

n+ 1
hay nãi

mét c¸ch kh¸c: Trong sè nh÷ng ®a gi¸c låi néi tiÕp trong cïng mét ®êng
trßn th× ®a gi¸c ®Òu cã diÖn tÝch lín nhÊt.

Chøng minh: §Æt xk = ∠AkOAk+1 víi quy íc An+2 ≡ A1. Khi ®ã ta cã

2Sn+1 =
n+1∑
k=1

R2 sinxk.XÐt


x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 = 2π

f = sinx1 + sinx2 + · · ·+ sinxn + sinxn+1

0 < xk < 2π, k = 1, 2, . . . , n+ 1.
Tõ hÖ nµy suy ra hÖ

xn+1 = 2π − (x1 + x2 + · · ·+ xn)

f = sinx1 + sinx2 + · · ·+ sinxn − sin(x1 + x2 + · · ·+ xn)

0 < xk < 2π, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

X¸c ®Þnh ®iÓm dõng qua hÖ ph¬ng tr×nh



cosx1 − cos(x1 + · · ·+ xn) = 0

cosx2 − cos(x1 + · · ·+ xn) = 0

. . .

cosxn − cos(x1 + · · ·+ xn) = 0

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 = 2π

0 6 xk 6 2π, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Nh vËy ®îc ®iÓm dõngM(
2π

n+ 1
, . . . ,

2π

n+ 1
) vµ f(M) = (n+1) sin

2π

n+ 1
.
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B»ng quy n¹p theo n vµ so s¸nh víi gi¸ trÞ cña hµm xÐt trªn biªn víi ph¬ng

tr×nh xk = 0 ta dÔ dµng chØ ra ®îc Sn+1 6
(n+ 1)R2

2
sin

2π

n+ 1
.

Hoµn toµn t¬ng tù ta cßn cã kÕt qu¶ sau ®©y:

MÖnh ®Ò 3.1.17. Trong sè nh÷ng ®a gi¸c låi néi tiÕp trong cïng mét ®êng
trßn th× ®a gi¸c ®Òu cã chu vi lín nhÊt.

VÝ dô 3.1.18. Trong sè nh÷ng tam gi¸c (tø gi¸c låi) néi tiÕp trong cïng mét
®êng trßn th× tam gi¸c ®Òu (h×nh vu«ng) cã diÖn tÝch vµ chu vi lín nhÊt.

Chó ý r»ng, nhiÒu khi sö dông ®¹o hµm lêi gi¶i bµi to¸n sÏ trë lªn dµi dßng
vµ phøc t¹p. Tríc khi chuyÓn sang phÇn tiÕp theo ta xÐt thªm mét vÝ dô sau
®©y ®Ó thÊy r»ng, nhiÒu bµi to¸n sÏ cã lêi gi¶i ng¾n gän khi ta khÐo biÕn ®æi:

VÝ dô 3.1.19. Gi¶ sö M(α; β; γ) trong kh«ng gian víi hÖ täa ®é trùc chuÈn
(Oxyz), ë ®ã a, b, c > 0. H·y x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng qua M c¾t Ox,Oy,Oz
t¹i A,B,C sao cho thÓ tÝch tø diÖn OABC nhá nhÊt.

Bµi gi¶i: §ÆtOA = a,OB = b, OC = c víi a, b, c > 0.Khi ®ã ph¬ng tr×nh

mÆt ph¼ng (ABC) lµ
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. V× (ABC) ®i quaM nªn

α

a
+
β

b
+
γ

c
= 1

hay abc = αbc + βca + γab. Tõ abc = αbc + βca + γab > 3 3
√
αβγ(abc)2,

theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy, ta suy ra abc > 27αβγ. VËy (VOABC)nn =
9αβγ

2
khi a = 3α, b = 3β, c = 3γ vµ khi ®ã (ABC) :

x

α
+
y

β
+
z

γ
= 3.

3.2 Gi¶i ph¬ng tr×nh vµ bÊt ph¬ng tr×nh

VÊn ®Ò tån t¹i nghiÖm cña hÖ cã ®iÒu kiÖn hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ tham sè ®Ó
hÖ cã nghiÖm thêng liªn quan chÆt chÏ ®Õn viÖc t×m cùc trÞ cña mét hµm
sè. Mét vµi mèi liªn hÖ ®îc biÓu hiÖn qua c¸c kÕt qu¶ sau ®©y:

MÖnh ®Ò 3.2.1. Gi¶ sö hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn [a; b] víi
m = fnn,M = fln. Khi ®ã

(i) f(x) = u cã nghiÖm thuéc [a; b] khi vµ chØ khi m 6 u 6M.

(ii) f(x) 6 u cã nghiÖm thuéc [a; b] khi vµ chØ khi m 6 u vµ f(x) 6 u
kh«ng cã nghiÖm thuéc [a; b] khi vµ chØ khi u < m.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



72

(iii) f(x) > u cã nghiÖm thuéc [a; b] khi vµ chØ khi u 6 M vµ f(x) > u
kh«ng cã nghiÖm thuéc [a; b] khi vµ chØ khi u > M.

MÖnh ®Ò 3.2.2. Gi¶ sö hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn [a; b] víi
m = fnn,M = fln. Khi ®ã

(i) Mäi x ∈ [a; b] ®Òu lµ nghiÖm cña f(x) 6 u khi vµ chØ khi u >M.

(ii) Mäi x ∈ [a; b] ®Òu lµ nghiÖm cña f(x) > u khi vµ chØ khi u 6 m.

VÝ dô 3.2.3. Gi¶i ph¬ng tr×nh
√

9x2 − 1 +
√

6x− 1 = 1.

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn x >
1

3
. VËy 1 =

√
9x2 − 1 +

√
6x− 1 >

√
6x− 1 >√

6.
1

3
− 1 = 1. Do ®ã ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm x =

1

3
.

VÝ dô 3.2.4. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh

{√
x− 2 +

√
14− y = 2

√
6

√
y − 2 +

√
14− x = 2

√
6.

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn 2 6 x, y 6 14. Céng hai ph¬ng tr×nh, vÕ víi vÕ, ®îc
√
x− 2 +

√
14− x+

√
y − 2 +

√
14− y = 4

√
6.

XÐt hµm f(t) =
√
t− 2 +

√
14− t trªn [2; 14]. Hµm liªn tôc nµy nhËn gi¸

trÞ lín nhÊt fln = 2
√

6 t¹i t = 8. VËy hÖ ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm
x = y = 8.

VÝ dô 3.2.5. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh


√
x− 3 +

√
13− y = 2

√
5

√
y − 3 +

√
13− z = 2

√
5

√
z − 3 +

√
13− x = 2

√
5.

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn 3 6 x, y, z 6 13. Céng hai ph¬ng tr×nh, vÕ víi vÕ, ®îc
√
x− 3 +

√
13− x+

√
y − 3 +

√
13− y +

√
z − 3 +

√
13− z = 6

√
5.

XÐt hµm f(t) =
√
t− 3 +

√
13− t trªn [3; 13]. Hµm liªn tôc nµy nhËn gi¸

trÞ lín nhÊt fln = 2
√

5 t¹i t = 8. VËy hÖ ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm
x = y = z = 8.

VÝ dô 3.2.6. Gi¶i hÖ bÊt ph¬ng tr×nh


3y > x2

4x− 9 > y

2x2 + 3y2 = 2349.
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Bµi gi¶i: Ta cã 4x− 9 > y >
x2

3
. VËy x2 − 12x + 27 6 0 hay 3 6 x 6 9.

Tõ ®©y suy ra y > 0 vµ 2349 = 2x2 + 3y2 6 2x2 + 3(4x− 9)2 = f(x). Kh¶o
s¸t hµm f(x) = 50x2 − 216x + 243 víi 3 6 x 6 9. V× f(x) ®ång biÕn trªn
[3; 9] nªn fln = f(9) = 2349. Nh vËy x = 9, y = 27.

VÝ dô 3.2.7. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh

{
x+ y + z + xy + yz + zx = 6

x2 + y2 + z2 = 3.

Bµi gi¶i: Víi t = x+y+z cã 3(xy+yz+zx) 6 t2 6 3(x2+y2+z2) = 9.Nh

vËy 9 > t2 > 3(6− t). Tõ ®©y suy ra t = 3. Tãm l¹i


x+ y + z = 3

xy + yz + zx = 3

x2 + y2 + z2 = 3.

DÔ dµng suy ra x = y = z = 1.

VÝ dô 3.2.8. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh

{
x2 + y2 = 2

2(x3 − y3)− 3(x− y) = 2.

Bµi gi¶i: §Æt x =
√

2 cos t, y =
√

2 sin t víi t ∈ [0; 2π]. Khi ®ã ta cã

2 = 2(x3 − y3)− 3(x− y) =
√

2(cos 3t+ sin 3t) = 2 cos(3t− π

4
) 6 2.

Nh vËy dÊu = ph¶i xÈy ra hay 3t =
π

4
+ 2kπ víi k = 0, 1, 2. Tõ ®©y suy ra

nghiÖm cña hÖ ®· cho.

VÝ dô 3.2.9. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó x+3 = m
√
x2 + 1 cã nghiÖm.

Bµi gi¶i: Ta cã y =
x+ 3√
x2 + 1

= m. DÔ dµng cã −1 < y 6
√

10. VËy

ph¬ng tr×nh x + 3 = m
√
x2 + 1 cã nghiÖm khi vµ chØ khi −1 < m 6√

10.

VÝ dô 3.2.10. Gi¶i ph¬ng tr×nh : 4
√

1− x+ 4
√

1 + x+ 4
√

1− x = 3

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn ph¬ng tr×nh


1− x2 ≥ 0
1 + x ≥ 0
1− x ≥ 0

hay −1 ≤ x ≤ 1.

§Æt f(x) = 4
√

1− x+ 4
√

1 + x+ 4
√

1− x. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã:
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4
√

1− x2 = 4
√

(1− x)(1 + x) ≤
√

1− x+
√

1 + x

2
; 4
√

1 + x ≤ 1 +
√

1 + x

2
;

4
√

1− x ≤ 1 +
√

1− x
2

. Do ®ã f(x) = 4
√

1− x + 4
√

1 + x + 4
√

1− x ≤

1 +
√

1 + x+
√

1− x ≤ 1 +
1 + (1 + x) + 1 + (1− x)

2
= 3.

Suy ra f(x) ≤ 3 víi mäi −1 ≤ x ≤ 1. DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi:
√

1− x =
√

1 + x√
1− x = 1√
1 + x = 1

⇔ x = 0.

VËy ph¬ng trinh cã nghiÖm duy nhÊt lµ x = 0.

VÝ dô 3.2.11. Gi¶i ph¬ng tr×nh sau:

sinx+
√

2− sin2x+ sinx
√

2− sin2x = 3

Bµi gi¶i: §Æt f(x) = sinx+
√

2− sin2x+ sinx
√

2− sin2x.
Theo bÊt ®¼ng thøc Bunhiacowski ta cã:

(sinx+
√

2− sin2x) ≤
[
sin2x+ (2− sin2x)

]
(1 + 1).

Suy ra: sinx+
√

2− sin2x ≤ 2.

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta l¹i cã: |sinx|
√

2− sin2x ≤ sin2x+ (2− sin2x)

2
.

Suy ra: sinx
√

2− sin2x ≤ 1, do ®ã f(x) ≤ 3. DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ
khi: {

sinx =
√

2− sin2x

|sinx| =
√

2− sin2x

⇔ sinx =
√

2− sin2x

⇔
{

sinx ≥ 0
sin2x = 2− sin2x

⇔ sinx = 1

⇔ x =
π

2
+ k2π, k ∈ Z

VËy ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ x =
π

2
+ k2π, (k ∈ Z)

VÝ dô 3.2.12. Gi¶i ph¬ng tr×nh:√
3x2 + 6x+ 7 +

√
5x2 + 10x+ 14 = 4− 2x− x2
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Bµi gi¶i: §Æt f(x) =
√

3x2 + 6x+ 7+
√

5x2 + 10x+ 14=
√

3(x− 1)2 + 4+√
5(x+ 1)2 + 9, do ®ã f(x) ≥ 5, ∀x ∈ D = {x : 4− 2x− x2 ≥ 0}.

§Æt g(x) = 4− 2x− x2 = −(x+ 1)2 + 5, do ®ã g(x) ≤ 5.

Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®· cho t¬ng ®¬ng víi hÖ

{
f(x) = 5
g(x) = 5

⇔ x = −1

VËy x = −1 lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh.

VÝ dô 3.2.13. T×m gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:

3
√
x− 1 +m

√
x+ 1 = 2

4
√
x2 − 1

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn x ≥ 1.

Ph¬ng tr×nh ®· cho t¬ng ®¬ng −3

√
x− 1

x+ 1
+ 2 4

√
x− 1

x+ 1
= m,(1)

XÐt f(x) = −3

√
x− 1

x+ 1
+ 2 4

√
x− 1

x+ 1
, ®Æt t = 4

√
x− 1

x+ 1
, víi x ≥ 1 suy ra

0 ≤ t < 1. Khi ®ã f(x) víi x ≥ 1 t¬ng ®¬ng víi g(t) = −3t2 + 2t víi
0 ≤ t < 1. Ta kh¶o s¸t g(t) víi 0 ≤ t ≤ 1 thu ®îc gnn = g(1) = −1 vµ

gln =
1

3
, suy ra fln =

1

3
vµ f(x) > −1.

VËy ®Ó ph¬ng tr×nh cã nghiÖm th× −1 < m ≤ 1

3
VÝ dô 3.2.14. X¸c ®Þnh m ®Ó ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:

m(
√

1− x2 −
√

1− x2 + 2) = 2
√

1− x4 +
√

1 + x2 −
√

1− x2

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn −1 ≤ x ≤ 1
§Æt t =

√
1 + x2 −

√
1− x2 víi −1 ≤ x ≤ 1 th× 0 ≤ t ≤

√
2

Ph¬ng tr×nh ®· cho trë thµnh m(t + 2) = −t2 + t + 2, v× 0 ≤ t ≤
√

2 nªn

ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi ph¬ng tr×nh
−t2 + t+ 2

t+ 2
= m

§Æt f(t) =
−t2 + t+ 2

t+ 2
. Do f(t) liªn tôc víi 0 ≤ t ≤

√
2. B»ng ph¬ng

ph¸p kh¶o s¸t hµm sè ta thu ®îc fln = f(0) = 1; fnn = f(
√

2) =
√

2− 1.
VËy ®Ó ph¬ng tr×nh cã nghiÖm th×

√
2− 1 ≤ m ≤ 1

VÝ dô 3.2.15. T×m a ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh sau√
(a+ 2)x− a = |x+ 1| .

Cã ngiÖm ®óng víi mäi 0 ≤ x ≤ 2.
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Bµi gi¶i: B×nh ph¬ng hai vÕ ta ®a bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng tu¬ng ®¬ng
sau:

x2 + 1 ≤ a(x− 1), (1)

Ta thÊy x = 1 kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña (1) do ®ã (1) t¬ng ®¬ng víi hÖ: x2 + 1

x− 1
≥ a, 0 ≤ x < 1(I)

x2 + 1

x− 1
≤ a, 1 < x ≤ 2(II)

XÐt hµm sè f(x) =
x2 + 1

x− 1
víi 0 ≤ x ≤ 2. §¹o hµm f ′(x) =

x2 − 2x− 1

(x− 1)2
.

Cho f ′(x) = 0⇔ x2 − 2x− 1 = 0⇔ x = 1±
√

2
LËp b¶ng biÕn thiªn ta thu ®îc:
Víi 0 ≤ x < 1 ta ®îc: fln = f(0) = −1 vµ fnn = −∞, suy ra a ≤ −1
Víi 1 < x ≤ 1 ta ®îc: fnn = f(2) = 5 vµ fln = +∞, suy ra a ≥ 5
VËy bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm víi mäi 0 ≤ x ≤ 2 th× a ≤ −1 hoÆc
a ≥ 5.

VÝ dô 3.2.16. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh



2x2

1 + x2
= y

2y2

1 + y2
= z

2z2

1 + z2
= x

Bµi gi¶i: DÔ thÊy nghiÖm cña hÖ lµ x = y = z = 0.
NÕu mét trong ba Èn sè x, y, z nhËn gi¸ trÞ kh¸c 0 th× hai Èn kia còng nhËn
gi¸ trÞ kh¸c 0. Nh©n c¸c vÕ cña hÖ ta ®îc:

8x2y2z2

(1 + x2)(1 + y2)(1 + z2)
= xyz

⇔ 8xyz

(1 + x2)(1 + y2)(1 + z2)
= 1

⇔ (1 + x2)(1 + y2)(1 + z2) = 8xyz

⇔ (x+
1

x
)(y +

1

y
)(z +

1

z
) = 8

§Æt P = (x+
1

x
)(y+

1

y
)(z+

1

z
) = 8, ta cã max

x 6=0,y 6=0,z 6=0
P = 8. DÊu b»ng x¶y
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ra khi x = y = z = 1.
VËy hÖ ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ: (x, y, z) = (0, 0, 0); (1, 1, 1)

VÝ dô 3.2.17. T×m m ®Ó hÖ ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:{
2x3 − (y + 2)x2 + xy = m
x2 + x− y = 1− 2m

víi (x, y) ∈ R

Bµi gi¶i: Tõ hÖ ph¬ng tr×nh

{
2x3 − (y + 2)x2 + xy = m, (1)
x2 + x− y = 1− 2m, (2)

Nh©n hai vÕ cña ph¬ng tr×nh (1) víi 2 råi c«ng víi (1)ta ®îc:
4x3 − (2y + 4)x2 + 2xy + x2 + x− y = 1
⇔ 4x3 + 4x2 + x2 + x− 1 = y(2x2 − 2x+ 1)

⇔ y =
4x3 − 3x2 + x− 1

2x2 − 2x+ 1

⇔ y = 2x+
1

2
− 3

2(2x2 − 2x+ 1)

Thay vµo (2) ta cã: 2m = −x2 + x+
1

2
− 3

2(2x2 − 2x+ 1)
= 1− 1

2
(2x2 −

2x+ 1)− 3

2(2x2 − 2x+ 1)

XÐt f(x) = −1

2
(2x2 − 2x + 1) − 3

2(2x2 − 2x+ 1)
, ®Æt t = 2x2 − 2x + 1,

víi t ≥ 1

2
. Khi ®ã f(x) t¬ng ®¬ng víi g(t) = 1 − 1

2
(t +

3

t
), víi t ≥ 1

2
.

B»ng ph¬ng ph¸p kh¶o s¸t ta t×m ®îc gln = 1 −
√

3; gnn = −∞ hay
fln = 1−

√
3; fnn = −∞.

VËy ®Ó ph¬ng tr×nh cã nghiÖm th× 2m ≤ 1−
√

3 hay m ≤ 1−
√

3

2
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KÕt luËn

Trong luËn v¨n nµy, chóng t«i ®· tr×nh bµy ®îc nh÷ng vÊn ®Ò c¬ b¶n sau:

(1) Nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa, mét sè tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc. Tr×nh bµy l¹i
mét sè ph¬ng ph¸p c¬ b¶n ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc cïng mét sè
vÝ dô t¬ng thÝch tõng ph¬ng ph¸p.

(2) Nh¾c l¹i kh¸i niÖm gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt vµ mét sè kÕt qu¶
liªn quan. Tr×nh bµy ®îc mét sè ph¬ng ph¸p c¬ b¶n ®Ó x¸c ®Þnh gi¸
trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt mét biÓu thøc hay mét hµm sè. Chän läc vµ
s¸ng t¸c ®îc mét sè bµi to¸n t¬ng øng.

(3) Tr×nh bµy ph¬ng ph¸p s¸ng t¸c mét sè bµi to¸n cùc trÞ trong tam gi¸c
qua ®a thøc bËc ba.

(4) VËn dông kh¸i niÖm cùc trÞ vµo viÖc chøng minh l¹i mét sè bÊt ®¼ng
thøc cæ ®iÓn vµ gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh hay bÊt ph¬ng tr×nh.

Tuy ®· hÕt søc cè g¾ng nhng do thêi gian cã h¹n nªn luËn v¨n vÉn kh«ng
thÓ tr¸nh khái nh÷ng sai xãt vµ h¹n chÕ nhÊt ®Þnh, rÊt mong ®îc sù ®ãng
gãp ý kiÕn cña quý thÇy c« vµ c¸c b¹n ®Ó luËn v¨n ®îc hoµn thiÖn h¬n.

78
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LuËn v¨n ®· ®îc b¶o vÖ tríc héi ®ång chÊm luËn v¨n ngµy 22 th¸ng
11 n¨m 2011 vµ ®· chØnh söa víi c¸c ý kiÕn ®ãng gãp cña c¸c thÇy, c« trong
héi ®ång.

Th¸i Nguyªn, ngµy 24 th¸ng 11 n¨m 2011
X¸c nhËn cña c¸n bé híng dÉn khoa häc

PGS.TS §µm V¨n NhØ
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