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phÇn më ®Çu

Ph­¬ng tr×nh nãi chung vµ ph­¬ng tr×nh Diophante nãi riªng lµ mét trong

nh÷ng vÊn ®Ò thu hót sù quan t©m kh«ng chØ ®èi víi gi¸o viªn vµ häc sinh c¸c

tr­êng trung häc phæ th«ng mµ cßn ®èi víi tÊt c¶ nh÷ng ng­êi yªu thÝch To¸n.

Trong hÇu hÕt c¸c k× thi quan träng nh­ thi häc sinh giái to¸n c¸c cÊp, thi

Olympic to¸n, c¸c bµi to¸n liªn quan ®Õn ph­¬ng tr×nh Diophate còng hay ®­îc

®Ò cËp ®Õn vµ th­êng lµ rÊt khã.

Trong luËn v¨n nµy chóng t«i xin tr×nh bµy mét sè vÊn ®Ò vÒ ph­¬ng tr×nh

Diophante.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy tæng quan vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante;

kh¸i qu¸t lÞch sö ph¸t triÓn cña nã; tr×nh bµy §Þnh lÝ lín Fermat vµ mét sè d¹ng

cô thÓ cña ph­¬ng tr×nh Diophante; tr×nh bµy mét vµi vÊn ®Ò më réng, trong

®ã cã kÕt qu¶ míi t×m ®­îc vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante.

Néi dung chÝnh cña luËn v¨n chia lµm 3 ch­¬ng.

Ch­¬ng 1. Chóng t«i tr×nh bµy tæng quan vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante, kh¸i

niÖm vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante vµ kh¸i qu¸t lÞch sö ph¸t triÓn cña nã.

Ch­¬ng 2. §Þnh lÝ lín Fermat vµ c¸c ph­¬ng tr×nh Diophante d¹ng:

x2 + y2 = z2;x4 + y4 = z2;x3 + y3 = z3;x3 + y3 = 3z3;x3 + y3 + z3 = t3.

§Ó gi¶i quyÕt ®­îc nh÷ng ph­¬ng tr×nh Diophante trªn chóng t«i ®· ®­a vµo

mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt trong tr­êng Q(ρ) - là më réng ®¹i sè cña tr­êng

sè h÷u tØ.

Ngoµi nh÷ng ph­¬ng tr×nh ®· nªu trªn cßn rÊt nhiÒu d¹ng ph­¬ng tr×nh

Diophante kh¸c, trong Ch­¬ng 3 chóng t«i sÏ tr×nh bµy thªm mét kÕt qu¶ míi

vÒ ph­¬ng tr×nh Diophate vµ vµi ph­¬ng tr×nh Diophante bËc cao kh¸c.

MÆc dï ®· rÊt cè g¾ng häc tËp vµ nghiªn cøu mét c¸ch nghiªm tóc, song

ch¾c ch¾n luËn v¨n nµy kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt. RÊt mong nhËn ®­îc
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nh÷ng ý kiÕn quý b¸u chØ b¶o cña c¸c thÇy c«, sù gãp ý ch©n thµnh cña c¸c

b¹n häc viªn.

§Ó hoµn thµnh ®­îc luËn v¨n t«i ®· nhËn ®­îc sù gióp ®ì ñng hé rÊt lín cña

c¸c thÇy c« vµ b¹n bÌ. T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n PGS.TS N«ng Quèc Chinh,

thÇy ®· tËn t×nh gi¶ng d¹y, chØ b¶o vµ ñng hé trong suèt qu¸ tr×nh häc tËp vµ

nghiªn cøu cña t«i. C¶m ¬n Ban gi¸m hiÖu tr­êng §¹i häc Khoa häc cïng toµn

thÓ c¸c thÇy c« ®· t¹o ®iÒu kiÖn gióp ®ì t«i hoµn thµnh luËn v¨n. C¶m ¬n c¸c

b¹n häc viªn líp cao häc To¸n khãa 2 cña tr­êng ®· quan t©m gióp ®ì vµ ñng

hé t«i trong suèt thêi gian häc tËp. C¶m ¬n tËp thÓ c¸n bé gi¸o viªn tr­êng

THPT NguyÔn HuÖ n¬i t«i ®ang c«ng t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn gióp ®ì t«i trong

suèt qu¸ tr×nh häc tËp vµ hoµn thµnh luËn v¨n nµy.

Th¸i Nguyªn, ngµy 20 th¸ng 8 n¨m 2010.

Häc viªn

§µo ThÞ Th­¬ng Hoµi
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Ch­¬ng 1

Tæng quan vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante.
Kh¸i qu¸t lÞch sö ph¸t triÓn cña nã

Trong kho tµng v¨n ho¸ d©n gian ViÖt Nam cã bµi to¸n "tr¨m tr©u tr¨m cá"

nh­ sau:

" Tr¨m tr©u tr¨m cá,

Tr©u ®øng ¨n n¨m,

Tr©u n»m ¨n ba,

Lô khô tr©u giµ,

Ba con mét bã"

Hái cã bao nhiªu tr©u ®øng, bao nhiªu tr©u n»m, bao nhiªu tr©u giµ.

HoÆc bµi to¸n sau:

" Mai em ®i chî phiªn,

Anh göi mét tiÒn,

Mua cam cïng quýt,

Kh«ng nhiÒu th× Ýt,

Mua lÊy mét tr¨m.

5
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Cam ba ®ång mét,

Quýt mét ®ång n¨m,

Thanh yªn t­¬i tèt,

N¨m ®ång mét tr¸i."

Hái mua mçi thø mÊy tr¸i? (biÕt r»ng mét tiÒn b»ng 60 ®ång). §Ó gi¶i bµi

to¸n "tr¨m tr©u tr¨m cá" ta lµm nh­ sau

Gäi sè tr©u ®øng lµ x,

Sè tr©u n»m lµ y,

Sè tr©u giµ lµ 100− (x+ y),

Ta cã ph­¬ng tr×nh: 5x+ 3y +
100− (x+ y)

3
= 100

hay 7x+ 4y = 100.

V× x, y lµ sè tr©u nªn ®iÒu kiÖn lµ:
x, y lµ sè nguyªn d­¬ng
x+ y < 100
7x < 100
4y < 100

®iÒu nµy t­¬ng ®­¬ng víi 
x, y ∈ N
x+ y < 100
x < 14
y < 25

Trªn ®©y lµ mét vÝ dô vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante.

1.1. §Þnh nghÜa ph­¬ng tr×nh Diophante

1.1.1. §Þnh nghÜa. Ph­¬ng tr×nh Diophante là ph­¬ng tr×nh cã nhiÒu Èn sè,

víi tÊt c¶ c¸c hÖ sè ®Òu lµ sè nguyªn vµ ta ph¶i t×m nghiÖm nguyªn cña nã.
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1.1.2. VÝ dô. .

(i) Ph­¬ng tr×nh ax+by = 1 víi a, b ∈ Z, (a, b) = 1 lµ ph­¬ng tr×nh Diophante

tuyÕn tÝnh cã v« sè nghiÖm nguyªn x = x0 + bt; y = y0 − at víi (x0; y0) lµ

mét nghiÖm nµo ®ã cña ph­¬ng tr×nh vµ t ∈ Z.
(ii) Ph­¬ng tr×nh Diophante næi tiÕng nhÊt lµ ph­¬ng tr×nh Fermat.

xn + yn = zn

+, Víi n = 2 ta ®­îc ph­¬ng tr×nh Pitago x2+y2 = z2 cã v« sè c¸c bé nghiÖm

(x; y; z) ®­îc gäi lµ bé ba Pitago. Ta cã thÓ liÖt kª mét sè bé ba Pitago nh­

sau : (3; 4; 5), (5; 12; 13), (8; 15; 17), (7; 24; 25), (20; 21; 29).

+, Víi n > 2 Fermat kh¼ng ®Þnh r»ng kh«ng tån t¹i bé c¸c sè nguyªn d­¬ng

(x; y; z) tháa m·n ph­¬ng tr×nh.

(iii) x2−ny2 = ±1 , trong ®ã n là sè kh«ng chÝnh ph­¬ng( ph­¬ng tr×nh Pell -

tªn nhµ to¸n häc ng­êi Anh John Pell, ph­¬ng tr×nh nµy còng ®­îc nghiªn cøu

bëi Brahmagrupta vµo thÕ kû thø VII vµ ®­îc gi¶i quyÕt trän vÑn bëi Fermat

vµo thÕ kû thø XVII).

(iv)
4

n
=

1

x
+

1

y
+

1

z
⇔ 4xyz = nyz + nxz + nxy.

1.2. Kh¸i qu¸t lÞch sö ph¸t triÓn

Diophante lµ mét nhµ to¸n häc cæ Hil¹p (thÕ kû thø 3), vµ th­êng ®­îc nh¾c

®Õn nh­ "«ng tæ cña ngµnh ®¹i sè". ¤ng lµ t¸c gi¶ cña cuèn s¸ch næi tiÕng "sè

häc" ®· cã nhiÒu ®ãng gãp lín ®èi víi sù ph¸t triÓn cña To¸n häc, «ng ®· cã

nhiÒu kÕt qu¶ trong viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh ®¹i sè vµ lÝ thuyÕt sè.

Ph­¬ng tr×nh Diophante lµ mét lÜnh vùc lý thó cña to¸n häc, trong ®ã chóng

ta t×m thÊy sù ®ãng gãp cña nhiÒu nhµ to¸n häc næi tiÕng: Euclide, Archimede,

Fermat, Euler, Lagrange, Gauss, Dirichlet, Riemann, Hilbert,...

Mét sè nhµ to¸n häc Trung cæ ¢n §é nh­ Sulba Stras; Baud hayana; Apas-

tamba; Aryabhata ( ®· nghiªn cøu vµ cã nhiÒu kÕt qu¶ vÒ ph­¬ng tr×nh Dio-
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phante tuyÕn tÝnh); Kuttaka; Brahamagupta; Bhaskara.

N¨m 1673, Fermat ®· viÕt bªn lÒ mét cuèn s¸ch r»ng: "kh«ng thÓ ph©n tÝch

mét lËp ph­¬ng thµnh tæng cña hai lËp ph­¬ng; còng nh­ mét lòy thõa bËc 4

thµnh tæng cña hai lòy thõa bËc 4. Vµ mét c¸ch tæng qu¸t kh«ng thÓ ph©n tÝch

hai lòy thõa víi sè mò lín h¬n 2 thµnh tæng cña hai lòy thõa víi cïng sè mò

®ã". Ph¸t biÓu nµy theo ng«n ng÷ hiÖn ®¹i tøc lµ "ph­¬ng tr×nh xn + yn = zn

kh«ng cã nghiÖm nguyªn d­¬ng nµo víi bÊt k× n lín h¬n 2". Sau ®ã «ng viÕt

mét c¸ch th¸ch thøc r»ng: "T«i ®· ph¸t minh ta ch©n lý nµy b»ng mét chøng

minh tuyÖt diÖu, nh­ng lÒ s¸ch qu¸ chËt nªn kh«ng thÓ ghi l¹i ®­îc ".

§Þnh lý Fermat sau cïng cßn ®­îc gäi lµ §Þnh lÝ lín Fermat ®­îc ®­a ra:

"víi mäi sè tù nhiªn n > 2, ph­¬ng tr×nh xn + yn = zn kh«ng cã nghiÖm

nguyªn d­¬ng". Fermat kh«ng ®Ó l¹i chøng minh cña ®Þnh lÝ. Ng­êi ta chØ t×m

thÊy giÊy tê cña Fermat chøng minh víi n = 4, Bµi to¸n Fermat lµ mét trong

nh÷ng sù kiÖn lÝ thó nhÊt trong lÞch sö to¸n häc. Nã vÉn kh«ng ®­îc gi¶i quyÕt

triÖt ®Ó trong nhiÒu thÕ kØ sau ®ã. Bao nhiªu nhµ to¸n häc næi tiÕng ®· ®Çu t­

thêi gian vµ c«ng søc vµo vÊn ®Ò nµy nh­ng chØ ®¹t ®­îc kÕt qu¶ trong mét sè

tr­êng hîp riªng lÎ:

+) Euler ®· chøng minh cho n = 3 (n¨m 1770).

+) A.Legendre (nhµ to¸n häc ng­êi Ph¸p, 1752-1833) ®· chøng minh cho

n = 5 (n¨m 1825).

+) Tr­êng hîp n = 6 quy vÒ n = 3 vµ tæng qu¸t chØ cÇn chøng minh ®Þnh

lÝ cho sè mò n nguyªn tè.

+) N¨m 1839, nhµ to¸n häc Ph¸p G.LamÐ (1795-1870) ®· chøng minh cho

n = 7.

KÕt qu¶ ®¸ng kÓ lµ cña nhµ to¸n häc §øc E.Kummer (1810-1893) ®· chøng

minh ®­îc r»ng ®Þnh lÝ ®óng víi mäi n ≤ 100. Sau ®ã nhê m¸y tÝnh ®iÖn tö,

ng­êi ta ®· kiÓm tra ®­îc ®Þnh lÝ víi mäi sè nguyªn tè nhá h¬n 100000 . . . ,

8
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Nhµ to¸n häc trÎ Hµ Lan G.Faltings (sinh n¨m 1954) ®· cã ®ãng gãp míi cho

®Þnh lÝ Fermat víi viÖc chøng minh (n¨m 1983) r»ng ph­¬ng tr×nh xn+yn = zn

víi n > 3, nÕu cã nghiÖm nguyªn th× chØ cã h÷u h¹n nghiÖm mµ th«i.

N¨m 1657, Fermat ®· thö víi ph­¬ng tr×nh Diophante 61x2+1 = y2 (Brahu-

magupta ®· gi¶i quyÕt ®­îc 1000 n¨m tr­íc ®ã). Ph­¬ng tr×nh ®· ®­îc gi¶i

quyÕt triÖt ®Ó bëi Euler vµo ®Çu thÕ kØ 18 - ng­êi cã c«ng gi¶i quyÕt mét sè

ph­¬ng tr×nh Diophante kh¸c.

Vµo n¨m 1900, nhËn ra tÇm quan träng cña chóng, David Hilbert ®· ph¸t

biÓu c¸c vÊn ®Ò Diophante nh­ lµ vÊn ®Ò næi tiÕng thø 10 cña «ng.

§iÒu cã ý nghÜa ®èi víi sù ph¸t triÓn cña to¸n häc lµ trong khi ®i t×m chøng

minh cña ®Þnh lÝ Fermat, c¸c nhµ to¸n häc ®· s¸ng t¹o ra nh÷ng lÝ thuyÕt to¸n

häc míi, nh÷ng ph­¬ng ph¸p míi mµ thêi Fermat ch­a biÕt tíi. §¸ng l­u ý lµ

®· cã nhiÒu "chøng minh" ®­îc c«ng bè vµ sau ®ã ®­îc ph¸t hiÖn lµ sai lÇm

(gÇn ®©y nhÊt lµ "chøng minh " n¨m 1988 cña Miyaoka ë CHLB §øc).

V× vËy, ng­êi ta kh«ng khái dÌ dÆt ®ãn nhËn tin A.Wiles ë tr­êng §¹i häc

Cambridge (Anh) c«ng bè vµo ngµy 23-6-1993. B¶n chøng minh cña ®Þnh lÝ

Fermat (dµi kho¶ng 200 trang). Qu¶ thËt, chØ mét thêi gian ng¾n sau ®ã, nhiÒu

nhµ To¸n häc vµ c¶ Wiles ®· ph¸t hiÖn mét thiÕu sãt trong chøng minh nµy.

Vµ A.Wiles ®· cïng häc trß cña m×nh lµ R.Taylor nhanh chãng söa ch÷a ®­îc

thiÕu sãt ®ã, qua bµi b¸o ®­îc c«ng bè ngµy 7-10-1994. Nh­ vËy, A.Wiles

(cïng víi R.Taylor) ®· cã vinh dù kÕt thóc mét cuéc hµnh tr×nh dµi 3 thÕ kØ ®i

t×m lêi gi¶i cña mét trong nh÷ng bµi to¸n khã nhÊt vµ hÊp dÉn nhÊt tõ x­a ®Õn

nay.

C¸c ph­¬ng tr×nh Diophante, ngoµi nh÷ng liªn hÖ vÒ lÝ thuyÕt víi nh÷ng vÊn

®Ò kh¸c, cßn cã nh÷ng øng dông trong kÜ thuËt; ch¼ng h¹n ph­¬ng tr×nh Pell

®· ®­îc øng dông rÊt nhiÒu trong thiªn v¨n häc.

Nãi chung, gi¶i ph­¬ng tr×nh Diophante, ®Æc biÖt lµ ph­¬ng tr×nh Diophante

9
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bËc cao lµ mét bµi to¸n rÊt khã. NhiÒu khi ta gÆp hai ph­¬ng tr×nh Diophante

t­¬ng tù nhau, chØ kh¸c nhau vÒ hÖ sè, mµ ph­¬ng tr×nh nµy cã v« sè nghiÖm,

ph­¬ng tr×nh kia l¹i v« nghiÖm; ph­¬ng tr×nh nµy rÊt dÔ gi¶i, trong khi ph­¬ng

tr×nh kia l¹i rÊt khã gi¶i, thËm chÝ ch­a ai gi¶i ®­îc. NhiÒu ph­¬ng tr×nh mang

tªn ng­êi ®· gi¶i ®­îc nã. RÊt nhiÒu ph­¬ng tr×nh Diophante gi¶i b»ng c¸c

ph­¬ng ph¸p cña to¸n häc cao cÊp; viÖc nghiªn cøu vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante

®· trë thµnh mét lÜnh vùc riªng ®­îc gäi lµ gi¶i tÝch Diophante.
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Ch­¬ng 2

§Þnh lÝ lín Fermat

Trong ch­¬ng nµy chóng ta sÏ xÐt §Þnh lÝ lín Fermat vµ mét sè ph­¬ng tr×nh

Diophante cô thÓ.

2.1. §Þnh lÝ lín Fermat

Víi mäi sè tù nhiªn n > 2, ph­¬ng tr×nh xn + yn = zn (2.1)

kh«ng cã nghiÖm nguyªn d­¬ng.

L­u ý: Ph­¬ng tr×nh Diophante (2.1) cã nghiÖm tÇm th­êng trong tr­êng

hîp mét trong c¸c biÕn x, y, z b»ng 0.

2.2. Ph­¬ng tr×nh x2 + y2 = z2

Kh«ng mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸t, gi¶ sö x > 0; y > 0. NÕu d | x vµ d | y th×

d | z. Suy ra, nÕu (x, y, z) lµ mét nghiÖm víi (x; y) = d th× (x′; y′; z′) còng lµ

mét nghiÖm víi x = dx′; y = dy′; z = dz′, trong ®ã (x′; y′) = 1.

Tõ ®ã, ta gi¶ thiÕt r»ng (x, y) = 1. NghiÖm tæng qu¸t lµ béi cña nghiÖm

tháa m·n ®iÒu kiÖn nµy.

Ta nhËn thÊy r»ng, nÕu:

{
x ≡ 1( mod 2)
y ≡ 1( mod 2)

ThÕ th× z2 ≡ 2( mod 4), ®iÒu nµy v« lý. Suy ra x, y kh«ng cïng tÝnh ch½n lÎ.
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Tõ ®ã ta cã c¸c gi¶i thiÕt cho ®Þnh lÝ sau:

NghiÖm tæng qu¸t cña ph­¬ng tr×nh

x2 + y2 = z2 (2.2.1)

tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn x > 0; y > 0; z > 0; (x; y) = 1; 2 | x (2.2.2) lµ

x = 2ab; y = a2 − b2; z = a2 + b2 (2.2.3).

trong ®ã a, b lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng kh«ng cïng tÝnh ch½n lÎ a > b > 0 vµ

(a; b) = 1 (2.2.4).

§©y lµ t­¬ng øng 1-1 gi÷a c¸c gi¸ trÞ cña a, b víi c¸c gi¸ trÞ cña x, y, z.

Chøng minh. par Tr­íc tiªn ta gi¶ thiÕt nh­ (2.2.1) vµ (2.2.3), tõ 2 | x vµ

(x; y) = 1; y vµ z lµ lÎ vµ (y; z) = 1.

Suy ra
1

2
(z − y) vµ 1

2
(z + y) lµ c¸c sè nguyªn vµ (

z − y
2

;
z + y

2
) = 1.

Tõ ph­¬ng tr×nh (2.2.1) suy ra

x2 = z2 − y2 ⇔ x2

4
= (

z − y
2

)(
z + y

2
)⇔ (

x

2
)2 = (

z + y

2
)(
z − y

2
)

VÕ ph¶i gåm hai h¹ng tö nguyªn tè cïng nhau nªn cïng lµ c¸c sè chÝnh ph­¬ng.

Suy ra
z − y

2
= a2;

z + y

2
= b2. Trong ®ã a > 0, b > 0, a > b, (a; b) = 1.

Còng cã, a+ b ≡ a2 + b2 = z ≡ 1( mod 2), a vµ b kh«ng cïng tÝnh ch½n lÎ.

VËy nghiÖm bÊt k× cña ph­¬ng tr×nh (2.2.1) ph¶i tháa m·n ®iÒu kiÖn (2.2.2)

vµ cã d¹ng (2.2.3) víi a vµ b lµ c¸c sè tháa m·n (2.2.4).

TiÕp theo, ta gi¶ sö a, b lµ c¸c sè kh«ng cïng tÝnh ch½n lÎ vµ tháa m·n (2.2.4)

thÕ th×

x2 + y2 = 4a2b2 + (a2 − b2)2 = z2, x > 0, y > 0, z > 0, 2 | z.

NÕu (x; y) = d th× d | z vµ ta cã d | y = a2− b2; d | z = a2 + b2. Suy ra d = 1

hoÆc d = 2.

L¹i do y lµ lÎ nªn d = 1.
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Cuèi cïng, nÕu y vµ z cho tr­íc, ta sÏ t×m ®­îc a2 vµ b2, tõ ®ã sÏ suy ra

a, b. Nh­ vËy c¸c gi¸ trÞ x, y, z kh¸c nhau sÏ cã c¸c gi¸ trÞ a, b kh¸c nhau.

L­u ý: Trong c«ng thøc tÝnh nghiÖm, x vµ y cã thÓ ®æi chç cho nhau.

2.3. Ph­¬ng tr×nh x4 + y4 = z2

2.3.1. §Þnh lý. Ph­¬ng tr×nh

x4 + y4 = z2 (2.3.1)

kh«ng cã nghiÖm nguyªn d­¬ng.

Chøng minh. Gi¶ sö r»ng u lµ sè bÐ nhÊt sao cho ph­¬ng tr×nh

x4 + y4 = u2, x > 0, y > 0, u > 0 (2.4.2)

cã nghiÖm, thÕ th× (x; y) = 1. V× nÕu Gi¶ sö x, y kh«ng nguyªn tè cïng nhau,

(x; y) = d, chóng ta chia hai vÕ ph­¬ng tr×nh cho d4 = (x; y)4 vµ thay u bëi
u

d2 tháa m·n ph­¬ng tr×nh (2.4.2).

Suy ra Ýt nhÊt mét trong hai sè x, y lµ lÎ vµ

u2 = x4 + y4 ≡ 1( mod 4)

hoÆc u2 = x4 + y4 ≡ 2( mod 4).

Ta cã u2 = x4 + y4 ≡ 2( mod 4) lµ kh«ng thÓ.

VËy u lµ lÎ vµ chØ mét trong hai sè x vµ y lµ ch½n.

NÕu x lµ ch½n, tõ §Þnh lÝ 2.2.1 ta cã

x2 = 2ab; y2 = a2 − b2;u = a2 + b2

a > 0, b > 0, (a; b) = 1, a vµ b kh«ng cïng tÝnh ch½n lÎ.

NÕu a ch½n vµ b lÎ th× y2 = −1( mod 4) ≡ 3( mod 4), ®iÒu nµy lµ lµ v« lÝ.
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VËy a lÎ vµ b ch½n. §Æt b = 2c ta cã:(x
2

)2
= ac, víi(a; c) = 1

vµ ta ®Æt ®­îc a = d2; c = f 2; d > 0; f > 0; (d; f) = 1 vµ d lÎ.

Nh­ vËy y2 = a2− b2 = d4− 4z4 ⇔ y2 + b2 = a2 ⇔ (2f 2)2 + y2 = (d2)2.

Ap dông §Þnh lÝ 2.2.1 ta thu ®­îc:

2f 2 = 2lm, d2 = l2 +m2, l > 0,m > 0, (l;m)

Suy ra f 2 = lm; (l;m) = 1.

Ta l¹i cã l = r2;m = s2; (r > 0; s > 0)

suy ra r4 + s4 = d2. Nh­ng d ≤ d2 = a ≤ a2 < a2 + b2 = u.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt u lµ sè bÐ nhÊt tháa m·n ph­¬ng tr×nh (2.3.1).

VËy ph­¬ng tr×nh (2.3.1) kh«ng cã nghiÖm nguyªn d­¬ng.

2.4. Ph­¬ng tr×nh x4 + y4 = z4

B»ng c¸ch ®Æt Z = z2 ta ®­îc ph­¬ng tr×nh

x4 + y4 = z4 (2.4.1) sÏ trë thµnh ph­¬ng tr×nh (2.3.1). Ta sÏ ¸p

dông §Þnh lÝ 2.3.1 cho chøng minh §Þnh lÝ Fermat víi n = 4.

2.5. Mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt trong tr­êng Q(ρ)

+, Sè ξ ∈ C ®­îc gäi lµ sè ®¹i sè nÕu nã lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) ∈ Z[x].

+, Sè ξ ∈ C ®­îc gäi lµ sè nguyªn ®¹i sè nÕu nã lµ nghiÖm cña ®a thøc

f(x) ∈ Z[x], cã hÖ tö cao nhÊt b»ng 1.

+, NÕu ξ lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) ∈ Z[x] cã bËc n vµ kh«ng lµ nghiÖm cña

mäi ®a thøc kh¸c trong Z[x] cã bËc thÊp h¬n n th× ta nãi ξ cã bËc n.

+, Ta kÝ hiÖu Q(ξ) lµ mét më réng ®¹i sè cña Q.
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Khi n = 1 th× ξ ∈ Q, ta cã Q(ξ) = Q. KÝ hiÖu ρ =
1

2
(−1+ i

√
3) ∈ C.

Ta cã ρ2 + ρ+ 1 = 0 nªn ρ lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x2 + x+ 1 = 0.

VËy ρ lµ sè nguyªn ®¹i sè.

Ta cã ρ2 =
1

2
(−1− i

√
3); ρ3 = 1; ρ2 + ρ = −1.

XÐt ξ = a+ bρ (víi a, b ∈ Z), khi ®ã

(ξ − a− bρ)(ξ − a− bρ2) = 0

nªn ξ2 − (2a− b)ξ + a2 − ab+ b2 = 0. V× vËy ξ lµ sè ®¹i sè bËc hai trªn Q.

Ta sÏ nãi ξ cã d¹ng nh­ trªn lµ sè nguyªn trong Q(ρ).

XÐt trªn Q(ρ) ta sÏ cã kh¸i niÖm sau

2.5.1. §Þnh nghÜa. .

a) Sè nguyªn ξ trong Q(ρ) lµ chia hÕt cho sè nguyªn η kh¸c 0 trong Q(ρ) nÕu

tån t¹i sè nguyªn ζ trong Q(ρ) sao cho ξ = ηζ . Khi ®ã ta còng nãi η lµ ­íc

cña ξ vµ kÝ hiÖu η | ξ.
b) Sè nguyªn ε trong Q(ρ) ®­îc gäi lµ phÇn tö kh¶ nghÞch cña Q(ρ) nÕu ε | 1.
c) Hai sè nguyªn ξ1 vµ ξ2 trong Q(ρ) tháa m·n ξ1 | ξ2 vµ ξ2 | ξ1 ®­îc gäi lµ

liªn kÕt víi nhau.

d) Sè nguyªn ξ trong Q(ρ) lµ sè kh¸c 0, kh«ng kh¶ nghÞch, chØ cã ­íc lµ c¸c

phÇn tö kh¶ nghÞch vµ liªn kÕt víi nã ®­îc gäi lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ).

e) Víi mçi sè nguyªn ξ = a+ bρ trong Q(ρ) ta kÝ hiÖu

Nξ = (a+ bρ)(a+ bρ2) = a2 − ab+ b2

vµ gäi Nξ lµ chuÈn cña ξ.

Ta cã nhËn xÐt sau:

V× ρ2 = −1− ρ nªn η = c+ dρ2 = c+ d(−1− ρ) = (c− d)− dρ. Do ®ã η

còng lµ sè nguyªn trong Q(ρ).

Nξ lu«n lµ sè d­¬ng nÕu ξ 6= 0, v×

a2 − ab+ b2 = (a− 1

2
b)2 +

3

4
b2 ≥ 0
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Víi hai sè nguyªn ξ vµ β trong Q(ρ) ta lu«n cã

N(ξβ) = N(ξ)N(β).

2.5.2. Bæ ®Ò. Ta cã kh¼ng ®Þnh sau:

a) ChuÊn cña mäi phÇn tö kh¶ nghÞch b»ng 1.

b) Mäi sè nguyªn trong Q(ρ) cã chuÈn b»ng 1 ®Òu lµ phÇn tö kh¶ nghÞch.

Chøng minh. a) Gi¶ sö ε lµ phÇn tö kh¶ nghÞch, nh­ vËy tån t¹i η ®Ó εη = 1

suy ra

N(εη) = N(ε)N(η) = N(1) = 1⇒ N(ε) | 1⇒ N(ε) = 1

b) Gi¶ sö ξ = a+ bρ tháa m·n Nξ = N(a+ bρ) = 1, do ®ã a2−ab+ b2 = 1.

XÐt η = a+ bρ2. Ta cã ξη = (a+ bρ)(a+ bρ2) = a2 + abρ2 + abρ+ b2ρ3

= a2 + ab(ρ2 + ρ) + b2 = a2 − ab+ b2 = 1, (V× ρ2 + ρ = −1).

Suy ra ξ | 1. VËy ξ lµ phÇn tö kh¶ nghÞch.

2.5.3. Bæ ®Ò. NÕu sè nguyªn ξ trong Q(ρ) cã chuÈn lµ mét sè nguyªn tè th× ξ

lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ)

Chøng minh. Gi¶ sö ξ kh«ng lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ). Khi ®ã tån t¹i

c¸c sè nguyªn β = c+ dρ; η = u+ vρ trong Q(ρ) tháa m·n

ξ = βη (β vµ η kh«ng kh¶ nghÞch).

Ta cã

N(βη) = NβNη = Nξ = p

(p lµ sè nguyªn tè). V× Nβ vµ Nη lµ c¸c sè nguyªn, l¹i lµ ­íc cña p nªn hoÆc

Nβ = ±1 hoÆc Nη = ±1. §iÒu nµy m©u thuÉn, v× β vµ η ®Òu kh«ng kh¶

nghÞch.

VËy ξ lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ).
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NhËn xÐt:

+,§iÒu ng­îc l¹i kh«ng ®óng, tån t¹i nh÷ng phÇn tö nguyªn tè nh­ng chuÈn

cña nã kh«ng lµ sè nguyªn tè, ch¼ng h¹n 2 lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ)

nh­ng N2 = 4 kh«ng lµ sè nguyªn tè.

ThËt vËy, ta ®i chøng minh 2 lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ).

Gi¶ sö

2 = (a+ bρ)(c+ dρ)

suy ra N2 = 4 = (a2 − ab+ b2)(c2 − cd+ d2).

NÕu x¶y ra

(a2 − ab+ b2)(c2 − cd+ d2) = 2

suy ra a vµ b ®Òu lµ sè ch½n (v× nÕu Ýt nhÊt mét trong hai sè lµ sè lÎ th× tæng

a2 − ab+ b2 lµ sè lÎ)

Khi a, b ®Òu ch½n suy ra (a2−ab+ b2) chia hÕt cho 4 (v× mäi sè h¹ng ®Òu chia

hÕt cho 4). Nh­ng 2 l¹i kh«ng chia hÕt cho 4. VËy ®iÒu nµy kh«ng x¶y ra.

Tõ ®ã ta cã hoÆc (a2 − ab+ b2) = 1 hoÆc (c2 − cd+ d2) = 1. NghÜa lµ phÇn

tö 2 kh«ng cã ­íc thùc sù trong Q(ρ).

+ , Kh«ng ph¶i mäi sè nguyªn tè trong Z ®Òu lµ phÇn tö nguyªn tè trong

Q(ρ), ch¼ng h¹n 3 = (1− ρ)(1− ρ2), N(1− ρ) = 3 vµ N(1− ρ2) = 3. Nªn

3 kh«ng lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ).

2.5.4. Bæ ®Ò. Mäi sè nguyªn trong Q(ρ) kh¸c 0, kh«ng kh¶ nghÞch ®Òu lµ tÝch

cña c¸c sè nguyªn tè trong Q(ρ).

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh bæ ®Ò nµy theo hai b­íc

B­íc 1: mét sè nguyªn trong Q(ρ), kh¸c 0, kh«ng kh¶ nghÞch lu«n cã Ýt nhÊt

mét ­íc nguyªn tè trong Q(ρ).

Gi¶ sö y lµ sè nguyªn trong Q(ρ), kh«ng lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ),

khi ®ã tån t¹i c¸c sè nguyªn γ1, β1 trong Q(ρ) sao cho

y = γ1β1; Nγ1 > 1; Nβ1 > 1
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do Ny = Nγ1Nβ2 ⇒ 1 < Nγ1 < Ny.

NÕu γ1 kh«ng lµ sè nguyªn tè th×

γ1 = γ2β2; Nγ2 > 1; Nβ2 > 1

vµ ta cã 1 < Nγ2 < Nγ1.

Thùc hiÖn liªn tiÕp qu¸ tr×nh nh­ trªn ta nhËn ®­îc y = γkβ1β2 . . . βk tháa

m·n Ny > Nγ1 > Nγ2 > · · · > 1. D·y Ny,Nγ1, Nγ2, . . . , Nγk lµ mét d·y

sè nguyªn d­¬ng gi¶m dÇn, v× vËy qu¸ tr×nh nµy ph¶i chÊm døt sau mét sè h÷u

h¹n b­íc.

NghÜa lµ tån t¹i r ®Ó y = γrβ1 . . . βr mµ γr lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ).

Nh­ vËy tån t¹i sè nguyªn γr trong Q(ρ) tháa m·n γr | y.
B­íc 2: Gi¶ sö y lµ sè nguyªn kh¸c 0, kh«ng kh¶ nghÞch trong Q(ρ). Theo

chøng minh trªn ta cã y = π1γ1, víi π1 lµ sè nguyªn tè trong Q(ρ).

XÐt γ1 ta thÊy cã hai kh¶ n¨ng: hoÆc γ1 lµ phÇn tö kh¶ nghÞch hoÆc γ1 = π2γ2,

trong ®ã π2 lµ phÇn tö nguyªn tè trong Q(ρ), tháa m·n

Nγ2 < Nγ1.

Cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh nh­ vËy, ta sÏ ®­îc d·y c¸c sè nguyªn d­¬ng gi¶m dÇn

Nγ1 > Nγ2 > Nγ3 > . . . nªn tån t¹i sè r ®Ó Nγr = 1; khi ®ã γr lµ phÇn tö

kh¶ nghÞch γr = ε. Chän π′r = πrε ta cã π′r lµ phÇn tö nguyªn tè.

Khi ®ã ta cã y = π1π2 . . . πr−1π
′
r.

Bæ ®Ò ®­îc chøng minh.

T­¬ng tù nh­ trong tËp hîp c¸c sè nguyªn, ®èi víi tËp c¸c sè nguyªn trong

Q(ρ) chóng ta còng ®­a ra kh¸i niÖm phÐp chia víi d­, kh¸i niÖm ®ång d­

theo modulo mét sè nguyªn t« nµo ®ã.

2.5.5. Bæ ®Ò. Cho hai sè nguyªn tè bÊt kú w, γ1 víi (γ1 6= 0) trong Q(ρ),
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khi ®ã lu«n tån t¹i sè nguyªn k trong Q(ρ) sao cho

w = kγ1 + γ2

trong ®ã Nγ2 < Nγ1

Chøng minh. Gi¶ sö {
w = a+ bρ
γ1 = c+ dρ

tháa m·n a, b, c, d ∈ Z, c2 + d2 6= 0.

Ta cã

w

γ1
=
a+ bρ

c+ dρ
=

(a+ bρ)(c+ dρ2)

(c+ dρ)(c+ dρ2)
=

(ac+ bd− ad) + (bc− ad)ρ
c2 − cd+ d2

=
ac+ bd− ad
c2 − cd+ d2 +

bc− ad
c2 − cd+ d2ρ = R + Sρ

víi R, S ∈ Q.

Do R, S lµ c¸c sè h÷u tØ nªn tån t¹i c¸c sè nguyªn x vµ y tháa m·n

| R− x |≤ 1

2
; | S − y |≤ 1

2

Khi ®ã ta cã
w

γ1
− (x+ yρ) = (R− x) + (S − y)ρ tháa m·n

(R− x)2 − (R− x)(S − y) + (S − y)2 ≤ 3

4
.

V× vËy, nÕu ®Æt k = x+ yρ; γ2 = w − kγ1 ta cã

Nγ2 = N(w − kγ1) ≤
3

4
Nγ1 < Nγ1.

Bæ ®Ò ®­îc chøng minh.

2.5.6. §Þnh nghÜa. NÕu w, k, γ1, γ2 lµ c¸c sè nguyªn trong Q(ρ) tháa m·n

w = kγ1 + γ2, ta nãi w ®ång d­ víi γ2 theo modulo γ1 vµ kÝ hiÖu

w ≡ γ2( mod γ1).
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2.5.7. Bæ ®Ò. Mäi sè nguyªn trong Q(ρ) ®Òu thuéc vÒ mét trong ba líp theo

modulo λ = 1− ρ, t­¬ng øng cã phÇn tö ®¹i diÖn lµ −1; 0; 1. NghÜa lµ nÕu w

lµ mét sè nguyªn bÊt k× trong Q(ρ) víi λ = 1− ρ, ta lu«n cã

w ≡ 1( mod λ)

w ≡ 0( mod λ)

w ≡ −1( mod λ)

Chøng minh. Gi¶ sö w lµ sè nguyªn bÊt k× trong Q(ρ) vµ λ = 1− ρ.
Ta cã

w = a+ bρ = a+ b(1− λ)

= a+ b− bλ ≡ (a+ b)( mod λ).

Do 3 = (1− ρ)(1− ρ2) = λ(1− ρ2) nªn λ | 3. MÆt kh¸c a+ b lµ sè nguyªn

nªn ta cã
a+ b ≡ 0( mod 3)
a+ b ≡ 1( mod 3)
a+ b ≡ 2( mod 3) ≡ −1( mod 3)

suy ra

w ≡ 1( mod λ)

w ≡ 0( mod λ)

w ≡ −1( mod λ).

Bæ ®Ò ®­îc chøng minh.

Ta cã mét sè vÝ dô sau:

i) Sè 3 lµ phÇn tö liªn kÕt víi λ2 trongQ(ρ). V× λ2 = (1−ρ2) = 1−2ρ+ρ2 =

−3ρ, trong ®ã (−ρ) lµ phÇn tö kh¶ nghÞch.

ii) TÊt c¶ c¸c sè (1− ρ);±(1− ρ2); ρ(1− ρ) ®Òu liªn kÕt víi λ trong Q(ρ).
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2.6. Ph­¬ng tr×nh x3 + y3 = z3

Ta cã thÓ viÕt ph­¬ng tr×nh Fermat lín d­íi d¹ng

(x+ y)(x+ ρy)(x+ ρ2y) = z3

vµ nghiªn cøu c¸c ph­¬ng tr×nh ®ã trong tr­êng Q(ρ).

2.6.1. §Þnh lý. Ph­¬ng tr×nh ξ3 + η3 + ζ3 = 0 (ξ 6= 0; η 6= 0; ζ 6= 0)

kh«ng cã nghiÖm nguyªn trong Q(ρ). §Æc biÖt, ph­¬ng tr×nh x3 + y3 = z3

kh«ng cã nghiÖm trong tËp c¸c sè nguyªn, trõ tr­êng hîp tÇm th­êng lµ mét

trong c¸c Èn x, y, z b»ng 0.

Trong c¸c phÇn sau ta kÝ hiÖu λ = 1− ρ lµ sè nguyªn tè. Ta gi¶ thiÕt r»ng

(ξ; η) = (η; ζ) = (ζ; ξ) = 1, trong ®ã ξ, ζ, η lµ c¸c sè nguyªn trong Q(ρ).

Chóng ta sÏ chøng minh ®Þnh lÝ trªn th«ng qua viÖc chøng minh bèn bæ ®Ò sau.

2.6.2. Bæ ®Ò. NÕu λ kh«ng lµ ­íc cña sè nguyªn ω trong Q(ρ), thÕ th× ω3 ≡
±1( mod λ4).

Chøng minh. Theo bæ ®Ò ®· chøng minh, ta cã ω ≡ 0( mod λ) hoÆc ω ≡ 1(

mod λ) hoÆc ω ≡ −1( mod λ) vµ theo gi¶ thiÕt λ 6 |ω ta cã

ω ≡ ±1( mod λ).

Ta cã thÓ chän α = ±ω tháa m·n α ≡ 1( mod λ) vµ α = 1 + βλ. ThÕ th×

±(ω3 ∓ 1) = α3 − 1

= ( α− 1)(α2 + α + 1)

= ( α− 1)(α2 − ρ2 + α− ρ)

= ( α− 1)(α− ρ)(α + ρ+ 1)

=(α− 1)(α− ρ)(α− ρ2)

=βλ(βλ+ 1− ρ)(βλ+ 1− ρ2)
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=βλ(βλ+ 1)[βλ+ (1− ρ)(1 + ρ)]

=βλ3(β + 1)(β − ρ2)

(theo c¸ch ®Æt 1− ρ = λ vµ 1 + ρ+ ρ2 = 0⇒ ρ2 = −1− ρ).
Tõ 1− ρ2 = λ(1 + ρ) = λ(−ρ2) = −λρ2 suy ra ρ2 ≡ 1( mod λ). Nªn

β(β + 1)(β − ρ2) ≡ β(β + 1)(β − 1)

Nh­ng theo kÕt qu¶ cña Bæ ®Ò 2.5.5, ta cã: hoÆc β ≡ 0( mod λ) hoÆc

β ≡ ±1( mod λ).

Tøc lµ hoÆc β ≡ 0( mod λ) hoÆc β ∓ 1 ≡ 0( mod λ).

Suy ra β(β + 1)(β − 1) ≡ 0( mod λ) hay β(β + 1)(β − ρ2) ≡ 0( mod λ).

Do ®ã ±(ω3 ∓ 1) = βλ3(β + 1)(β − ρ2) ≡ 0( mod λ4).

VËy ω3 ≡ ±1( mod λ4). §Þnh lý ®­îc chøng minh.

2.6.3. Bæ ®Ò. NÕu ξ3 + η3 + ζ3 = 0, th× mét trong c¸c sè ξ, η, ζ chia hÕt

cho λ trong Q(ρ).

Chøng minh. Ta gi¶ sö ng­îc l¹i, tøc lµ ξ3 + η3 + ζ3 = 0 vµ λ 6 |ξ;λ 6 |η;λ 6 |ζ .
Theo Bæ ®Ò 2.6.2

λ 6 |ξ ⇒ ξ ≡ ±1( mod λ4)

λ 6 |η ⇒ η ≡ ±1( mod λ4)

λ 6 |ζ ⇒ ζ ≡ ±1( mod λ4)

khi ®ã 0 = ξ3 + η3 + ζ3 ≡ ±1± 1± 1( mod λ4). Tõ ®ã suy ra hoÆc

±1 ≡ 0( mod λ4) hoÆc ±3 ≡ 0( mod λ4).

Tøc lµ hoÆcλ4 | 1 hoÆc λ4 | 3.
V× λ kh«ng lµ phÇn tö kh¶ nghÞch nªn ta thÊy kh«ng x¶y ra tr­êng hîp λ4 | 1.
T­¬ng tù theo nhËn xÐt trªn ta thÊy 3 vµ λ2 lµ hai phÇn tö liªn kÕt nªn 3 kh«ng
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thÓ chia hÕt cho λ4.

§iÒu ®ã cho thÊy ®iÒu gi¶ sö ë trªn lµ sai. Bæ ®Ò ®­îc chøng minh.

Theo Bæ ®Ò 2.6.3 ta cã thÓ gi¶ sö λ | ζ vµ cã ζ = λnγ. Trong ®ã λ 6 |γ.
ThÕ th× λ 6 |ξ;λ 6 |η, v× theo §Þnh lÝ 2.6.1 (η; ζ) = (ξ; ζ) = (ξ; η) = 1 .

Chóng ta ph¶i chøng minh kh«ng thÓ cã

ξ3 + η3 + λ3nγ3 = 0 (2.6.1)

trong ®ã (ξ; η) = 1;n ≥ 1; λ 6 |ξ; λ 6 |η; λ 6 |γ (2.6.2).

§iÒu ®ã t­¬ng ®­¬ng víi viÖc chøng minh ξ3 + η3 + ελ3nγ3 = 0 (2.6.3)

kh«ng thÓ x¶y ra víi ξ, η, γ tháa m·n ®iÒu kiÖn (2.6.2) vµ mét phÇn tö kh¶

nghÞch ε bÊt k×.

2.6.4. Bæ ®Ò. NÕu ξ, η, γ lµ c¸c sè nguyªn trong Q(ρ) tháa m·n (2.6.2) vµ

(2.6.3) th× n ≥ 2.

Chøng minh. Tõ Bæ ®Ò 2.6.2 ta cã:

−ελ3nγ3 = ξ3 + η3 ≡ ±1± 1( mod λ4)

NÕu ξ vµ η cïng dÊu, th× −ελ3nγ3 ≡ ±2( mod λ4). §iÒu nµy v« lÝ v× λ 6 |2.
Suy ra ξ vµ η tr¸i dÊu vµ do ®ã

−ελ3nγ3 ≡ 0( mod λ4),

tõ ®iÒu kiÖn λ 6 |γ suy ra n ≥ 2.

2.6.5. Bæ ®Ò. NÕu biÓu thøc (2.6.3) tháa m·n víi n = m > 1 th× nã sÏ ph¶i

tháa m·n víi n = m− 1.

Chøng minh. Gi¶ thiÕt (2.6.3):
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ξ3 + η3 + ελ3nγ3 = 0, (n = m)

⇔ −ελ3mγ3 = ξ3 + η3 = (ξ + η)(ξ2 − ξη + η2)

⇔ −ελ3mγ3 = (ξ + η)(ξ + ρη)(ξ + ρ2η)(2.6.4)

Dom ≥ 2; 3m > 3 nªn vÕ tr¸i cña (2.6.4) chia hÕt cho λ4, suy ra vÕ ph¶i còng

chia hÕt cho λ4.

Nªn Ýt nhÊt mét trong ba nh©n tö cña vÕ ph¶i ph¶i chia hÕt cho λ2. Gi¶ sö nh©n

tö ®ã lµ ξ + η nghÜa lµ ξ + η ≡ 0( mod λ2).

Ta thÊy η, ρη, ρ2ηλ lµ ba phÇn tö liªn kÕt víi nhau v× ρ lµ phÇn tö kh¶

nghÞch. Nªn nÕu (ξ+ η) chia hÕt cho λ th× c¶ hai phÇn tö (ξ+ ρη) vµ (ξ+ ρη)

còng chia hÕt cho λ. Tuy nhiªn khi ®ã nh©n tö (ξ+ρη) kh«ng chia hÕt cho λ2.

ThËt vËy, gi¶ sö ng­îc l¹i ta cã

(ξ + ρη) ≡ 0( mod λ2)

suy ra η − ρη = η(1− ρ) = ηλ ≡ 0( mod λ2)⇒ η ≡ 0( mod λ).

V« lÝ v× λ 6 |η.
T­¬ng tù ta còng chøng minh ®­îc (ξ + ρ2η) kh«ng chia hÕt cho λ2.

Nh­ vËy hai nh©n tö cßn l¹i lµ (ξ + ρη) vµ (ξ + ρ2η) cÇn ph¶i ®ång thêi chia

hÕt cho λ vµ cïng chia hÕt cho λ2.

VËy th× {
ξ + η = λ3m−2k1 (1)
ξ + ρη = λk2 (2) (2.6.5)
ξ + ρ2η = λk3 (3)

trong ®ã λ kh«ng lµ ­íc cña k1, k2, k3.

LÊy ph­¬ng tr×nh (2) trõ ph­¬ng tr×nh (3) ta cã: ρη(1− ρ) = λ(k2 − k3), nªn

ρη = k2 − k3.

Nh©n ph­¬ng tr×nh (3) víi ρ, ph­¬ng tr×nh (2) víi ρ2 råi trõ hai ph­¬ng tr×nh

cho nhau ta cã

ρξ − ρ2ξ = λ(k3ρ− k2ρ
2)⇔ ρξ(1− ρ = ρξλ)
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suy ra k3ρ− k2ρ
2 = ρξ.

NÕu δ | k2 vµ δ | k3 th× δ | (k2 − k3) = ρη vµ δ | ρk3 − ρ2k2 = ρξ, suy

ra δ | ξ vµ δ | η. ThÕ th× ρ kh¶ nghÞch vµ (k2, k3) = 1. T­¬ng tù ta còng cã

(k1, k2) = 1 vµ (k1, k3) = 1.

Thay (2.6.5) vµo (2.6.4), ta thu ®­îc −εγ3 = k1k2k3;do k1, k2, k3 lµ nguyªn tè

cïng nhau tõng ®«i mét nªn mçi phÇn tö k1, k2, k3 lµ liªn kÕt víi luü thõa bËc

3 cña mét phÇn tö nµo ®ã.

Khi ®ã {
ξ + η = λ3m−2k1 = ε1λ

3m−2θ3,
ξ + ρη = ε2λφ

3,
ξ + ρ2η = ε3λψ

3,

trong ®ã θ, φ, ψ kh«ng cã ­íc chung vµ kh«ng chia hÕt cho λ, vµ ε1, ε2, ε3 lµ

c¸c phÇn tö kh¶ nghÞch. §iÒu nµy dÉn ®Õn:

0 = (1 + ρ+ ρ2)(ξ + η)

=ξ + η + ρ(ξ + ρη) + ρ2(ξ + ρ2η)

=ε1λ3m−2θ3 + ε2ρλφ
3 + ε3ρλ

2ψ3

suy ra φ3 + ε4ψ
3 + ε5λ

3m−3θ3 = 0 (2.6.6).

Trong ®ã ε4 =
ε3
ε2
ρ; ε5 =

ε1
ε2ρ

vµ ε4, ε5 lµ c¸c phÇn tö kh¶ nghÞch.

Tõ ®ã suy ra víi m ≥ 2, φ3 + ε4ψ
3 ≡ 0( mod λ2)

(Thùc ra lµ φ3 + ε4ψ
3 ≡ 0( mod λ3)), nh­ng λ 6 |φ vµ λ 6 |ψ nªn theo Bæ ®Ò

2.6.2 ta cã

φ3 ≡ ±1( mod λ2);ϕ3 ≡ ±1( mod λ2).

Nªn ±1± ε4 ≡ 0± 1( mod λ2), trong ®ã ε4 lµ ±1 hoÆc ±ρ hoÆc ±ρ2.

Nh­ vËy ta thÊy ±1± ρ,±1± ρ2 kh«ng thÓ chia hÕt cho λ2 v× chóng lµ nh÷ng

phÇn tö liªn kÕt víi 1 hoÆc λ. Tõ ®ã suy ta 4 = ±1

Nh­ng ±1±ρ vµ ±1±ρ2 ®Òu kh«ng chia hÕt cho λ2. V× chóng lµ c¸c phÇn

tö liªn kÕt cña 1 hoÆc cña λ. VËy ε4 = ±1.

NÕu ε4 = 1 th× (2.6.6) lµ mét ph­¬ng tr×nh cÇn t×m.

NÕuε4 = −1 ta sÏ thay ψ bëi −ψ.
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NghÜa lµ c¶ hai tr­êng hîp ®Òu cho ta lòy thõa cña λ lµ 3(m − 1). Bæ ®Ò

®­îc chøng minh.

Tõ Bæ ®Ò 2.6.5 ta suy ra kÕt qu¶ cña §Þnh lý 2.6.1.

2.7. Ph­¬ng tr×nh x3 + y3 = 3z3

2.7.1. §Þnh lý. Ph­¬ng tr×nh x3 + y3 = 3z3 kh«ng cã nghiÖm nguyªn, trõ

nghiÖm tÇm th­êng khi z = 0.

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh ®Þnh lÝ nµy t­¬ng tù nh­ §Þnh lÝ 2.6.1. V× 3 lµ

mét liªn kÕt víi λ2. Ta sÏ chøng minh ph­¬ng tr×nh

ξ3 + η3 + ελ3n+2γ3 = 0 (2.7.1)

kh«ng cã nghiÖm nguyªn trong Q(ρ), víi (ξ; η) = 1, λ 6 |γ th«ng qua viÖc

chøng minh hai mÖnh ®Ò

a) NÕu (2.7.1) cã nghiÖm th× n > 0;

b) NÕu (2.7.1) cã nghiÖm víi n = m ≥ 1, th× nã ph¶i cã nghiÖm víi n = m−1

vµ tõ ®ã ta sÏ chØ ra m©u thuÉn nÕu (2.7.1) cã lêi gi¶i víi n bÊt kú.

ThËt vËy, víi n = m, øng dông qu¸ tr×nh chøng minh cña Bæ ®Ò 2.6.5 ta cã

(ξ + η)(ξ + ρη)(ξ + ρ2η) = −ελ3m+2γ3

suy ra mét trong c¸c nh©n tö ë vÕ tr¸i chia hÕt cho λ vµ do ®ã lËp luËn t­¬ng

tù nh­ trong Bæ ®Ò 2.6.5 ta cã mäi nh©n tö ®Òu chia hÕt cho λ. VËy m > 0.

Tõ ®ã suy ra 3m+ 2 > 3 vµ mét träng c¸c nh©n tö ph¶i chia hÕt cho λ2. Theo

lËp luËn trong 2.6 th× chØ cã mét nh©n tö chia hÕt cho λ2. Chóng ta cã thÓ biÓu

diÔn
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{
ξ + η = λ3mk1,
ξ + ρη = λk2,
ξ + ρ2η = λk3.

trong ®ã k1, k2, k3 ®«i mét nguyªn tè cïng nhau vµ kh«ng chia hÕt cho λ.

T­¬ng tù nh­ môc 2.5 ta cã −εγ3 = k1k2k3 vµ k1, k2, k3 lµ liªn kÕt víi luü

thõa bËc ba cña mét phÇn tö nµo ®ã. VËy:

{
ξ + η = ε1λ

3mθ3,
ξ + ρη = ε2λφ

3,
ξ + ρ2η = ε3λψ

3.

Theo ®ã ta cã

0 = ξ + η + ρ(ξ + ρη) + ρ2(ξ + ρ2η)

=ε1λ3mθ3 + ε2ρλφ
3 + ε3ρ

2λψ3

vµ φ3 + ε4ψ
3 + ε5λ

3m−1θ3 = 0. Víi ε4 =
ε3ρ

ε2
; ε5 =

ε1
ε2ρ

lµ c¸c phÇn tö kh¶

nghÞch.

C¸c phÇn cßn l¹i trong chøng minh ®­îc thùc hiÖn t­¬ng tù nh­ trong qu¸

tr×nh chøng minh §Þnh lÝ 2.6.1.

2.8. Ph­¬ng tr×nh x3 + y3 + z3 = t3

2.8.1. Ph­¬ng tr×nh x3 + y3 + z3 = t3

.

XÐt ph­¬ng tr×nh x3 + y3 + z3 = t3. (2.8.1)

§Æt z = −u; t = v ta ®­îc

x3 + y3 + z3 = t3 ⇔ x3 + y3 = u3 + v3 (2.8.2).

§Æt x = X −Y ; y = X +Y ;u = U −V ; v = U +V . Khi ®ã (2.8.2) cã d¹ng
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(X − Y )3 + (X + Y )3 = (U − V )3 + (U + V 3)

⇔ X3 + 3XY 2 = U 3 + 3UV 2

⇔ X(X2 + 3Y 2) = U(U 2 + 3V 2) (2.8.3).

Gi¶ sö X, Y kh«ng ®ång thêi b»ng 0, ta viÕt

U + V
√

(−3)

X + Y
√

(−3)
= a+ b

√
(−3) (∗)

U − V
√

(−3)

X − Y
√

(−3)
= a− b

√
(−3) (∗∗)

trong ®ã a, b lµ c¸c sè h÷u tØ. Tõ (*) vµ (**) suy ra

{
U = aX − 3bY
V = bX + aY (2.8.4)

thay vµo (2.8.3) ta ®­îc

X = U(a2 + 3b2)

Tõ (*) vµ (**) vµ (2.8.4) ta ®­îc

cX = dY.

Trong ®ã c = a(a2 + 3b2)− 1, d = 3b(a2 + 3b2).

NÕu c = d = 0 th× b = 0, a = 1, X = U, Y = V . MÆt kh¸c

{
X = λd = 3λb(a2 + 3b2)
Y = λc = λ{a(a2 + 3b2)− 1} (2.8.5)

trong ®ã λ 6= 0.

KÕt hîp víi (2.8.4) ta thÊy

{
U = 3λb
V = λ{a(a2 + 3b2)2 − a} (2.8.6)
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Nh­ vËy trõ hai nghiÖm tÇm th­êng

X = Y = U = 0, X = U ;Y = V

th× mäi nghiÖm h÷u tØ cña (2.8.3) ®Òu cã d¹ng nh­ (2.8.5) vµ (2.8.6) víi c¸c sè

h÷u tØ thÝch hîp λ, a, b.

Ng­îc l¹i, nÕu λ, a, b lµ c¸c sè h÷u tØ bÊt k× vµ X, Y, U, V ®­îc x¸c ®Þnh bëi

c¸c biÓu thøc (2.8.5) vµ (2.8.6) th× tõ (2.8.4) ta cã

U(U 2 + 3V 2) = 3λb{(aX − 3bY )2 + 3(bX + aY )2}

=3λb(a2 + 3b2)(X2 + 3Y 2)

=X(X2 + 3Y 2).

Nh­ vËy ta ®· chøng minh ®­îc ®Þnh lÝ sau ®©y.

2.8.2. §Þnh lý

.

Trõ c¸c nghiÖm tÇm th­êng

x = y = 0, u = −v; hoÆcx = u, y = v (2.8.7)

c¸c nghiÖm h÷u tØ tæng qu¸t cña (2.8.2) cã d¹ng sau:


x = λ{1− (a− 3b)(a2 + 3b2)}
y = λ{(a+ 3b)(a2 + 3b2)− 1} (2.8.8)
u = λ{(a+ 3b)− (a2 + 3b2)2}
v = λ{(a2 + 3b2)2 − (a− 3b)}

Trong ®ã λ, a, b lµ c¸c sè h÷u tØ bÊt k×, λ 6= 0 .

ViÖc t×m thÊy mäi nghiÖm nguyªn cña (2.8.2) lµ rÊt khã. C¸c gi¸ trÞ nguyªn

cña a, b, λ trong (2.8.8) cho ta nghiÖm nguyªn, tuy nhiªn cã thÓ cã c¸c nghiÖm

nguyªn cña (2.8.2) lµ x, y, u, v nh­ng a, b, λ kh«ng lµ c¸c sè nguyªn.
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VÝ dô: Ta cã x = 1, y = 12, u = 9, v = 10. lµ nghiÖm cña (2.8.2) vµ c¸c

gi¸ trÞ t­¬ng øng a =
10

19
, b = − 7

19
, λ = −361

42
.

HoÆc víi a = b = 1, λ =
1

3
, ta cã:

x = 3, y = 5, u = −4, v = 6

lµ nghiÖm cña (2.8.2).

Ta cã thÓ chia ra mét sè nghiÖm kh¸c ®¬n gi¶n cña (2.8.1) hoÆc (2.8.2) lµ

13 + 63 + 83 = 93

23 + 343 = 153 + 333

93 + 153 = 23 + 163.
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Ch­¬ng 3

Mét sè vÊn ®Ò më réng

Trong ch­¬ng nµy ta sÏ nghiªn cøu mét kÕt qu¶ míi t×m ®­îc vµ mét vµi

bµi tËp vÒ ph­¬ng tr×nh Diophante

3.1. Ph­¬ng tr×nh Diophante 2x + 5y = z2

3.1.1. §Þnh lý. Ph­¬ng tr×nh Diophante

2x + 5y = z2 (3.1.1)

cã ®óng hai nghiÖm nguyªn kh«ng ©m lµ (3; 0; 3) vµ (2; 1; 3).

Chøng minh. Tr­êng hîp x = 0, ta cã ph­¬ng tr×nh 5y = z2 − 1 hay

(z − 1)(z + 1) = 5y

trong ®ã z − 1 = 5u vµ z + 1 = 5y−u; y > 2u vµ u ∈ N.

Ta cã ph­¬ng tr×nh

5y−u − 5u = 2⇔ 5u(5y−2u − 1) = 2

suy ra 5u = 1 vµ (5y−2u − 1) = 2 hay u = 0 vµ 5y−2u = 3. Tøc lµ u = 0 vµ

5y = 3, ®iÒu nµy kh«ng thÓ x¶y ra.

Tr­êng hîp y = 0, ta cã ph­¬ng tr×nh z2 − 1 = 2x hay

(z − 1)(z + 1) = 2x
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trong ®ã z − 1 = 2v vµ z + 1 = 2x−v;x > 2v; v ∈ N.

Ta cã ph­¬ng tr×nh

2x−v − 2v = 2

hay 2v(2x−2v − 1) = 2, suy ra 2v = 2 vµ

2x−v − 1 = 1,

vËy 2v = 2 vµ 2x−v = 2, thÕ th× v = 1 vµ x = 3.

Do ®ã x = 3; y = 0; z = 3 hay (3; 0; 3) lµ mét nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh

Diophante 2x + 5y = z2.

Tr­êng hîp x ≥ 1, y ≥ 1, tõ 3.1.1 ta thÊy z lÎ vµ kh«ng chia hÕt cho 5.

NÕu z ≡ ±1( mod 5) th× ta cã z2 ≡ ±1( mod 5);

NÕu z ≡ ±2( mod 5) th× ta cã z2 ≡ ±4( mod 5) ≡ −1( mod 5).

Nh­ vËy 2x = z2 − 5y(±1)( mod 5).

NÕu x lµ sè lÎ x = 2k + 1, k ∈ N, suy ra

22k+1 = 2.4k ≡ 2(−1)k( mod 5), k ∈ N, lo¹i trõ.

NÕu x lµ sè ch½n ta cã x = 2k, k ∈ N, khi ®ã

22k = 4k = (5 − 1)k ≡ (−1)k( mod 5). §iÒu nµy tháa m·n. tõ ®ã suy ra x

lµ sè ch½n.

B©y giê ta xÐt x = 2k, k ∈ N. Tõ ph­¬ng tr×nh (3.1.1) chóng ta cã:

z2 − 22k = 5y hay

(z − 2k)(z + 22k) = 5y

trong ®ã z − 2k = 5w vµ z + 2k = 5y−w; y > 2w vµ w ∈ N.

Tõ ®ã ta thu ®­îc 5y−w − 5w = 2.2k ⇔ 5w(5y−2w − 1) = 2k+1

kÐo theo w = 0 vµ 5y−2w − 1 = 2k+1 (3.1.2).

Ph­¬ng tr×nh Diophante (3.1.2) lµ mét ph­¬ng tr×nh Diophante cho bëi

Catalan cã d¹ng

ab − cd = 1.
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N¨m 1952, Leveque ®· chøng minh ®Þnh lÝ chØ ra r»ng ph­¬ng tr×nh chØ cã

nghiÖm nguyªn d­¬ng lín h¬n 1 lµ a = 3, b = 2, c = 2 vµ d = 3.

§iÒu nµy dÉn ®Õn ph­¬ng tr×nh (3.1.2) chØ cã nghiÖm khi y = 1. Suy ra ta cã

2k+1 = 22, trong ®ã k = 1 vµ nh­ vËy x = 2, y = 1, z = 3.

VËy ph­¬ng tr×nh (3.1.1) cã ®óng hai nghiÖm (3; 0; 3) vµ (2; 1; 3).

3.2. Mét sè bµi tËp gi¶i ph­¬ng tr×nh Diophante

3.2.1. Bµi tËp. Gi¶i ph­¬ng tr×nh Diophante sau

x3 − 2y3 − 4z3 = 0 (3.2.1)

Gi¶i. x3 − 2y3 − 4z3 = 0⇔ x3 = 2y3 + 4z3 ⇔ x3 = 2(y3 + 2z3)

suy ra x3 lµ sè ch½n, thÕ th× x còng lµ sè ch½n.

§Æt x = 2x′. Khi ®ã

x3 = 2(y3 + 4z3) ⇔ 8x′3 = 2(y3 + 2z3) ⇔ 4x′3 = y3 + 2z3 ⇔ y3 =

4x′3 − 2z3 ⇔ y3 = 2(2x′3 − z3)

suy ra y3 lµ sè ch½n vµ nh­ vËy y lµ sè ch½n.

§Æt y = 2y′ lµ t­¬ng tù nh­ trªn ta ®­îc z lµ sè ch½n vµ z = 2z′. Suy ra

ph­¬ng tr×nh (3.2.1) cã d¹ng

(2x′)3 = 2[(2y′)3 + 2(2z′)3]⇔ x′3 = 2(y′3 + 2z′3).

Nh­ vËy, nÕu (x; y; z) lµ mét nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (3.2.1) th× (x′; y′; z′)

hay (
x

2
;
y

2
;
z

2
) còng lµ mét nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (3.2.1).

Qu¸ tr×nh nµy tiÕp diÔn m·i ®­îc (
x

2n
;
y

2n
;
z

2n
) víi n ∈ N còng lµ nghiÖm.

Do ®ã (x; y; z) chØ cã thÓ lµ (0; 0; 0).

VËy ph­¬ng tr×nh Diophante (3.2.1) cã nghiÖm duy nhÊt (0; 0; 0).
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3.2.2. Bµi tËp. T×m nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh

1! + 2! + 3! + ...+ x! = y2

Gi¶i.

Thö x = 1 cã 1! = y2 ⇔ y2 = 1 ⇔ y = ±1, vËy ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm

(1; 1), (1;−1).

Thö x = 2 cã 1! + 2! = y2 ⇔ y2 = 5, ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm.

Thö x = 3 cã 1! + 2! + 3! = y2 ⇔ y2 = 9⇔ y = ±3, suy ra ph­¬ng tr×nh cã

nghiÖm (3; 3), (3;−3).

Thö x = 4 cã 1! + 2! + 3! + 4! = y2 ⇔ y2 = 33, suy ra ph­¬ng tr×nh v«

nghiÖm.

Víi x ≥ 5 ta cã 1! + 2! + 3! + 4! = 33 cßn 5!, 6!, 7!, .... ®Òu tËn cïng lµ 0,

v× vËy 1! + 2! + 3! + 4! + ...+ x! tËn cïng b»ng 3 víi x ≥ 5, mµ y2 kh«ng thÓ

tËn cïng lµ 3. Do ®ã víi x ≥ 5 ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm.

VËy ph­¬ng tr×nh Diophante ®· cho cã nghiÖm:

(1; 1), (1;−1), (3; 3), (3;−3).
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kÕt luËn

Trong luËn v¨n nµy chóng t«i ®· hoµn thµnh ®­îc nh÷ng viÖc sau.

Tr×nh bµy kh¸i niÖm ph­¬ng tr×nh Diophante vµ kh¸i qu¸t lÞch sö ph¸t triÓn

cña nã. Tr×nh bµy §Þnh lý Fermat sau cïng víi mét sè ph­¬ng tr×nh Diophante

d¹ng x2 + y2 = z2;x4 + y4 = z4;x3 + y3 = 3z3;x3 + y3 + z3 = t3. §Ó hç

trî cho viÖc gi¶i quyÕt mét sè ph­¬ng tr×nh trªn chóng t«i ph¶i dïng tíi mét

sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt trong tr­êng Q(ρ) - mét më réng ®¹i sè cña tr­êng

sè h÷u tØ.

Nh÷ng n¨m gÇn ®©y vÉn cã nhiÒu kÕt qu¶ míi ®¹t ®­îc trong qu¸ tr×nh

nghiªn cøu c¸c ph­¬ng tr×nh Diophante kh¸c nhau. H­íng ph¸t triÓn tiÕp theo

cña ®Ò tµi lµ nghiªn cøu mét sè d¹ng cô thÓ ph­¬ng tr×nh Diophante mµ hiÖn

nay vÉn ch­a cã lêi gi¶i.
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