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Lêi c¶m ¬n

Sau mét thêi gian nghiªn cøu, luËn v¨n th¹c sÜ cña t«i ®· ®­îc hoµn

thµnh víi tªn ®Ò tµi `` PhÐp chia ®a thøc nhiÒu biÕn vµ mét sè øng dông" .

Nh÷ng kÕt qu¶ ban ®Çu mµ t«i thu ®­îc ®ã lµ nhê sù h­íng dÉn tËn t×nh

vµ nghiªm kh¾c cña PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn. T«i xin bÇy tá lßng biÕt

¬n s©u s¾c ®Õn c«.

T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu, phßng §µo t¹o vµ khoa

To¸n cña Tr­êng §¹i häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· t¹o ®iÒu

kiÖn cho t«i hoµn thµnh ®Ò tµi nµy trong thêi gian qua. §éi ngò c¸n bé

thuéc phßng §µo t¹o vµ Khoa To¸n ®· hÕt lßng ñng hé, gióp ®ì líp cao

häc K3 chóng t«i víi mét th¸i ®é nhiÖt t×nh, th©n thiÖn nhÊt. §iÒu nµy sÏ

m·i lµ Ên t­îng rÊt tèt ®Ñp trong lßng mçi chóng t«i ®èi víi nhµ tr­êng.

T«i xin c¶m ¬n Së Néi vô, Së Gi¸o dôc vµ §µo t¹o tØnh B¾c Giang,

tr­êng THPT Bè H¹, tæ To¸n-Tin tr­êng THPT Bè H¹ ®· t¹o ®iÒu kiÖn

cho t«i hoµn thµnh khãa häc nµy.

T«i xin c¶m ¬n gia ®×nh, b¹n bÌ vµ nh÷ng ng­êi ®· quan t©m, t¹o ®iÒu

kiÖn, ®éng viªn cæ vò ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh nhiÖm vô cña m×nh.
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Lêi nãi ®Çu

Chóng ta biÕt r»ng thuËt to¸n Euclid ®· cã tõ rÊt l©u vµ cã nhiÒu øng

dông quan träng trong to¸n häc. §Æc biÖt, thuËt to¸n Euclid lµ mét c«ng

cô rÊt m¹nh vµ rÊt h÷u hiÖu trong viÖc nghiªn cøu c¸c ®a thøc vµ c¸c i®ªan

trong vµnh ®a thøc mét biÕn trªn mét tr­êng. Tuy nhiªn, trong tr­êng hîp

nhiÒu biÕn, chóng ta kh«ng cã thuËt to¸n Euclid v× vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn

kh«ng cßn lµ vµnh Euclid n÷a, thËm chÝ nã còng kh«ng lµ vµnh chÝnh, vµ

do ®ã ch­a cã ®­îc ``phÐp chia víi d­''. V× thÕ, rÊt tù nhiªn, ng­êi ta cÇn

t×m mét c«ng cô ®Ó nghiªn cøu c¸c ®a thøc trong vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn

h÷u hiÖu nh­ thuËt to¸n Euclid trong tr­êng hîp mét biÕn. Lý thuyÕt c¬

së Groebner ra ®êi mét phÇn nh»m ®¸p øng nh÷ng nhu cÇu cÇn thiÕt ®ã.

Kh¸i niÖm c¬ së Groebner ®­îc giíi thiÖu lÇn ®Çu tiªn bëi H. Hironaka

vµo gi÷a nh÷ng n¨m 1960 víi tªn ``c¬ së chuÈn", vµ sau ®ã mét thêi gian

ng¾n, ®éc lËp víi Hironaka, kh¸i niÖm nµy ®­îc tr×nh bµy trong luËn ¸n

tiÕn sÜ cña B. Buchberger. Buchberger ®· ®Æt tªn lµ c¬ së Groebner ®Ó tá

lßng kÝnh träng W. Groebner, thÇy h­íng dÉn luËn ¸n cña m×nh. C¬ së

Groebner cã øng dông réng r·i trong nhiÒu ngµnh kh¸c nhau cña to¸n häc.

§Æc biÖt, c¬ së Groebner lµ mét c«ng cô rÊt m¹nh trong viÖc gi¶i quyÕt

nh÷ng bµi to¸n vÒ ®a thøc vµ i®ªan trong vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn trªn mét

tr­êng.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy vÒ phÐp chia víi d­ c¸c ®a thøc mét

biÕn trªn tr­êng, tõ ®ã x©y dùng thuËt to¸n chia víi d­ trong vµnh ®a thøc

nhiÒu biÕn vµ giíi thiÖu mét phÇn lÝ thuyÕt c¬ së Groebner.

LuËn v¨n gåm 2 ch­¬ng. Ch­¬ng 1 tr×nh bµy phÐp chia víi d­ c¸c ®a

thøc mét biÕn vµ nh÷ng ¸p dông nh­: thuËt to¸n t×m ­íc chung lín nhÊt

cña hai ®a thøc, thuËt to¸n biÓu diÔn ­íc chóng lín nhÊt thµnh tæ hîp tuyÕn
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tÝnh cña c¸c ®a thøc ®· cho, bµi to¸n trôc c¨n thøc ë mÉu sè, bµi to¸n t×m

phÇn tö sinh cña tæng vµ giao c¸c i®ªan trong vµnh ®a thøc mét biÕn...

Ch­¬ng 2 giíi thiÖu thuËt to¸n chia víi d­ trong vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn.

PhÇn ®Çu cña Ch­¬ng 2 xÐt c¸c i®ªan ®¬n thøc trong vµnh ®a thøc nhiÒu

biÕn, tõ ®ã x©y dùng thuËt to¸n chia trong vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn. PhÇn

tiÕp theo tr×nh bµy vÒ i®ªan dÊu, c¬ së Groebner vµ thuËt to¸n Buchberger

®Ó t×m c¬ së Groebner. Tõ ®ã øng dông ®Ó tr¶ lêi c¸c c©u hái khi nµo th×

®a thøc d­ lµ duy nhÊt, gi¶i quyÕt bµi to¸n thµnh viªn nh­ thÕ nµo...

HÇu hÕt c¸c kÕt qu¶ quan träng trong luËn v¨n ®Òu ®­îc tham kh¶o

trong hai cuèn s¸ch Ideals, Varieties and Algorithms, an introduction to

computative Algelra cña ba t¸c gi¶ D. Cox, J. Little vµ D. O' Shea [CLO]

vµ Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry cña E.

Kunz [Ku]. Mét sè kiÕn thøc c¬ së trong luËn v¨n ®­îc tham kh¶o tõ c¸c

gi¸o tr×nh tiÕng ViÖt vÒ §¹i sè ®¹i c­¬ng [C], [HT].
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Ch­¬ng 1

PhÐp chia víi d­ c¸c ®a thøc mét biÕn
trªn tr­êng

Ch­¬ng nµy tr×nh bµy nh÷ng kÕt qu¶ quan träng vÒ phÐp chia víi d­ c¸c

®a thøc mét biÕn trªn mét tr­êng nh­ thuËt to¸n t×m ­íc chung lín nhÊt,

biÓu diÔn ­íc chung lín nhÊt thµnh tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c ®a thøc, bµi

to¸n trôc c¨n thøc ë mÉu, bµi to¸n thµnh viªn, thuËt to¸n t×m phÇn tö sinh

cña tæng c¸c i®ªan vµ giao c¸c i®ªan trong vµnh ®a thøc... C¸c kÕt qu¶

trong ch­¬ng nµy hoµn toµn ®óng cho c¸c ®a thøc víi sè trªn mét tr­êng

bÊt k×, nh­ng ®Ó cho thuËn tiÖn chóng ta chØ tr×nh bµy trong tr­êng hîp hÖ

sè cña ®a thøc lµ c¸c sè phøc.

1.1 PhÐp chia víi d­

1.1.1 §Þnh nghÜa. Cho K ⊆ C. Ta gäi K lµ mét tr­êng nÕu 1 ∈ K vµ K

®ãng kÝn víi c¸c phÐp to¸n céng, trõ, nh©n, chia cho phÇn tö kh¸c 0.

Ch¼ng h¹n, Q, R, C lµ c¸c tr­êng. TËp Q[
√
p] = {a+ b

√
p | a, b ∈ Q}

lµ mét tr­êng nÕu p lµ sè nguyªn tè.

Tõ nay vÒ sau, lu«n gi¶ thiÕt K ⊆ C lµ mét tr­êng. Mét biÓu thøc d¹ng

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0, ai ∈ K, an 6= 0 ®­îc gäi lµ mét ®a

thøc cña Èn x (hay biÕn x) víi hÖ sè trong K. HÖ sè an ®­îc gäi lµ hÖ sè

5
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cao nhÊt cña f(x), sè tù nhiªn n ®­îc gäi lµ bËc cña f(x) vµ ®­îc kÝ hiÖu

lµ deg f(x). Khi an = 1 th× f(x) gäi lµ ®a thøc d¹ng chuÈn. Ta chØ ®Þnh

nghÜa bËc cho nh÷ng ®a thøc kh¸c 0 vµ quy ­íc ®a thøc 0 lµ kh«ng cã bËc.

KÝ hiÖu K[x] lµ tËp c¸c ®a thøc Èn x víi hÖ sè trong K. Gi¶ sö f(x) =∑
aix

i vµ g(x) =
∑
bix

i, ta ®Þnh nghÜa f(x) + g(x) =
∑

(ai + bi)x
i vµ

f(x)g(x) =
∑
ckx

k, trong ®ã ck =
∑
i+j=k

aibj.

1.1.2 Chó ý. Víi f(x), g(x) ∈ K[x] ta lu«n cã

deg(f(x) + g(x)) 6 max{deg f(x), deg g(x)}

deg(f(x).g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

TiÕp theo lµ ®Þnh lÝ phÐp chia víi d­ cho ®a thøc mét biÕn.

1.1.3 §Þnh lý. Cho f(x), g(x) ∈ K[x] víi g(x) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i duy

nhÊt mét cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(x), víi r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

Chøng minh. Chøng minh tÝnh duy nhÊt. Gi¶ sö

f(x) = g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

trong ®ã r(x), r1(x) b»ng 0 hoÆc cã bËc nhá h¬n bËc cña g(x). Khi ®ã

g(x)(q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x).

NÕu r1(x) = r(x) th× g(x)(q(x)− q1(x)) = 0. V× g(x) 6= 0 vµ K lµ tr­êng

nªn q(x)− q1(x) = 0, tøc lµ q(x) = q1(x). NÕu r(x) 6= r1(x) th×

deg(r − r1) = deg
(
g(q − q1)

)
= deg g + deg(q − q1).

Chó ý r»ng

deg(r − r1) 6 max{deg r, deg r1} < deg g 6 deg g + deg(q − q1).
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§iÒu nµy m©u thuÉn víi ®¼ng thøc trªn.

Sù tån t¹i cña cÆp ®a thøc q(x) vµ r(x) ®ù¬c suy ra tõ thuËt to¸n d­íi

®©y: NÕu deg f(x) < deg g(x) th× ta chän q(x) = 0 vµ r(x) = f(x). Gi¶

sö deg f(x) ≥ deg g(x). NhËn xÐt r»ng nÕu cã ®a thøc h(x) ∈ K[x] sao

cho f1(x) = f(x) − g(x)h(x) cã bËc bÐ h¬n bËc cña f(x) th× bµi to¸n

®­îc quy vÒ bµi to¸n ®¬n gi¶n h¬n, ®ã lµ t×m th­¬ng vµ d­ cña phÐp chia

f1(x) cho g(x). Tõ nhËn xÐt nµy, ta cã thuËt to¸n t×m q vµ r nh­ sau:

Cho f(x) = amx
m + . . .+ a0 vµ g(x) = bnx

n + . . .+ b0 víi am, bn 6= 0

vµ n 6 m. Chän h(x) =
am
bn
xm−n. §Æt f1(x) = f(x)− g(x)h(x). Khi ®ã

f1(x) = 0 hoÆc f1(x) cã bËc thùc sù bÐ h¬n bËc cña f(x). Trong tr­êng

hîp f1(x) = 0, ta t×m ®­îc d­ cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ r(x) = 0

vµ th­¬ng lµ q(x) = h(x). NÕu f1(x) 6= 0 th× ta tiÕp tôc lµm t­¬ng tù víi

f1(x) vµ ta ®­îc ®a thøc f2(x). Cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta ®­îc d·y ®a

thøc f1(x), f2(x), . . ., nÕu chóng ®Òu kh¸c 0 th× chóng cã bËc gi¶m dÇn.

V× thÕ sau h÷u h¹n b­íc ta ®­îc mét ®a thøc cã bËc bÐ h¬n bËc cña g(x)

vµ ®ã chÝnh lµ ®a thøc d­ r(x). NÕu mét ®a thøc cña d·y b»ng 0 th× d­

r(x) = 0. §Ó nhËn thÊy râ h¬n ta viÕt ra c¸c b­íc:

f1(x) = f(x)− g(x)h(x)

f2(x) = f1(x)− g(x)h1(x)

. . . . . . . . .

fk(x) = fk−1(x)− g(x)hk−1(x)

víi fk(x) = 0 hoÆc deg fk(x) < deg g(x). Céng vÕ víi vÕ c¸c ®¼ng thøc

®ã l¹i, ta ®­îc

f(x) = g(x)(h(x) + h1(x) + ...+ hk−1(x)) + fk(x).

Tõ ®ã ta cã q(x) = h(x) + h1(x) + . . .+ hk−1(x) vµ r(x) = fk(x).
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Trong ®Þnh lý trªn, q(x) ®­îc gäi lµ th­¬ng vµ r(x) ®­îc gäi lµ d­ cña

phÐp chia f(x) cho g(x).

1.1.4 VÝ dô. Trªn tr­êng Q, ta xÐt f(x) = −2x3 − 14x2 + 4x − 3 vµ

g(x) = −2x2 + 2x− 1. Chia f(x) cho g(x) ta ®­îc

−x3 − 7x2 + 2x− 4 = (−2x2 + 2x− 1)(x+ 8)− 11x+ 5.

Ta cã th­¬ng q(x) = x+ 8 vµ d­ r(x) = −11x+ 5.

NÕu d­ cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ 0 th× tån t¹i q(x) ∈ K[x] sao

cho f(x) = g(x)q(x). Trong tr­êng hîp nµy ta nãi r»ng f(x) chia hÕt cho

g(x) hay g(x) lµ ­íc cña f(x).

1.1.5 HÖ qu¶. Cho K lµ mét tr­êng vµ a ∈ K. Khi ®ã d­ cña phÐp chia

f(x) ∈ K[x] cho x− a lµ f(a).

Chøng minh. Chia f(x) cho x − a, d­ hoÆc b»ng 0 hoÆc lµ mét ®a thøc

bËc 0 v× bËc cña (x− a) b»ng 1. V× vËy, d­ lµ mét phÇn tö r ∈ K. Ta cã

f(x) = (x− a)q(x) + r. Thay x = a vµo ®¼ng thøc ta ®­îc r = f(a).

L­îc ®å Hoocne (Horner scheme) . Gi¶ sö K lµ mét tr­êng vµ f(x) =

anx
n + . . . + a1x + a0 ∈ K[x]. Víi a ∈ K, chia f(x) cho x − a ta ®­îc

f(x) = (x−a)g(x)+r, d­ r ∈ K vµ g(x) = bn−1x
n−1+. . .+b1x+b0.§ång

nhÊt c¸c hÖ sè, ta cã thÓ t×m nhanh sè d­ r vµ c¸c hÖ sè bn−1, . . . , b1, b0

cña g nh­ sau: 

bn−1 = an

...

bi−1 = ai + abi

...

b0 = a1 + ab1

r = a0 + b0.
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L­îc ®å sau ®©y, ®­îc gäi lµ l­îc ®å Hoocne:

an an−1 · · · a1 a0

a bn−1 = an bn−2 = abn−1 + an−1 · · · b0 = ab1 + a1 r = b0 + a0

Ch¼ng h¹n, ®Ó thùc hiÖn phÐp chia x5− 2x4 + 5x2 + 6x− 8 cho x+ 1,

ta lËp l­îc ®å Hoocne

1 −2 0 5 6 −8

−1 1 −3 3 2 4 −12

VËy x5 − 2x4 + 5x2 + 6x− 8 = (x+ 1)(x4 − 3x3 + 3x2 + 2x− 4)− 12.

1.1.6 §Þnh nghÜa. Cho K lµ mét tr­êng. PhÇn tö α ∈ C ®­îc gäi lµ

mét nghiÖm cña ®a thøc f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 ∈ K[x] nÕu

f(α) = anα
n + . . .+ a1α + a0 = 0.

Tõ HÖ qu¶ 1.1.5 ta cã ngay kÕt qu¶ sau.

1.1.7 HÖ qu¶. Cho K lµ mét tr­êng vµ a ∈ K. Khi ®ã a lµ nghiÖm cña

®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu vµ chØ nÕu tån t¹i ®a thøc g(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = (x− a)g(x).

Cho k > 0 lµ mét sè nguyªn. Mét phÇn tö a ∈ K ®­îc gäi lµ mét

nghiÖm béi k cña ®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu f(x) chia hÕt cho (x − a)k

nh­ng kh«ng chia hÕt cho (x−a)k+1. NÕu k = 1 th× a ®­îc gäi lµ nghiÖm

®¬n. NÕu k = 2 th× a ®­îc gäi lµ nghiÖm kÐp.

1.1.8 HÖ qu¶. PhÇn tö a ∈ K lµ nghiÖm béi k cña f(x) ∈ K[x] nÕu vµ

chØ nÕu f(x) = (x− a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x] vµ g(a) 6= 0.

Chøng minh. Gi¶ sö a lµ nghiÖm béi k cña f(x). V× f(x) chia hÕt cho

(x − a)k nªn f(x) = (x − a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x]. NÕu g(a) = 0

th× theo HÖ qu¶ 1.1.7 ta cã g(x) = (x − a)h(x) víi h(x) ∈ K[x] vµ

do ®ã f(x) chia hÕt cho (x − a)k+1, v« lÝ. VËy g(a) 6= 0. Ng­îc l¹i, v×
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f(x) = (x − a)kg(x) nªn f(x) chia hÕt cho (x − a)k. NÕu f(x) chia hÕt

cho (x− a)k+1 th× f(x) = (x− a)k+1h(x) víi h(x) ∈ K[x]. Do ®ã

(x− a)kg(x) = (x− a)k+1h(x).

Do K lµ tr­êng nªn g(x) = (x− a)h(x). Suy ra g(a) = 0, m©u thuÉn.

VËy f(x) kh«ng chia hÕt cho (x− a)k+1.

1.1.9 HÖ qu¶. Cho a1, a2, . . . , ar ∈ K lµ nh÷ng nghiÖm ph©n biÖt cña

f(x) ∈ K[x]. Gi¶ sö ai lµ nghiÖm béi ki cña f(x) víi i = 1, 2, . . . , r. Khi

®ã ta cã

f(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2 . . . (x− ar)kru(x)

trong ®ã u(x) ∈ K[x] vµ u(ai) 6= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng quy n¹p theo r. Tr­êng hîp r = 1

®­îc suy ra tõ HÖ qu¶ 1.1.8. Cho r > 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, tån t¹i

h(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2 . . . (x− ar−1)
kr−1h(x)

trong ®ã h(x) ∈ K[x] vµ h(ai) 6= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. V× ar lµ

nghiÖm cña f(x) nªn ta cã

0 = f(ar) = (ar − a1)
k1(ar − a2)

k2 . . . (ar − ar−1)
kr−1h(ar).

Do ar 6= ai víi mäi i = 1, . . . , r − 1 nªn h(ar) = 0. Gi¶ sö h(x) =

(x − ar)
tu(x) trong ®ã u(x) ∈ K[x], u(ar) 6= 0 vµ t > 0 lµ mét sè

nguyªn. V× h(ai) 6= 0 nªn u(ai) 6= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. Do ar

lµ nghiÖm béi kr cña f(x) nªn t 6 kr. H¬n n÷a, f(x) cã sù ph©n tÝch

f(x) = (x− ar)krv(x), trong ®ã v(x) ∈ K[x] vµ v(ar) 6= 0. V× thÕ ta cã

f(x) = (x− ar)krv(x) = (x− a1)
k1 . . . (x− ar−1)

kr−1(x− ar)tu(x).
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Chó ý r»ng K lµ tr­êng, v× thÕ gi¶n ­íc c¶ hai vÕ cho (x− ar)t ta ®­îc

(x− ar)kr−tv(x) = (x− a1)
k1 . . . (x− ar−1)

kr−1u(x).

NÕu t < kr th× khi thay x = ar vµo ®¼ng thøc trªn ta cã vÕ tr¸i b»ng 0,

cßn vÕ ph¶i kh¸c 0, ®iÒu nµy lµ v« lý. VËy t = kr. V× thÕ f cã ph©n tÝch

f(x) = (x− a1)
k1 . . . (x− ar−1)

kr−1(x− ar)kru(x)

trong ®ã u(ai) 6= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

1.1.10 HÖ qu¶. Cho f(x) ∈ K[x] lµ mét ®a thøc kh¸c 0. Khi ®ã sè nghiÖm

cña f(x), mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã, kh«ng v­ît qu¸ bËc cña f(x).

Chøng minh. Gi¶ sö a1, . . . , ar lµ c¸c nghiÖm cña f(x) víi sè béi lÇn l­ît

lµ k1, . . . , kr. Theo HÖ qu¶ 1.1.9 ta cã

f(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2 . . . (x− ar)krg(x),

trong ®ã g(x) ∈ K[x]. Do K lµ tr­êng nªn ta cã

deg f(x) = deg g(x) +
r∑
i=1

ki ≥
r∑
i=1

ki.

1.1.11 HÖ qu¶. Cho f(x), g(x) ∈ K[x], trong ®ã deg f, deg g 6 n. NÕu

f(x) vµ g(x) cã gi¸ trÞ b»ng nhau t¹i n+ 1 phÇn tö kh¸c nhau cña K th×

f(x) = g(x).

Chøng minh. §Æt h(x) = f(x)−g(x). Theo gi¶ thiÕt, h(x) cã Ýt nhÊt n+1

nghiÖm ph©n biÖt. NÕu h(x) 6= 0 th×

deg h(x) 6 max{deg f(x), deg g(x)} 6 n.

V× thÕ, theo HÖ qu¶ 1.1.10, h(x) cã nhiÒu nhÊt n nghiÖm. §iÒu nµy lµ v«

lÝ. VËy h(x) = 0 vµ do ®ã f(x) = g(x).
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1.2 ThuËt to¸n t×m ­íc chung lín nhÊt

Trong tiÕt nµy lu«n gi¶ thiÕt K lµ mét tr­êng, K ⊆ C.

1.2.1 §Þnh nghÜa. Mét ®a thøc d(x) ∈ K[x] ®­îc gäi lµ mét ­íc chung

lín nhÊt cña c¸c ®a thøc f1(x), . . . , fs(x) ∈ K[x] nÕu

(i) d(x) lµ ­íc cña fi(x) víi mäi i = 1, . . . , s.

(ii) NÕu t(x) ∈ K[x] lµ ­íc cña fi(x) víi mäi i = 1, . . . , s th× d(x)

chia hÕt cho t(x).

B»ng quy n¹p ta thÊy r»ng d(x) lµ ­íc chung lín nhÊt cña f1, . . . , fs

nÕu vµ chØ nÕu d(x) lµ ­íc chung lín nhÊt cña h(x) vµ fs(x), trong ®ã h(x)

lµ ­íc chung lín nhÊt cña f1(x), . . . , fs−1(x). V× thÕ ®Ó t×m ­íc chung lín

nhÊt cña h÷u h¹n c¸c ®a thøc, ta chØ cÇn t×m ­íc chung lín nhÊt cña hai

®a thøc.

PhÇn tiÕp theo chóng ta tr×nh bµy thuËt to¸n t×m ­íc chung lín nhÊt cña

hai ®a thøc. Tr­íc hÕt ta cÇn bæ ®Ò sau.

1.2.2 Bæ ®Ò. Cho f, g, q, r ∈ K[x] lµ nh÷ng ®a thøc tháa m·n g(x) 6= 0

vµ f = gq + r víi r = 0 hoÆc deg r < deg g. Khi ®ã ­íc chung lín nhÊt

cña f vµ g b»ng ­íc chung lín nhÊt cña g vµ r.

Chøng minh. Gi¶ sö d(x) lµ mét ­íc chung lín nhÊt cña f vµ g. Khi ®ã

d(x) lµ mét ­íc cña f − gq. Do ®ã d(x) lµ ­íc cña r(x). V× thÕ d(x) lµ

mét ­íc chung cña g vµ r. Gi¶ sö t(x) lµ mét ­íc chung cña g vµ r. Khi

®ã t(x) lµ mét ­íc cña f − gq. Suy ra t(x) lµ ­íc cña f(x). V× thÕ t(x) lµ

mét ­íc chung cña g vµ f . Suy ra t(x) lµ ­íc cña d(x). VËy d(x) lµ mét

­íc chung lín nhÊt cña g vµ r. Ng­îc l¹i, gi¶ sö d(x) lµ mét ­íc chung

lín nhÊt cña g vµ r. Hoµn toµn t­¬ng tù ta cã thÓ chØ ra r»ng d(x) lµ mét

­íc chung lín nhÊt cña f vµ g.
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1.2.3 §Þnh lý. (ThuËt to¸n Euclid t×m ­íc chung lín nhÊt). Gi¶ sö f, g ∈
K[x] vµ g 6= 0. Khi ®ã tån t¹i mét sè tù nhiªn k sao cho khi thùc hiÖn liªn

tiÕp c¸c phÐp chia ta cã

f = gq + r, r 6= 0, degr < deg g

g = rq1 + r1, r1 6= 0, deg r1 < deg r

r = r1q2 + r2, r2 6= 0, deg r2 < deg r1

. . . . . .

rk−2 = rk−1qk + rk, rk 6= 0, deg rk < deg rk−1

rk−1 = rkqk+1.

Trong tr­êng hîp nµy, rk lµ mét ­íc chung lín nhÊt cña f vµ g.

Chøng minh. Chia f cho g ta ®­îc phÇn d­ r. NÕu r 6= 0 th× chia g cho

r ta ®­îc phÇn d­ r1. NÕu r1 6= 0 th× chia r cho r1 ta ®­îc d­ lµ r2. Qu¸

tr×nh trªn ph¶i chÊm døt sau mét sè h÷u h¹n b­íc v× d·y gi¶m c¸c sè tù

nhiªn deg g > deg r > deg r1 > . . . kh«ng thÓ kÐo dµi v« h¹n. Tõ Bæ ®Ò

1.2.2 ta suy ra ­íc chung lín nhÊt cña f vµ g lµ rk.

1.2.4 VÝ dô. T×m ­íc chung lín nhÊt cña x6 − 1, x3 − 3x+ 2 vµ x4 − 1.

Lêi gi¶i. Tr­íc hÕt ta t×m ­íc chung lín nhÊt cña x6 − 1 vµ x4 − 1.

x6 − 1 = x2(x4 − 1) + x2 − 1

x4 − 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) + 0.

Theo thuËt to¸n Euclid, ­íc chung lín nhÊt cña x4− 1 vµ x6− 1 lµ x2− 1.

Ta tiÕp tôc t×m ­íc chung lín nhÊt cña x2 − 1 vµ x3 − 3x+ 2. Ta cã

x3 − 3x+ 2 = (x2 − 1)x− 2x+ 2

x2 − 1 = (−2x+ 2)
(
− 1

2
x− 1

2

)
.

Do ®ã ­íc chung lín nhÊt cña c¸c ®a thøc x3 − 3x+ 2, x4 − 1 vµ x6 − 1

lµ −2x+ 2.
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Tõ thuËt to¸n Euclid t×m ­íc chung lín nhÊt ta suy ra c¸c kÕt qu¶ sau.

1.2.5 HÖ qu¶. NÕu f1, . . . , fs lµ c¸c ®a thøc kh«ng ®ång thêi b»ng 0 th×

tån t¹i ­íc chung lín nhÊt cña f1, . . . , fs.

1.2.6 HÖ qu¶. ¦íc chung lín nhÊt cña c¸c ®a thøc kh«ng phô thuéc vµo

tr­êng c¬ së, tøc lµ nÕu K ⊆ T lµ c¸c tr­êng vµ f1, . . . , fs ∈ K[x] th×

­íc chung lín nhÊt cña f1, . . . , fs trong K[x] còng lµ ­íc chung lín nhÊt

cña f1, . . . , fs trong T [x].

Gi¶ sö f1, . . . , fs lµ c¸c ®a thøc kh«ng ®ång thêi b»ng 0. Khi ®ã c¸c

­íc chung lín nhÊt cña f1, . . . , fs lµ tån t¹i vµ chóng sai kh¸c nhau mét

nh©n tö bËc 0, tøc lµ nÕu d1(x) vµ d2(x) ®Òu lµ ­íc chung lín nhÊt cña

f1, . . . , fs th× tån t¹i a ∈ K, a 6= 0 sao cho d1(x) = ad2(x). Trong sè

c¸c ­íc chung lín nhÊt cña f1, . . . , fs, cã duy nhÊt mét ®a thøc d0(x) cã

d¹ng chuÈn (tøc lµ cã hÖ sè cao nhÊt b»ng 1) lµ ­íc chung lín nhÊt cña

f1, . . . , fs. V× thÕ ta quy ­íc

d0(x) = gcd(f1, . . . , fs).

Ch¼ng h¹n, trong VÝ dô 1.2.4 ta cã

gcd(x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1) = x− 1.

1.2.7 §Þnh lý. Gi¶ sö f(x), g(x) ∈ K[x] vµ d(x) ∈ K[x] lµ ­íc chung lín

nhÊt cña f(x), g(x). Khi ®ã tån t¹i u(x), v(x) ∈ K[x] sao cho

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x).

Chøng minh. Ta chøng minh ®Þnh lÝ theo thuËt to¸n sau ®©y gäi lµ thuËt

to¸n Euclid më réng. Trong c¸c phÐp chia liªn tiÕp ë thuËt to¸n Euclid

t×m ­íc chung lín nhÊt, d(x) = rk(x). §Æt u1(x) = 1, v1(x) = −qk(x), tõ
®¼ng thøc gi¸p cuèi ta cã

d(x) = rk−2(x)u1(x) + rk−1(x)v1(x).
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Thay rk−1(x) tõ ®¼ng thøc tr­íc gi¸p cuèi ta ®­îc

rk−1(x) = rk−3(x)− rk−2(x)qk−1(x)

v× thÕ ta cã d(x) = rk−3(x)u2(x) + rk−2(x)v2(x), trong ®ã u2(x) = v1(x)

vµ v2(x) = u1(x)− v1(x)qk−1(x). Cø tiÕp tôc ®i tõ d­íi lªn, ®Õn c¸c ®¼ng

thøc ®Çu tiªn ta cã kÕt qu¶.

Chóng ta cã thÓ dïng thuËt to¸n Euclid më réng ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n

trôc c¨n thøc ë mÉu sè. Tr­íc hÕt ta cÇn nh¾c l¹i kh¸i niÖm sau.

1.2.8 §Þnh nghÜa. (i) Mét ®a thøc f(x) ∈ K[x] ®­îc gäi lµ bÊt kh¶ quy

trªn K nÕu deg f > 0 vµ f kh«ng thÓ ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai

®a thøc víi hÖ sè trong K vµ cã bËc bÐ h¬n deg f.

(ii) Mét phÇn tö α ∈ C ®­îc gäi lµ ®¹i sè trªn K nÕu cã mét ®a thøc

kh¸c 0 víi hÖ sè trong K vµ nhËn α lµm nghiÖm.

1.2.9 Bæ ®Ò. Gi¶ sö α lµ ®¹i sè trªn K. Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt mét ®a

thøc trong K[x] bÊt kh¶ quy cã d¹ng chuÈn vµ nhËn α lµm nghiÖm.

§a thøc bÊt kh¶ quy x¸c ®Þnh nh­ trong Bæ ®Ò 1.2.9 ®­îc gäi lµ ®a thøc

bÊt kh¶ quy hay ®a thøc tèi tiÓu cña α.

Chøng minh. Chän f(x) ∈ K[x] lµ ®a thøc kh¸c 0 cã bËc bÐ nhÊt nhËn

α lµm nghiÖm. Râ rµng deg f > 0. NÕu f(x) kh«ng bÊt kh¶ quy th× cã

sù ph©n tÝch f = gh víi deg g, deg h < deg f. Khi ®ã hoÆc g hoÆc h lµ

®a thøc kh¸c 0, cã bËc bÐ h¬n deg f vµ nhËn α lµm nghiÖm, ®iÒu nµy lµ

v« lÝ. V× thÕ f lµ bÊt kh¶ quy. Goi an lµ hÖ sè cao nhÊt cña f . Khi ®ã ®a

thøc
1

an
f(x) lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy, cã d¹ng chuÈn vµ nhËn α lµm nghiÖm.

Gi¶ sö p(x), q(x) ∈ K[x] lµ c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy, cã d¹ng chuÈn vµ

nhËn α lµm nghiÖm. NÕu p(x) kh«ng chia hÕt cho q(x) th× v× q(x) bÊt

kh¶ quy nªn gcd(p, q) = 1. Theo thuËt to¸n Euclid më réng ta cã biÓu
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diÔn 1 = p(x)h(x) + q(x)g(x). Thay α vµo ®¼ng thøc nµy ta ®­îc 1 = 0,

®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy p(x) lµ béi cña q(x). ViÕt p(x) = t(x)q(x). Hoµn

toµn t­¬ng tù ta suy ra q(x) lµ béi cña p(x). V× thÕ deg p = deg q. Do ®ã

t(x) = a ∈ K. §ång nhÊt hÖ sè cao nh©t cña ®¼ng thøc p(x) = t(x)q(x)

víi chó ý r»ng p(x) vµ q(x) ®Òu cã d¹ng chuÈn, ta ®­îc a = 1. V× thÕ

p(x) = q(x).

1.2.10 MÖnh ®Ò. Gi¶ sö α ∈ C lµ phÇn tö ®¹i sè trªn K vµ g(x) ∈ K[x]

lµ ®a thøc sao cho g(α) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i ®a thøc f(x) ∈ K[x] sao cho
1

g(α)
= f(α).

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 1.2.9, gäi p(x) ∈ K[x] lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy cña

α. V× g(α) 6= 0 nªn cã biÓu diÔn g(x) = p(x)q(x) + r(x) víi q, r ∈ K[x],

r 6= 0 vµ deg r < deg p. Do α lµ nghiÖm cña p(x) nªn g(α) = r(α).

V× p(x) bÊt kh¶ quy vµ deg r(x) < deg p(x) nªn gcd(p, r) = 1. Theo

thuËt to¸n Euclid më réng, t×m ®­îc ®a thøc f(x), t(x) ∈ K[x] sao cho

1 = r(x)f(x) + p(x)t(x). Do α lµ nghiÖm cña p(x) nªn 1 = r(α)f(α).

V× thÕ ta cã 1 = g(α)f(α). VËy
1

g(α)
= f(α).

Khi g(α) lµ mét biÓu thøc chøa c¨n th× mÖnh ®Ò trªn cho phÐp ta gi¶i

quyÕt bµi to¸n trôc c¨n thøc ë mÉu.

1.2.11 VÝ dô. Trôc c¨n thøc ë mÉu sè cña ph©n sè sau

1

1 + 3
√

2 + 2 3
√

4
.

Lêi gi¶i. §Æt g(x) = 1 + x + 2x2. Khi ®ã mÉu sè cña ph©n sè lµ g( 3
√

2).

§a thøc tèi tiÓu cña 3
√

2 lµ p(x) = x3 − 2. V× deg g < deg p nªn p(x) vµ

g(x) nguyªn tè cïng nhau. Thùc hiÖn c¸c phÐp chia liªn tiÕp theo thuËt
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to¸n Euclid ta ®­îc

4p(x) = g(x)(2x− 1)− x− 7

g(x) = (−x− 7)(−2x+ 13) + 92

−x− 7 = 92(−x/92− 7/92) + 0.

Suy ra 92 = g(x) + (−x− 7)(2x− 13). Do ®ã

92 = g(x) +
(
4p(x)− g(x)(2x− 1)

)
(2x− 13).

V× thÕ 92 = 4(2x− 13)p(x) + 4(−x2 + 7x− 3)g(x). VËy,

23 = (2x− 13)p(x) + (−x2 + 7x− 3)g(x).

Suy ra 23 =
(
− 3
√

4 + 7 3
√

2− 3
)(

1 + 3
√

2 + 2 3
√

4
)
. Do ®ã

1

1 + 3
√

2 + 2 3
√

4
=
− 3
√

4 + 7 3
√

2− 3

23
.

1.3 Vµnh ®a thøc mét biÕn

Trong suèt tiÕt nµy, lu«n gi¶ thiÕt K ⊆ C lµ mét tr­êng.

1.3.1 §Þnh nghÜa. Vµnh lµ mét tËp V ®­îc trang bÞ hai phÐp to¸n céng vµ

nh©n tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y:

(i) V lµ mét nhãm giao ho¸n víi phÐp céng . PhÐp céng cã tÝnh chÊt giao

ho¸n, kÕt hîp; V cã phÇn tö kh«ng (tån t¹i 0 ∈ V sao cho 0 + x = x víi

mäi x ∈ V ); mçi phÇn tö cña V ®Òu cã phÇn tö ®èi xøng (mçi x ∈ V , tån

t¹i −x ∈ V sao cho x+ (−x) = 0).

(ii) Víi mçi x, y, z ∈ V ta cã (xy)z = x(yz) .

(iii) PhÐp nh©n ph©n phèi ®èi víi phÐp céng.

NÕu phÐp nh©n lµ giao ho¸n th× V lµ vµnh giao ho¸n. NÕu phÐp nh©n

cã phÇn tö ®¬n vÞ th× V lµ vµnh cã ®¬n vÞ.
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1.3.2 VÝ dô. (i) Nh÷ng vÝ dô ®¬n gi¶n vÒ vµnh giao ho¸n cã ®¬n vÞ lµ:

Z,Q,R,C.

(ii) KÝ hiÖu K[x] lµ tËp c¸c ®a thøc mét biÕn x víi hÖ sè trªn K. Khi

®ã K[x] lµ vµnh giao ho¸n cã ®¬n vÞ víi phÐp céng vµ nh©n ®a thøc. K[x]

®­îc gäi lµ vµnh ®a thøc mét biÕn x trªn K.

1.3.3 §Þnh nghÜa. Cho V lµ mét vµnh, I ⊆ V . Ta nãi I lµ i®ªan cña V

nÕu 0 ∈ I, a− b ∈ I vµ ax, xa ∈ I víi mäi a, b ∈ I vµ mäi x ∈ V .

Trong vµnh Z c¸c sè nguyªn, c¸c i®ªan cña Z lµ vµ chØ lµ c¸c tËp cã

d¹ng mZ víi m ∈ N.

1.3.4 §Þnh nghÜa. Cho V lµ mét vµnh giao ho¸n vµ U ⊆ V. Khi ®ã U chøa

trong Ýt nhÊt mét i®ªan cña V, ch¼ng h¹n V. Giao cña tÊt c¶ c¸c i®ªan cña

V chøa U lµ i®ªan nhá nhÊt cña V chøa U. I®ªan nµy ®­îc gäi lµ i®ªan

sinh bëi U vµ ®­îc kÝ hiÖu lµ (U). NÕu U = {a1, . . . , an} th× (U) ®­îc gäi

lµ i®ªan sinh bëi a1, . . . , an vµ ®­îc kÝ hiÖu lµ (a1, . . . , an). Trong tr­êng

hîp nµy ta cã

(U) = {a1x1 + . . .+ anxn | x1, . . . , xn ∈ V }.

§Æc biÖt, nÕu U = {a} th× (U) ®­îc gäi lµ i®ªan chÝnh sinh bëi a vµ ®­îc

kÝ hiÖu lµ (a). Trong tr­êng hîp nµy ta cã (a) = {ax | x ∈ V }.

Môc ®Ých cña tiÕt nµy lµ tr×nh bµy nh÷ng øng dông cña ®Þnh lÝ chia víi

d­ ®Ó nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt cña vµnh ®a thøc K[x].

1.3.5 HÖ qu¶. Mçi i®ªan cña K[x] lµ i®ªan chÝnh.

Chøng minh. Gi¶ sö I lµ mét i®ªan cña K[x]. NÕu I = 0 th× I lµ i®ªan

chÝnh sinh bëi ®a thøc 0. NÕu I 6= 0 th× ta chän g ∈ I lµ ®a thøc kh¸c 0

cã bËc nhá nhÊt trong tÊt c¶ c¸c ®a thøc kh¸c 0 cña I . Víi f tïy ý trong
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I, tån t¹i q, r ∈ K[x] sao cho f = gq + r víi r = 0 hoÆc deg r < deg g.

Tõ ®ã ta cã r = f − gq ∈ I. V× g cã bËc nhá nhÊt trong I nªn r = 0. Do

®ã I ⊆ (g). Râ rµng (g) ⊆ I. VËy I lµ i®ªan chÝnh sinh bëi g.

1.3.6 HÖ qu¶. Gi¶ sö f1, . . . , fs lµ c¸c ®a thøc trªn K[x] kh«ng ®ång thêi

b»ng 0. §Æt h = gcd(f1, . . . fs). Khi ®ã (f1, . . . , fs) lµ i®ªan chÝnh sinh

bëi h.

Chøng minh. Ta chØ cÇn chøng minh cho tr­êng hîp s = 2 lµ ®ñ. §Æt

f1 = f vµ f2 = g. Khi ®ã gcd(f, g) = h. Ta sÏ chøng minh (f, g) = (h).

V× f, g chia hÕt cho h nªn f, g ∈ (h). Suy ra

(f, g) = {fp+ gq | p, q ∈ K[x]} ⊆ (h).

V× h = gcd(f, g) nªn theo §Þnh lÝ 1.2.7, tån t¹i p, q ∈ K[x] sao cho

h = pf + qg ∈ (f, g). Suy ra (h) ⊆ (f, g).

1.3.7 Chó ý. HÖ qu¶ trªn cho phÐp chóng ta t×m ®­îc phÇn tö sinh cña

i®ªan tæng: Gi¶ sö I, J lµ hai i®ªan cña K[x]. Khi ®ã I, J lµ c¸c i®ªan

chÝnh. Gi¶ sö I = (f) vµ J = (g). Khi ®ã I + J = (f, g) = (h), trong ®ã

h = gcd(f, g).

1.3.8 VÝ dô. T×m phÇn tö sinh cña i®ªan sinh bëi c¸c ®a thøc x6−1, x4−1

vµ x3 − 3x+ 2.

Lêi gi¶i. Theo VÝ dô 1.2.4, x− 1 lµ ­íc chung lín nhÊt cña x6− 1, x4− 1

vµ x3 − 3x + 2. Theo HÖ qu¶ 1.3.6, x − 1 lµ phÇn tö sinh cña i®ªan sinh

bëi c¸c ®a thøc x6 − 1, x4 − 1 vµ x3 − 3x+ 2.

1.3.9 Chó ý. HÖ qu¶ trªn còng cho phÐp chóng ta gi¶i quyÕt ``Bµi to¸n

thµnh viªn". Cho tr­íc mét ®a thøc f vµ mét i®ªan I = (f1, . . . , fs) cña

K[x]. Khi ®ã f ∈ I nÕu vµ chØ nÕu f chia hÕt cho gcd(f1, . . . , fs).
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1.3.10 VÝ dô. H·y kiÓm tra xem x3 + 4x2 + 3x − 7 cã thuéc i®ªan sinh

bëi (x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1) kh«ng?

Lêi gi¶i . Ta cã gcd(x3−3x+2, x4−1, x6−1) = x−1.V× x3+4x2+3x−7 =

(x2 + 5x+ 8)(x− 1) + 1 nªn x3 + 4x2 + 3x− 7 kh«ng thuéc i®ªan sinh

bëi (x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1).

Nh¾c l¹i r»ng ®a thøc k ∈ K[x] ®­îc gäi lµ mét béi chung nhá nhÊt

cña c¸c ®a thøc f1, . . . , fs nÕu k chia hÕt cho fi víi mäi i vµ nÕu t ∈ K[x]

chia hÕt cho fi víi mäi i th× t chia hÕt cho k. Chó ý r»ng nÕu f1, . . . , fs

®ång thêi kh¸c 0 th× béi chung nhá nhÊt cña chóng tån t¹i. B»ng quy n¹p

ta thÊy r»ng k lµ béi chung nhá nhÊt cña f1, . . . , fs nÕu vµ chØ nÕu k lµ

béi chung nhá nhÊt cña h vµ fs, trong ®ã h lµ béi chung nhá nhÊt cña

f1, . . . , fs−1. V× thÕ ®Ó t×m béi chung nhá nhÊt cña h÷u h¹n c¸c ®a thøc,

ta chØ cÇn t×m béi chung nhá nhÊt cña hai ®a thøc. Víi f1, f2 ®Òu kh¸c 0

th× k =
f1.f2

gcd(f1, f2)
lµ béi chóng nhá nhÊt cña f1, f2.

Tõ hÖ qu¶ trªn ta cã thÓ gi¶i quyÕt bµi to¸n t×m giao c¸c i®ªan trong

vµnh ®a thøc K[x] nh­ sau.

1.3.11 HÖ qu¶. Gi¶ sö Ii = (fi), i = 1, . . . , s lµ c¸c i®ªan ®ång thêi kh¸c

0 trong vµnh ®a thøc trªn K[x], k lµ béi chung nhá nhÊt cña f1, . . . fs.

Khi ®ã I1 ∩ . . . ∩ Is = (k).

1.3.12 VÝ dô. Cho I1 = (x2 − 1) vµ I2 = (x2 − 3x+ 2) . T×m I1 ∩ I2.
Lêi gi¶i. Ta cã h = gcd(x2 − 1, x2 − 3x + 2) = x− 1. Suy ra béi chung

nhá nhÊt cña x2 − 1, x2 − 3x+ 2 lµ

k =
(x2 − 1)(x2 − 3x+ 2)

h
= (x2 − 1)(x− 2) = x3 − 2x2 − x+ 2.

Do ®ã I1 ∩ I2 = (x3 − 2x2 − x+ 2).
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Ch­¬ng 2

PhÐp chia víi d­ trong vµnh ®a thøc
nhiÒu biÕn

Trong ch­¬ng nµy, lu«n gi¶ thiÕt K ⊆ C lµ mét tr­êng. Môc ®Ých cña

Ch­¬ng lµ më réng thuËt to¸n chia lªn tr­êng hîp ®a thøc nhiÒu biÕn vµ

tr×nh bµy mét sè øng dông. Tr­íc hÕt chóng t«i quan t©m tíi líp i®ªan

®¬n thøc, lµ líp i®ªan ®¬n gi¶n nhÊt.

2.1 I®ªan ®¬n thøc

2.1.1 §Þnh nghÜa. Mçi bé n sè nguyªn kh«ng ©m α = (α1, · · · , αn) cho

ta mét ®¬n thøc xα = xα1
1 · · ·xαn

n cña n biÕn x1, . . . , xn víi bËc (hay bËc

tæng thÓ) lµ α1 + · · ·+ αn. Ta hiÓu mét tõ lµ mét biÓu thøc cã d¹ng axα,

trong ®ã 0 6= a ∈ K vµ xα lµ mét ®¬n thøc. Ta còng gäi xα lµ ®¬n thøc

cña tõ axα. Hai tõ ®­îc gäi lµ ®ång d¹ng nÕu hai ®¬n thøc cña chóng lµ

b»ng nhau. Mçi ®a thøc f cña n biÕn x1, . . . , xn víi hÖ sè trong K lµ mét

tæng cña h÷u h¹n tõ . NÕu c¸c tõ cña f ®«i mét kh«ng ®ång d¹ng th× ta

gäi biÓu diÔn ®ã lµ biÓu diÔn chÝnh t¾c cña f. BËc (hay bËc tæng thÓ) cña

mét tõ lµ bËc cña ®¬n thøc cña tõ ®ã. BËc (hay bËc tæng thÓ) cña ®a thøc

f, kÝ hiÖu bëi deg(f), lµ sè lín nhÊt trong c¸c bËc cña c¸c tõ trong biÓu

diÔn chÝnh t¾c cña f. BËc cña ®a thøc f theo biÕn xi, i = 1, · · · , n, lµ sè

21
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lín nhÊt trong c¸c sè mò cña xi xuÊt hiÖn trong c¸c tõ cña f.

§Æt R = K[x1, . . . , xn]. Khi ®ã R lµ mét vµnh víi phÐp céng (theo c¸c

tõ ®ång d¹ng) vµ phÐp nh©n lµm thµnh mét vµnh, ®­îc gäi lµ vµnh ®a thøc

cña n biÕn x1, . . . , xn víi hÖ sè trong K.

2.1.2 §Þnh nghÜa. Mét i®ªan I cña R ®­îc gäi lµ i®ªan ®¬n thøc nÕu nã

cã mét hÖ sinh gåm nh÷ng ®¬n thøc.

Sau ®©y lµ mét tÝnh chÊt rÊt quan träng cña i®ªan ®¬n thøc.

2.1.3 Bæ ®Ò. Cho I lµ i®ªan ®¬n thøc vµ T lµ mét hÖ sinh cña I gåm nh÷ng

®¬n thøc. Khi ®ã ®¬n thøc xα thuéc I nÕu vµ chØ nÕu xα lµ béi cña mét

®¬n thøc trong T .

Chøng minh. Gi¶ sö T = {xβi, i = 1, · · · , t} lµ hÖ sinh gåm nh÷ng ®¬n

thøc cña I . NÕu xα lµ béi cña mét xβi nµo ®ã th× xα thuéc I . Ng­îc l¹i

nÕu xα ∈ I th× xα = h1x
β1 + · · · + htx

βt ë ®©y h1, · · · , ht ∈ R. Sau khi

khai triÓn vÕ ph¶i vµ ­íc l­îng c¸c tõ ®ång d¹ng ta ®­îc mét biÓu diÔn

chÝnh t¾c vµ biÓu diÔn chÝnh t¾c nµy lµ ®¬n thøc xα. §iÒu nµy chøng tá

ph¶i cã mét ®¬n thøc xβi nµo ®ã lµ ­íc cña xα.

KÕt qu¶ sau ®©y cho ta mét sè ®Æc tr­ng cña i®ªan ®¬n thøc.

2.1.4 Bæ ®Ò. Cho I lµ i®ªan cña R. C¸c ph¸t biÓu sau t­¬ng ®­¬ng:

(i) I lµ i®ªan ®¬n thøc.

(ii) Víi mäi f ∈ R, f ∈ I khi vµ chØ khi mäi tõ cña f ®Òu thuéc I.

(iii) I lµ K-kh«ng gian vÐc t¬ sinh bëi c¸c ®¬n thøc trong I. V× thÕ hai

i®ªan ®¬n thøc lµ b»ng nhau nÕu vµ chØ nÕu tËp c¸c ®¬n thøc cña chóng

lµ nh­ nhau.

Chøng minh. (i)⇒(ii). Cho f ∈ R. NÕu mäi tõ cña f ®Òu thuéc I th× râ

rµng f ∈ I. Gi¶ sö f ∈ I. Do I lµ i®ªan ®¬n thøc nªn tån t¹i nh÷ng ®¬n

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



23

thøc xαi ∈ I, i = 1, · · · , t, vµ c¸c ®a thøc h1, · · · , ht ∈ R sao cho

f = h1x
α1 + · · ·+ htx

αt.

Sau khi khai triÓn vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trªn vµ ­íc l­îc c¸c tõ ®ång d¹ng

ta nhËn ®­îc biÓu diÔn chÝnh t¾c cña f. V× thÕ mçi tõ cña f ®Òu lµ béi cña

mét ®¬n thøc xαi nµo ®ã, vµ do ®ã nã thuéc i®ªan I.

(ii)⇒(iii). Râ rµng I lµK-kh«ng gian vÐc t¬. Theo (ii), mçi ®a thøc f ∈ I
lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña nh÷ng ®¬n thøc trong I. V× thÕ ta cã (iii).

(iii)⇒(i). V× I lµ K-kh«ng gian vÐc t¬ sinh bëi c¸c ®¬n thøc trong I nªn

nã lµ i®ªan sinh bëi c¸c ®¬n thøc trong I. VËy I lµ i®ªan ®¬n thøc.

KÕt qu¶ sau ®©y chØ ra r»ng mäi i®ªan ®¬n thøc ®Òu cã mét hÖ sinh h÷u

h¹n, vµ do ®ã viÖc nghiªn cøu c¸c i®ªan ®¬n thøc lµ dÔ dµng h¬n v× cã thÓ

quy vÒ nghiªn cøu c¸c hÖ gåm h÷u h¹n ®¬n thøc.

2.1.5 §Þnh lý. (Bæ ®Ò Dickson). Mçi i®ªan ®¬n thøc ®Òu cã mét hÖ sinh

gåm h÷u h¹n ®¬n thøc. §Æc biÖt, tõ mçi hÖ sinh gåm nh÷ng ®¬n thøc cña

I , ta cã thÓ trÝch ra mét hÖ sinh h÷u h¹n.

Chøng minh. Tr­êng hîp I = 0 hoÆc I = R lµ râ rµng. Gi¶ thiÕt I 6= 0

vµ I 6= R. Ta chøng minh ®Þnh lý b»ng quy n¹p theo n. Víi n = 1, chän

α lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt sao cho xα ∈ I. Khi ®ã I sinh bëi xα.

Gi¶ sö ®Þnh lý ®· ®óng cho tr­êng hîp n biÕn. Ta chøng minh nã ®óng

cho tr­êng hîp n+ 1 biÕn. Cho I lµ i®ªan cña R = K[x1, · · · , xn+1]. §Ó

cho tiÖn ta kÝ hiÖu S = K[x1, · · · , xn] lµ vµnh ®a thøc cña n biÕn trªn K

vµ coi S nh­ lµ vµnh con cña R. Khi ®ã mçi ®¬n thøc cña R ®­îc viÕt

d­íi d¹ng xαxmn+1 (ë ®©y xα lµ ®¬n thøc cña S). Gäi J lµ i®ªan sinh bëi

c¸c ®¬n thøc xα sao cho xαxmn+1 ∈ I víi mét sè tù nhiªn m nµo ®ã. Suy

ra J lµ mét i®ªan ®¬n thøc cña S. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, J cã mét hÖ
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sinh gåm h÷u h¹n ®¬n thøc, ch¼ng h¹n J = (xα(1), · · · , xα(s))S. Víi mçi

i = 1, 2, · · · , s, v× xα(i) ∈ J nªn theo ®Þnh nghÜa cña J, tån t¹i c¸c sè

nguyªn mi ≥ 0 sao cho xα(i)xmi
n+1 ∈ I. Chän m lµ sè lín nhÊt trong c¸c

mi ®ã. Víi mçi k = 0, · · · ,m− 1, gäi Jk lµ i®ªan cña S sinh bëi c¸c ®¬n

thøc xα sao cho xαxkn+1 ∈ I. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, Jk ®­îc sinh bëi h÷u

h¹n ®¬n thøc trong S, ch¼ng h¹n Jk = (xαk(1), · · · , xαk(sk))S. KÝ hiÖu T

lµ tËp c¸c ®¬n thøc xαk(i)xkn+1 víi k = 0, · · · ,m− 1 vµ i = 1, · · · , sk. Ta
kh¼ng ®Þnh

I = (xα(1)xmn+1, · · · , xα(s)xmn+1, T )R.

§Ó chøng minh kh¼ng ®Þnh nµy, ta chØ cÇn chøng minh tËp c¸c ®¬n thøc

cña I vµ cña (xα(1)xmn+1, · · · , xα(s)xmn+1, T )R lµ nh­ nhau. Râ rµng c¸c ®¬n

thøc trong T vµ c¸c ®¬n thøc xα(1)xmn+1, · · · , xα(s)xmn+1 ®Òu thuéc I. Ng­îc

l¹i, gi¶ sö xαxtn+1 lµ ®¬n thøc cña I. Khi ®ã xα ∈ J. V× thÕ xα lµ béi cña

mét ®¬n thøc xα(i) nµo ®ã. NÕu t ≥ m th× xαxtn+1 lµ béi cña xα(i)xmn+1.

V× thÕ xαxtn+1 lµ ®¬n thøc cña i®ªan (xα(1)xmn+1, · · · , xα(s)xmn+1, T )R. NÕu

t < m th× theo ®Þnh nghÜa cña Jt ta cã xα ∈ Jt. Suy ra xα lµ béi cña

mét ®¬n thøc xαt(i) nµo ®ã. V× thÕ xαxtn+1 lµ béi cña xαt(i)xtn+1 vµ do ®ã

xαxtn+1 lµ ®¬n thøc cña i®ªan (xα(1)xmn+1, · · · , xα(s)xmn+1, T )R. VËy kh¼ng

®Þnh ®­îc chøng minh. Suy ra I cã mét hÖ sinh gåm h÷u h¹n ®¬n thøc.

B©y giê, gi¶ sö D lµ mét hÖ sinh cña I gåm nh÷ng ®¬n thøc. Do I lµ

i®ªan ®¬n thøc nªn tån t¹i h÷u h¹n ®¬n thøc xα1, · · · , xαt lËp thµnh mét

hÖ sinh cña I. Víi mçi i = 1, · · · , t, do D lµ hÖ sinh cña I nªn tån t¹i ®¬n

thøc xβi ∈ T sao cho xαi lµ béi cña xβi. V× thÕ ta trÝch ra ®­îc tõ D mét

hÖ sinh (xβ1, · · · , xβt) cña I. VËy ®Þnh lý ®­îc chøng minh.
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2.2 Mét sè bµi to¸n vÒ i®ªan ®¬n thøc

D­íi ®©y chóng ta gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n liªn quan ®Õn i®ªan ®¬n

thøc.

2.2.1 MÖnh ®Ò. (Bµi to¸n thµnh viªn cho i®ªan ®¬n thøc). Cho I lµ i®ªan

®¬n thøc sinh bëi c¸c ®¬n thøc m1, · · · ,mt vµ f lµ mét ®a thøc. Khi ®ã

f ∈ I khi vµ chØ khi mçi tõ cña f ®Òu lµ béi cña mét ®¬n thøc mi nµo ®ã.

Chøng minh. NÕu mçi tõ cña f ®Òu lµ béi cña mét ®¬n thøc mi nµo ®ã th×

râ rµng f ∈ I. Gi¶ sö f ∈ I. V× I lµ i®ªan ®¬n thøc nªn mçi tõ cña f ®Òu

thuéc I vµ do ®ã nã lµ béi cña mét ®¬n thøc mi nµo ®ã.

2.2.2 VÝ dô. Cho I = (x4y2, x3yz2, yz3) vµ f = 3x5y4z+4x7y2z3−2xyz3.

NhËn thÊy r»ng mäi tõ cña f ®Òu lµ béi cña mét ®¬n thøc trong I , do ®ã

f ∈ I.

Chóng ta cã thÓ gi¶i quyÕt bµi to¸n t×m giao cho c¸c i®ªan ®¬n thøc. Gi¶

sö u = xα1
1 . . . xαn

n vµ v = xβ1

1 . . . xβn
n lµ hai ®¬n thøc. §Æt λi = min(αi, βi),

vµ γi = max{αi, βi} víi i = 1, . . . , n. Khi ®ã ®¬n thøc xλ1
1 . . . xλn

n ®­îc

gäi lµ ­íc chung lín nhÊt cña u vµ v vµ ®­îc kÝ hiÖu lµ gcd(u, v). T­¬ng

tù ®¬n thøc xγ1

1 . . . xγn
n ®­îc gäi lµ béi chung nhá nhÊt cña u vµ v vµ ®­îc

kÝ hiÖu lµ lcm(u, v).

2.2.3 MÖnh ®Ò. (Bµi to¸n t×m giao cho i®ªan ®¬n thøc). Cho I vµ J lµ hai

i®ªan ®¬n thøc lÇn l­ît sinh bëi nh÷ng ®¬n thøc m1, · · · ,mt vµ u1, · · · , ur.
Víi mçi i = 1, · · · , t vµ j = 1, · · · , r, ta kÝ hiÖu béi chung nhá nhÊt cña

mi vµ uj lµ lcm(mi, uj). Khi ®ã ta cã

I ∩ J = (lcm(mi, uj) | i = 1, · · · , t, j = 1, · · · , r).

§Æc biÖt, giao cña hai i®ªan ®¬n thøc còng lµ i®ªan ®¬n thøc.
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Chøng minh. Râ rµng I∩J ⊇ (lcm(mi, uj) | i = 1, · · · , t, j = 1, · · · , r).
MÖnh ®Ò ®­îc chøng minh nÕu ta chØ ra ®­îc mçi ®¬n thøc cña I ∩ J ®Òu

lµ béi cña mét ®¬n thøc lcm(mi, uj) nµo ®ã. Gi¶ sö u lµ mét ®¬n thøc cña

I ∩ J. Khi ®ã u ∈ I vµ u ∈ J. V× I lµ i®ªan ®¬n thøc nªn u lµ béi cña mi

nµo ®ã. T­¬ng tù, v× J lµ i®ªan ®¬n thøc nªn u lµ béi cña uj nµo ®ã. V×

thÕ u lµ béi cña lcm(mi, uj).

2.2.4 VÝ dô. Cho I = (xy, x2z, yz3) vµ J = (x2z2, yz). Khi ®ã ta cã

I ∩ J = (x2yz2, x2z2, x2yz3, xyz, x2yz, yz3) = (x2z2, xyz, yz3).

2.2.5 §Þnh nghÜa. Cho I = (f1, . . . , fs)R vµ J = (g1, . . . , gt)R lµ hai

i®ªan cña R. §Æt (I : J) = {h ∈ R | Jh ⊆ I}. Khi ®ã (I : J) còng lµ

i®ªan cña R vµ ta gäi nã lµ th­¬ng cña I vµ J.

Cho I vµ J lµ hai i®ªan cña R, trong ®ã J = (g1, · · · , gr). Râ rµng

I : J = (I : g1) ∩ (I : g2) ∩ · · · ∩ (I : gr).

V× thÕ, ta chØ cÇn gi¶i quyÕt bµi to¸n t×m th­¬ng nh­ sau.

2.2.6 MÖnh ®Ò. (Bµi to¸n t×m th­¬ng cho i®ªan ®¬n thøc). Cho I i®ªan

®¬n thøc sinh bëi nh÷ng ®¬n thøc m1, · · · ,mt. Cho u lµ mét ®¬n thøc.

Víi mçi i = 1, · · · , t, ®Æt di = gcd(mi, u). Gi¶ sö mi = divi. Khi ®ã ta

cã (I : u) lµ i®ªan sinh bëi c¸c ®¬n thøc v1, · · · , vt. §Æc biÖt, th­¬ng cña

hai i®ªan ®¬n thøc còng lµ i®ªan ®¬n thøc.

Chøng minh. Râ rµng (v1, · · · , vt) ⊆ (I : u). Gi¶ sö f lµ mét ®a thøc cña

(I : u). Khi ®ã fu ∈ I. Gäi m lµ mét tõ tuú ý cña f. Do I lµ i®ªan ®¬n

thøc nªn mu lµ béi cña mét ®¬n thøc mi nµo ®ã vµ v× thÕ m lµ béi cña vi.

Do ®ã (I : u) ⊆ (v1, · · · , vt).

2.2.7 VÝ dô. Cho I = (xyz, x3yz, yz3) vµ J = (x2z2, yz). T×m th­¬ng cña

I vµ J.
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Lêi gi¶i. §Æt u1 = x2z2, u2 = yz,m1 = xyz,m2 = x3yz,m3 = yz3, d1 =

gcd(m1, u1) = xz, d2 = gcd(m2, u1) = x2z, d3 = gcd(m3, u1) = z2. §Æt

mi = divi. Khi ®ã ta cã v1 = y, v2 = xy, v3 = yz. Theo MÖnh ®Ò 2.2.6

ta cã (I : u1) = (y, xy, yz). T­¬ng tù ta cã (I : u2) = (x, yz, z2). Do ®ã

I : J = (I : u1) ∩ (I : u2) = (xy, yz, xyz, yz2, xyz2) = (xy, yz).

2.3 ThuËt to¸n chia ®a thøc nhiÒu biÕn

Nh­ ®· nh¾c trong phÇn më ®Çu, thuËt to¸n Euclid trong vµnh ®a thøc mét

biÕn trªn mét tr­êng kh«ng thÓ më réng ®­îc cho tr­êng hîp nhiÒu biÕn.

Lý do chÝnh lµ v× khi chia hai ®a thøc nhiÒu biÕn f cho g, nÕu coi g nh­

lµ ®a thøc cña mét biÕn th× hÖ tö cao nhÊt cña g lµ mét ®a thøc cña n− 1

biÕn cßn l¹i, vµ nãi chung hÖ tö cao nhÊt nµy kh«ng kh¶ nghÞch. V× thÕ,

mét c¸ch tù nhiªn, ta ph¶i t×m c¸ch x©y dùng mét thuËt to¸n chia h÷u hiÖu

trªn vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn. Tuy thuËt to¸n Euclid kh«ng më réng ®­îc

mét c¸ch trùc tiÕp lªn tr­êng hîp nhiÒu biÕn nh­ng nã chøa nh÷ng mÇm

mèng cho viÖc gi¶i quyÕt tr­êng hîp nhiÒu biÕn. §ã lµ viÖc h¹ bËc sau

tõng b­íc. CÇn chó ý r»ng ta kh«ng thÓ dïng bËc tæng thÓ hoÆc bËc theo

mét biÕn nµo ®ã ®Ó h¹ bëi v× cã thÓ cã nhiÒu tõ cña mét ®a thøc cã cïng

bËc nh­ thÕ. Do ®ã ta cÇn s¾p xÕp c¸c ®¬n thøc theo mét thø toµn phÇn

trong mét nguyªn t¾c nµo ®ã, mµ ta gäi lµ thø tù tõ, ®Ó thuËn tiÖn cho c«ng

viÖc nµy.

Trong suèt ch­¬ng nµy, kÝ hiÖu R = K[x1, . . . , xn] lµ vµnh ®a thøc n

biÕn víi hÖ sè trªn K. KÝ hiÖu Nn lµ tËp c¸c bé n sè tù nhiªn. Víi α =

(α1, · · · , αn) ∈ Nn ta viÕt xα = xα1
1 · · · xαn

n . Víi α = (α1, . . . , αn), β =

(β1, . . . , βn) ∈ Nn, ta ®Þnh nghÜa α + β = (α1 + β1, . . . , αn + βn).

2.3.1 §Þnh nghÜa. KÝ hiÖu M lµ tËp c¸c ®¬n thøc cña R. Mét thø tù tõ

(hay thø tù ®¬n thøc) lµ mét quan hÖ thø tù toµn phÇn 6 trªnM tho¶ m·n
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c¸c tÝnh chÊt

(i) NÕu xα < xβ th× xα+γ < xβ+γ, víi mäi α, β, γ ∈ Nn.

(ii) 6 lµ s¾p thø tù tèt, tøc lµ mçi bé phËn kh¸c rçng cña M ®Òu cã

phÇn tö nhá nhÊt.

NhËn xÐt r»ng mçi phÇn tö α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn x¸c ®Þnh mét ®¬n

thøc xα = xα1
1 · · ·xαn

n . V× thÕ ®Ó cho tiÖn ta coi mçi thø tù tõ lµ mét quan

hÖ thø tù toµn phÇn 6 trªn Nn tho¶ m·n α < β kÐo theo α + γ < β + γ,

víi mäi phÇn tö α, β, γ ∈ Nn, vµ mçi bé phËn kh¸c rçng cña Nn ®Òu cã

phÇn tö nhá nhÊt.

Khi ®ã α < β khi vµ chØ khi xα < xβ víi mäi α, β ∈ Nn. Ta nãi tõ axα lµ

bÐ h¬n tõ bxβ, viÕt lµ axα < bxβ, nÕu xα < xβ.

2.3.2 VÝ dô. Hai thø tù tõ sau ®©y rÊt hay ®­îc sö dông.

Thø tù tõ ®iÓn. Cho α = (α1, · · · , αn), β = (β1, · · · , βn) ∈ Nn, trong ®ã

α 6= β. Ta nãi α bÐ h¬n β, viÕt lµ α <lex β, nÕu to¹ ®é kh¸c 0 ®Çu tiªn

cña vÐc t¬ α− β kÓ tõ bªn tr¸i sang lµ ©m.

Thø tù tõ ®iÓn ph©n bËc. Cho α vµ β nh­ trªn. Ta nãi α bÐ h¬n β, viÕt

lµ α <grlex β, nÕu α1 + · · · + αn < β1 + · · · + βn hoÆc α1 + · · · + αn =

β1 + · · ·+ βn vµ α <lex β.

Víi mçi quan hÖ thø tù tõ 6 cho tr­íc, ta gäi tõ cao nhÊt cña ®a thøc f

lµ tõ dÊu cña f vµ kÝ hiÖu bëi in6(f) (hay in(f) nÕu kh«ng sî nhÇm lÉn).

§Ó më réng thuËt to¸n chia lªn tr­êng hîp nhiÒu biÕn, ý t­ëng chÝnh lµ

dùa vµo thø tù tõ ®Ó gi¶m bËc. Bªn c¹nh ®ã, cÇn cã nh÷ng yªu cÇu vÒ c¸c

``th­¬ng hôt" vµ ``d­". §Þnh lý sau ®©y sÏ thÓ hiÖn ®iÒu nµy.

2.3.3 §Þnh lý. (ThuËt to¸n chia trong vµnh ®a thøc nhiÒu biÕn).

Cho 6 lµ mét thø tù tõ. Cho {f1, · · · , fs} lµ tËp gåm s ®a thøc trong R.
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Khi ®ã mçi ®a thøc f ∈ R ®­îc viÕt d­íi d¹ng f = h1f1 + · · ·+hsfs + r,

trong ®ã h1, · · · , hs, r lµ c¸c ®a thøc tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn sau ®©y

(i) r = 0 hoÆc in(fi), i = 1, .., s, kh«ng lµ ­íc cña bÊt cø tõ nµo cña r.

(ii) Víi mäi i = 1, · · · , s, nÕu hifi 6= 0 th× in(f) ≥ in(hifi).

Chøng minh. Ta chøng minh ®Þnh lý qua x©y dùng nh­ sau.

B­íc 1. NÕu tÊt c¶ c¸c tõ dÊu in(fi), i = 1, · · · , s, ®Òu kh«ng lµ ­íc cña

bÊt cø tõ nµo cña f th× ta chän h1 = h2 = · · · = hs = 0 vµ r = f. Qu¸

tr×nh kÕt thóc. NÕu cã mét tõ cña f chia hÕt cho mét tõ dÊu in(fi) cña

mét ®a thøc fi nµo ®ã, th× ta gäi m1 lµ tõ cao nhÊt trong c¸c tõ cña f

cã tÝnh chÊt nµy. Gi¶ sö m1 lµ béi cña in(fi1). ViÕt m1 = u1in(fi1). §Æt

F1 = f − u1fi1.

B­íc k+1. Gi¶ sö ®· ®Õn ®­îc b­íc thø k + 1. Khi ®ã ta ®· cã ®a thøc

Fk. NÕu tÊt c¶ c¸c tõ dÊu in(fi), i = 1, · · · , s, ®Òu kh«ng lµ ­íc cña bÊt

cø tõ nµo cña Fk th× ta chän r = Fk. Khi ®ã tõ c¸ch ®Æt F1, · · · , Fk−1 ta

sÏ biÓu diÔn f ®­îc d­íi d¹ng f = h1f1 + · · · + hsfs + r b»ng c¸ch gép

c¸c h¹ng tö cã chung nh©n tö fi, i = 1, · · · , s, l¹i víi nhau. Qu¸ tr×nh kÕt

thóc. NÕu cã mét tõ cña Fk chia hÕt cho mét tõ dÊu in(fi) cña ®a thøc

fi nµo ®ã, th× ta gäi mk+1 lµ tõ cao nhÊt trong c¸c tõ cña Fk cã tÝnh chÊt

nµy. Gi¶ sö mk+1 lµ béi cña in(fik+1
). ViÕt mk+1 = uk+1in(fik+1

). §Æt

Fk+1 = Fk − uk+1fik+1
.

Gi¶ sö qu¸ tr×nh trªn kÕt thóc t¹i b­íc thø p nµo ®ã. Khi ®ã râ rµng phÇn

``d­" r vµ bé ``th­¬ng hôt" h1, · · · , hs tho¶ m·n c¸c yªu cÇu trong ®Þnh

lý. V× vËy ®Þnh lý sÏ ®­îc chøng minh nÕu ta chØ ra ®­îc qu¸ tr×nh trªn

kÕt thóc sau mét sè h÷u h¹n b­íc. Tr­íc hÕt ta kh¼ng ®Þnh mk > mk+1,

víi mäi k = 1, 2, · · · ThËt vËy, gi¶ sö v lµ mét tõ tuú ý cña Fk sao cho

v chia hÕt cho mét tõ dÊu in(fi) cña ®a thøc fi nµo ®ã. Khi ®ã v 6= mk.
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Chó ý r»ng Fk = Fk−1− ukfik. V× thÕ v ®ång d¹ng víi mét tõ nµo ®ã cña

Fk−1 hoÆc cña ukfik. NÕu v ®ång d¹ng víi mét tõ cña Fk−1 th× mk > v.

NÕu v ®ång d¹ng víi mét tõ cña ukfik th× nã ®ång d¹ng víi ukw, trong

®ã w lµ mét tõ nµo ®ã cña fik. V× v 6= mk nªn v < ukin(fik) = mk. Nh­

vËy, mäi tõ cña Fk mµ lµ béi cña mét tõ dÊu in(fi) cña ®a thøc fi nµo ®ã

®Òu ph¶i nhá h¬n mk. V× mk+1 lµ mét tõ cña Fk cã tÝnh chÊt ®ã nªn ta cã

mk+1 < mk. VËy, kh¼ng ®Þnh ®­îc chøng minh. V× thÕ nÕu qu¸ tr×nh trªn

kh«ng dõng th× ta cã d·y gi¶m kh«ng dõng m1 > m2 > · · · > mk > · · ·
vµ do ®ã tËp con kh¸c rçng {m1,m2, . . . ,mk, . . .} cña tËp c¸c ®¬n thøc

trong R kh«ng cã phÇn tö nhá nhÊt. §iÒu nµy lµ v« lý. Do ®ã qu¸ tr×nh

trªn ph¶i kÕt thóc sau mét sè h÷u h¹n b­íc. §Þnh lý ®­îc chøng minh.

2.3.4 §Þnh nghÜa. BiÓu diÔn cña f qua hÖ f1, · · · , fs nh­ trong ®Þnh lý

trªn ®­îc gäi lµ mét biÓu diÔn chuÈn cña f ®èi víi f1, · · · , fs.

2.3.5 VÝ dô. Cho R = K[x, y]. XÐt thø tù tõ ®iÓn víi x > y. §Ó chia

f = x2y+xy2+y2 cho f1 = xy−1 vµ f2 = y2−1 ta tiÕn hµnh nh­ sau. Ta

cã in(f1) = xy vµ in(f2) = y2. DÔ thÊy x2y lµ tõ cao nhÊt trong c¸c tõ cña

f chia hÕt cho in(f1) hoÆc in(f2).V× thÕ ta ®Æt F1 = f−xf1 = xy2+y2+x.

V× xy2 lµ tõ cao nhÊt trong nh÷ng tõ cña F1 chia hÕt cho in(f1) hoÆc

in(f2) nªn ta ®Æt F2 = F1 − yf1 = y2 + x + y. Ta l¹i cã y2 lµ tõ cao

nhÊt trong nh÷ng tõ cña F2 chia hÕt cho in(f1) hoÆc in(f2). V× thÕ ta ®Æt

F3 = F2 − f2 = x + y + 1. Kh«ng cã tõ nµo cña F3 chia hÕt cho in(f1)

hoÆc in(f2). VËy ta cã biÓu diÔn chuÈn f = (x+ y)f1 + f2 + (x+ y+ 1).

2.4 C¬ së Groebner vµ mét sè øng dông

2.4.1 Chó ý. Mét khã kh¨n xuÊt hiÖn trong thuËt to¸n chia trªn vµnh ®a

thøc nhiÒu biÕn lµ phÇn d­ kh«ng nhÊt thiÕt x¸c ®Þnh duy nhÊt. Ch¼ng
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h¹n, xÐt phÐp chia f = x2y + xy2 + y2 cho f1 = xy − 1 vµ f2 = y2 − 1

víi thø tù tõ ®iÓn x > y. Theo thuËt to¸n chia, ta cã hai biÓu diÔn chuÈn

f = (x+ y)f1 + f2 + (x+ y+ 1) vµ f = (x+ 1)f2 + xf1 + 2x+ 1 víi hai

phÇn d­ kh¸c nhau. Mét khã kh¨n n÷a lµ trong phÐp chia ®a thøc f cho

c¸c ®a thøc f1, · · · , fs, phÇn d­ cã thÓ kh¸c 0 nh­ng vÉn kh«ng biÕt ®­îc

f cã lµ phÇn tö cña i®ªan sinh bëi f1, · · · , fs hay kh«ng. Ch¼ng h¹n, xÐt

phÐp chia f = xy2 cho f1 = x2 vµ f2 = xy + y2 víi thø tù tõ ®iÓn x > y.

Ta cã biÓu diÔn chuÈn f = yf2 − y3. Nh­ vËy, phÇn d­ lµ y3 6= 0 nh­ng

ta l¹i cã f = xf2 − yf1 ∈ (f1, f2).

§Ó kh¾c phôc nh÷ng khã kh¨n trªn, chóng ta cÇn xÐt nh÷ng hÖ f1, · · · , fs
cã nh÷ng tÝnh chÊt ``®Æc biÖt" mµ chóng ta gäi lµ c¬ së Groebner. Tr­íc

hÕt chóng ta cÇn c¸c kh¸i niÖm sau ®©y.

2.4.2 §Þnh nghÜa. Cho I lµ i®ªan cña R. I®ªan sinh bëi c¸c tõ dÊu cña

c¸c ®a thøc trong I, ký hiÖu bëi in(I), ®­îc gäi lµ i®ªan dÊu cña I.

Cho i®ªan I = (f1, · · · , fs). Ta lu«n cã (in(f1), · · · , in(fs))R ⊆ in(I).

Tuy nhiªn, in(I) vµ (in(f1), · · · , in(fs)) cã thÓ kh¸c nhau. Ch¼ng h¹n, cho

I lµ i®ªan sinh bëi f1, f2 víi f1 = x3 − 2xy vµ f2 = x2y − 2y2 + x lµ c¸c

®a thøc trªn tr­êng c¸c sè thùc. XÐt thø tù tõ ®iÓn ph©n bËc víi x > y.

Khi ®ã x2 = xf2 − yf1. Do ®ã x2 ∈ I vµ v× thÕ x2 ∈ in(I). Tuy nhiªn ta

cã

x2 /∈ (x3, x2y)R = (in(f1), in(f2)).

§iÒu nµy dÉn chóng ta tíi kh¸i niÖm sau ®©y.

2.4.3 §Þnh nghÜa. Cho tr­íc mét thø tù tõ vµ I lµ i®ªan cña R. Mét hÖ

f1, · · · , fs nh÷ng ®a thøc trong I ®­îc gäi lµ mét c¬ së Groebner cña I

nÕu in(I) ®­îc sinh bëi c¸c tõ dÊu in(f1), · · · , in(fs).
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2.4.4 MÖnh ®Ò. Cho tr­íc mét thø tù tõ. Khi ®ã mçi i®ªan I ®Òu cã mét

c¬ së Groebner.

Chøng minh. V× in(I) lµ i®ªan ®¬n thøc nªn tån t¹i h÷u h¹n ®¬n thøc

m1, · · · ,ms sinh ra in(I).Mçi ®¬n thøc mi lµ mét tõ dÊu cña mét ®a thøc

fi ∈ I nµo ®ã. V× vËy f1, · · · , fs lµ c¬ së Groebner cña I.

2.4.5 Bæ ®Ò. Cho I lµ i®ªan cña R. Khi ®ã mäi c¬ së Groebner cña I ®Òu

lµ hÖ sinh cña I.

Chøng minh. Cho f1, · · · , ft lµ c¬ së Groebner cña I. Khi ®ã hiÓn nhiªn

ta cã (f1, · · · , ft)R ⊆ I. Ng­îc l¹i, cho f ∈ I. Chia f cho f1, · · · , ft ta
®­îc f = h1f1 + · · ·+ htft + r, trong ®ã mçi tõ cña r ®Òu kh«ng chia hÕt

cho in(fi) víi mäi i = 1, · · · , t. Ta cã r = f − h1f1 − · · · − htft ∈ I. V×

thÕ, nÕu r 6= 0 th× ta ph¶i cã in(r) ∈ in(I) vµ do ®ã in(r) ph¶i chia hÕt cho

mét tõ dÊu in(fi) cña ®a thøc fi nµo ®ã. §iÒu nµy lµ v« lÝ. Suy ra r = 0

vµ do ®ã f ∈ (f1, · · · , ft).

§Þnh lý quan träng sau ®©y kh¼ng ®Þnh r»ng mäi i®ªan trong vµnh ®a

thøc ®Òu h÷u h¹n sinh.

2.4.6 §Þnh lý. (§Þnh lý c¬ së Hilbert). Mäi i®ªan cña R ®Òu cã mét hÖ

sinh h÷u h¹n.

Chøng minh. Gi¶ sö I lµ i®ªan cña R. NÕu I = 0 th× hiÓn nhiªn. Cho

I 6= 0. Gäi f1, · · · , ft lµ mét c¬ së Groebner cña I. Khi ®ã I sinh bëi

f1, · · · , ft.

§Þnh lý sau ®©y chØ ra r»ng bµi to¸n thµnh viªn sÏ ®­îc gi¶i quyÕt cho

mét i®ªan I nÕu chóng ta biÕt mét c¬ së Groener cña I.

2.4.7 §Þnh lý. (Gi¶i quyÕt bµi to¸n thµnh viªn). Cho I lµ i®ªan cña R vµ

f1, · · · , ft lµ mét c¬ së Groebner cña I. Khi ®ã, víi mçi ®a thøc f cña
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R, d­ cña phÐp chia f cho f1, · · · , ft lµ x¸c ®Þnh duy nhÊt. Trong tr­êng

hîp nµy f ∈ I khi vµ chØ khi d­ trong phÐp chia f cho f1, · · · , ft lµ 0.

Chøng minh. Cho f ∈ R. Râ rµng r»ng nÕu d­ cña phÐp chia f cho

f1, · · · , ft lµ 0 th× f ∈ I. Ng­îc l¹i, cho f ∈ I. Gi¶ sö ta cã mét biÓu

diÔn chuÈn f = f1h1 + · · · + ftht + r. Khi ®ã r ∈ I. NÕu r 6= 0 th× v×

f1, · · · , ft lµ c¬ së Groebner cña I nªn in(r) ph¶i lµ béi cña mét tõ dÊu

in(fi) cña ®a thøc fi nµo ®ã. §iÒu nµy lµ v« lý. VËy r = 0. TiÕp theo, gi¶

sö ®a thøc f ∈ R cã hai biÓu diÔn chuÈn f = h1f1 + · · · + htft + r1 vµ

f = g1f1 + · · · + gtft + r2. Khi ®ã r2 − r1 ∈ I. V× thÕ theo chøng minh

trªn, d­ cña phÐp chia r2 − r1 cho f1, · · · , ft lµ 0. L¹i chó ý r»ng r2 − r1
còng chÝnh lµ d­ cña phÐp chia r2− r1 cho f1, · · · , ft. V× thÕ r1 = r2.

2.5 ThuËt to¸n Buchberger

Nh­ ®· tr×nh bµy ë §Þnh lý 2.4.7, ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n thµnh viªn cho

i®ªan I, chóng ta cÇn biÕt mét c¬ së Groebner cña I. Nhµ to¸n häc ng­êi

¸o B. Buchberger ®· dïng thuËt to¸n chia ®Ó ®­a ra mét tiªu chuÈn cho

mét hÖ sinh cña mét i®ªan lµ c¬ së Groebner. Tõ ®ã «ng x©y dùng thuËt

to¸n t×m c¬ së Groebner.

Víi mçi cÆp ®a thøc f, g cña R, ta ®Æt v = lcm(in(f), in(g)) vµ

S(f, g) =
v

in(f)
f − v

in(g)
g.

S(f, g) ®­îc gäi lµ S−®a thøc cña f vµ g.

2.5.1 §Þnh lý. (Tiªu chuÈn Buchberger). Cho I lµ mét i®ªan cña R vµ

f1, · · · , ft lµ mét hÖ sinh cña I. Khi ®ã f1, · · · , ft lµ c¬ së Groebner cña

I nÕu vµ chØ nÕu víi mäi i 6= j, phÇn d­ cña phÐp chia S(fi, fj) cho

f1, · · · , ft lµ 0.
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Chøng minh. Gi¶ sö f1, · · · , ft lµ c¬ së Groebner cña I. V× S(fi, fj) ∈ I
nªn theo §Þnh lý 2.4.7, d­ trong phÐp chia S(fi, fj) cho f1, · · · , ft lµ ®a

thøc 0. Ng­îc l¹i, gi¶ sö d­ cña phÐp chia S(fi, fj) cho f1, · · · , ft lµ ®a

thøc 0 víi mäi i 6= j. Ta cÇn chøng minh f1, · · · , ft lµ c¬ së Groebner cña

I. Cho 0 6= f ∈ I. Ta ph¶i chØ ra in(f) ∈ (in(f1), · · · , in(ft)). V× f ∈ I
nªn tån t¹i hi ∈ R, i = 1, · · · , t, sao cho f = h1f1 + · · ·+htft. Gäi m(i)

lµ ®¬n thøc cña tõ in(hifi) vµ M lµ ®¬n thøc cao nhÊt trong c¸c ®¬n thøc

m(1), · · · ,m(t). Khi ®ã râ rµng in(f) 6 M. XÐt tÊt c¶ c¸c biÓu diÔn cña

f thµnh tæ hîp cña f1, · · · , ft. Víi mçi biÓu diÔn nh­ thÕ ta nhËn ®­îc mét

®¬n thøc M (phô thuéc vµo biÓu diÔn). V× thø tù tõ lµ thø tù toµn phÇn vµ

mäi d·y gi¶m ®Òu ph¶i dõng nªn ta cã thÓ chän ®­îc mét biÓu diÔn cña

f sao cho M lµ bÐ nhÊt. Víi M võa chän, ta kh¼ng ®Þnh M chÝnh lµ ®¬n

thøc cña tõ in(f). Chó ý r»ng nÕu kh¼ng ®Þnh trªn ®­îc chøng minh th× ta

cã in(f) ∈ (in(f1), · · · , in(ft)), vµ do ®ã ®Þnh lý ®­îc chøng minh. Gi¶

sö tr¸i l¹i, tøc lµ in(f) < M. ViÕt f d­íi d¹ng

f =
∑

m(i)=M

hifi +
∑

m(i)<M

hifi =
∑

m(i)=M

in(hi)fi +
∑

m(i)=M

(hi − in(hi))fi

+
∑

m(i)<M

hifi.

Chó ý r»ng c¸c tõ xuÊt hiÖn trong tæng
∑

m(i)=M

(hi − in(hi))fi vµ tæng∑
m(i)<M

hifi ®Òu nhá h¬n thùc sù M. L¹i v× in(f) < M nªn

in(
∑

m(i)=M

in(hi)fi) < M.

§Æt in(hi) = cix
α(i). Khi ®ã

∑
m(i)=M

in(hi)fi =
∑

m(i)=M

cix
α(i)fi. Ta viÕt
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M = xδ. Ta kh¼ng ®Þnh∑
m(i)=M

cix
α(i)fi =

∑
j,k

cj,kx
δ−γj,kS(fj, fk),

trong ®ã cjk lµ c¸c phÇn tö nµo ®ã cña K vµ xγj,k = lcm(in(fj), in(fk)).

ThËt vËy, gäi di lµ hÖ tö cña tõ dÊu infi. Khi ®ã cidi lµ hÖ tö cña tõ dÊu

in(cixα(i)fi). V× M lµ ®¬n thøc cña in(cix
α(i)fi) víi mäi i, vµ v×

in(
t∑
i=1

cix
α(i)fi) < M

nªn ta cã
t∑
i=1

cidi = 0. §Æt pi =
xα(i)fi
di

. DÔ thÊy r»ng hÖ tö cao nhÊt cña

pi lµ 1. Ta cã

t∑
i=1

cix
α(i)fi =

t∑
i=1

cidipi = c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3)+

+ · · ·+ (
t−1∑
i=1

cidi)(pt−1 − pt) + (
t∑
i=1

cidi)pt. (2.1)

ViÕt in(fi) = dix
β(i). Khi ®ã xβ(i)+α(i) = M víi mäi i. Do ®ã in(fi) =

dix
β(i) lµ ­íc cña M. V× thÕ xγj,k = lcm(in(fj), in(fk)) còng lµ ­íc cña

M. Do ®ã xδ−γj,k lµ ®¬n thøc tho¶ m·n

xδ−γj,kS(fj, fk) = xδ−γj,k(
xγj,k

in(fj)
fj −

xγj,k

in(fk)
fk)

=
xδ

djxβ(i)fj −
xδ

dkxβ(k)fk

=
xα(j)

dj
fj −

xα(k)

dk
fk = pj − pk. (2.2)
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Thay kÕt qu¶ nµy vµo (2.1) víi chó ý r»ng
t∑
i=1

cidi = 0, ta cã

t∑
i=1

cix
α(i)fi = c1d1x

δ−γ1,2S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)x
δ−γ2,3S(f2, f3)+

+ · · ·+ (c1d1 + . . .+ ct−1dt−1)x
δ−γt−1,tS(ft−1, ft). (2.3)

VËy kh¼ng ®Þnh ®­îc chøng minh. Theo gi¶ thiÕt, d­ cña phÐp chia

S(fj, fk) cho f1, · · · , ft lµ 0 víi mäi j, k. Do ®ã ta cã biÓu diÔn chuÈn

cña S(fj, fk)

S(fj, fk) =
t∑
i=1

hi,j,kfi,

trong ®ã hi,j,k ∈ R vµ in(hi,j,kfi) 6 in(S(fj, fk)) víi mäi i, j, k. V× thÕ ta

cã

xδ−γj,kS(fj, fk) =
t∑
i=1

gi,j,kfi,

víi gi,j,k = xδ−γj,khi,j,k. Suy ra in(gi,j,kfi) 6 in(xδ−γj,kS(fj, fk)). MÆt

kh¸c, v× M lµ ®¬n thøc cña c¸c tõ in(pj) vµ in(pk) vµ hÖ tö cao nhÊt

cña pj vµ pk ®Òu b»ng 1 nªn ta cã in(pj − pk) < M. Theo (2.2) ta cã

in(xδ−γj,kS(fj, fk)) < M. V× vËy

in(gi,j,kfi) 6 in(xδ−γj,kS(fj, fk)) < xδ = M.

V× thÕ theo (2.3) ta cã∑
m(i)=M

in(hi)fi =
∑
j,k

cj,kx
δ−γj,kS(fj, fk)

=
∑
j,k

cj,k(
∑
i

gi,j,kfi) =
∑
i

(
∑
j,k

cj,kgi,j,k)fi, (2.4)

trong ®ã cj,k lµ phÇn tö nµo ®ã cña K. §Æt qi =
∑
j,k

cj,kgi,j,k. Khi ®ã ta cã
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biÓu diÔn

f =
∑
i

qifi +
∑

m(i)=M

(hi − in(hi))fi +
∑

m(i)<M

hifi,

trong ®ã in(qifi) < M víi mäi chØ sè i ch¹y trong tæng thø nhÊt cña

vÕ ph¶i ®¼ng thøc trªn. Nh­ vËy, tån t¹i mét biÓu diÔn f =
t∑
i=1

qifi mµ

in(qifi) < M víi mäi i. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi c¸ch chän M.

2.5.2 VÝ dô. Cho f1 = y−x2, f2 = z−x3 lµ c¸c ®a thøc 3 biÕn x, y, z trªn

tr­êng thùc. Cho I = (f1, f2). Khi ®ã víi thø tù tõ ®iÓn y > z > x, hÖ sinh

f1, f2 lµ mét c¬ së Groebner cña I. ThËt vËy, ta cã in(f1) = y, in(f2) = z.

V× thÕ S(f1, f2) = −zx2 + yx3 vµ S(f2, f1) = −S(f1, f2). Sö dông thuËt

to¸n chia ta cã S(f1, f2) = −zx2 + yx3 = x3f1 − x2f2. Theo tiªu chuÈn

Buchberger ta cã kÕt qu¶.

2.5.3 Chó ý. Trong §Þnh lý 2.5.1, ta lu«n cã S(fi, fj) = −S(fj, fi) víi

mäi i, j. V× thÕ ®Ó kiÓm tra hÖ f1, · · · , fs lµ c¬ së Groebner cña i®ªan

(f1, · · · , fs)R, ta chØ cÇn kiÓm tra cho nh÷ng ®a thøc d­ rij trong phÐp

chia S(fi, fj) cho f1, · · · , fs víi nh÷ng i < j.

2.5.4 Chó ý. TÝnh chÊt lµ c¬ së Groebner cña mét hÖ sinh cña mét i®ªan

I phô thuéc vµo c¸ch chän thø tù tõ. Ch¼ng h¹n, trong VÝ dô 2.5.2, nÕu ta

thay bëi thø tù tõ ®iÓn x > y > z th× hÖ y − x2, z − x3 kh«ng cßn lµ mét

c¬ së Groebner cña i®ªan (y − x2, z − x3).

Bucberger ®· chØ ra mét thuËt to¸n ®Ó thu ®­îc mét c¬ së Groebner cña

I xuÊt ph¸t tõ mét hÖ sinh cña I. ThuËt to¸n ®ã ®­îc thÓ hiÖn trong ®Þnh

lÝ sau.

2.5.5 §Þnh lý. Cho I = (f1, · · · , ft)R lµ i®ªan kh¸c 0 trong vµnh ®a thøc

R. Khi ®ã ta cã thÓ t×m mét c¬ së Groebner cña I theo thuËt to¸n sau.
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B­íc 1. §Æt G1 = {f1, · · · , ft}. T×m d­ ri,j trong phÐp chia S(fi, fj) cho

f1, · · · , ft. NÕu tÊt c¶ ri,j ®Òu b»ng 0 th× G1 lµ mét c¬ së Groebner cña

I. Qu¸ tr×nh kÕt thóc. Tr­êng hîp ng­îc l¹i, gäi ft+1 lµ ®a thøc d­ kh¸c

0 xuÊt hiÖn trong phÐp chia S(fi, fj) nµo ®ã cho f1, · · · , ft. Thay hÖ sinh
f1, f2, · · · , ft cña I bëi hÖ sinh míi f1, f2, · · · , ft, ft+1.

B­íc 2: §Æt G2 = {f1, · · · , ft, ft+1}. Quay l¹i B­íc 1 ®èi víi hÖ sinh G2.

Cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh. §Õn khi qu¸ tr×nh kÕt thóc, hÖ sinh cuèi cïng thu

®­îc lµ mét c¬ së Groener cña I.

Chøng minh. NÕu qu¸ tr×nh kÕt thóc sau mét sè h÷u h¹n b­íc th× theo tiªu

chuÈn Buchberger, hÖ sinh cuèi cïng thu ®­îc lµ mét c¬ së Groener cña

I. Nh­ vËy, chóng ta chØ cÇn chØ ra qu¸ tr×nh trªn ph¶i kÕt thóc sau mét

sè h÷u h¹n b­íc. Gi¶ sö qu¸ tr×nh trªn kh«ng thÓ kÕt thóc sau mét sè h÷u

h¹n b­íc. Víi hÖ sinh G1 cña I ta thu ®­îc i®ªan ®¬n thøc t­¬ng øng

I1 = (in(f1), · · · , in(ft))R. Víi hÖ sinh G2 cña I, ta cã i®ªan ®¬n thøc

I2 = (in(f1), · · · , in(ft), in(ft+1))R. Cø tiÕp tôc nh­ vËy, ta thu ®­îc mét

d·y nh÷ng i®ªan ®¬n thøc I1, I2, · · · . Râ rµng I1 ⊆ I2. V× in(ft+1) kh«ng

lµ béi cña bÊt cø in(fi), i = 1, · · · , t, nªn in(ft+1) /∈ I1. Do ®ã I1 6= I2.

Cø lËp luËn t­¬ng tù, ta cã d·y v« h¹n nh÷ng i®ªan t¨ng thùc sù

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ · · ·

Gäi J lµ hîp cña tÊt c¶ Ii, i = 1, 2, · · · . DÔ kiÓm tra ®­îc J lµ i®ªan

cña R. V× vËy, theo ®Þnh lý c¬ së Hilbert, tån t¹i mét hÖ h÷u h¹n ®a thøc

h1, · · · , hk sinh ra J. Mçi ®a thøc hj, j = 1, · · · , k, ph¶i n»m trong mét

i®ªan nµo ®ã trong d·y trªn. V× thÕ ta chän ®­îc mét chØ sè s ®Ó Is chøa

tÊt c¶ hj, j = 1, .., k. Do ®ã ta cã

J = Is = Is+1 = Is+2 = · · · .

§iÒu nµy lµ v« lý.
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2.5.6 VÝ dô. Trªn vµnh ®a thøc cña hai biÕn x, y trªn tr­êng thùc, cho I =

(f1, f2), trong ®ã f1 = x3− 2xy vµ f2 = x2y− 2y2 +x. XÐt thø tù tõ ®iÓn

ph©n bËc x > y. Ta cã S(f1, f2) = −x2. Do ®ã d­ cña phÐp chia S(f1, f2)

cho f1, f2 lµ f3 = −x2 6= 0. XÐt hÖ sinh tiÕp theo f1, f2, f3 cña I. Ta cã

S(f1, f2) = f3. Do ®ã d­ cña phÐp chia S(f1, f2) cho f1, f2, f3 lµ 0. Ta cã

S(f1, f3) = f1 − (−x)f3 − 2xy. Do ®ã d­ t­¬ng øng lµ f4 = −2xy 6= 0.

XÐt hÖ sinh f1, f2, f3, f4. Ta cã S(f1, f2) = f3, S(f1, f3) = f4. V× thÕ d­

khi chia S(f1, f2) vµ S(f1, f3) cho f1, f2, f3, f4 ®Òu lµ 0. Ta cã S(f1, f4) =

yf1− (−1/2)x2f4. Do ®ã d­ cña phÐp chia S(f1, f4) cho f1, f2, f3, f4 lµ 0.

Ta cã S(f2, f3) = f2−(−y)f3. Do ®ã d­ t­¬ng øng víi S(f2, f3) lµ 0. Chia

S(f2, f4) cho hÖ f1, f2, f3, f4 ta ®­îc d­ lµ f5 = −2y2 + x. XÐt hÖ sinh

míi f1, f2, f3, f4, f5. Ta dÔ kiÓm tra ®­îc c¸c d­ cña phÐp chia S(fi, fj)

cho f1, f2, f3, f4, f5 lµ 0 víi mäi i, j = 1, 2, 3, 4, 5. VËy f1, f2, f3, f4, f5 lµ

c¬ së Groebner cña I.
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