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Mð �¦u

Sü ph¡t triºn cõa sè håc, �°c bi»t trong nhúng n«m g¦n �¥y, chàu £nh
h÷ðng r§t lîn cõa sü t÷ìng tü giúa sè nguy¶n v  �a thùc. Giúa sè håc v 
�a thùc câ sü t÷ìng tü r§t lîn n¶n �º nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t n o �â cõa
sè nguy¶n ng÷íi ta thû ph¡t biºu t½nh ch§t n y tr¶n v nh �a thùc. Ch¯ng
h¤n �ành lþ Fermat cho �a thùc �÷ñc chùng minh r§t �ìn gi£n düa v o �ành
lþ Mason. Tø �ành lþ Mason cho �a thùc ta câ gi£ thuy¸t abc cho c¡c sè
nguy¶n, m  �ành lþ cuèi còng cõa Fermat ch¿ l  h» qu£ cõa gi£ thuy¸t n y.

Möc �½ch ch½nh cõa luªn v«n l  t¼m hiºu sü t÷ìng tü giúa sè nguy¶n v 
�a thùc tr¶n tr÷íng sè phùc. Cö thº ùng döng �ành lþ Mason trong nghi¶n
cùu �a thùc, t¼m tái nhúng t÷ìng tü sè håc cõa �ành lþ Mason v  c¡c h» qu£
cõa nâ. Ùng döng sü t÷ìng tü �â �· xu§t mët sè b i tªp v· �a thùc v  sè
håc t÷ìng ùng. �çng thíi t¼m hiºu sü mð rëng cõa �ành lþ Mason.

Nëi dung luªn v«n gçm 3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1: Tr¼nh b¦y �ành lþ Mason v  mët sè h» qu£ cõa �ành lþ Mason,
¡p döng �ành lþ Mason �· �· xu§t mët sè b i tªp v· �a thùc.

Ch÷ìng 2: Mët sè k¸t qu£ t÷ìng tü cõa sè håc cho �ành lþ Mason nh÷ gi£
thuy¸t abc, mët sè h» qu£ cõa gi£ thuy¸t abc, c¡c k¸t qu£ t÷ìng tü cõa sè
håc cho c¡c �ành lþ v  b i tªp ð ch÷ìng 1.

Ch÷ìng 3: Tr¼nh b¦y �ành lþ Mason mð rëng, ¡p döng �ành lþ Mason mð
rëng v o nghi¶n cùu �a thùc nhi·u bi¸n.

Luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü ch¿ b£o v  h÷îng d¨n tªn t¼nh cõa
GS.TS H  Huy Kho¡i. Th¦y �¢ d nh nhi·u thíi gian h÷îng d¨n v  gi£i �¡p
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c¡c thc mc cõa tæi trong suèt qu¡ tr¼nh l m luªn v«n. Tæi xin �÷ñc b y tä
láng bi¸t ìn s¥u sc �¸n Th¦y.

Tæi xin c£m ìn Sð Nëi vö, Sð Gi¡o döc v  � o t¤o Tuy¶n Quang, tr÷íng
THPT T¥n Tr o, Tê To¡n tr÷íng THPT T¥n Tr o �¢ gióp �ï t¤o �i·u ki»n
cho tæi ho n th nh khâa håc n y.

Tæi xin gûi tîi c¡c th¦y cæ khoa To¡n, pháng � o t¤o sau �¤i håc Tr÷íng
�¤i Håc Khoa Håc, �¤i Håc Th¡i Nguy¶n công nh÷ c¡c Th¦y cæ �¢ tham
gia gi£ng d¤y khâa cao håc 2008 - 2010, líi c£m ìn s¥u sc nh§t v· cæng lao
d¤y dé trong suèt qu¡ tr¼nh gi¡o döc, � o t¤o cõa Nh  tr÷íng.

Tæi xin c£m ìn gia �¼nh, b¤n b± v  nhúng ng÷íi �¢ quan t¥m, t¤o �i·u
ki»n, �ëng vi¶n, cê vô �º tæi câ thº ho n th nh nhi»m vö cõa m¼nh.

Th¡i Nguy¶n, ng y 19 th¡ng 9 n«m 2010

T¡c gi£

L¶ Thà Minh Nguy»t
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Ch÷ìng 1

�ành lþ Mason v  ùng döng cõa nâ

1.1. �ành lþ Mason

Tr÷îc h¸t ta th§y rã giúa tªp hñp c¡c sè nguy¶n v  tªp hñp c¡c �a thùc
câ nhúng t½nh ch§t r§t gièng nhau. Ta �º þ �¸n sü t÷ìng tü giúa ph¥n t½ch
ra thøa sè nguy¶n tè v  �a thùc b§t kh£ quy. N¸u gi£ thi¸t K l  tr÷íng �âng
�¤i sè th¼ méi �a thùc f(x) ∈ K[x] câ thº ph¥n t½ch d¤ng:

f(x) = pα1
1 p

α2
2 ...p

αn
n ,

trong �â pi(x) = (x− ai), ai ∈ K.
Nh÷ vªy câ thº nâi r¬ng, trong sü ph¥n t½ch b§t kh£ quy v  ph¥n t½ch ra thøa
sè nguy¶n tè, c¡c nghi»m cõa �a thùc t÷ìng ùng vîi c¡c thøa sè nguy¶n tè
cõa sè nguy¶n. Do �â sè c¡c nghi»m ph¥n bi»t cõa �a thùc câ vai trá t÷ìng
tü nh÷ sè c¡c ÷îc nguy¶n tè cõa sè nguy¶n.

V o n«m 1983, R.C.Mason �¢ cho mët k¸t qu£ �¡nh gi¡ quan h» giúa bªc
cõa c¡c �a thùc vîi sè c¡c nghi»m ph¥n bi»t cõa t½ch c¡c �a thùc �â.
1.1.1 �ành lþ Mason:

Gi£ sû P, Q, R l  c¡c �a thùc mët bi¸n vîi h» sè phùc, nguy¶n tè còng nhau

tøng c°p, thäa m¢n:

P +Q = R.

Khi �â n¸u ta k½ hi»u n0(f) l  sè nghi»m ph¥n bi»t cõa �a thùc f th¼ ta câ:

max{degP, degQ, degR} ≤ n0(P.Q.R)− 1.

1.2.2 Chùng minh �ành lþ: Tø gi£ thi¸t P +Q = R ta suy ra

P

R
+
Q

R
= 1.
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�º ti»n lñi trong t½nh to¡n ta �°t f =
P

R
v  g =

Q

R
. Khi �â, f + g = 1 n¶n

f
′
+ g

′
= 0 v  thay f ′ = −g′ ta �÷ñc

f
′

f

g
′

g

= −g
f
= −Q

P
.

Gi£ sû ta câ sü ph¥n t½ch c¡c h m húu t¿ theo c¡c nghi»m cõa �a thùc

P = m
∏

(z − ai)αi;Q = n
∏

(z − bt)βt;R = l
∏

(z − cj)γj .

Theo cæng thùc �¤o h m cõa t½ch ta �÷ñc

P
′

P
= m

∑ αi
z − ai

Q
′

Q
= n

∑ βt
z − bt

R
′

R
= l
∑ γj

z − cj
.

Ta l¤i câ
f
′

f
=
P
′

P
− R

′

R
,

T÷ìng tü cho
g
′

g
=
Q
′

Q
− R

′

R
.

Do �â

Q

P
= −

m
∑ αi

z − ai
− l
∑ γj

z − cj

n
∑ βt

z − bt
− l
∑ γj

z − cj

.

Ta k½ hi»u
D(z) =

∏
(z − ai)

∏
(z − bt)

∏
(z − cj).

Hiºn nhi¶n D(z) = n0(PQR) v 

D(z)

z − ai
= n0(PQR)− 1 =

D(z)

z − bt
=

D(z)

z − cj
. 1.1

7
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Nh¥n c£ tû sè v  m¨u sè cho D(t) ta �÷ñc

Q

P
= −

m
∑ αi

z − ai
− l
∑ γj

z − cj

n
∑ βt

z − bt
− l
∑ γj

z − cj

.
D(z)

D(z)
. 1.2

Theo (1.1) th¼ c£ tû v  m¨u ð (1.2) �·u câ d¤ng têng cõa c¡c �a thùc câ bªc

b¬ng n0(PQR)− 1. nh÷ vªy
Q

P
l  t¿ sè cõa hai �a thùc câ bªc nhä hìn ho°c

b¬ng n0(PQR)− 1.

V¼ P v  Q nguy¶n tè còng nhau v  tø (1.2) ta câ

Q.(D.
g
′

g
) = −P.(D.f

′

f
).

Do �â ta câ c£ P v  Q �·u câ bªc nhä hìn ho°c b¬ng n0(PQR)− 1.

Ta l¤i câ R = P +Q n¶n R công câ bªc khæng v÷ñt qu¡ n0(PQR)− 1.

Vªy
max{degP, degQ, degR} ≤ n0(PQR)− 1.

�i·u ph£i chùng minh.

1.2. Mët sè h» qu£ cõa �ành lþ Mason

Sû döng �ành lþ Mason, ta câ c¡ch chùng minh �ìn gi£n cõa �ành lþ
Fermat cho �a thùc.
1.2.1 �ành lþ cuèi còng cõa Fermat cho �a thùc:

Vîi ∀n ≥ 3 khæng tçn t¤i c¡c �a thùc P,Q,R kh¡c h¬ng sè, h» sè phùc,

nguy¶n tè còng nhau thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh:

P n +Qn = Rn.

Chùng minh:

Gi£ sû c¡c �a thùc P,Q,R thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh tr¶n: Rã r ng sè nghi»m
ph¥n bi»t cõa �a thùc P nQnRn khæng v÷ñt qu¡
degP + degQ+ degR. �p döng �ành lþ Mason ta câ:

max{degP n, degQn, degRn} ≤ n0(P
nQnRn)− 1.
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⇔ max{n.degP, n.degQ, n.degR} ≤ n0(P.Q.R)− 1

↔ max{n.degP, n.degQ, n.degR} ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇒ n.degP ≤ degP + degQ+ degR− 1

n.degQ ≤ degP + degQ+ degR− 1

n.degR ≤ degP + degQ+ degR− 1.

Cëng l¤i tøng v¸ ta �÷ñc:

n(degP + degQ+ degR) ≤ 3(degP + degQ+ degR)− 3.

(Væ lþ vîi n ≥ 3) ⇒ �i·u ph£i chùng minh.
1.2.2 H» qu£ cõa �ành lþ Mason

Khæng tçn t¤i �a thùc kh¡c h¬ng P, Q, R, nguy¶n tè còng nhau tøng �æi

mët thäa m¢n:

P 2008 +Q2009 = R2010.

Chùng minh:

�p döng �ành lþ tr¶n ta câ:

max{degP 2008, degQ2009, degR2010} ≤ n0(P
2008.Q2009.R2010)− 1

⇔ max{2008degP, 2009degQ, 2010degR} ≤ degP + degQ+ degR− 1

⇒ 2008degP ≤ degP + degQ+ degR− 1

2009degQ ≤ degP + degQ+ degR− 1

2010degR ≤ degP + degQ+ degR− 1

⇒ 2008degP + 2009degQ+ 2010degR ≤ 3(degP + degQ+ degR)− 3

⇔ 2005degP + 2006degQ+ 2007degR ≤ −3.

(Væ lþ)
⇒ �i·u ph£i chùng minh
1.2.3 �ành lþ Fermat mð rëng cho �a thùc

9
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Khæng tçn t¤i c¡c �a thùc P, Q, R, nguy¶n tè còng nhau tøng �æi mët tho£

m¢n:

Pm +Qn = Rk,

vîi
1

n
+

1

m
+

1

k
< 1.

Chùng minh: �p döng �ành lþ Mason ta câ :

max{degPm, degQn, degRk} ≤ n0(P
m.Qn.Rk)− 1,

⇔ max{mdegP, ndegQ, kdegR} ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇒ mdegP ≤ degP + degQ+ degR− 1,

⇐⇒ 1

m
≥ degP

degP + degQ+ degR− 1
.

T÷ìng tü :

1

n
≥ degQ

degP + degQ+ degR− 1
,

1

k
≥ degR

degP + degQ+ degR− 1
.

Cëng tøng v¸ cõa b§t �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc:
1

m
+

1

n
+

1

k
≥ degP + degQ+ degR

degP + degQ+ degR− 1
> 1.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t. Ta �÷ñc �i·u ph£i chùng minh.
1.2.4 �ành lþ Davenport:

Gi£ sû P, v  Q l  hai �a thùc kh¡c h¬ng v  P 2 6= Q3. Khi �â ta câ :

deg(P 2 −Q3) ≥ 1

2
deg(Q) + 1,

hay

deg(P 2 −Q3) ≥ 1

3
deg(P ) + 1.

Chùng minh:

�°t R = P 2 −Q3 ⇔ R +Q3 = P 2.

�p döng �ành lþ Mason :

max{degR, degQ3, degP 2} ≤ n0(P
2RQ3)− 1

10
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⇒ degP 2 ≤ n0(P
2Q3R)− 1

degQ3 ≤ n0(P
2Q3R)− 1

⇒ 2degP ≤ degP + degQ+ degR− 1 1.3

3degQ ≤ degP + degQ+ degR− 1 1.4

⇒ 2degP + 3degQ ≤ 2(degP + degQ+ degR− 1)

⇒ degR ≥ 1

2
degQ+ 1

⇔ deg(P 2 −Q3) ≥ 1

2
degQ+ 1.

T÷ìng tü tø cæng thùc (1.3) ta câ

4degP ≤ 2degP + 2degQ+ 2degR− 2 1.5

Cëng (1.4) v  (1.5) l¤i ta �÷ñc:

degP ≤ 3degR− 3

⇒ degR ≥ 1

3
degP + 1

⇒ deg(P 2 −Q3) ≥ 1

3
degP + 1.

(�i·u ph£i chùng minh).
1.2.5 �ành lþ Davenport têng qu¡t:

Cho m, n l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng lîn hìn 1. Gi£ sû P, Q l  c¡c �a thùc

phùc, kh¡c h¬ng sao cho Pm 6= Qn. Khi �â, ta câ:

deg(Pm −Qn) ≥ m.n− n−m
n

.deg(P ) + 1, 1.6

v 

deg(Pm −Qn) ≥ m.n−m− n
m

.deg(Q) + 1. 1.7

Tø cæng thùc (1.6) v  (1.7), ta suy ra �÷ñc mët hå c¡c b i to¡n:

11
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B i to¡n: Cho P v  Q l  l  c¡c �a thùc vîi h» sè nguy¶n, kh¡c h¬ng, sao
cho P 3 6= Q4. Khi �â ta câ:

deg(P 3 −Q4) ≥ 5

3
.deg(P ) + 1,

v 
deg(P 3 −Q4) ≥ 5

4
.deg(Q).

B i to¡n: Cho P v  Q l  l  c¡c �a thùc vîi h» sè nguy¶n, kh¡c h¬ng, sao
cho P 7 6= Q5. Khi �â ta câ:

deg(P 7 −Q5) ≥ 23

7
.deg(Q) + 1,

v 
deg(P 7 −Q5) ≥ 23

5
.deg(P ).

Vi»c ¡p döng trüc ti¸p �ành lþ Mason ho°c c¡c h» qu£ cõa nâ, gióp chóng
ta s¡ng t¡c �÷ñc c¡c b i to¡n v· sü tçn t¤i �a thùc thäa m¢n mët sè quan
h» v· bªc, c¡c b i to¡n v· nghi»m trong C[t]. �a sè c¡c b i to¡n n y �·u gi£i
�÷ñc düa v o ph÷ìng ph¡p ph£n chùng.

1.3. Ùng döng cõa �ành lþ Mason v  �· xu§t mët sè b i to¡n v·
�a thùc

1.3.1 C¡c b i to¡n v· nghi»m trong C[t]:

B i to¡n 1.1:

Chùng minh ph÷ìng tr¼nh X4+Y 4 = Z2 ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng trong
C[t] .

Hiºn nhi¶n X = Y = Z = 0 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh. Gi£ sû ph÷ìng
tr¼nh tr¶n câ nghi»m khæng t¦m th÷íng. Theo �ành lþ Mason, ta câ:

max{deg(X4), deg(Y 4), deg(Z2)} ≤ n0(X
4Y 4Z2)− 1.

Ta suy ra �÷ñc:
deg(X4) ≤ n0(X.Y.Z)− 1
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⇔ 4deg(X) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1 1.8.

T÷ìng tü ta câ:

4deg(Y ) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1, 1.9

2deg(Z) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1. 1.10

Tø (1.10) suy ra
deg(Z) ≤ deg(X) + deg(Y )− 1. 1.11

Cëng (1.8) v  (1.9) v¸ theo v¸ ta �÷ñc

2[deg(X) + deg(Y )] ≤ 2deg(Z)− 2. 1.12

Thay (1.11) v o (1.12) ta �÷ñc

2[deg(X) + deg(Y )] ≤ 2[deg(X) + deg(Y )− 1]− 2,

⇐⇒ 0 ≤ −4.

�i·u n y væ lþ vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng.
Chóng ta x²t �¸n ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng Xp + Y q = Zr.

Tr÷íng hñp p = q = r ≥ 3 th¼ �¥y l  ph÷ìng tr¼nh Fermat cho �a thùc v 
k¸t qu£ l  b i to¡n væ nghi»m.
Tr÷íng hñp p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng b§t ký lîn hìn 2 th¼ k¸t qu£ v¨n
�óng.
B i to¡n 1.2:

Cho p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng lîn hìn ho°c b¬ng 3. Khi �â, ph÷ìng
tr¼nh Fermat têng qu¡t

Xp + Y q = Zr.

Khæng câ nghi»m khæng t¦m th÷íng trong C[t] .
Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i c¡c nghi»m kh¡c 0 thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh. Khi

�â, ¡p döng �ành lþ Mason ta �÷ñc

pdeg(X) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1,

qdeg(Y ) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1,

13
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rdeg(Z) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1.

Cëng v¸ theo v¸ c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n, ta �÷ñc

(p− 3)deg(X) + (q − 3)deg(Y ) + (r − 3)deg(Z) ≤ −3.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi p, q, r ≥ 3.

B i to¡n 1.2 câ thº ph¡t biºu theo d¤ng nghi»m húu t¿ nh÷ sau: Cho n ≥ 3,
chùng minh ph÷ìng tr¼nh xn + yn = 1 khæng câ nghi»m húu t¿ kh¡c h¬ng sè
x, y trong C[t].
B i to¡n 1.1 v  b i to¡n 1.2 ch¿ l  nhúng tr÷íng hñp ri¶ng cõa b i to¡n têng
qu¡t sau. Do �â vi»c gi£i b i to¡n sau cho ta c¡ch gi£i kh¡c �èi hai b i to¡n
tr¶n.
B i to¡n 1.3:

Cho p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng. N¸u
1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh

Xp + Y q = Zr ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng trong C[t].
Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i c¡c �a thùc kh¡c khæng v  l  nghi»m cõa ph÷ìng

tr¼nh tr¶n. Khi �â, tø chùng minh ph¦n (1.2.3) ta th§y �i·u m¥u thu¨n. Vªy
b i to¡n �÷ñc chùng minh.
B¥y gií ta x²t �¸n tr÷íng hñp ri¶ng cõa b i to¡n tr¶n, l  ph÷ìng tr¼nh
Catalan cho �a thùc.
B i to¡n 1.4:

Cho p, q l  c¡c sè d÷ìng lîn hìn 1. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh
Xp − Y q = 1 khæng câ nghi»m l  c¡c �a thùc kh¡c h¬ng, nguy¶n tè còng
nhau trong C[t].

Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i hai �a thùc mët bi¸n vîi h» sè phùc nguy¶n tè
còng nhau X(t), Y (t) thäa m¢n h» thùc Xp − Y q = 1.

Theo �ành lþ Mason ta câ:

max{deg(Xp), deg(Y q)} ≤ n0(X
p.Y q)− 1.

Tø �â, ta suy ra
p.deg(X) ≤ deg(X) + deg(Y )− 1, 1.13

14
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v 
q.deg(Y ) ≤ deg(X) + deg(Y )− 1. 1.14

Cëng v¸ theo v¸ (1.13) v  (1.14) ta �÷ñc

(p− 2)deg(X) + (q − 2)deg(Y ) ≤ −2. 1.15

V¼ p, q ≥ 2 n¶n (p− 2)deg(X) + (q − 2)deg(Y ) ≥ 0. Do �â (1.15) khæng x£y
ra ( �i·u ph£i chùng minh).
B i to¡n 1.5

Cho p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa 2 ≤ p ≤ q ≤ r v  gi£ sû
X(t), Y (t), Z(t) l  c¡c �a thùc thuëc C[t], nguy¶n tè còng nhau tøng c°p,
khæng �çng thíi l  h¬ng sè v  thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
Xp + Y q = Zr. Khi �â,
a)(p, q, r) = (2, 2, r) vîi r ≥ 2 ho°c
b)(p, q, r) = (2, 3, r) vîi 3 ≤ r ≤ 5.

Thªt vªy, gi£ sû X(t), Y (t), Z(t) l  c¡c �a thùc thuëc C[t] câ bªc l¦n l÷ñt
l  a, b, c. Theo �ành lþ Mason, ta câ

max{deg(Xp), deg(Y q), deg(Zr)} ≤ n0(X
p.Y q.Zr)− 1.

Tø �â, ta suy ra

pdeg(X) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1,

⇔ p.a ≤ a+ b+ c− 1.

T÷ìng tü
q.b ≤ a+ b+ c− 1,

r.c ≤ a+ b+ c− 1.

Cëng v¸ theo v¸ ta �÷ñc:

p.a+ q.b+ r.c ≤ 3(a+ b+ c− 1). 1.16

V¼ p ≤ q ≤ r n¶n
p(a+ b+ c) ≤ p.a+ q.b+ r.c. 1.17
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Tø ( 1.16) v  (1.17) ta �÷ñc

p(a+ b+ c) ≤ 3(a+ b+ c)− 3.

Tø �¥y ta suy ra �÷ñc p < 3 m  p ≥ 2 n¶n p = 2. Do �â

p.a ≤ a+ b+ c− 1.

Suy ra
2.a ≤ a+ b+ c− 1.

Tùc l 
a ≤ b+ c− 1.

K¸t hñp vîi
q.b ≤ a+ b+ c− 1.

Ta d÷ñc
q.b ≤ 2b+ 2c− 2. 1.18

a) N¸u q = 2 th¼
(p, q, r) = (2, 2, r); r ≥ 2

b) X²t q ≥ 3.

Tø q ≤ r, k¸t hñp vîi (1.17) ta suy ra

q(b+ c) ≤ q.b+ r.c ≤ 2(a+ b+ c− 1) ≤ 4(b+ c− 1) ≤ 4(b+ c)− 4.

Nh÷ vªy
(q − 4)(b+ c) ≤ −4.

Suy ra q ≤ 3. Khi q = 3, tø (1.18) ta câ

b ≤ 2c− 2. 1.19

Do �â k¸t hñp (1.17) v  (1.19) ta �÷ñc

r.c ≤ a+ b+ c− 1 ≤ 2(b+ c− 1) ≤ 6(c− 6).

Suy ra r < 6.

M  3 = q ≤ r n¶n ta câ (p, q, r) = (2, 3, r) vîi 3 ≤ r ≤ 5.

16

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                       http://www.lrc-tnu.edu.vn



1.3.2 C¡c b i to¡n v· tçn t¤i �a thùc:

B i to¡n 1.6:

Cho a l  mët sè phùc kh¡c khæng. Khi �â, n¸u tçn t¤i c¡c �a thùc mët
bi¸n vîi h» sè phùc f(t), g(t) thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
f 2(t) = g3(t) + a th¼ f v  g l  c¡c �a thùc h¬ng.

Gi£ sû c¡c �a thùc f v  g khæng l  �a thùc h¬ng.
Theo gi£ thi¸t f 2(t) = g3(t) + a n¶n f 2 − g3 = a 6= 0. Khi �â, ¡p döng �ành
lþ Mason ho°c �ành lþ Davenport têng qu¡t ta k¸t luªn �÷ñc b i to¡n.
Thªt vªy, theo cæng thùc (1.6), ùng vîi m = 2, n = 3 ta �÷ñc

deg(f 2 − g3) ≥ 1

3
.deg(f) + 1,

⇔ deg(a) ≥ 1

3
.deg(f) + 1.

Do deg(a) = 0 v  deg(f).0 n¶n b§t �¯ng thùc tr¶n khæng x£y ra. Vªy f v  g
l  c¡c �a thùc h¬ng.

Lªp luªn t÷ìng tü th¼ b i to¡n tr¶n v¨n cán �óng khi m v  n l  c¡c sè
nguy¶n b§t ký.
B i to¡n 1.7: Cho a l  mët sè phùc kh¡c 0. Khi �â, n¸u tçn t¤i c¡c �a thùc
mët bi¸n vîi h» sè phùc f(t), g(t) thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh fm(t) = gn(t) + a,

vîi m,n ≥ 2 l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng tòy þ, th¼ f v  g l  c¡c �a thùc h¬ng.
Thªt vªy, gi£ sû c¡c �a thùc f v  g khæng l  �a thùc kh¡c h¬ng.

Theo �ành lþ Davenport têng qu¡t ta câ

deg(fm − gn) ≥ m.n−m− n
m

.deg(g) + 1. 1.20

V¼ m,n ≥ 2 n¶n (m− 2)(n− 2) ≥ 0.

Khai triºn ta �÷ñc m.n− (m+ n) + 4− (m+ n) ≥ 0.

Do �â m.n− (m+ n) ≥ 0 ( do 4− (m+ n) ≤ 0).
Nh÷ vªy,

m.n−m− n
m

.deg(g) + 1 ≥ 1 m  deg(fm − gn) = deg(a) = 0. B§t
�¯ng thùc (1.20) khæng x£y ra.
V¼ vªy, c¡c �a thùc f v  g �·u l  c¡c �a thùc h¬ng.
B i to¡n 1.8
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Khæng tçn t¤i c¡c �a thùc f(t) v  g(t) nguy¶n tè còng nhau trong C[t]
thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(f + g)3 + g4 = f 5.

Thªt vªy, theo gi£ thi¸t (f, g) = 1, ta suy ra gcd(f, g, f + g) = 1. Do
�â ¡p döng �ành lþ Mason ho°c b i to¡n (1.2) cho p = 3, q = 4, f = 5 th¼
ph÷ìng tr¼nh tr¶n væ nghi»m.
B i to¡n 1.9:

Khæng tçn t¤i c¡c �a thùc f(t) v  g(t) nguy¶n tè còng nhau trong C[t]
thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(f + g)3 = g3 + f 3.

Ta câ thº gi£i b i to¡n theo h¬ng �¯ng thùc sau:

(f + g)3 = g3 + f 3.

⇔ 3f 2.g + 3f.g2 = 0,

⇔ 3.f.g(f + g) = 0.

Tuy nhi¶n, vi»c gi£i b i to¡n cho sè mô têng qu¡t r§t khâ kh«n n¸u dòng
h¬ng �¯ng thùc.
B i to¡n 1.10:

Cho n l  sè nguy¶n lîn hìn ho°c b¬ng 3. T¼m c¡c �a thùc mët bi¸n vîi
h» sè phùc f(t) v  g(t) trong C[t] thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(f + g)n = gn + fn. 1.21

X²t tr÷íng hñp n l  l´.
Gi£ sû (f, g) = 1 th¼ gcd(f, g, f + g) = 1. Khi �â, ¡p döng �ành lþ Mason
ho°c �ành lþ Fermat cho �a thùc, ta suy ra �÷ñc khæng tçn t¤i hai �a thùc
f(t) v  g(t) trong C[t] thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
(f + g)n = gn + fn.

Ta th§y r¬ng, f(t) = −g(t) ho°c ½t nh§t f v  g l  hai �a thùc 0 thäa m¢n
ph÷ìng tr¼nh (1.21).
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Tr÷íng hñp (f, g) = h, h 6= 0, h 6= f. Khi �â, tçn t¤i c¡c �a thùc u, v sao cho
f = h.u, g = h.v. ph÷ìng tr¼nh (f + g)n = gn + fn

⇔ (u+ v)n = vn + vn. 1.22

Hiºn nhi¶n (u, v) = 1 n¶n theo �ành lþ Fermat cho �a thùc ta suy ra ph÷ìng
tr¼nh (1.22) væ nghi»m.

Nh÷ vªy, khi n l  sè l´ th¼ ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ch¿ câ nghi»m
f(t) = −g(t) ho°c ½t nh§t f v  g l  �a thùc 0.

X²t tr÷íng hñp n l  sè ch®n.
Gi£ sû (f, g) = 1 th¼ gcd(f, g, f + g) = 1. Khi �â, ¡p döng �ành lþ Mason
ho°c �ành lþ Fermat cho �a thùc, ta suy ra �÷ñc khæng tçn t¤i hai �a thùc
f(t) v  g(t) trong C[t] thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(f + g)n = gn + fn.

Ta th§y r¬ng, ½t nh§t f v  g l  �a thùc 0 thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (1.21).
Tr÷íng hñp (f, g) = h, h 6= 0. Khi �â, tçn t¤i c¡c �a thùc u, v sao cho
f = h.u, g = h.v. Ph÷ìng tr¼nh (f + g)n = gn + fn

⇔ (u+ v)n = un + vn.

Hiºn nhi¶n (u, v) = 1 n¶n theo �ành lþ Fermat cho �a thùc ta suy ra ph÷ìng
tr¼nh væ nghi»m.

Nh÷ vªy, khi n l  sè ch®n th¼ ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ch¿ câ nghi»m khi ½t
nh§t f v  g l  �a thùc 0.
B i to¡n 1.11:

T¼m c¡c sè ngi»m nguy¶n x cõa ph÷ìng tr¼nh

(2x − 4)3 + (4x − 2)3 = (4x + 2x − 6)3.

Theo b i to¡n (1.9) ta k¸t luªn �÷ñc 2x − 4 = 0 ho°c 4x − 2 = 0 ho°c
4x + 2x − 6 = 0. Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ hai nghi»m nguy¶n l  x = 2 v 
x = 1.

B i to¡n 1.12:
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Tçn t¤i hay khæng �a thùc vîi h» sè thüc P sao cho måi nghi»m thüc cõa
P v  P+1 �·u l  nghi»m bëi.

Ta d¹ d ng ch¿ ra �÷ñc b i to¡n câ nghi»m, ch¯ng h¤n �a thùc
P (t) = (1− t2)3 − 1.

Rã r ng, nghi»m thüc cõa P (t) l  t = 0 bëi 3 v  nghi»m thüc cõa
P (t) + 1 = (1− t2)3 l  t = 1 v  t = −1 �·u bëi 3.

Khi chóng ta ph¡t biºu b i to¡n (1.12) tr¶n tr÷íng sè phùc v  nghi»m
phùc th¼ k¸t qu£ s³ nh÷ th¸ n o? Rã r ng, �¥y l  b i to¡n khâ n¸u ta khæng
¡p döng �ành lþ Mason.
B i to¡n 1.13:

Tçn t¤i hay khæng �a thùc vîi h» sè phùc P sao cho måi nghi»m phùc cõa
P v  P + 1 �·u l  nghi»m bëi.

Gi£ sû tçn t¤i �a thùc P vîi h» sè phùc sao cho måi nghi»m phùc cõa P
v  P + 1 �·u l  nghi»m bëi.

Do nghi»m bëi nhä nh§t cõa mët sè phùc l  bëi 2 v  måi nghi»m cõa P
�·u l  nghi»m bëi n¶n n0(P ) ≤

1

2
.deg(P ).

T÷ìng tü måi nghi»m cõa P + 1 �·u l  nghi»m bëi n¶n ta công câ
n0(P + 1) ≤ 1

2
.deg(P + 1).

Tø �â, ta suy ra n0(P ) + n0(P + 1) ≤ 1

2
.[deg(P ) + deg(p+ 1)].

Hay ta câ
deg(P ) + deg(P + 1) ≥ 2[n0(P ) + n0(P + 1)]. 1.23

Ta câ sü ph¥n t½ch (P +1)−P = 1, v  (P, P +1) = 1, v¼ n¸u ng÷ñc l¤i th¼
tçn t¤i �a thùc h l  ÷îc chung lîn nh§t cõa P v  P+1, gåi a l  mët nghi»m
phùc cõa �a thùc h, khi �â a công l  nghi»m cõa P v  P +1. Khi �â
P (a) = 0, P (a) + 1 = 0, �i·u n y suy ra �÷ñc 1 = 0 (væ lþ).

Nh÷ vªy, (P, P +1) = 1 ¡p döng �ành lþ Mason cho �a thùc P, 1 v  P +1

ta câ
max{deg(P ), deg(P + 1)} ≤ n0(P.(P + 1))− 1.

Tø �â suy ra
deg(P ) ≤ n0(P ) + n0(P + 1)− 1,
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deg(P + 1) ≤ n0(P ) + n0(P + 1)− 1.

Cëng v¸ theo v¸ ta �÷ñc

deg(P ) + deg(P + 1) ≤ 2[n0(P ) + n0(P + 1)]− 2. 1.24

K¸t hñp (1.23) v  (1.24), ta �÷ñc

2[n0(P ) + n0(P + 1)] ≤ deg(P ) + deg(P + 1) ≤ 2[n0(P ) + n0(P + 1)]− 2.

⇔ 0 ≤ −2(væ lþ).

Vªy khæng thº t¼m �÷ñc �a thùc P thäa y¶u c¦u b i to¡n.
V o n«m 1956 William Lowell �¢ �÷a ra b i to¡n v· �a thùc sau v  b i

to¡n �÷ñc tr¼nh b y theo �ành lþ Masson nh÷ sau.
B i to¡n 1.14:

Cho hai �a thùc mët bi¸n vîi h» sè phùc P v  Q câ chung tªp hñp nghi»m
nh÷ng câ thº kh¡c v· sè bëi cõa nghi»m, v  hai �a thùc P +1 v  Q +1 công
câ tªp hñp nghi»m nh÷ng câ thº kh¡c v· sè bëi cõa nghi»m. Chùng minh
r¬ng hai �a thùc P v  Q tròng nhau.

Thªt vªy, gi£ sû α1, α2, .....αn l  n nghi»m ph¥n bi»t cõa P v  hiºn nhi¶n
�¥y công l  c¡c nghi»m cõa Q.
β1, β2, .....βm l  m nghi»m ph¥n bi»t cõa P + 1 v  hiºn nhi¶n �¥y công l  c¡c
nghi»m cõa Q +1.

Vai trá v· bªc cõa c¡c �a thùc P v  Q nh÷ nhau n¶n ta câ thº gi£ sû r¬ng
deg(P ) ≥ deg(Q).

Ta câ sü ph¥n t½ch (P + 1)− P = 1 v  (P, P + 1) = 1.

Theo �ành lþ Masson cho �a thùc P, 1 v  P +1 ta câ

max{deg(P ), deg(P + 1)} ≤ n0(P.(P + 1))− 1.

Tø �â, ta suy ra
deg(P ) ≤ n0(P ) + n0(P + 1)− 1.

⇔ m+ n ≥ deg(P ) + 1 ≥ deg(P −Q) + 1. 1.25
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M°t kh¡c, (P + 1)− (Q+ 1) = P −Q n¶n méi nghi»m cõa P ho°c P + 1

�·u l  nghi»m cõa P −Q. Do �â m+ n ≤ deg(P ).

Ta th§y r¬ng, mët �a thùc n¸u câ sè nghi»m ph¥n bi»t lîn hìn bªc cõa
�a thùc th¼ �a thùc �â b¬ng 0.

V¼ vªy, theo ( 1.25) ta suy ra P − Q ch¿ câ thº l  �a thùc 0. Tùc l , hai
�a thùc P v  Q tròng nhau.
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Ch÷ìng 2

Sü t÷ìng tü sè håc cõa �ành lþ Mason
v  ùng döng gi£ thuy¸t abc trong
nghi¶n cùu sè håc

Tø thõa x÷a, c¡c nh  to¡n håc �¢ bi¸t chuyºn c¡c k¸t qu£ sè håc sang
gi£i quy¸t tr¶n �a thùc v  tø c¡c b i to¡n v  gi£ thuy¸t cho �a thùc, ng÷íi
ta ph¡t biºu t÷ìng tü cho sè håc. Trong nhúng n«m g¦n �¥y, sü ph¡t triºn
cõa sè håc chàu £nh h÷ðng nhi·u tø sü t÷ìng tü giúa sè nguy¶n v  �a thùc.
Tùc l , khi chùng minh mët k¸t qu£ n o �â cho sè håc, ng÷íi ta thû ph¡t
biºu v  chùng minh xem k¸t qu£ n y câ �óng cho �a thùc hay khæng. Vi»c
gi£i quy¸t c¡c b i to¡n tr¶n �a thùc �ìn gi£n hìn do �a thùc câ ph²p t½nh
�¤o h m. �i·u n y ho n to n hñp lþ, bði tªp hñp sè nguy¶n v  tªp hñp c¡c
�a thùc câ sü t÷ìng tü r§t lîn. C£ hai tªp hñp �·u câ c¡c quy tc cëng,
trø, nh¥n, chia nh÷ nhau. �èi vîi sè nguy¶n ta câ sè nguy¶n tè �èi vîi �a
thùc ta câ �a thùc b§t kh£ quy. Hai sè nguy¶n b§t ký ho°c hai �a thùc
b§t ký ta câ thº �ành ngh¾a ÷îc chung lîn nh§t v  t¼m �÷ñc b¬ng thuªt
to¡n Euclid. Méi sè nguy¶n �·u ph¥n t½ch th nh t½ch c¡c thøa sè nguy¶n tè,
méi �a thùc câ ph¥n t½ch th nh t½ch c¡c �a thùc b§t kh£ quy. C¡c sè húu
t� t÷ìng ùng vîi c¡c h m húu t�, ta bi¸t deg(P.Q) = deg(P ) + deg(Q) v 
log(a.b) = log(a) + log(b), do �â bªc cõa �a thùc t½ch t÷ìng tü nh÷ logarit
cõa hai sè nguy¶n d÷ìng.

B¥y gií, chóng ta quan t¥m �¸n sü t÷ìng tü trong ph¥n t½ch ra thøa
sè nguy¶n tè cho sè nguy¶n v  ph¥n t½ch b§t kh£ quy cho �a thùc. Tùc l 
tø kh¡i ni»m sè c¡c nghi»m ph¥n bi»t cõa �a thùc P k½ hi»u l  n0(P ) v 
n0(P.Q) ≤ n0(P ) + n0(Q), ta �÷ñc kh¡i ni»m t÷ìng tü cho sè nguy¶n a l 
rad(ab) v  rad(ab) ≤ rad(a).rad(b). V¼ vªy, �ành lþ Mason cho �a thùc �÷ñc
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ph¡t biºu t÷ìng tü cho sè nguy¶n l  gi£ thuy¸t abc. Gi£ thuy¸t n y �÷ñc
ph¡t biºu v o n«m 1985 bði J.Oesterle' trong mët k¸t qu£ v· �÷íng cong
Elliptic cõa bë mæn h¼nh håc �¤i sè, ngay sau �â D.R.Masser ph¡t biºu düa
v o sü t÷ìng tü cõa sè nguy¶n v  �a thùc.

2.1. Gi£ thuy¸t abc

2.1.1 Gi£ thuy¸t abc

Gi£ sû a, b, c l  c¡c sè nguy¶n nguy¶n tè còng nhau v  thäa m¢n h» thùc

a+ b = c. Khi �â vîi ∀ε > 0 tçn t¤i h¬ng sè C(ε) sao cho:

max{| a |, | b |, | c |} ≤ C(ε)r(abc)1+ε.

Ta th§y n¸u bë ba (a, b, c) c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n: a + b = c v 
(a, b) = 1, th¼ t½ch abc �÷ñc lªp n¶n tø c¡c sè nguy¶n tè kh¡c nhau, vîi ph¦n
lîn c¡c sè mô t÷ìng �èi b². Ta �°t

C(ε) = inf
(a,b,c)∈I

c

(r(abc))1+ε
, 2.1

vîi i = {(a, b, c) ∈ N 3 : (a, b) = 1; a+ b = c}.
M»nh �· sau �¥y ch¿ ra r¬ng khæng thº chån ε = 0

2.1.2 M»nh �·:

Vîi ε > 0, gi£ sû C(ε) l  h¬ng sè x¡c �ành trong ( *) thäa m¢n b§t �¯ng thùc

cõa gi£ thi¸t abc khi �â:

lim
ε→0

C(ε) = +∞. (∗)

Chùng minh:

Ta �ành ngh¾a xn v  yn bði quan h» sau:
xn + yn

√
2 = (3 + 2.

√
2)n.

Khi n ≥ 1; 1 + 2.y2n = x2n n¸u n = 2m (d¹ d ng thû l¤i b¬ng truy hçi)

�p döng gi£ thuy¸t abc cho quan h»: x2n = 1+2.y2n �èi vîi n = 2m ta nhªn
�÷ñc:

x2n ≤ C(ε).(r(xn, yn))
1+ε,
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≤ C(ε).(r(xnyn)/2
m)1+ε,

≤ C(ε)x2(1+ε)n /2m(1+ε).

Khi �â C(ε) ≥ 2m(1+ε)/x2εn v 

lim
ε→0

C(ε) ≥ 2m.

�i·u n y ch¿ ra r¬ng:

lim
ε→0

C(ε) = +∞. �pcm

Tø sau khi ph¡t biºu n«m 1985 câ r§t ½t k¸t qu£ v· gi£ thuy¸t abc. Ð �¥y
chóng tæi ph¡t biºu 2 �ành lþ cho ÷îc l÷ñng cõa h¬ng sè C(ε) (câ thº t¼m
th§y chùng minh ð möc [3].)
2.1.3 �ành lþ:

Tçn t¤i h¬ng sè t½nh �÷ñc k > 0 sao cho vîi måi bë ba (a, b, c) v  c¡c sè

nguy¶n d÷ìng thäa m¢n a+ b = c v  (a, b) = 1 ta câ:

c < exp{k(r(abc))15}.

2.1.4 �ành lþ:

Tçn t¤i h¬ng sè t½nh �÷ñc k > 0 sao cho vîi måi bë ba sè (a, b, c) v  c¡c sè

nguy¶n d÷ìng thäa m¢n a+ b = c v  (a, b) = 1 ta câ:

c < exp{k(r(abc))2/3+k/ log . log r(abc)}.

Nhªn x²t r¬ng c¡c b§t �¯ng thùc cõa hai �ành lþ tr¶n l  h m mô cõa
rad(abc) trong khi b§t �¯ng thùc cõa gi£ thuy¸t abc l  �a thùc

2.2. Mët sè h» qu£ cõa gi£ thuy¸t abc

2.2.1 �ành lþ cuèi còng cõa Fermat.

Ph÷ìng tr¼nh xn+yn = zn khæng câ nghi»m nguy¶n kh¡c 0, vîi måi sè nguy¶n

d÷ìng n ≥ 3.
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Düa v o gi£ thuy¸t abc ta s³ chùng minh �÷ñc tçn t¤i mët sè nguy¶n
d÷ìng n0 sao cho ph÷ìng tr¼nh Fermat væ nghi»m vîi måi n ≥ n0.

Thªt vªy, ta x²t tr÷íng hñp gcd(x, y, z) = 1 v  gi£ sû c¡c sè x, y, z �·u
d÷ìng, n¸u ng÷ñc l¤i th¼ ta l§y c¡c gi¡ trà tuy»t �èi, sao cho xn + yn = zn.

Theo gi£ thuy¸t abc ta câ:

max{xn, yn, zn} ≤ Cε.[rad(x
nynzn)]1+ε. 2.2

Chån ε = 1, k = max{1, C1}, ta �÷ñc

max{xn, yn, zn} ≤ k.[rad(xnynzn)]2. 2.3

Do c¡c sè x,y, z �·u d÷ìng n¶n rad(xnynzn) = rad(x.y.z) ≤ x.y.z < z3.

Do �â zn < k.z6, hay zn−6 < k, do gcd(x, y, z) = 1 n¶n z ≥ 3. Ta suy ra
3n−6 ≤ k. L§y logarit cì sè 3 hai v¸ ta �÷ñc n < log3k + 6 = n0.

Tr÷íng hñp gcd(x, y, z) = d 6= 1 th¼ b¬ng c¡ch lo¤i bä thøa sè chung ta
�÷ñc ph÷ìng tr¼nh x′n + y

′n = z
′n væ nghi»m

khi n ≥ 3, vîi gcd(x′, y′, z′) = 1.

Nh÷ vªy �ành lþ cuèi còng cõa Fermat ch¿ câ thº khæng �óng vîi n < n0,

tùc l  b i to¡n bà ch°n v  n¸u x¡c �ành �÷ñc Cε = C1 th¼ b i to¡n �÷ñc gi£i
quy¸t xong. Ch¯ng h¤n, chån Cε = ε = 1 th¼ �ành lþ cuèi còng cõa Fermat
�óng khi n ≥ 6. C¡c tr÷íng hñp n < 6 �¢ �÷ñc chùng minh v o tr÷îc �â.
V o n«m 1825 Ìle �¢ chùng minh vîi n = 3, tø ph÷ìng tr¼nh x4 + y4 = z2

khæng câ nghi»m nguy¶n d÷ìng ta suy ra �ành lþ cuèi còng cõa Fermat �óng
vîi n = 4 ( xem [14]), Diricle vîi n = 5.

Gi£ thuy¸t abc câ thº ¡p döng nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng tr¼nh �iæph«ng vîi
ba ©n sè, trong �â câ ph÷ìng tr¼nh Fermat mð rëng.
2.2.2. �ành lþ (Gi£ thuy¸t Fermat mð rëng):

N¸u gi£ thuy¸t abc l  �óng , th¼ vîi måi A, B, C ph÷ìng tr¼nh:

Axl +B.ym = C.zn

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n d÷ìng x, y, z, l, m, n thäa m¢n:

l−1 +m−1 + n−1 < 1,
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v  (x, y, z) = 1.

Chùng minh:

N¸u z = 1 th¼ �ành lþ �óng ngay c£ khi khæng câ gi£ thuy¸t abc.
N¸u z ≥ 2 v  (x, y, z) = 1, gåi d = (A.xl, B.ym, C.zn).

Khi �â d gîi nëi. �p döng gi£ thuy¸t abc cho: (A.xl/d;B.ym/d, C.zn/d), ta
nhªn �÷ñc:

C.zn/d ≤ C1(ε)(r(ABCx
lymzn/d3))1+ε.

Tø �â:
zn ≤ C2(ε, C)((dr(ABCx

lymzn/d3))1+ε,

C3(ε, A,B,C)(xyz)
1+ε.

V¼ A.xl < C.zn v  B.ym < Czn

n¶n x < C4(A,C).z
n/l v  y < C5(B,C).z

n/m.

Hìn núa: zn ≤ C6(ε, A,B,C)(z
n)(l

−1+m−1+n−1)(1+ε),

V  do �â: (zn)1−(1+ε)(l−1+m−1+n−1) ≤ C6(ε, A,B,C).

N¸u l−1 +m−1 + n−1 < 1 v  n¸u ε �õ nhä th¼:
1− (1− ε)(l−1 +m−1 + n−1) > 0 th¼ zn gîi nëi .
Công nh÷ th¸ vîi x, y, z, l,m, n, suy ra �i·u ph£i chùng minh.
Nhªn x²t:
N¸u A = B = C = 1, th¼ ch¿ câ 10 nghi»m �¢ bi¸t thäa m¢n:
l−1 +m−1 + n−1 < 1;

1 + 23 = 32, 132 + 73 = 29

173 + 27 = 712, 25 + 72 = 34,

35 + 114 = 22.612 177 + 762713 = 210639282

14143 + 22134592 = 657,

92623 + 153122832 = 1137,

438 + 962223 = 300429072,

338 + 15490342 = 156133.

T÷ìng tü nh÷ �ành lþ Davenport cho �a thùc ta câ gi£ thuy¸t Hall cho sè
nguy¶n ph¡t biºu v o n«m 1965. �¥y ch½nh l  líi gi£i cõa b i to¡n �¢ �÷ñc
ph¡t biºu v o n«m 1921: T¼m c¡c sè x,y nguy¶n d÷ìng sao cho x3 − y2 = k,
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vîi k l  sè nguy¶n cho tr÷îc.
2.2.3 Gi£ thuy¸t Hall: Gi£ sû x, y l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng sao cho

x3 − y2 6= 0. khi �â, vîi måi ε > 0, tçn t¤i sè Cε sao cho

| x3 − y2 |> Cεx

1

2
−ε
.

Thªt vªy, tr÷îc h¸t ta câ sü ph¥n t½ch x3 = (x3 − y2) + y2. �º ti»n lñi
trong k½ hi»u ta câ thº gi£ sû x3 − y2 > 0. Theo gi£ thuy¸t abc ta câ:

max{| x3 |, | x3 − y2 |, | y2} ≤ Cε.[rad(x
3(x3 − y2)y2]1+ε.

V¼ ta câ cæng thùc �¡nh gi¡ sau:

rad(xyz) ≤ rad(x).rad(y).rad(z)

v  rad(xn) = rad(x) ≤ x.

Do �â,
x3 ≤ Cε.[rad(x

3(x3 − y2)y2]1+ε.

Suy ra
x3 ≤ Cε[rad(x

3)]1+ε[rad(x3 − y2)]1+ε[rad(y2)]1+ε

⇔ x3 ≤ Cεx
1+ε(x3 − y2)1+εy1+ε

⇔ x2−ε ≤ Cε(x
3 − y2)1+εy1+ε. 2.4

T÷ìng tü
y2 ≤ Cεx

1+ε(x3 − y2)1+εy1+ε

⇔ y ≤ Cεx

1 + ε

1− ε (x3 − y2)
1 + ε

1− ε . 2.5

Thay (2.5) v o (2.4) ta �÷ñc

x2−ε ≤ Cε(x
3 − y2)

(1 + ε)2

1− ε
+(1+ε)

x

(1 + ε)2

1− ε

⇔ x

1− 5ε

1− ε ≤ Cε(x
3 − y2)

2 + 2ε

1− 5ε
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⇔ x ≤ Cε(x
3 − y2)

2 + 2ε

1− 5ε = Cε(x
3 − y2)

2+
12ε

1− 5ε

Nh÷ vªy,

x

1

2
−

12ε

1− 5ε ≤ Cε(x
3 − y2)

(2+
12ε

1− 5ε
)(
1

2
−

12ε

1− 5ε
)

�°t ε1 =
12ε

1− 5ε
. Khi �â, ta �÷ñc

x

1

2
−ε1
≤ Cε(x

3 − y2)
(2+ε1)(

1

2
−ε1)

= Cε(x
3 − y2)

1−
3

2
ε1−ε21

.

Tùc l ,

x

1

2
−ε1
≤ Cε(x

3 − y2)

⇔| x3 − y2 |> Cε1.x

1

2
−ε1
.

Ta câ thº bi¸n �êi k¶t qu£ cõa gi£ thuy¸t Hall nh÷ sau:

| x3 − y2 |> Cε.x

1

2
−ε
.

⇔| x3 − y2 |
2

1− 2ε> Cε.x

⇔| x3 − y2 |
6

1− 2ε> Cε.x
3

⇔| x3 − y2 |
6+

12

1− 2ε> Cε.x
3

⇔| x3 − y2 |6+ε1> Cε1.x
3.

B¬ng c¡ch chùng minh t÷ìng tü nh÷ tr¶n, ta câ thº mð rëng gi£ thuy¸t Hall
cho c¡c sè lôy thøa nguy¶n m v  n b§t ký.
Gi£ thuy¸t Hall têng qu¡t: Cho m v  n l  c¡c sè nguy¶n lîn hìn 1. Gi£

sû x, y l  c¡c sè nguy¶n sao cho a.xm − b.yn 6= 0. Khi �â, vîi måi ε > 0, tçn

t¤i sè Cε sao cho

| xm |< Cε | xm − yn |
n.m(1 + ε)

mn− n−m . 2.6
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Chùng minh [ xem [1.2.5 ] , trang 11, ch÷ìng 1 ]
2.2.4 H» qu£ v· bë ba sè nguy¶n:

2.2.4.1 M»nh �·: N¸u gi£ thuy¸t abc l  �óng th¼ ∀ε > 0, tçn t¤i h¬ng sè

C(ε) > 0, sao cho vîi måi bë ba c¡c sè nguy¶n d÷ìng (x1, x2, x3) thäa m¢n

x1 + x2 = x3 v  (x1, x2) = 1 mët trong c¡c xi vîi i ∈ {1, 2, 3} thäa m¢n:

xi ≤ C(ε)/(r(xi))
3+ε.

Ta công câ k¸t qu£ sau:
2.2.4.2 �ành lþ: N¸u gi£ thuy¸t abc l  �óng vîi ∀ε > 0 v  vîi ∀a ≥ 1 tçn

t¤i h¬ng sè C1(ε, a) > 0, sao cho vîi måi sè nguy¶n n ≥ 2 v  vîi måi sè

nguy¶n x ≥ 2 thäa m¢n (a, x) = 1 ta câ:

xn−1 ≤ C1(ε, a)(r(x
n − an))1+ε.

Chùng minh: Gi£ sû ε cè �ành sao sho 0 < ε < 1/2.

�p döng gi£ thuy¸t abc cho quan h»:
(xn − an) + an = xn, vîi (a, x) = 1, ta �÷ñc:

xn ≤ C(ε, a)(r(xn − an))1+εx1+ε,

Khi �â:

xn−1 ≤ C(ε, a)(n−1)/(n−1−ε)(r(xn − an))(n−1)(1+ε)/(n−1−ε).

N¸u ε �õ b² vîi n ≥ 2, mët m°t ta câ:
(n− 1)/(n− 1− ε) < 2, v  m°t kh¡c:

(n− 1)(1 + ε)

n− 1− ε
≤ 1 + ε

1− ε
= 1 + ε

′
.

Vîi ε′ = 2ε/(1− ε). Nh÷ vªy ta nhªn �÷ñc k¸t qu£ cõa �ành lþ.
2.2.5 Mët sè h» qu£ kh¡c cõa gi£ thuy¸t abc

Ta �÷a ra mët sè h» qu£ kh¡c cõa gi£ thuy¸t abc li¶n quan �¸n ph÷ìng
tr¼nh �ioph«ng.
2.2.5.1 M»nh �·:

Gi£ sû A > 0;B > 0 v  k nguy¶n. Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng: ph÷ìng tr¼nh

A.xm −B.yn = k
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ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n, vîi x > 1, y > 1;m > 1;m.n > 4.

M»nh �· n y l  gi£ thuy¸t cõa Pillai.
N¸u A = 1;B = 1; k = 1 th¼ �¥y l  gi£ thuy¸t cõa Catalan, hìn núa, n«m

1976 Tijdeman kh¯ng �ành r¬ng ph÷ìng tr¼nh Catalan câ húu h¤n nghi»m .
2.2.5.2 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh :

(
x

v
)m − (

y

w
)n = 1

ch¿ câ nghi»m nguy¶n d÷ìng vîi måi v, w, x, y,m, n > 1 thäa m¢n

(x, v) = 1; (y, w) = 1 v  m.n > 4.

2.2.5.3 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh:

(x!)n + 1 = ym

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n n¸u x > 0; y > 0, n ≥ 1,m ≥ 2.

M»nh �· n y li¶n quan �¸n b i to¡n cõa Brocad m  chùng minh cõa nâ
düa tr¶n b§t �¯ng thùc sau �¥y cõa Stirling v  Chebyshew vîi x ≥ 2.

2.2.5.4 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh:

n! + 1 = P a
k .Pk+1b

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n trong �â:

n ≥ 1; a ≥ 0; b ≥ 0 v  Pk−1 ≤ n ≤ Pk vîi måi Pi vîi i ≥ 1 l  d¢y sè nguy¶n

tè.

M»nh �· n y li¶n quan �¸n gi£ thuy¸t cõa Erdos - Stewart.
2.2.5.5 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh:

xn + yn = n!zn

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n x > 0; y > 0; z > 0 v  n ≥ 4.

Gi£ thuy¸t n y li¶n quan �¸n b i to¡n mð v· ph÷ìng tr¼nh Diæph«ng.
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2.2.5.6 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng vîi måi sè nguy¶n a ≥ 1 ph÷ìng tr¼nh:

xn − yn

x− y
= azm

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n, trong �â x > 0, y > 0; z > 0;n > 0;m > 1,

vîi (x, y) = (1, 3), n−1 +m−1 < 1.

M»nh �· n y cho c¥u tr£ líi b i to¡n cõa H.Edgar v  Shorey- Tijdeman.
2.2.5.7 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh:

xm − 1

x− 1
=
yn − 1

y − 1
,

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n x > y > 1, v  m > n > 3

Vi»c t¼m nghi»m n y l  b i to¡n cõa Goosmaghtigh
vîi n = 3(x, y,m, n) = (2, 5, 5, 3) l  �÷ñc bi¸t nghi»m duy nh§t.
2.2.5.8 M»nh �·:

Gi£ thuy¸t abc suy ra r¬ng, vîi måi d ≥ 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh:

x(x+ d)....(x+ kd) = yn,

ch¿ câ húu h¤n nghi»m nguy¶n d÷ìng x > 0; y > 0; k ≥ 2;n ≥ 2.

M»nh �· n y ch¿ ra mèi quan h» giúa gi£ thuy¸t abc vîi c§p sè cëng.
N«m 1975 Erdos v  J.L.Selfrilge �¢ chùng minh ph÷ìng tr¼nh tr¶n khæng câ
nghi»m vîi
d = 1.

2.3. Ùng döng gi£ thuy¸t abc �· xu§t c¡c b i tªp sè håc

Ð ph¦n (1.3) tø �ành lþ Mason ta câ mët sè b i to¡n v· �a thùc, ð ph¦n
n y tø gi£ thuy¸t abc ta công câ mët sè b i to¡n t÷ìng tü cho c¡c sè nguy¶n.
Sau �¥y l  gi£ thuy¸t Tijdeman-Zagier.
B i to¡n 2.1:( Gi£ thuy¸t Tijdeman-Zagier)
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N¸u p, q, r l  c¡c sè nguy¶n lîn hìn ho°c b¬ng 3 th¼ ph÷ìng tr¼nh
xp + yq = zr khæng câ nghi»m nguy¶n x, y, z kh¡c 0, nguy¶n tè còng nhau.

Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i c¡c sè nguy¶n x, y, z kh¡c 0, nguy¶n tè còng nhau
thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr. Theo gi£ thuy¸t abc ta �÷ñc

max{xp, yq, zr} ≤ Cε.[rad(x
pyqzr)]1+ε.

Ta chùng minh b i to¡n n y trong tr÷íng hñp sè mô �õ lîn. Tùc l ,

min(p, q, r) > k, 2.7

trong �â k =
logCε
log 2

+ (3 + 3ε).

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû max{x, y, z} = x. Khi �â,

xp ≤ Cε[rad(x
pyqzr)]1+ε,

⇔ xp ≤ Cε.(xyz)
1+ε

⇔ xp ≤ Cε.x
3+3ε

⇔ xp−3−3.ε ≤ Cε

⇔ p ≤ logCε
log 2

+ (3 + 3.ε) = k.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi (2.7).
Vªy ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr khæng câ nghi»m t¦m th÷íng, nguy¶n tè

còng nhau khi p, q, r l  c¡c sè nguy¶n lîn hìn ho°c b¬ng 3.
Hay nâi c¡ch kh¡c, n¸u p, q, r l  c¡c sè nguy¶n lîn hìn 2 v  thäa m¢n
1

p
+
1

q
+
1

r
≤ 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh xp+ yq = zr ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng trong

Z ho°c c¡c nghi»m câ ÷îc chung kh¡c 1.
V§n �· d°t ra l  khi

1

p
+

1

q
+

1

r
< 1 v  p, q, r l  c¡c sè nguy¶n b§t ký,

bä �i gi£ thi¸t lîn hìn ho°c b¬ng 3, th¼ ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr, vîi
gcd(x, y, z) = 1, câ nghi»m (x,y,z) khæng t¦m th÷íng trong Z hay khæng?
�¥y ch½nh l  gi£ thuy¸t Fermat- Catalan.
B i to¡n 2.2:(Gi£ thuy¸t Fermat-Catalan)

N¸u p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n h» thùc
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1 th¼
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tçn t¤i húu h¤n c¡c sè nguy¶n tè còng nhau x, y, z l  nghi»m cõa ph÷ìng
tr¼nh xp + yq = zr.

Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i c¡c sè nguy¶n x, y, z kh¡c 0 nguy¶n tè còng nhau
thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr. Ta câ thº gi£ sû p ≤ q ≤ r, n¸u ng÷ñc
l¤i th¼ ta �êi và tr½ c¡c sè ho°c chuyºn v¸ cho ph÷ìng tr¼nh.

Khi �â, (p, q, r) câ mët trong c¡c c°p sau:
(2, 3, r) vîi r ≥ 7, ho°c (2, 4, r) vîi r ≥ 5, ho°c (2, q, r) vîi r ≥ q ≥ 5,

ho°c (3, 3, r) vîi r ≥ 4, ho°c (3, q, r) vîi r ≥ q ≥ 4, ho°c (p, q, r) vîi
r ≥ q ≥ p ≥ 4.

Trong c¡c tr÷íng hñp tr¶n th¼

1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 41

42
,

v 
1

p
+

1

q
+

1

r
=

41

42

khi (p, q, r) = (2, 3, 7).

Theo gi£ thuy¸t abc ta �÷ñc

max{xp, yq, zr} ≤ Cε.rad(x
pyqzr)1+ε. 2.8

Chån ε =
1

42
v  �°t max{| xp |, | yq |, | zr |} =M.

Khi �â, theo (2.8) ta câ

M ≤ C.[rad(xp).rad(yq).rad(zr)]
1+

1

42 ,

vîi C = C 1

42

.

Do �â

M ≤ C.(| x || y || z |)
43

42

⇔M ≤ C.(M

1

pM

1

qM

1

r )

43

42

⇔M ≤ C.M
(
1

p
+
1

q
+
1

r
).
43

42
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⇔M

1

1764 ≤ C.

�i·u n y chùng tä M bà ch°n, tùc l  x, y, z bà ch°n. V¼ vªy câ húu h¤n
c¡c sè x, y, z nguy¶n tè còng nhau thäa ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr khi p, q,
r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n h» thùc

1

p
+

1

q
+

1

r
< 1.

B¥y gií, ta x²t mët tr÷íng hñp ri¶ng cõa b i to¡n (2.2). �¥y ch½nh l 
ph÷ìng tr¼nh Catalan cho sè nguy¶n.
B i to¡n 2.3

Ph÷ìng tr¼nh xp − yq = 1 vîi p, q ≥ 2 ch¿ sâ nghi»m nguy¶n d÷ìng duy
nh§t (x, y) = (3, 2).

Thªt vªy, theo b i to¡n (2.2), vîi p = 2, q = 3, r ≥ 7 th¼ b i to¡n câ
nghi»m (x, y) = (3, 2). N¸u p, q ≥ 3, ¡p döng k¸t qu£ (2.1) th¼ ph÷ìng tr¼nh
væ nghi»m.

Nh÷ vªy, theo b i to¡n (2.1) th¼ ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr væ nghi»m khi
p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng lîn hìn ho°c b¬ng 3, khi �â ta câ

1

p
+
1

q
+
1

r
≤ 1.

Theo b i to¡n (2.2) th¼ ph÷ìng tr¼nh xp+yq = zr câ húu h¤n nghi»m (x, y, z),

nguy¶n tè còng nhau khi p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n h» thùc
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1.

Tø hai k¸t qu£ n y ta suy ra ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr ch¿ câ nghi»m khi
ch¿ câ duy nh§t mët trong ba sè p, q, r b¬ng 2 v  thäa

1

p
+

1

q
+

1

r
< 1.

Ch¯ng h¤n ta câ c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh nh÷ sau:
1 + 23 = 32; 25 + 72 = 34; 73 + 132 = 29; 27 + 173 = 712; 35 + 114 = 1222

177 + 762713 = 210639282; 338 + 15490342 = 156133.....

Tr÷íng hñp
1

p
+

1

q
+

1

r
≥ 1 th¼ vi»c tçn t¤i nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

xp + yq = zr �÷ñc x²t g¦n gièng nh÷ b i tªp [1.3 ] cho �a thùc. Cö thº nh÷
sau:
B i to¡n 2.4:

Cho p, q, r l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa 2 ≤ p ≤ q ≤ r v  gi£ sû x, y, z l 
c¡c sè nguy¶n, nguy¶n tè còng nhau tøng c°p, khi �â:
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a) N¸u
1

p
+

1

q
+

1

r
> 1, tùc l  (p, q, r) = (2, 2, r) vîi r ≥ 2 ho°c (p, q, r) =

(2, 3, r) vîi 3 ≤ r ≤ 5 th¼ ph÷ìng tr¼nh xp + yq = zr væ nghi»m.
b) N¸u

1

p
+

1

q
+

1

r
= 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh xp+ yq = zr khæng câ nghi»m khi

(p, q, r) = (3, 3, 3) v  (p, q, r) = (2, 4, 4) nh÷ng câ nghi»m khi
(p, q, r) = (2, 3, 6),

ch¯ng h¤n ph÷ìng tr¼nh x2 + y3 = z6 câ nghi»m l  (3,−2, 1).
C¡c k¸t qu£ n y �÷ñc chùng minh bði lþ thuy¸t h m Modular, khæng thº

¡p döng �÷ñc gi£ thuy¸t abc.
T÷ìng tü nh÷ b i to¡n tçn t¤i �a thùc, ta ph¡t biºu b i to¡n t¼m sè nguy¶n

thäa �i·u ki»n cho tr÷îc.
Theo b i to¡n (1.6 ): Cho a l  sè phùc kh¡c 0. khi �â, n¸u tçn t¤i c¡c �a

thùc mët bi¸n vîi h» sè phùc f(t), g(t) thäa ph÷ìng tr¼nh f 2(t) = g3(t) + a

th¼ f v  g l  c¡c �a thùc h¬ng.
Ta thay �a thùc trong b i to¡n n y bði c¡c sè nguy¶n th¼ b i to¡n s³ câ

nghi»m.
B i to¡n 2.5

T¼m c¡c nghi»m nguy¶n cõa ph÷ìng tr¼nh x3 − y2 = 4.

Chóng ta câ thº gi£i b i to¡n tr¶n düa v o sè nguy¶n Gauss. Tuy nhi¶n
ph÷ìng ph¡p n y kh¡ phùc t¤p. Chóng ta câ c¡ch gi£i ngn gån hìn nhi·u
düa v o gi£ thuy¸t Hall. Theo gi£ thuy¸t Hall ta câ

| x3 − y2 |6+ε> Cεx
3

| x3 − y2 |6+ε> Cεy
2.

Nh÷ vªy x v  y �·u bà ch°n bði nhúng sè nhä. M°t kh¡c, tø ph÷ìng tr¼nh
x3 − y2 = 4 ta suy ra �÷ñc x ≤ y n¶n ta d¹ d ng thay c¡c gi¡ trà cõa x v  y
v o ph÷ìng tr¼nh. Ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m duy nh§t (x, y) = (2, 2).

T÷ìng tü nh÷ b i to¡n tr¶n, ¡p döng gi£ thuy¸t Hall cho c¡c sè mô m, n
lîn hìn 1 vîi cæng thùc

| xm |< Cε | xm − yn |
n.m(1 + ε)

mn− n−m, 2.9
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ta suy ra �÷ñc �ành lþ Lebesgue: Gi£ sû p l  sè nguy¶n tè. Khi �â ph÷ìng
tr¼nh xp − y2 = 1 khæng câ nghi»m nguy¶n thäa x.y 6= 0.

�çng thíi ¡p döng cæng thùc (2.9) ta t¼m �÷ñc (x, y) = (0, 1) l  nghi»m
duy nh§t cõa ph÷ìng tr¼nh x3 + 1 = y4. B i to¡n n y ch¿ l  mët tr÷íng hñp
cõa b i to¡n têng qu¡t sau.
B i to¡n 2.6 ( Tr½ch �· thi væ �àch quèc gia §n �ë 1998).

T¼m c¡c sè (x, y, n) nguy¶n d÷ìng sao cho (x, n+ 1) = 1 v  thäa m¢n h»
thùc xn + 1 = yn+1.

B i to¡n n y �÷ñc gi£i quy¸t �ìn gi£n khi ta ¡p döng gi£ thuy¸t Hall. Ta
x²t c¡c tr÷íng hñp sau.

N¸u n = 1, ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh x + 1 = y2 câ væ sè nghi»m �·u thäa
m¢n �i·u ki»n (x, 2) = 1. Ta suy ra x l  sè l´ y l  sè ch®n. Ch¯ng h¤n
(x, y) = (3, 2), (15, 4), (35, 6), ... l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh.

N¸u n > 1, theo gi£ thuy¸t Hall ta câ: vîi måi ε > 0, tçn t¤i sè Cε sao cho

| xm |< Cε | xm − yn |
n.m(1 + ε)

mn− n−m .

Thay m = n;n+ 1 = m v  | xm − yn |= 1, ta �÷ñc

| xn |< Cε.1.

Do �â x = 0 v  y = 1 thäa h» thùc xn + 1 = yn+1. M°t kh¡c, theo gi£ thi¸t
(x, n+ 1) = 1 n¶n ph÷ìng tr¼nh �¢ cho væ nghi»m.

Vªy b i to¡n ch¿ câ nghi»m khi n = 1, x l´ v  y ch®n.
B i to¡n 2.7 (Tr½ch �· thi væ �àch Nga 1997)

T¼m c¡c sè nguy¶n tè p v  q thäa m¢n h» thùc sau:

(p+ q)3 + q4 = p5. 2.10

Ta câ thº gi£i b i to¡n tr¶n m  khæng c¦n ¡p döng gi£ thuy¸t abc nh÷
sau:

X²t tr÷íng hñp p = q, ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh p3(p2 − p− 8) = 0 (lo¤i )
X²t tr÷íng hñp p 6= q, khi §y ta câ:

(p+ q)3 + q4 = p5,
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⇔ q4 + q3 + 3pq(p+ q) = p5 − p3,

⇔ q[q2(q + 1) + 3p(q + 1) + 3p(q − 1)] = p3(p2 − 1).

K¸t hñp vîi p v  q l  c¡c sè nguy¶n tè n¶n ta suy ra{
p | (q + 1)

q | (p2 − 1)

X²t kh£ n«ng thù nh§t {
p | (q + 1)

q | (p− 1)

Ta suy ra {
p ≤ (q + 1)

q ≤ (p− 1)
,

tùc l  (p− 1) ≤ q ≤ p− 1). Ta �÷ñc p− 1 = q m  p v  q l  c¡c sè nguy¶n tè
n¶n ta suy ra p = 3, q = 2, thay v o ph÷ìng tr¼nh (4.6) khæng thäa m¢n .
X²t kh£ n«ng thù hai {

p | (q + 1)

q | (p+ 1)

Ta suy ra {
p ≤ (q + 1)

q ≤ (p+ 1)
,

tùc l  (p − 1) ≤ q ≤ (p + 1). Ta �÷ñc q = p − 1 ho°c q = p ho°c q = p + 1

m  p v  q l  c¡c sè nguy¶n tè n¶n ta suy ra p = 3, q = 2 ho°c p = 2, q = 3,

thay v o ph÷ìng tr¼nh (2.10) khæng thäa.
Vªy b i to¡n væ nghi»m.

B i to¡n ( 2.7) câ thº gi£i quy¸t thªt ngn gån khi chóng ta dòng �¸n gi£
thuy¸t abc m  trüc ti¸p l  gi£ thuy¸t Tijdeman- Zagier, trong �â
x = p+ q, y = q, z = p, (p, q) = 1 v  c¡c sè mô �·u lîn hìn ho°c b¬ng 3. Khi
�â, ph÷ìng tr¼nh (2.10) væ nghi»m.

Gi£ sû chóng ta thay �êi gi£ thi¸t cõa b i to¡n v  n¸u ta khæng ¡p döng
gi£ thuy¸t Tijdeman- Zagier li»u câ gi£i �÷ñc b i to¡n sau khæng?
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B i to¡n 2.8

T¼m c¡c sè nguy¶n, nguy¶n tè còng nhau thäa m¢n h» thùc sau:

(p+ q)3 + q4 = p5. 2.11

B¬ng c¡ch lªp luªn t÷ìng tü nh÷ b i tªp (2.7) ta suy ra c¡c tr÷íng hñp
q = p− 1 ho°c q = p ho°c q = p+1 m  p v  q l  c¡c sè nguy¶n tè còng nhau
n¶n chóng ta khæng thº thû h¸t c¡c gi¡ trà cõa c¡c sè p v  q nguy¶n tè còng
nhau thäa m¢n h» thùc (2.7). Do �â ta khæng thº k¸t luªn �÷ñc b i to¡n.
Tuy nhi¶n, khi ¡p döng gi£ thuy¸t Tijdeman- Zagier th¼ b i to¡n (2.8) thäa
m¢n c¡c �i·u ki»n cõa gi£ thuy¸t. Do �â b i to¡n væ nghi»m.
B¥y gií chóng ta x²t b i to¡n t÷ìng tü nh÷ b i to¡n (1.9 ) cho sè nguy¶n v 
công câ c¡ch gi£i t÷ìng t÷ìng tü.
B i to¡n 2.9

T¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n a v  b thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(a+ b)3 = a3 + b3.

B i to¡n 4.9 câ thº gi£i theo h¬ng �¯ng thùc nh÷ sau:

(a+ b)3 = a3 + b3

⇔ 3a2.b+ 3a.b2 = 0

⇔ 3a.b(a+ b) = 0.

Tø �â suy ra a = 0 ho°c b = 0 ho°c a = −b. Tuy nhi¶n, vi»c gi£i b i to¡n
cho sè mô têng qu¡t n ≥ 3 th¼ s³ r§t khâ kh«n khi dòng h¬ng �¯ng thùc.
Trong tr÷íng hñp �â, chóng ta s³ dòng gi£ thuy¸t abc m  h» qu£ cõa nâ l 
�ành lþ cuèi còng cõa Fermat cho sè nguy¶n �º gi£i quy¸t b i to¡n. B i to¡n
(2.9) l  mët tr÷íng hñp cõa b i to¡n sau.
B i to¡n 2.10:

Cho n l  mët sè nguy¶n lîn hìn ho°c b¬ng 3. T¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n a
v  b thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

(a+ b)n = an + bn. 2.12
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a) X²t tr÷íng hñp n l  sè l´.
Gi£ sû (a, b) = 1 th¼ gcd(a, b, a+ b) = 1. Khi �â, ¡p döng gi£ thuy¸t abc ho°c
�ành lþ Fermat cho sè nguy¶n, ta suy ra �÷ñc khæng tçn t¤i hai sè nguy¶n a
v  b thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (a+ b)n = an + bn.

Ta th§y r¬ng, a = −b ho°c ½t nh§t a = 0 ho°c b = 0 thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
(2.12) .

Tr÷íng hñp kh¡c, khi (a, b) = c, hiºn nhi¶n c 6= 0, c 6= a. Khi �â, tçn t¤i
c¡c sè nguy¶n u, v sao cho a = c.u, b = c.v. Ph÷ìng tr¼nh

(a+ b)n = an + bn

⇔ (u+ v)n = un + vn. 2.13

Hiºn nhi¶n (u, v) = 1 n¶n theo �ành lþ Fermat cho sè nguy¶n ta suy ra
ph÷ìng tr¼nh (2.13) væ nghi»m.

Nh÷ vªy, khi n l  sè l´ th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.12) ch¿ câ nghi»m a = −b ho°c
½t nh§t a = 0 v  b = 0.

b) X²t tr÷íng hñp n l  ch®n.
Gi£ sû (a, b) = 1 th¼ gcd(a, b, a+ b) = 1. Khi �â, ¡p döng gi£ thuy¸t abc ho°c
�ành lþ Fermat cho sè nguy¶n, ta suy ra �÷ñc khæng tçn t¤i hai sè nguy¶n a
v  b thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (a+ b)n = an + bn.

Ta th§y r¬ng, ½t nh§t a = 0 v  b = 0 thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (2.12)
Tr÷íng hñp (a, b) = c, c 6= 0. Khi �â, tçn t¤i c¡c sè nguy¶n u, v sao cho

a = c.u, b = c.v. Ph÷ìng tr¼nh

(a+ b)n = an + bn

⇔ (a+ b)n = an + bn. 2.14

Hiºn nhi¶n (u, v) = 1 n¶n theo �ành lþ Fermat cho sè nguy¶n ph÷ìng tr¼nh
(2.14) væ nghi»m.

Nh÷ vªy, khi n l  sè ch®n th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.12) ch¿ câ nghi»m khi ½t
nh§t a = 0 ho°c b = 0.
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Trong khi �â, n¸u ta khæng dòng �ành lþ Fermat cho sè nguy¶n m  ¡p
döng khai triºn nhà thùc Newton th¼ chóng ta s³ g°p �÷ñc khâ kh«n v  khæng
k¸t luªn �÷ñc b i to¡n.

Thªt vªy, (a+ b)n = an + bn

⇔ C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + .....+ Cn−1
n abn−1 = 0

⇔ ab(C1
na

n−2 + C2
na

n−3b+ ....+ Cn−1
n bn−2) = 0.

S³ r§t khâ �º t¼m a v  b thäa C1
na

n−2 + C2
na

n−3b+ .....+ Cn−1
n bn−2 = 0.

Chóng ta ph¡t biºu t÷ìng tü cho sè nguy¶n cõa b i to¡n (1.13),
B i to¡n 2.11

Tçn t¤i hay khæng sè nguy¶n a sao cho måi ÷îc nguy¶n tè cõa a v  a+ 1

�·u câ sè mô bëi.
Gi£ sû tçn t¤i sè nguy¶n a sao cho måi ÷îc nguy¶n tè cõa a v  a+ 1 �·u

câ sè mô bëi.
Do mô bëi cõa mët sè nguy¶n nhä nh§t l  bëi 2 v  måi ÷îc nguy¶n tè cõa

a �·u l  mô bëi n¶n rad(a) ≤
√
a.

T÷ìng tü måi ÷îc nguy¶n tè cõa a+ 1 �·u l  câ sè mô bëi n¶n

rad(a+ 1) ≤
√
a+ 1.

Tø �â, ta suy ra

rad(a).rad(a+ 1) ≤
√
a.(a+ 1).

Nh÷ vªy, ta câ
[rad(a).rad(a+ 1)]2 ≤ a.(a+ 1). 2.15

Ta câ sü ph¥n t½ch (a + 1) − a = 1, rã r ng (a, a + 1) = 1, v¼ n¸u ng÷ñc
l¤i th¼ tçn t¤i sè nguy¶n b l  ÷îc chung lîn nh§t cõa a v  a + 1. Khi �â,
(a, a+ 1) = 1, ¡p döng gi£ thuy¸t abc cho c¡c sè nguy¶n a, 1 v  a+ 1 ta câ

max{a, a+ 1} ≤ Cε.[rada(a+ 1)]1+ε.
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Do �â,
a.(a+ 1) ≤ Cε.[rad(a(a+ 1))]2ε(�óng).

Nh÷ vªy, kh¡c vîi b i to¡n [ 1.13, trang 20 ] cho �a thùc khæng tçn t¤i
nghi»m, �èi vîi B i to¡n (2.11) tçn t¤i sè a, ch¯ng h¤n a = 8, khi �â 8 = 23

v  9 = 32.

Chóng ta ph¡t biºu t÷ìng tü cho sè nguy¶n cõa b i to¡n (1.14).
B i to¡n 2.12:

T¼m hai sè nguy¶n a v  b sao cho rad(a) = rad(b) v  rad(a+1) = rad(b+1).

Ta d¹ d ng ch¿ �÷ñc c¡c sè nh÷ sau: a = 2, b = 8 v¼ rad2 = rad8 = 2 v 
rad3 = rad9 = 3 ho°c a = 75, b = 1215.
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Ch÷ìng 3

�ành lþ MaSon mð rëng

Ta bi¸t r¬ng �ành lþ Mason ph¡t biºu cho ba �a thùc nguy¶n tè còng nhau
tøng c°p, khæng �çng thíi l  h¬ng sè. Vªy �ành lþ Mason câ thº ¡p döng cho
n h m sè n ≥ 3 �÷ñc hay khæng? Khi �â b§t �¯ng thùc trong �ành lþ Mason
s³ nh÷ th¸ n o? Ta �¢ bi¸t �¸n mët c¡ch chùng minh kh¡c cõa �ành lþ n y
l  dòng �ành thùc cõa �¤i sè tuy¸n t½nh. Trong nhúng n«m g¦n �¥y, b¬ng kÿ
thuªt Wronskian chóng ta câ thº mð rëng cho h m nhi·u bi¸n.

3.1. Bªc cõa mët ph¥n thùc v  t½nh ch§t

3.1.1 �ành ngh¾a: Bªc cõa mët ph¥n thùc

ϕ(x) =
f(x)

g(x)
6= 0

vîi f(x), g(x) l  c¡c �a thùc thùc h» sè phùc nguy¶n tè còng nhau, kþ hi»u
degϕ, �÷ñc �ành ngh¾a l  degϕ = degf − degg.

Gi£ sû ϕ(x) l  mët ph¥n thùc vîi méi a ∈ C, vi¸t ϕ(x) d÷îi d¤ng:

ϕ(x) = (x− a)kf1(x)
g1(x)

,

trong �â f1(x) v  g1(x) l  c¡c �a thùc nguy¶n tè còng nhau v  khæng nhªn
a l m nghi»m .

Sè k x¡c �ành nh÷ tr¶n gåi l  bªc cõa ϕ t¤i a; kþ hi»u ordaϕ. Tø �ành
ngh¾a 3.1.1 ta câ:
3.1.2 M»nh �· N¸u ϕ1;ϕ2 l  c¡c ph¥n thùc a ∈ C th¼ khi �â:

(i) orda(ϕ1.ϕ2) = ordaϕ1 + ordaϕ2

(ii) orda(
1

ϕ1
) = −ordaϕ1
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(ii) orda(
ϕ1

ϕ2
) = ordaϕ1 − ordaϕ2.

3.1.3 M»nh �·: Gi£ sû ϕ l  �a thùc câ h» sè phùc, a ∈ C. Khi �â n¸u

ϕ(k) ≤ 0 th¼:

orda(
ϕk

ϕ
) ≥ −k.

Chùng minh: Gi£ sû ϕ(x) = (x−a)m.f(x)
g(x)

vîi f(x), g(x) khæng câ nghi»m

chung v  khæng nhªn a l m nghi»m. Ta câ:

ϕ(x)
′
= (x− a)m−1.((m.f(x) + (x− a).f(x)′).g(x)− (x− a)f(x).g(x)′)

(g(x))2
.

Do orda(g(x)) = 0 v 
orda((m.f(x) + (x− a).f(x)′).g(x)− (x− a)f(x).g(x)′) ≥ 0,

n¶n orda(ϕ(x)
′
) ≥ m− 1 Do �â:

orda(
ϕ
′

ϕ
) = orda(ϕ

′
)− orda(ϕ) ≥ m− 1−m = −1, v¼ vªy:

orda(
ϕk

ϕ
) = orda(

ϕ
′

ϕ
.
ϕ
′′

ϕ′
....

ϕk

ϕk−1
)

= orda(
ϕ
′

ϕ
).orda(

ϕ
′′

ϕ′
)....orda(

ϕk

ϕk−1
) ≥ −k.

3.1.4 M»nh �·: Gi£ sû f, g l  c¡c ph¥n thùc, a ∈ C khi �â

orda(f + g) ≥ min(ordaf, ordag).

Chùng minh: Gi£ sû

f(x) = (x− a)k1 f1(x)
f2(x)

,

g(x) = (x− a)k2 g1(x)
g2(x)

.

Trong �â f1, f2, g1, g2 khæng nhªn a l m nghi»m:
�°t k = min(k1, k2) ta câ:
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f(x) + g(x) =
(x− a)k[(x− a)k1−k.f1(x).g2(x) + (x− a)k2−k.f2(x).g1(x)]

f2(x).g2(x)
.

Do f2, g2 khæng nhªn a l m nghi»m n¶n:

orda(f + g) ≥ k = min(ordaf, ordag).

3.1.5 �ành ngh¾a: Gi£ sû f1, f2, ....fn l  c¡c h m ph¥n thùc:
a) Ta gåi Wronskian cõa chóng l :

w(f) =‖ f1....fn ‖=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f2 · · · fn
f
′

1 f
′

2 · · · f
′

n... ... . . . ...
fn−11 fn−12 · · · fn−1n .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b) Gi£ sû r¬ng

fi 6= 0 vîi måi i, v  f1 + f2 + ....fn = 0.

L§y �¤o h m n− 1 l¦n, thu �÷ñc mët h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 + f2 + .....+ fn = 0

(
f
′

1

f1
)f1 + ....+ .(

f
′

n

fn
)fn = 0

................................

(
fn−11

f1
)f1 + ....+ .(

fn−1n

fn
)fn = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c) Gi£ sû:

L(f1....fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1

(
f
′

1

f1
)f1 · · · (

f
′

n

fn
)f
′

n

... . . . ...

(
fn−11

f1
)f1 · · · (

fn−1n

fn
)fn,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Li(f1....fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 · · · 1

(
f
′

1

f1
)f1 · · · 0 · · · (f

′

n

fn
)f
′

n

... ... . . . ...

(
fn−11

f1
)f1 · · · 0 · · · (f

n−1
n

fn
)fn.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Khi �â L(f) = w(f)/(f1...fn) v  t÷ìng tü �èi vîi Li(f). N¸u f1f2...fn �ëc
lªp tuy¸n t½nh th¼ W (f) 6= 0 v  do �â L(f) 6= 0 ta câ fi = Li(f)/L(f).

3.2. �ành lþ Mason mð rëng

3.2.1 �ành lþ Mason mð rëng

Gi£ sû f1f2...fn l  c¡c �a thùc tr¶n tr÷íng �°c sè 0, khæng câ nghi»m chung,

khçng �çng thíi l  c¡c �a thùc h¬ng. Gi£ sû r¬ng gcd(fi, fj, fk) = 1 vîi c¡c

sè kh¡c nhau b§t ký i, j, k,∈ {1, 2, ....n}, f1+ f2+ ....fn = 0 v  f1f2...fn−1 �ëc

lªp tuy¸n t½nh. Khi �â:

max
1≤i≤n

(degfi) ≤ (n− 2)[
n∑
i=1

n0(fi)− 1]. 3.1

3.2.2. Chùng minh: Gi£ sû {α1, ....αn} l  n − 1 ch¿ sè ph¥n bi»t cõa tªp
hñp c¡c ch¿ sè {1, 2, ...n}. Do f1 + f2 + ....fn = 0,

n¶n ‖ fα1
, ....fαn−1 ‖= δ ‖ f1.....fn−1 ‖ . (δ = ±1)

Trong �â ‖ f1, f2, .....fn−1 ‖ l  Wronskian cõa c¡c h m f1, f2, .....fn−1

w(f) =‖ f1....fn−1 ‖=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f2 · · · fn−1
f
′

1 f
′

2 · · · f
′

n−1... ... . . . ...
fn−21 fn−22 · · · fn−2n−1 .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Do f1, f2, .....fn−1 �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n ‖ f1, f2, .....fn−1 ‖6= 0

v  do �â ‖ fα1
, ....fαn−1 ‖6= 0. �°t

P (t) =
‖ f1, f2, .....fn−1 ‖
f1, f2, .....fn−1

,

Q(t) =
f1, f2, .....fn

‖ f1, f2, .....fn−1 ‖
.

Suy ra fn(t) = P (t).Q(t), do �â degfn = degP + degQ.

Tr÷îc h¸t, ta chùng minh

degQ ≤ (n− 2)(
n∑
i=1

n0(fi)).
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Thªt vªy, gi£ sû a l  mët nghi»m b§t ký cõa Q(t), suy ra a l  mët nghi»m-
cõa

n∏
i=1

fi.

Do f1, f2, .....fn nguy¶n tè còng nhau n¶n tçn t¤i i0, 1 ≤ i0 ≤ n sao cho
fi0(a) 6= 0. Gi£ sû α1, α2, ....αn−1 l  n− 1 ch¿ sè cán l¤i. Tø (3.2.1) suy ra

Q(t) = δ
fα1
, fα2

....fαn−1

‖ fα1
, fα2

....fαn−1 ‖
fi0(t).

�°t

R(t) =
‖ fα1

, fα2
....fαn−1 ‖

fα1
, fα2

....fαn−1

.

Suy ra:

R(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
f
′

α1

fα1

f
′

α2

fα2

· · ·
f
′

αn−1

fαn−1... ... ...
fn−2α1

fα1

fn−2α2

fα2

· · ·
fn−2αn−1

fαn−1
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�ành thùc tr¶n b¬ng têng c¡c sè h¤ng câ d¤ng: γ
f
′

i1
.f
′′

i2
....fn−2in−1

fi1.fi2....fin−2
.

Vîi 1 ≤ i1, i2....in ≤ n (γ = ±1).

Gi£ sû r¬ng sè h¤ng γ
f
′

i1
.f
′′

i2
....fn−2in−1

fi1.fi2....fin−2
, chùa t§t c£ c¡c fi m  fi(a) = 0 theo

m»nh �· 3.1.4 th¼:

orda(
f
′

i1
.f
′′

i2
....fn−2in−2

fi1.fi2....fin−2
) = orda(

f
′

i1

fi1
) + ....+ orda(

fn−2in−2

fin−2
).

�p döng m»nh �· (3.1.6) suy ra:

orda(
fkik
fik

) ≥ −k ≥ −(n− 2) vîi måi ik m  fik(a) = 0. V¼ vªy:

orda(
f
′

i1
.f
′′

i2
....fn−2in−1

fi1.fi2....fin−2
) ≥ (n− 2)(

∑
1≤k≤n
fk(a)=0

1).
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�p döng m»nh �· (3.1.6) suy ra:

ordaR(t) ≥ −(n− 2)(
∑

1≤k≤n
fk(a)=0

1).

Do �â,
ordaQ(t) = −ordaR(t) ≤ (n− 2)(

∑
1≤k≤n
fk(a)=0

1).

B§t �¯ng thùc tr¶n �óng vîi a l  nghi»m cõa Q(t) theo �ành ngh¾a bªc cõa
ph¥n thùc ta câ:

degQ(t) ≤ (n− 2)(
n∑
i=1

n0(fi)). 3.2

B¥y gií ta chùng minh degP ≤ −(n− 2)(n− 1)

2
. Thªt vªy:

P (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
f
′

1

f1

f
′

2

f2
· · ·

f
′

n−1
fn−1... ... ...

fn−21

f1

fn−22

f2
· · ·

fn−2n−1
fn−1

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�ành thùc tr¶n b¬ng têng c¡c sè h¤ng câ d¤ng:

γ
f
′

β1

fβ1

f
′′

β2

fβ2
.....

fn−2βn−2

fβn−2
, (γ = ±1).

�èi vîi méi sè h¤ng th¼

deg(
f
′

β1

fβ1

f
′′

β2

fβ2
....
fn−2βn−2

fβn−2
) = deg(

f
′

β1

fβ1
) + deg(

f
′′

β2

fβ2
).....+ deg(

fn−2βn−2

fβn−2
)

= (−1) + (−2) + ....+ (−(n− 2)) = −(n− 1)(n− 2)

2
.

�p döng m»nh �· ( 3.1.4) suy ra:

degP (t) ≤ (n− 1)(n− 2)

2
3.3
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v  tø (3.2) v  (3.3) ta câ:

degfn ≤ (n− 2)(
n∑
i=0

n0(fi))−
(n− 1)(n− 2)

2
.

Ho n to n t÷ìng tü �èi vîi f1, f2, ....fn−1 ta câ:

max
1≤i≤n

(degfi) ≤ (n− 2)(
n∑
i=0

n0(fi))−
(n− 1)(n− 2)

2
.

Ta l¤i câ
(n− 2)(n− 1)

2
> n− 2,∀n ≥ 3 n¶n

max
1≤i≤n

(degfi) ≤ (n− 2)[
n∑
i=1

n0(fi)− 1].

�÷ñc �i·u ph£i chùng minh.

3.3. �p döng Mason mð rëng v o nghi¶n cùu c¡c �a thùc nhi·u
bi¸n

3.3.1 �ành lþ cuèi còng cõa Fermat cho c¡c �a thùc nhi·u bi¸n.

Ph÷ìng tr¼nh

fm1 + fm2 + ....+ fmn−1 = fmn . 3.4

væ nghi»m khim ≥ (n−2)n, trong �â c¡c �a thùc nhi·u bi¸n f1, f2, ...fn(n ≥ 3)

tr¶n v nh C[x1, x2, ...xl] nguy¶n tè còng nhau tøng c°p, khæng �çng thíi l 

c¡c �a thùc kh¡c h¬ng, �çng thíi h» fm1 , f
m
2 , ....+ fmn �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n

tr÷íng C.

Thªt vªy, gi£ sû ph÷ìng tr¼nh (3.4) câ nghi»m khæng t¦m th÷íng, ¡p döng
�ành lþ Mason cho c¡c h m nhi·u bi¸n ta câ

max
1≤j≤n

fmj ≤ (n− 2)[n0(f
m
1 .f

m
2 ....f

m
n )− 1].

Do �â,
degfmj ≤ (n− 2)[n0(f1.f2...fn)− 1],∀j = 1, 2, ...n.
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Ta suy ra

degfj ≤
(n− 2)

m
[deg(f1) + deg(f2) + ....+ deg(fn)− 1],

∀j = 1, 2, ...n.

L§y têng v¸ theo v¸ n c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc
n∑
j=1

degfj ≤
(n− 2)n

m
[
n∑
j=1

degfj − 1].

Chuyºn v¸ ta �÷ñc

(1− (n− 2)n

m
)

n∑
j=1

degfj ≤ −
(n− 2)n

m
< 0.

Tø �â, ta suy ra (1− (n− 2)n

m
) < 0 hay m < (n− 2)n.

Tr÷íng hñp l = 1, n = 3 ta �÷ñc �ành lþ cuèi còng Fermat cho �a thùc cõa
ba h m sè mët bi¸n: ph÷ìng tr¼nh væ nghi»m khi n ≥ 3 [ xem �ành lþ 1.2.1].
T÷íng tü , chóng ta câ �ành lþ sau cho c¡c sè mô kh¡c nhau.
3.3.2 �ành lþ Fermat têng qu¡t cho c¡c �a thùc nhi·u bi¸n.

Ph÷ìng tr¼nh

fm1
1 + fm2

2 + ....+ f
mn−1
n−1 = fmn

n . 3.5

væ nghi»m khi mj ≥ n(n− 2),∀j = 1, 2, ...n, trong �â, c¡c �a thùc nhi·u bi¸n

f1, f2, ...fn.(n ≥ 3) tr¶n v nh C[x1, x2, ...xl] nguy¶n tè còng nhau tøng c°p,

khæng �çng thíi l  c¡c �a thùc kh¡c h¬ng, �çng thíi h» fm1
1 , fm2

2 , .... + fmn
n

�ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n tr÷íng C.

Thªt vªy, gi£ sû ph÷ìng tr¼nh (3.5) khæng câ nghi»m t¦m th÷íng, ¡p döng
�ành lþ Mason cho c¡c h m nhi·u bi¸n ta câ

max
1≤j≤n

f
mj

j ≤ (n− 2)[n0(f
m1
1 .fm2

2 ....fmn
n )− 1].

Do �â,
degf

mj

j ≤ (n− 2)[n0(f1.f2...fn)− 1],∀j = 1, 2, ...n.

Ta suy ra

mjdegfj ≤ (n− 2)[deg(f1) + deg(f2) + ....+ deg(fn)− 1],
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∀j = 1, 2, ...n.

L§y têng v¸ theo v¸ n c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc
n∑
j=1

[mj − (n− 2)n]deg(fj) ≤ −(n− 2)n < 0.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸tmi ≥ n(n−2),∀j = 1, .2...n. Vªy ph÷ìng
tr¼nh (3.5) væ nghi»m.

Tr÷íng hñp l = 1, n = 3 ta �÷ñc �ành lþ Fermat têng qu¡t cho �a thùc
cõa ba h m sè mët bi¸n: ph÷ìng tr¼nh væ nghi»m [ b i to¡n 1.2 ]
3.3.3 Ph÷ìng tr¼nh Fermat- Catalan cho c¡c �a thùc nhi·u bi¸n

Cho c¡c sè nguy¶n d÷ìng mi(1 ≤ j ≤ n). N¸u

1

m1
+

1

m2
+ .....+

1

mn
≤ 1

n− 2

th¼ ph÷ìng tr¼nh
fm1
1 + fm2

2 + ....+ f
mn−1
n−1 = fmn

n , 3.6

væ nghi»m, trong �â, c¡c �a thùc nhi·u bi¸n f1, f2, ...., fn(n ≥ 3) tr¶n v nh
C[x1, x2, ...xl] nguy¶n tè còng nhau tøng c°p, khæng �çng thíi l  c¡c �a thùc
h¬ng v  gi£ sû r¬ng h» fm1

1 , fm2
2 , ....+ fmn

n �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n tr÷íng C.
Thªt vªy, gi£ sû ph÷ìng tr¼nh (3.6) câ nghi»m khæng t¦m th÷íng, ¡p döng

�ành lþ Mason cho c¡c h m nhi·u bi¸n ta câ

max
1≤j≤n

f
mj

j ≤ (n− 2)[n0(f
m1
1 .fm2

2 ....fmn
n )− 1].

Do �â,
degf

mj

j ≤ (n− 2)[n0(f1.f2...fn)− 1],∀j = 1, 2, ...n.

Ta suy ra

mjdegfj ≤ (n− 2)[deg(f1) + deg(f2) + ....+ deg(fn)− 1],

∀j = 1, 2, ...n.

Tùc l 

deg(fj) ≤
1

mj
(n− 2)[deg(f1) + deg(f2) + ....+ deg(fn)]−

n− 2

mj
.
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L§y têng theo v¸ n c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc
n∑
j=1

deg(fi) ≤
n∑
j=1

1

mj
(n−2)[deg(f1)+deg(f2)+....+deg(fn)]−(n−2)

n∑
j=1

1

mj
.

Do �â
n∑
j=1

deg(fj)(1−
n∑
j=1

1

mj
(n− 2)) ≤ −(2n− 1)

n∑
j=1

1

mj
< 0.

Ta suy ra

1−
n∑
j=1

1

mj
(n− 2) < 0,

⇔
n∑
j=1

1

mj
(n− 2) > 1

⇔
n∑
j=1

1

mj
>

1

n− 2
.

Nh÷ vªy ph÷ìng tr¼nh (3.6) câ nghi»m khi
n∑
j=1

1

mj
>

1

n− 2
.

Do �â khi
n∑
j=1

1

mj
≤ 1

n− 2

th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.6) væ nghi»m.
Tr÷íng hñp l = 1, n = 3 ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh Fermat- Catalan cho �a

thùc cõa ba h m sè mët bi¸n

fm1
1 + fm2

2 = fm3
3 ,

væ nghi»m khi
1

m1
+

1

m2
+

1

m3
≤ 1 [b i tªp 1.3]
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K¸t luªn

Luªn v«n tr¼nh b y sü t÷ìng tö giúa sè nguy¶n v  �a thùc, cö thº l  sü
t÷ìng tü cõa gi£ thuy¸t abc v  �ành lþ Mason v  mët sè h» qu£ cõa chóng.
Tø �â luªn v«n giîi thi»u mët sè b i to¡n sì c§p l  t÷ìng tü cõa �a thùc
sang sè nguy¶n, mët sè k¸t qu£ mð rëng cõa �ành lþ Mason. C¡c k¸t qu£ n y
�¢ �÷ñc vi¸t ð d¤ng c¡c b i b¡o c¡o cõa nhi·u t¡c gi£. Do �â trong qu¡ tr¼nh
thüc hi»n luªn v«n n y, chóng tæi chõ y¸u thüc hi»n vi»c �åc hiºu v  tr¼nh
b¦y l¤i c¡c k¸t qu£ �¢ câ mët c¡ch chi ti¸t v  h» thèng, �çng thíi bê xung
th¶m mët sè b i tªp cho phong phó hìn.

Luªn v«n �¢ �¤t �÷ñc c¡c k¸t qu£ sau.

- Tr¼nh b¦y h» thèng v  chùng minh chi ti¸t �ành lþ Mason v  c¡c h» qu£
cõa nâ. Ùng döng lþ thuy¸t �â �· xu§t mët sè b i tªp v· tçn t¤i �a thùc,
c¡c b i to¡n v· nghi»m trong C[t].

- Tr¼nh b y h» thèng v  chùng minh chi ti¸t c¡c t÷ìng tü sè håc cõa �ành
lþ Mason v  c¡c h» qu£ cõa nâ. Gi£i chi ti¸t c¡c b i tªp t÷ìng tü sè håc cõa
c¡c b i to¡n v· �a thùc ð tr¶n.

- Tr¼nh b y mð rëng cõa �ành lþ Mason cho nhi·u h m sè mët bi¸n, ho°c
h m sè nhi·u bi¸n, v  c¡c h» qu£ cõa nâ.
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