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Mở đầu

Trong hệ thống phương trình được học ở bậc trung học phổ thông,

phương trình mũ, phương trình lôgarit chiếm một vị trí khá quan trọng.

Được đưa vào giảng dạy chính thức trong chương trình lớp 12, với một

thời lượng khá dài, phương trình mũ, lôgrarit ngày càng có nhiều đóng

góp quan trọng cho toán sơ cấp. Khi nghiên cứu về loại phương trình này

người ta thường quan tâm đến cách giải một số dạng phương trình và

một số ứng dụng của nó trong các lĩnh vực khác của toán như: Phương

trình hàm, giải tích phức,.... Ngoài ra việc kết hợp phương trình mũ với

các phương trình đại số cũng giúp cho chúng ta xây dựng thêm được

nhiều lớp bài tập mới với những cách giải hay. Hiện nay trong việc xây

dựng một số đề thi tuyển sinh đại học, cao đẳng, tốt nghiệp trung học

phổ thông, phương trình mũ, lôgarit xuất hiện như một phần kiến thức

chuẩn, thể hiện tính thời sự của vấn đề nghiên cứu.

Nội dung chính luận văn "Một số vấn đề về phương trình mũ và

lôgarit" của chúng tôi là trình bày một số phương pháp xây dựng, giải

phương trình mũ, lôgarit. Mục đích của luận văn không chỉ dừng ở việc

trình bày phương pháp giải mà chúng tôi muốn hướng tới việc xây dựng

một số bài tập, ví dụ phục vụ cho công tác giảng dạy, kiểm tra đánh giá.

Ngoài ra luận văn cũng đưa ra một phương pháp mới để xây dựng các

phương trình.

Ngoài phần mở đầu, phần kết luận, luận văn gồm 3 chương.

Chương 1. Phương trình mũ và lôgarit thường gặp.

Chương 2. Phương pháp hàm số.

Chương 3. Phương pháp đặt nhân tử cho phương trình mũ.

Luận văn này được hoàn thành với sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình

của TS. Hà Trần Phương - Đại học Sư Phạm - Đại học Thái Nguyên.

Tác giả xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm, động
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viên và sự chỉ bảo hướng dẫn tận tình của Thầy hướng dẫn.

Từ đáy lòng mình, tác giả xin trân trọng cảm ơn tới Ban Giám hiệu,

các thầy cô giáo Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên. Đồng

thời tác giả xin gửi lời cảm ơn tới tập thể lớp Cao học Toán K3 - Trường

Đại học Khoa học đã động viên giúp đỡ tôi trong quá trình học tập và

làm luân văn này.

Tác giả xin cảm ơn tới Sở Giáo dục - Đào tạo Tỉnh Hà Giang, Ban

Giám hiệu và các đồng nghiệp trường THPT Đồng Yên - Huyện Bắc

Quang đã tạo điều kiện về mọi mặt để tác giả được tham gia học tập và

hoàn thành khóa học.

Tuy nhiên, do thời gian và khuôn khổ của luận văn thạc sĩ, nên chắc

rằng trong quá trình nghiên cứu không tránh khỏi những thiếu sót, tác

giả rất mong được sự chỉ dạy và đóng góp ý kiến của quý Thầy Cô và

độc giả quan tâm tới luận văn này.

Thái Nguyên, ngày 25 tháng 08 năm 2011

Tác giả

Nguyễn Hữu Lương
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Chương 1
Phương trình mũ và lôgarit thường
gặp

1.1. Phương trình mũ và lôgarit cơ bản

1.1.1. Phương trình mũ cơ bản

Phương trình mũ dạng cơ bản có dạng ax = m, trong đó m là những

số đã cho, phương trình này xác định với mọi x.

Dễ thấy rằng, khi m6 0, đường thẳng y = m không cắt đồ thị hàm số

y = ax, khi m > 0, đường thẳng luôn cắt đồ thị hàm số y = m tại đúng

một điểm.

Do đó:

Nếu m6 0 thì phương trình ax = m vô nghiệm.

Nếu m > 0 thì phương trình ax = m có nghiệm duy nhất.

Nói cách khác ∀m ∈ (0; +∞), ax = m⇔ x = logam.

Ví dụ 1.1.

a, 3x = 27⇔ x = log327⇔ x = 3.

b, 10x = 1⇔ x = log 1⇔ x = 1.

1.1.2. Phương trình lôgarit cơ bản

Phương trình lôgarit cơ bản có dạng logax = m, trong đó m là số đã

cho. Điều kiện xác định của phương trình này là x > 0.

Dễ thấy đường thẳng y = m luôn cắt đồ thị hàm số y = logax tại đúng

một điểm.

Do đó với mỗi giá trị tuỳ ý của m, phương trình logax = m luôn có một

nghiệm duy nhất x = am.

Nói cách khác, ∀m ∈ (−∞; +∞), logax = m⇔ x = ax.

Ví dụ 1.2.

a, log2x =
1

2
⇔ x = 2

1
2 =
√

2.

b, lnx = 0⇔ x = e0 ⇔ x = 1.
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1.2. Phương pháp biến đổi tương đương hoặc đưa về cùng cơ
số

1.2.1. Biến đổi tương đương

Ta sử dụng phép biến đổi tương đương như sau:

af(x) = ag(x) ⇔

 a = 1{
0 < a 6= 1
f(x) = g(x)

(nếu cơ số a không đổi),

hoặc

af(x) = ag(x) ⇔
{
a > 0
(a− 1) [f(x)− g(x)] = 0

(nếu cơ số a không đổi).

Ví dụ 1.3. Giải phương trình

32
x+5
x−7 = 0, 25.128

x+17
x−3 . (1.1)

Giải. Điều kiện x 6= 3, x 6= 7.

(1.1)⇔ 2
5(x+5)
x−7 = 2−2.2

7(x+17)
x−3

⇔ 2
5(x+5)
x−7 = 2

7(x+17)
x−3 −2

⇔ 5(x+ 5)

x− 7
=

7(x+ 17)

x− 3
− 2

⇔ x = 10.

So với điều kiện ta có nghiệm của phương trình x = 10.

Ví dụ 1.4. Giải phương trình(√
10 + 3

)x−3
x−1

=
(√

10− 3
)x+1
x+3

. (1.2)

Giải. Điều kiện x 6= −3, x 6= 1.

Nhận xét(√
10− 3

)(√
10 + 3

)
= 1⇒

(√
10− 3

)
=
(√

10 + 3
)−1

,
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do đó

(1.2)⇔
(√

10 + 3
)x−3
x−1

=
(√

10 + 3
)− x+1

x+3

⇔ x− 3

x− 1
= −x+ 1

x+ 3
⇔ x2 = 5

⇔ x = ±
√

5.

So với điều kiện ta có nghiệm của phương trình x = ±
√

5.

Ví dụ 1.5. Giải phương trình(
x2 − 2x+ 2

)√4−x2
= 1. (1.3)

Giải.

(1.3)⇔
(
x2 − 2x+ 2

)√4−x2
=
(
x2 − 2x+ 2

)0
⇔
{
−2 6 x6 2

(x2 − 2x+ 2− 1)
√

4− x2 = 0

⇔


−2 6 x6 2[
x2 − 2x+ 1 = 0
4− x2 = 0

⇔


−2 6 x6 2[
x = 1
x = ±2

⇔
[
x = 1
x = ±2.

Vậy nghiệm của phương trình x = 1, x = ±2.

1.2.2. Lôgarit hóa và đưa về cùng cơ số

Để chuyển ẩn số khỏi số mũ luỹ thừa người ta có thể lôgarit theo cùng

một cơ số cả hai vế của phương trình, ta có dạng:

Dạng 1. Phương trình af(x) = b⇔
{

0 < a 6= 1, b > 0
f(x) = loga b.

Dạng 2. Phương trình af(x) = bg(x)

⇔ logaa
f(x)

= logab
g(x) ⇔ f(x) = g(x).logab
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hoặc

logba
f(x) = log

b
bg(x) ⇔ f(x).logba = g(x).

Ví dụ 1.6. Giải phương trình

2x
2−2x =

3

2
. (1.4)

Giải. Lấy lôgarit cơ số 2 hai vế phương trình ta được

log22
x2−2x = log2

3

2
⇔ x2 − 2x = log23− 1

⇔ x2 − 2x+ 1− log23 = 0,

∆′ = 1− 1 + log23 = log23 > 0.

Suy ra phương trình có nghiệm x = 1±
√

log23.

Ví dụ 1.7. Giải phương trình

5x.8
x−1
x = 500. (1.5)

Giải. Ta có

(1.5)⇔ 5x.23
x−1
x = 53.22

⇔ 5x−3.2
x−3
x = 1.

Lấy lôgarit cơ số 2 hai vế, ta được

log2

(
5x−3.2

x−3
x

)
= 0

⇔ log
(
5x−3

)
+ log2

(
2
x−3
x

)
= 0

⇔ (x− 3) .log25 +
x− 3

x
log22 = 0

⇔ (x− 3)

(
log25 +

1

x

)
= 0

⇔

 x = 3

x = − 1

log25
.

Vậy phương trình có hai nghiệm phân biệt x = 1, x = − 1

log25
.

Chú ý 1.1. Đối với phương trình cần thiết phải rút gọn trước khi lôgarit

hoá.
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1.2.3. Mũ hóa và đưa về cùng cơ số

Để chuyển ẩn số khỏi lôgarit người ta có thể mũ hóa theo cùng một

cơ số cả 2 vế của phương trình, ta có dạng:

logaf(x) = b⇔
{

0 < a 6= 1
f(x) = ab

hoặc

loga [f(x)] = loga [g(x)]⇔


0 < a 6= 1
f(x) = g(x)
f(x) > 0 (hay g(x) > 0).

Chú ý 1.2. Việc lựa chọn điều kiện f(x) hoặc g(x) tuỳ thuộc vào độ

phức tạp của f(x) và g(x).

Ví dụ 1.8. Giải phương trình

log4{2log3 [1 + log2 (1 + 3log2x)] } =
1

2
. (1.6)

Giải. Biến đổi phương trình (1.6) về dạng

2log3{ [1 + log2 (1 + 3log2x)] } = 2

⇔ log3 [1 + log2 (1 + 3log2x)] = 1

⇔ 1 + log2 (1 + 3log2x) = 3

⇔ log2 (1 + 3log2x) = 2

⇔ 1 + 3log3x = 4

⇔ log2x = 1

⇔ x = 2.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 2.

Ví dụ 1.9. Giải phương trình trình

logx
(
x2 + 4x− 4

)
= 3. (1.7)
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Giải. Điều kiện{
x2 + 4x− 4 > 0
0 < x 6= 1

⇔


[
x > −2 +

√
6

x < −2−
√

6
0 < x 6= 1

⇔
√

6− 2 < x 6= 1.

Ta sử dụng phép biến đổi 3 = logxx
3, khi đó phương trình (1.7) có dạng

logx
(
x2 + 4x− 4

)
= logxx

3

⇔ x3 − x2 − 4x+ 4 = 0

⇔ (x− 1)
(
x2 − 4

)
= 0

⇔

 x = 1 (loại)
x = 2
x = −2 (loại).

Vậy phương trình có nghiệm x = 2.

1.3. Phương pháp đặt ẩn phụ

1.3.1. Mở đầu về phương pháp đặt ẩn phụ

Trong phần này ta xem xét cách xây dựng các bài toán và phương

pháp giải các bài toán bằng phương pháp đặt ẩn phụ đối với phương

trình mũ (lôgarit), ta bắt đầu với một số ví dụ như sau:

Ví dụ 1.10. Giải phương trình

16sin
2x + 16cos

2x = 10. (1.8)

Giải. Viết lại phương trình (1.8) dưới dạng

16sin
2x + 161−sin

2x = 10⇔ 16sin
2x +

16

16sin
2x

= 10.

Đặt t = 16sin
2x, điều kiện 1 6 t6 16. Khi đó phương trình có dạng

t+
16

t
= 10⇔ t2 − 10t+ 16 = 0⇔

[
t = 8
t = 2

⇒

[
16sin

2x = 8

16sin
2x = 2

⇔

[
24sin

2x = 23

24sin
2x = 2
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⇔

 sin2x =
3

4

sin2x =
1

4

⇔

 cos2x = −1

2

cos2x =
1

2

⇔ cos22x =
1

4
⇔ cos4x = −1

2

⇔ 4x =
2π

3
+ 2kπ ⇔ x = ±π

6
+
kπ

2
, k ∈ Z.

Vậy phương trình (1.8) có hai họ nghiệm x = ±π
6

+
kπ

2
, k ∈ Z.

Ví dụ 1.11. Giải phương trình

log2

(
2x2
)
.logx

2x = 1. (1.9)

Giải. Điều kiện 0 < x 6= 1. Viết lại phương trình dưới dạng

1 + 2log2x

log2
2x

= 1⇔ log2
2x− 2log2x− 1 = 0. (1.10)

Đặt t = log2x. Khi đó phương trình (1.10) có dạng

t2 − 2t− 1 = 0

⇔ t = 1±
√

5

⇒ log2x = 1±
√

5

⇔ x = 21±
√
5.

Vậy, phương trình (1.9) có nghiệm x = 21±
√
5.

Nhận xét

Hai phương trình trên đều có chung một cách giải là đổi biến số đưa

về phương trình đại số. Vấn đề quan trọng ở đây là đặt biến số như thế

nào. Như vậy, khi giải loại phương trình này, đầu tiên chúng ta phải

khéo léo biến đổi để đưa phương trình về dạng một ẩn số đối với một

biến nào đó.

Cách xây dựng bài tập

- Chọn một phương trình đại số giải được (biến t).

- Thay t bởi một hàm mũ hoặc lôgarit biến x và nhân thêm vào hai

vế của phương trình một số đại lượng.
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Phương pháp giải chung

Giải một số dạng phương trình mũ (lôgarit) bằng phương pháp đặt

ẩn phụ ta cần tiến hành qua các thao tác:

Bước 1. Đặt điều kiện cho phương trình (nếu cần).

Bước 2. Đặt ẩn phụ, sau đó chuyển phương trình thành một phương

trình với một ẩn phụ, hai ẩn phụ hay thành một hệ phương trình với

một ẩn phụ, hai ẩn phụ.

Bước 3. Đưa về phương trình đại số đã biết giải.

1.3.2. Đặt ẩn phụ đối với phương trình mũ

Có thể nói đây là một trong những phương pháp cơ bản để chuyển

một phương trình mũ về phương trình đại số.

Bài toán 1.1. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình mũ thành một phương

trình với một ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Ta lưu ý các phép đặt ẩn phụ thường gặp sau:

Dạng 1. Phương trình αka
kx + αk−1a

(k−1).x... α1a
x + α0 = 0.

Khi đó, ta đặt t = ax, điều kiện t > 0. Ta có

αkt
k + αk−1t

k−1... αt+ α0 = 0.

Mở rộng. Nếu đặt t = af(x), điều kiện hẹp t > 0. Khi đó

a2f(x) = t2, a3f(x) = t3, ... , akf(x) = tk và a−f(x) =
1

t
.

Dạng 2. Phương trình α1a
x + α2b

x + α3 = 0, với a.b = 1.

Khi đó, đặt t = ax, điều kiện t > 0 suy ra bx =
1

t
ta được

α1t+
α2

t
+ α3 = 0⇔ α1.t

2 + α3t+ α2 = 0.

Mở rộng. a.b = 1 thì khi đặt t = af(x), điều kiện hẹp t > 0,

suy ra bf(x) =
1

t
.

Dạng 3. Phương trình

α1a
2x + α2(ab)

x + a3b
2x = 0.
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Khi đó chia cả hai vế của phương trình cho b2x > 0 hoặc (a2x, (a.b)x).

Ta được α1t
2 + α2t+ α3 = 0.

Đặt t =
(a
b

)x
, điều kiện t > 0, ta được α1t

2 + α2t+ α3 = 0.

Mở rộng. Với phương trình mũ có chứa các nhân tử, a2f , b2f , (a.b)2f , ta

thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chia cả hai vế của phương trình cho b2f > 0 hoặc (a2f , (a.b)2f).

Bước 2. Đặt t =
(a
b

)f
điều kiện hẹp t > 0.

Dạng 4. Lượng giác hóa.

Chú ý 1.3. Ta sử dụng điều kiện hẹp t > 0 cho trường hợp đặt t = af(x)

vì:

Nếu đặt t = ax thì t > 0 là điều kiện đúng.

Nếu đặt t = 2x
2+1 thì t > 0 chỉ là điều kiện hẹp, bởi thực chất điều

kiện cho t phải là t> 2, điều này đặc biệt quan trọng cho các lớp các bài

toán có chứa tham số.

Ví dụ 1.12. Giải phương trình

4cot
2x + 2

1

sin2x − 3 = 0. (1.11)

Giải. Điều kiện sinx 6= 0⇔ x 6= kπ, k ∈ Z (*).

Vì
1

sin2x
= 1 + cot 2x nên phương trình (1.11) được viết dưới dạng

4cot
2x + 2.2cot

2x − 3 = 0. (1.12)

Đặt t = 2cot
2x điều kiện t> 1 vì cot 2x> 0⇔ 2cot

2x> 20 = 1.

Khi đó phương trình có dạng

t2 + 2t− 3 = 0

⇔
[
t = 1
t = −3 (loại)

⇒ 2cot
2x = 1

⇔ cot 2x = 0

⇔ cotx = 0

⇔ x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z thoả mãn (∗).
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Vậy phương trình có một họ nghiệm x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Ví dụ 1.13. Giải phương trình(
7 + 4

√
3
)x
− 3
(

2−
√

3
)x

+ 2 = 0. (1.13)

Giải. Nhận xét rằng 7 + 4
√

3 =
(
2 +
√

3
)2

;
(
2 +
√

3
) (

2−
√

3
)

= 1.

Do đó, nếu đặt t =
(
2 +
√

3
)x

điều kiện t > 0, thì
(
2−
√

3
)x

=
1

t
và(

7 + 4
√

3
)x

= t2. Khi đó phương trình tương đương với

t2 − 3

t
+ 2 = 0⇔ t3 + 2t− 3 = 0

⇔ (t− 1)
(
t2 + t+ 3

)
= 0

⇔
[
t = 1

t2 + t+ 3 = 0 (vô nghiệm)

⇒
(

2 +
√

3
)x

= 1

⇔ x = 0.

Vậy phương trình có nghiệm x = 0.

Nhận xét: Như vậy trong ví dụ trên bằng việc đánh giá

7 + 4
√

3 =
(
2 +
√

3
)2

;
(
2 +
√

3
) (

2−
√

3
)

= 1.

Ta đã lựa chọn ẩn phụ t =
(
2 +
√

3
)x

cho phương trình.

Ví dụ tiếp theo ta sẽ miêu tả việc lựa chọn ẩn phụ thông qua đánh giá

mở rộng của a.b = 1, đó là a.b = c⇔ a

c
.
b

c
= 1 tức là với những phương

trình có dạng: A.ax+B.bx+c = 0 khi đó ta thực hiện phép chia cả hai vế

của phương trình cho cx 6= 0, để nhận được A.
(a
c

)x
+B.

(
b

c

)x
+ c = 0.

từ đó thiết lập ẩn phụ t =
(a
c

)x
, t > 0 và suy ra

(
b

c

)x
=

1

t
.

Ví dụ 1.14. Giải phương trình

22x
2+1 − 9.2x

2+x + 22x+2 = 0. (1.14)
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Giải. Chia cả hai vế của phương trình cho 22x+2 6= 0, ta được

22x
2−2x−1 − 9.2x

2−x−2 + 1 = 0

⇔ 1

2
.22x

2−2x − 9

4
.2x

2−x + 1 = 0

⇔ 2.22x
2−2x − 9.2x

2−x + 4 = 0.

Đặt t = 2x
2−x, điều kiện t > 0. Khi đó phương trình tương đương với

2t2 − 9t+ 4 = 0⇔

[
t = 4

t =
1

2

⇒
[

2x
2−x = 22

2x
2−x = 2−1

⇔
[
x = −1
x = 2.

Vậy phương trình có hai nghiệm x = −1, x = 2.

Chú ý 1.4. Trong ví dụ trên, vì bài toán không có tham số nên ta sử

dụng điều kiện cho ẩn phụ chỉ là t > 0 và chúng ta đã thấy với t =
1

2
vô nghiệm.

Do vậy, nếu bài toán có chứa tham số chúng ta cần xác định điều kiện

đúng cho ẩn phụ như sau:

x2 − x =

(
x− 1

2

)2

− 1

4
> − 1

4
⇔ 2x

2−x> 2−
1
4 ⇒ t>

1
4
√

2
.

Ví dụ 1.15. Giải phương trình

23x − 6.2x − 1

23(x−1)
+

12

2x
= 1. (1.15)

Giải. Đặt t = 2x − 2

2x
, suy ra 23x − 23

23x
= t3 + 6t. Khi đó phương trình

(1.15) có dạng

t3 + 6t− 6t = 1⇔ t = 1⇒ 2x − 2

2x
= 1.
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Đặt u = 2x, khi đó phương trình có dạng

u2 − u− 2 = 0⇔
[
u = −1 (loại)
u = 2.

Với u = 2⇒ 2x = 2⇔ x = 1.

Vậy phương trình có nghiệm x = 1 .

Chú ý 1.5. Tiếp theo chúng ta sẽ quan tâm đến việc sử dụng phương

pháp lượng giác hoá.

Ví dụ 1.16. Giải phương trình√
1 +

√
1− 22x =

(
1 + 2

√
1− 22x

)
2x. (1.16)

Giải. Điều kiện 1− 22x> 0⇔ 22x6 1⇔ x6 0.

Như vậy 0 < 2x6 1, đặt 2x = sin t, t ∈
(

0;
π

2

]
.

Khi đó phương trình có dạng√
1 +

√
1− sin2t = sin t

(
1 + 2

√
1− sin2t

)
⇔
√

1 + cost = (1 + 2cost) sin t

⇔
√

2cos
t

2
= sin t+ sin 2t

⇔
√

2cos
t

2

(
1−
√

2 sin
3t

2

)
= 0

⇔

 cos
t

2
= 0 (loại)

sin
3t

2
=

√
2

2

⇔


t =

π

6

t =
π

2

⇒

[
2x =

1

2
2x = 1

⇔
[
x = −1
x = 0.

Vậy phương trình có hai nghiệm x = −1, x = 0.
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Bài toán 1.2. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình mũ thành một phương

trình với một ẩn phụ nhưng hệ số vẫn chứa x.

• Phương pháp chung

Ta lưu ý có những phương trình khi lựa chọn ẩn phụ cho một biểu thức

thì các biểu thức còn lại không biểu diễn được triệt để qua ẩn phụ đó

hoặc nếu biểu diễn được thì công thức biểu diễn lại quá phức tạp. Khi

đó ta có thể để phương trình dưới dạng: "chứa ẩn phụ nhưng hệ số vẫn

chứa x."

Trong trường hợp này ta thường được một phương trình bậc hai theo

ẩn phụ (hoặc vẫn theo ẩn x) có biệt số ∆ là một số chính phương.

Ví dụ 1.17. Giải phương trình

32x − (2x + 9) .3x + 9.2x = 0. (1.17)

Giải. Đặt t = 3x, điều kiện t > 0.

Khi đó phương trình tương đương với

t2 − (2x + 9) t+ 9.2x = 0.

∆ = (2x + 9)2 − 4.9.2x = (2x − 9)2 ⇒
[
t = 9
t = 2x.

Với t = 9⇒ 3x = 9⇔ x = 2.

Với t = 2x ⇒ 3x = 2x ⇔
(

3

2

)x
= 1⇔ x = 0.

Vậy phương trình có hai nghiệm x = 2, x = 0.

Ví dụ 1.18. Giải phương trình

9x
2

+
(
x2 − 3

)
3x

2 − 2x2 + 2 = 0. (1.18)

Giải. Đặt t = 3x
2

, điều kiện t> 1 vì x2 > 0⇔ 3x
2

> 30 = 1.

Khi đó phương trình tương đương với

t2 +
(
x2 − 3

)
t− 2x

2

+ 2 = 0.

∆ =
(
x2 − 3

)2 − 4
(
−2x2 + 2

)
= (x+ 1)2 ⇒

[
t = 2
t = 1− x2.
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Với t = 2⇔ 3x
2

= 2⇔ x2 = log32⇔ x = ±
√

log32.

Với t = 1− x2 ⇔ 3x
2

= 1− x2.
Ta có nhận xét{

3x
2

> 1
1− x2 6 1

⇔
{

3x
2

= 1
1− x2 = 1

⇔ x = 0.

Vậy phương trình có ba nghiệm x = ±
√

log32, x = 0.

Bài toán 1.3. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình mũ thành một phương

trình với hai ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Sử dụng hai ẩn cho hai biểu thức mũ trong phương trình và khéo léo

biến đổi phương trình thành phương trình tích.

Ví dụ 1.19. Giải phương trình

4x
2−3x+2 + 4x

2+6x+5 = 42x
2+3x+7 + 1. (1.19)

Giải. Viết lại phương trình dưới dạng

4x
2−3x+2 + 4x

2+6x+5 = 4x
2−3x+2.4x

2+6x+5 + 1.

Đặt: {
u = 4x

2−3x+2

v = 4x
2+6x+5 , u, v > 0.

Khi đó phương trình trở thành

u+ v = uv + 1⇔ (u− 1) (1− v) = 0

⇔
[
u = 1
v = 1

⇒
[

4x
2−3x+2 = 1

4x
2+6x+5 = 1

⇔
[
x2 − 3x+ 2 = 0
x2 + 6x+ 5 = 0

⇔


x = 1
x = 2
x = −1
x = −5.

Vậy phương trình có bốn nghiệm x = 1, x = 2, x = −1, x = −5.
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Bài toán 1.4. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình mũ thành một hệ

phương trình với hai ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Bằng việc sử dụng từ hai ẩn phụ trở lên (giả sử là u, v), ta có thể khéo

léo đưa việc giải phương trình về việc xét một hệ, trong đó:

Phương trình thứ nhất có được từ phương trình đầu bài.

Phương trình thứ hai có được từ việc đánh giá mối quan hệ của u, v.

Ví dụ 1.20. Giải phương trình

8

2x−1 + 1
+

2x

2x + 2
=

18

2x−1 + 21−x + 2
. (1.20)

Giải. Viết lại phương trình dưới dạng

8

2x−1 + 1
+

1

21−x + 1
=

18

2x−1 + 21−x + 2
.

Đặt {
u = 2x−1 + 1
v = 21−x + 1

, u, v > 1.

Khi đó

u.v =
(
2x−1 + 1

) (
21−x + 1

)
= 2x−1 + 21−x + 2 = u+ v,

phương trình tương đương với
8

u
+

1

v
=

18

u+ v
u+ v = uv

⇔
{
u+ 8v = 18
v + v = uv

⇔

[
u = v = 2

u = 9 và v =
9

8
.

Với u = v = 2, ta được

{
2x−1 + 1 = 2
21−x + 1 = 2

⇔ x = 1.

Với u = 9 và v =
9

8
, ta được

{
2x−1 + 1 = 9

21−x + 1 =
9

8

⇔ x = 4.

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm x = 1, x = 4.
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Bài toán 1.5. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình mũ thành một hệ

phương trình với một ẩn phụ và một ẩn x.

• Phương pháp chung

Bên cạnh các phương pháp đặt ẩn phụ trên, ta có thể sử dụng phương

pháp "chuyển phương trình thành hệ gồm hai ẩn là một ẩn phụ và ẩn

x" bằng cách thực hiện theo các bước:

Bước 1. Biến đổi phương trình về dạng f [x, ϕ (x)] = 0.

Bước 2. Đặt u = ϕ (x), ta biến đổi phương trình thành hệ{
u = ϕ (x)
f (x, u) = 0.

Ví dụ 1.21. Giải phương trình

22x −
√

2x + 6 = 6. (1.21)

Giải. Đặt u = 2x, điều kiện u > 0. Khi đó phương trình được chuyển

thành u2 −
√
u+ 6 = 6.

Đặt v =
√
u+ 6, điều kiện v >

√
6 ⇒ v2 = u+ 6.

Khi đó phương trình chuyển thành hệ{
u2 = v + 6
v2 = u+ 6

⇒ u2 − v2 = − (u− v)

⇔ (u− v) (u+ v + 1) = 0

⇔
[
u− v = 0
u+ v + 1 = 0.

Với u = v, ta được

u2 − u− 6 = 0⇔
[
u = 3
u = −2 (loại)

⇒ 2x = 3

⇔ x = 8.
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Với u+ v + 1 = 0, ta được

u2 + u− 5 = 0⇔

 u =
−1 +

√
21

2

u =
−1−

√
21

2
(loại)

⇒ 2x =
−1 +

√
21

2

⇔ x = log2

√
21− 1

2
.

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = 8, x = log2

√
21− 1

2
.

Bài toán 1.6. Sử dụng phương pháp hằng số biến thiên

• Ý tưởng chủ đạo của phương pháp này là:

Sử dụng các hằng số làm ẩn phụ, sau đó tìm lại x theo hằng số.

Nếu phương trình nào có chứa tham số m, ta có thể coi m là ẩn, còn x

là tham số, sau đó tìm lại x theo m.

Ví dụ 1.22. Giải phương trình

42x + 23x+1 + 2x+3 − 16 = 0. (1.22)

Giải. Đặt t = 2x, điều kiện t > 0. Ta được

t4 + 2t3 + 8t− 16 = 0⇔ 42 − 2t.4− t4 − 2t3 = 0.

Đặt u = 4, ta được u2 − 2t.u− t4 − 2t3 = 0.

Ta xét phương trình bậc hai theo u, được ∆′ = t2 + t4 + 2t3 = t2(t+ 1)2.

Suy ra [
u = t− (t+ 1)
u = t+ t (t+ 1)

⇔
[

4 = −t2
4 = t2 + 2t

⇔
[
t = −1−

√
5

t = −1 +
√

5

⇒ 2x =
√

5− 1

⇔ x = log2

(√
5− 1

)
.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = log2

(√
5− 1

)
.
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Ví dụ 1.23. Giải phương trình

m2.23x − 3m.22x +
(
m2 + 2

)
.2x −m = 0, (1.23)

với m = 2.

Giải. Đặt t = 3x, t > 0. Ta được

m2t3 − 3mt2 +
(
m2 + 2

)
t−m = 0

⇔
(
t3 + t

)
m2 −

(
3t2 + 1

)
m+ 2t = 0.

Coi m là ẩn, còn x là tham số. Ta được phương trình bậc hai theo m, ta

có  m =
1

t

m =
2t

t2 + 1

⇔

[
t =

1

m
f (t) = mt2 − 2t+m = 0.

Với m = 2, ta được[
t =

1

t
t2 − t+ 1 = 0

⇒ 3x =
1

2
⇔ log3

1

2
= −log32.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = −log32.

1.3.3. Đặt ẩn phụ đối với phương trình lôgarit

Bài toán 1.7. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình lôgarit thành một

phương trình với một ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Ta lưu ý các phép đặt ẩn phụ thường gặp sau:

Dạng 1. Nếu đặt t = logax với x > 0 thì loga
kx = tk, logxa =

1

t
với

0 < t 6= 1.

Dạng 2. Ta biết rằng alogbc = clogba. Do đó, nếu đặt t = alogbx thì

t = xlogba.

Tuy nhiên trong nhiều bài toán có chứa alogbx ta thường đặt ẩn phụ dần

với t = logbx.
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Ví dụ 1.24. Cho phương trình

log2(5
x − 1).log4(2.5

x − 2) = m. (1.24)

a, Giải phương trình với m = 1.

b, Xác định m để phương trình có nghiệm x> 1.

Giải. Điều kiện 5x − 1 > 0 ⇔ 5x > 1 ⇔ x > 0. Biến đổi phương trình

(1.24) về dạng

1

2
log2(5

x − 1).log2 [2(5x − 1)] = m.

Đặt t = log2(5
x − 1), khi đó phương trình có dạng

t(1 + t) = 2m⇔ t2 + t− 2m = 0. (1.25)

a, Với m = 1 ta được

t2 + t− 2 = 0⇔
[
t = 1
t = −2

⇒
[

log2(5
x − 1) = 1

log2(5
x − 1) = −2

⇔

[
5x = 3

5x =
5

4

⇔

[
x = log53

x = log5

5

4
.

Vậy m = 1 phương trình (1.24) có hai nghiệm x = log53, x = log5

5

4
.

b, Với x> 1⇒ 5x − 1 > 5− 1 = 4. Tương đương với

log2(5
x − 1) > log24 = 2⇒ t> 2.

Vậy để phương trình (1.24) có nghiệm x> 1 thì (1.25) có nghiệm

t> 2⇔
[

2 6 t1 6 t2(∗)
t1 6 2 6 t2

(loại (*))

⇔ a.f(2) 6 0

⇔ 4 + 2− 2m6 0

⇔ m> 3.
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Vậy với m> 3 thoả mãn điều kiện đầu bài.

Ví dụ 1.25. Giải phương trình

log2

(
x−

√
x2 − 1

)
.log3

(
x+

√
x2 − 1

)
= log6

∣∣∣x−√x2 − 1
∣∣∣ . (1.26)

Giải. Điều kiện


x2 − 1 > 0

x−
√
x2 − 1 > 0⇔ x> 1.

x+
√
x2 − 1 > 0

Nhận xét rằng

(x−
√
x2 − 1)(x+

√
x2 − 1) = 1,

suy ra

(x−
√
x2 − 1) = (x+

√
x2 − 1)−1.

Khi đó phương trình được viết dưới dạng

log2(x+
√
x2 − 1)−1.log3(x+

√
x2 − 1) = log6(x+

√
x2 − 1)−1

⇔log2(x+
√
x2 − 1).log3(x+

√
x2 − 1) = log6(x+

√
x2 − 1).

Sử dụng phép biến đổi cơ số

log2(x+
√
x2 − 1) = log26.log6(x+

√
x2 − 1)

và log3(x+
√
x2 − 1) = log36.log6(x+

√
x2 − 1).

Khi đó phương trình được viết dưới dạng

log26.log6(x+
√
x2 − 1).log36.log6(x+

√
x2 − 1) = log6(x+

√
x2 − 1). (∗)

Đặt t = log6(x+
√
x2 − 1), khi đó phương trình (*) trở thành

t(log26.log36.t− 1) = 0⇔
[
t = 0
log26.log36.t− 1 = 0.

Khi đó:
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Với t=0, ta được

log6(x+
√
x2 − 1) = 0

⇔ x+
√
x2 − 1 = 1

⇔
√
x2 − 1 = 1− x

⇔
{
x+
√
x2 − 1

x−
√
x2 − 1

⇔
{
x2 − 1 = 0
1− x = 0

⇔ x = 1.

Với log26.log36.t− 1 = 0, ta được

log26.log36.log6(x+
√
x2 − 1) = 1

⇔ log26.log3(x+
√
x2 − 1) = 1

⇔ log3(x+
√
x2 − 1) = log62

⇔ x+
√
x2 − 1 = 3log62

⇔ x =
1

2
(3log62 + 3−log62).

Vậy phương trình có hai nghiệm x = 1, x =
1

2
(3log62 + 3−log62).

Bài toán 1.8. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình lôgarit thành một

phương trình với một ẩn phụ nhưng hệ số vẫn chứa x.

• Phương pháp chung

Ta lưu ý có những phương trình khi lựa chọn ẩn phụ cho một biểu thức

thì các biểu thức còn lại không biểu diễn được triệt để qua ẩn phụ đó

hoặc nếu biểu diễn được thì công thức biểu diễn lại qua phức tạp. Khi

đó ta có thể để phương trình về dạng:"chứa ẩn phụ những hệ số vẫn

chứa x." Trong trường hợp này ta được một phương trình bậc hai theo

ẩn phụ (hoặc vẫn theo ẩn x) có biệt số ∆ là 1 số chính phương.

Ví dụ 1.26. Giải phương trình

lg2x− lg x.log2(4x) + 2log2x = 0. (1.27)
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Giải. Điều kiện x > 0.

(1.27)⇔ lg2x− (2 + log2x) lg x+ 2log2x = 0.

Đặt t = lg x, khi đó phương trình tương đương với

t2 − (2 + log2x).t+ 2log2x = 0.

Ta có

∆ = (2 + log2x)2 − 8log2x = (2− log2x)2,

suy ra phương trình có nghiệm[
t = 2
t = log2x

⇔

 lg x = 2

lg x =
lg x

lg 2

⇔
[

lg x = 2
lg x = 0

⇔
[
x = 100
x = 1.

Vậy phương trình có hai nghiệm x = 100, x = 1.

Bài toán 1.9. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình lôgarit thành một

phương trình với hai ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Sử dụng hai lần ẩn phụ cho hai biểu thức lôgarit trong phương trình và

biến đổi phương trình thành phương trình tích.

Ví dụ 1.27. Giải phương trình

log2

[
x(x− 1)2

]
+ log2x.log2(x

2 − x)− 2 = 0. (1.28)

Giải. Điều kiện

{
x > 0
x2 − x > 0

⇔ x > 1. Biến đổi phương trình về dạng

log2

(x2 − x)
2

x
+ log2x.log2(x

2 − x)− 2 = 0

⇔ 2log2(x
2 − x)− log2x+ log2x.log2(x

2 − x)− 2 = 0.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                                           http://www.lrc-tnu.edu.vn



27

Đặt

{
u = log2(x

2 − x)
v = log2x.

Khi đó phương trình trở thành

2u+ uv − v − 2 = 0

⇔ (u− 1)(v − 2) = 0

⇔
[
u = 1
v = −2

⇒
[

log2(x
2 − x) = 1

log2x = −2

⇔

[
x2 − x− 2 = 0

x =
1

4
(loại)

⇔
[
x = −1 (loại)
x = 2.

Vậy phương trình có một nghiệm x = 2.

Bài toán 1.10. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình lôgarit thành hệ

phương trình với hai ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Bằng việc sử dụng từ hai ẩn phụ trở lên (giả sử là u, v), ta có thể khéo

léo đưa việc giải phương trình về việc xét một hệ, trong đó:

Phương trình thứ nhất có được từ phương trình đầu bài.

Phương trình thứ hai có được từ việc đánh giá mối quan hệ của u, v.

Ví dụ 1.28. Giải phương trình

log2(x−
√
x2 − 1) + 3log2(x+

√
x2 − 1) = 2. (1.29)

Giải. Điều kiện


x2 − 1 > 0

x−
√
x2 − 1 > 0⇔ x> 1.

x+
√
x2 − 1 > 0

Đặt

{
u = log2(x−

√
x2 − 1)

v = log2(x+
√
x2 − 1).

Nhận xét rằng

u+ v = log2(x−
√
x2 − 1) + log2(x+

√
x2 − 1)

= log2(x−
√
x2 − 1)(x+

√
x2 + 1) = log21 = 0,
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khi đó phương trình được chuyển thành{
u+ v = 0
u+ 3v = 2

⇔
{
u = −v
2v = 2

⇔
{
u = −1
v = 1

⇒
{

log2(x−
√
x2 − 1) = −1

log2(x+
√
x2 − 1) = 1

⇔

{
x−
√
x2 − 1 =

1

2
x+
√
x2 − 1 = 2

⇔ x =
5

4
.

Vậy phương trình có nghiệm x =
5

4
.

Bài toán 1.11. Dùng ẩn phụ chuyển phương trình lôgarit thành hệ

phương trình với một ẩn phụ.

• Phương pháp chung

Bên cạnh các phương pháp đặt ẩn phụ trên, ta có thể sử dụng phương

pháp "chuyển phương trình thành hệ gồm hai ẩn là một ẩn phụ và ẩn

x" bằng cách thực hiện theo các bước:

Bước 1. Biến đổi phương trình về dạng f [x, ϕ (x)] = 0.

Bước 2. Đặt u = ϕ (x), ta biến đổi phương trình thành hê{
u = ϕ (x)
f (x, u) = 0.

Ví dụ 1.29. Giải phương trình

log2
2x+

√
log2x+ 1 = 1. (1.30)

Giải. Đặt u = log2x, khi đó phương trình trở thành u2 +
√
u+ 1 = 1.

Điều kiện {
u+ 1 > 0

1− u2 > 0
⇔ −1 6 u6 1.
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Đặt v =
√
u+ 1, điều kiện 0 6 v 6

√
2⇒ v2 = u+ 1.

Khi đó phương trình được chuyển thành hệ{
u2 = 1− v
v2 = 1 + u

⇒ u2 − v2 = −(u+ v)

⇔ (u+ v)(u− v + 1) = 0

⇔
[
u+ v = 0
u− v + 1 = 0.

Khi đó:

Với v = −u, ta được

u2 − u− 1 = 0⇔

 u =
1−
√

5

2

u =
1 +
√

5

2
(loại)

⇒ log2x =
1−
√

5

2

⇔ x = 2
1−
√
5

2 .

Với u− v + 1 = 0 ta được

u2 + u = 0⇔
[
u = 0
u = −1

⇒
[

log2x = 0
log2x = −1

⇔

[
x = 1

x =
1

2
.

Vậy phương trình có ba nghiệm x = 2
1−
√
5

2 , x = 1, x =
1

2
.
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Chương 2
Phương pháp hàm số

2.1. Sử dụng tính liên tục của hàm số

2.1.1. Đối với phương trình mũ

• Phương pháp chung

Cho phương trình f (x) = 0, để chứng minh phương trình có k nghiệm

phân biệt trong [a; b] , ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chọn các số a < T1 < T2 < ... < Tk−1 < b chia đoạn [a; b] , thành

k Khoảng thỏa mãn 
f (a) .f (T1) < 0
...

f (Tk−1) f (b) < 0.

Bước 2. Kết luận.

Ví dụ 2.1. Cho phương trình

23x+1 − 3.2x+1 + 1 = 0. (2.1)

Chứng minh rằng phương trình có đúng hai nghiệm phân biệt và chúng

nhỏ hơn 1.

Giải. Đặt t = 2x, t > 0. Ta được

2t3 − 6t+ 1 = 0. (2.2)

Phương trình (2.1) có hai nghiệm phân biệt nhỏ hơn 1 khi và chỉ khi

phương trình (2.2) có hai nghiệm phân biệt t1, t2 sao cho 0 < t1 < t2 < 2.

Xét hàm số f (t) = 2t3 − 6t+ 1 liên tục trên R.
Ta có: f (0) = 1, f (1) = −3, f (2) = 13.

Ta lại có: f (0) f (1) = −3 < 0, suy ra (2.2) có 1 nghiệm t1 ∈ (0; 1) .

f (1) f (2) = −39 < 0, suy ra (2.2) có 1 nghiệm t2 ∈ (1; 2) .

Do đó phương trình (2.2) có hai nghiêm t1, t2 sao cho 0 < t1 < t2 < 2.

Vậy phương trình (2.1) có đúng hai nghiệm phân biệt và chúng nhỏ hơn

1.
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2.1.2. Đối với phương trình lôgarit

• Phương pháp chung

Cho phương trình f (x) = 0, để chứng minh phương trình có k nghiệm

phân biệt trong [a; b] , ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chọn các số a < T1 < T2 < ... < Tk−1 < b chia đoạn [a; b] , thành

k Khoảng thỏa mãn 
f (a) .f (T1) < 0
...
f (Tk−1) f (b) < 0.

Bước 2. Kết luận.

Ví dụ 2.2. Chứng minh rằng

log2 (2x+ 1) = 2x−1. (2.3)

có ít nhất một nghiêm.

Giải. Điều kiện 2x + 1 > 0 ⇔ x > −1

2
. Viết phương trình (2.3) dưới

dạng

log2 (2x+ 1)− 2x−1 = 0. (2.4)

Xét hàm số f (x) = log2 (2x+ 1)− 2x−1 liên tục trên

(
−1

2
; +∞

)
.

Ta có

f (0) = −1

2
, f (1) = log23− 1 = log2

3

2
> 0,

suy ra

f (0) f (1) = −1

2
.log2

3

2
− 1 < 0,

nên (2.4) có một nghiệm x0 ∈ (0; 1) .

Vậy phương trình (2.3) có ít nhất một nghiệm.
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2.2. Sử dụng tính đơn điệu của hàm số

2.2.1. Đối với phương trình mũ

Ta sử dụng các tính chất sau:

Tính chất 1. Nếu hàm f tăng (hoặc giảm) trong khoảng (a; b) thì

phương trình f (x) = k có không quá một nghiệm trong khoảng (a; b).

Phương pháp áp dụng. Ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chuyển phương trình về dạng f(x) = k.

Bước 2. Xét hàm số y = f(x).

Dùng lập luận khẳng định hàm số đơn điệu (giả sử đồng biến).

Bước 3. Nhận xét:

Với x = x0 ⇔ f(x) = f(x0) = k, do đó x = x0 là nghiệm.

Với x > x0 ⇔ f(x) > f(x0) ⇔ f (x) > k, do đó phương trình vô

nghiệm.

Với x < x0 ⇔ f(x) < f(x0) ⇔ f (x) < k, do đó phương trình vô

nghiệm.

Vậy x = x0 là nghiệm duy nhất của phương trình.

Tính chất 2. Nếu hàm f tăng trong khoảng (a; b) và hàm g là hàm hằng

hoặc là một hàm giảm trong khoảng (a; b) thì phương trình f (x) = g (x)

có nhiều nhất một nghiệm thuộc khoảng (a; b).

(do đó nếu tồn tại x0 ∈ (a; b) sao cho f (x0) = g (x0) thì đó là nghiệm

duy nhất của phương trình f (x) = g (x) ).

Tính chất 3. Nêú hàm f tăng (hoặc giảm) trong khoảng (a; b) thì:

f (u) = f (v)⇔ u = v với mọi u, v thuộc (a; b).

Phương pháp áp dụng. Ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chuyển phương trình về dạng f (u) = f (v) .

Bước 2. Xét hàm số y = f (x), dùng lập luận khẳng định hàm là đơn

điệu.

Bước 3. Khi đó phương trình được chuyển về dạng u = v.

Ví dụ 2.3. Giải phương trình

x+ 2.3log2x = 3. (2.5)
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Giải. Điều kiện x > 0. Biến đổi phương trình về dạng

2.3log2x = 3− x. (2.6)

Nhận xét :

Vế phải của phương trình (2.6) là một hàm nghịch biến.

Vế trái của phương trình (2.6) là một hàm đồng biến.

Do vậy, nếu phương trình có nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất.

Dễ thấy x = 1 là nghiệm của phương trình (2.6) vì 2.3log21 = 3− 1.

Vậy phương trình (2.5) có nghiệm duy nhất x = 1.

2.2.2. Đối với phương trình lôgarit

Đây là loại đặc biệt, ít gặp, chủ yếu dùng công cụ đạo hàm để nghiên

cứu tính đồng biến, nghịch biến của hàm số và cho kết luận về nghiệm

của phương trình.

Ta có 3 hướng áp dụng:

Hướng 1. Thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Chuyển phương trình về dạng f(x) = k.

Bước 2. Xét hàm số y = f(x). Dùng lập luận khẳng định hàm số đơn

điệu (giả sử đồng biến).

Bước 3.Nhận xét:

Với x = x0 ⇔ f(x) = f(x0) = k, do đó x = x0 là nghiệm.

Với x > x0 ⇔ f(x) > f(x0) = k, do đó phương trình vô nghiệm.

Với x < x0 ⇔ f(x) < f(x0) = k, do đó phương trình vô nghiệm.

Vậy x = x0 là nghiệm duy nhất của phương trình.

Hướng 2. Thực hiện theo các bước:

Bước 1. Chuyển phương trình về dạng f(x) = g(x).

Bước 2. Xét hàm số y = f(x) và y = g(x), dùng lập luận khẳng định

hàm số y = f(x) là đồng biến, còn hàm số y = g(x) là hàm hằng hoặc

nghịch biến.

Xác định x0 sao cho f(x0) = g(x0).

Bước 3. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = x0.

Hướng 3. Thực hiên theo các bước:

Bước 1. Chuyển phương trình về dạng f(u) = f(v) (3).
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Bước 2. Xét hàm số y = f(x), dùng lập luận khẳng định hàm số đơn

điệu ( giả sử đồng biến ).

Bước 3. Khi đó (3)⇔ u = v với ∀u = v với ∀u, v ∈ Df .

Ví dụ 2.4. Giải phương trình

log3

(√
x2 − 3x+ 2 + 2

)
+

(
1

5

)3x−x2−1
= 2. (2.7)

Giải. Điều kiện x2 − 3x+ 2 > 0⇔
[
x6 1
x> 2.

Đặt u =
√
x2 − 3x+ 2, điều kiện u> 0,

suy ra

x2 − 3x+ 2 = u2 ⇔ 3x− x2 − 1 = 1− u2.

Khi đó (2.7) có dạng

log3 (u+ 2) +

(
1

5

)1−u2

= 2. (2.8)

Xét hàm số

f(u) = log3 (u+ 2) +

(
1

5

)1−u2

= log3 (u+ 2) +
1

5
.5u

2

.

Miền xác định D = [0; +∞) .

Đạo hàm f ′(u) =
1

(u+ 2) ln 3
+

1

5
.5u

2

.2u. ln 5 > 0, ∀u ∈ D, suy ra

hàm số f(u) tăng trên D.

Mặt khác, f(1) = log3 (1 + 2) +
1

7
.5 = 2.

Suy ra u = 1 là nghiệm của phương trình (2.8).

Với u = 1⇒
√
x2 − 3x+ 2 = 1⇔ x =

3±
√

5

2
.

Vậy phương trình (2.7) có hai nghiệm x =
3±
√

5

2
.

Ví dụ 2.5. Giải phương trình

log5x = log7(x+ 2). (2.9)
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Giải. Điều kiện x > 0, đặt t = log5x = log7(x+ 2).

Suy ra {
x = 5t

x+ 2 = 7t
⇔
{
x = 5t

5t + 2 = 7t.

Xét phương trình 5t + 2 = 7t, chia cả hai vế của phương trình cho 7t ta

được

(
5

7

)t
+ 2.

(
1

7

)t
= 1.

Xét hàm số f(t) =

(
5

7

)t
+ 2.

(
1

7

)t
.

Dễ thấy f(t) =

(
5

7

)t
+ 2.

(
1

7

)t
là hàm nghịch biến trên R, ta có t = 1

là nghiệm của phương trình:

Với t > 1 thì f(t) < 1.

Với t < 1 thì f(t) > 1.

Do đó t = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình

(
5

7

)t
+ 2.

(
1

7

)t
= 1.

Với t = 1⇒ x = 5.

Vậy phương trình(2.9) có nghiệm duy nhất x = 5.

Lưu ý. Nếu phương trình nào có nhiều hơn một nghiệm ta nên dựa

vào bảng biến thiên để suy ra kết luận nghiệm.

2.3. Sử dụng phương pháp giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất
của hàm số

2.3.1. Đối với phương trình mũ

• Phương pháp chung

Chúng tôi thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Lập luận số nghiệm của f(x,m) = 0 là số giao điểm của đồ thị

hàm số (C) : y = f(x) và đường thẳng (d) : y = g(m).

Bước 2. Xét hàm số y = f(x) :

Tìm miền xác định D.

Tính đạo hàm y′ = 0.

Lập bảng biến thiên của hàm số.

Bước 3. Kết luận
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Phương trình có nghiệm ⇔ min f(x) 6 g(m) 6maxf(x), (x ∈ D).

Phương trình có k nghiệm phân biệt⇔ (d)∩(C) = k tại k điểm phân

biệt.

Phương trình vô nghiệm ⇔ (d) ∩ (C) = ∅.

Ví dụ 2.6. Cho phương trình

3x
2−2x+2 + 22(x

2−2x+2) + x2 − 2x = m− 2. (2.10)

a, Giải phương trình với m = 8.

b, Giải phương trình với m = 27.

c, Tìm m để phương trình có nghiệm.

Giải. Viết lại phương trình dưới dạng

3x
2−2x+2 + 4x

2−2x+2 + x2 − 2x+ 2 = m.

Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của đồ thị hàm số

y = 3x
2−2x+2 + 4x

2−2x+2 + x2 − 2x+ 2 và đường thẳng y = m.

Xét hàm số y = 3x
2−2x+2 + 4x

2−2x+2 + x2 − 2x+ 2 xác định trên D = R.
Giới hạn: lim y = +∞.
Bảng biến thiên: Vì 3 > 1; 4 > 1 nên sự biến thiên của hàm số phụ

thuộc vào sự biến thiên của hàm số t = x2 − 2x+ 2, ta có:

a, Với m = 8 phương trình có nghiệm duy nhất x = 1.

b, Với m = 27 phương trình có hai nghiệm phân biệt x = 0 và x = 2.

c, Phương trình có nghiệm khi m> 8.
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2.3.2. Đối với phương trình lôgarit

• Phương pháp chung

Chúng tôi thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Lập luận số nghiệm của f(x,m) = 0 là số giao điểm của đồ thị

hàm số (C) : y = f(x) và đường thẳng (d) : y = g(m).

Bước 2. Xét hàm số y = f(x) :

Tìm miền xác định D.

Tính đạo hàm y′ = 0.

Lập bảng biến thiên của hàm số.

Bước 3: Kết luận

Phương trình có nghiệm ⇔ min f(x) 6 g(m) 6maxf(x) (x ∈ D).

Phương trình có k nghiệm phân biệt⇔ (d)∩(C) = k tại k điểm phân

biệt.

Phương trình vô nghiệm ⇔ (d) ∩ (C) = ∅.

Ví dụ 2.7. Tùy theo m, biện luận số nghiệm của phương trình

1

2
x2 − lnx−m = 0. (2.11)

Giải. Viết lại phương trình (2.11) dưới dạng

1

2
x2 − lnx = m.

Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của đường thẳng y = m với

đồ thị hàm số y =
1

2
x2 − lnx.

Xét hàm số f(x) =
1

2
x2 − lnx.

Miền xác định D = (0; +∞) .

Đạo hàm: y′ = x− 1

x
, y′ = 0⇒ y′ = 0⇔ x− 1

x
= 0⇔ x = ±1.

Giới hạn:

lim
x→+∞

y = lim
x→0+

y = +∞

Bảng biến thiên
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Biện luận:

Với m <
1

2
, phương trình vô nghiệm.

Với m =
1

2
, phương trình có nghiệm duy nhất x = 1.

Với m >
1

2
, phương trình có hai nghiệm phân biệt.

2.4. Sử dụng định lý LAGRANGE

2.4.1. Đối với phương trình mũ

Ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Gọi α là nghiệm của phương trình.

Bước 2. Biến đổi phương trình về dạng thích hợp f (a) = f (b), từ đó

chỉ ra được hàm số F (t) khả vi và liên tục trên [a; b].

Khi đó, theo định lý Lagrange ∃c ∈ (a; b) sao cho

f ′ (c) =
f (b)− f (a)

b− a
= 0 (∗).

Bước 3. Giải (*) ta xác định được α.

Bước 4. Thử lại.

Ví dụ 2.8. Giải phương trình sau

3x + 5x = 2.4x. (2.12)
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Giải. Viết lại phương trình dưới dạng

5x − 4x = 4x − 3x.

Giải sử phương trình có nghiệm α, khi đó

5α − 4α = 4α − 3α. (2.13)

Xét hàm số f (t) = (t+ 1)α − tα, với t > 0.

Từ (2.13) ta nhận được f (4) = f (3), dễ thấy f(t) liên tục và khả vi

trên [3; 4], do đó theo định lý Lagrange tồn tại c ∈ (3; 4) sao cho

f ′ (c) = 0⇔ α
[
(c+ 1)α−1 − cα−1

]
= 0⇔

[
α = 0
α = 1.

Thử lại ta thấy x = 0, x = 1, đều thỏa mãn.

Vậy phương trình (2.12) có hai nghiệm x = 0, x = 1.

Ví dụ 2.9. Giải phương trình sau

6x + 2x = 5x + 3x. (2.14)

Giải. Viết lại phương trình dưới dạng

6x − 5x = 3x − 2x.

Giả sử phương trình có nghiệm α, khi đó

6α − 5α = 3α − 2α. (2.15)

Xét hàm số f (t) = (1 + t)α − tα, với t > 0.

Từ (2.15) ta nhận được f (5) = f (2) , dễ thấy f(t) liên tục và khả vi

trên [2; 5], do đó theo định lý Lagrange tồn tại c ∈ (2; 5) sao cho

f ′ (c) = 0⇔ α
[
(c+ 1)α−1 − cα−1

]
= 0⇔

[
α = 0
α = 1.

Thử lại ta thấy x = 0 và x = 1 đều thỏa mãn.

Vậy phương trình (2.14) có hai nghiệm x = 0, x = 1.
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2.4.2. Đối với phương trình lôgarit

Ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Gọi α là nghiệm của phương trình.

Bước 2. Biến đổi phương trình về dạng thích hợp f (a) = f (b), từ đó

chỉ ra được hàm số F (t) khả vi và liên tục trên [a; b].

Khi đó theo định lý Lagrange ∃c ∈ (a; b) sao cho

f ′ (c) =
f (b)− f (a)

b− a
= 0 (∗).

Bước 3. Giải (*) ta xác định được α.

Bước 4. Thử lại.

Ví dụ 2.10. Giải phương trình

4log3x + 2log3x = 2x. (2.16)

Giải. Điều kiện x > 0. Đặt u = log3x ⇒ x = 3u, khi đó phương trình

có dạng

4u + 2u = 2.3u ⇔ 4u − 3u = 3u − 2u.

Giả sử phương trình có nghiệm α, khi đó

4α − 3α = 3α − 2α. (2.17)

Xét hàm số f (t) = (t+ 1)α − tα, với t > 0.

Từ (2.17) ta nhận được f (4) = f (3) , dễ thấy f(t) liên tục và khả vi

trên [3; 4], do đó theo định lý Lagrange tồn tại c ∈ (3; 4) sao cho

f ′ (c) = 0⇔ α
[
(c+ 1)α−1 − cα−1

]
= 0⇔

[
α = 0
α = 1.

Thử lại ta thấy u = 0, u = 1, đều thỏa mãn.

Như vậy ta được[
u = 0
u = 1

⇒
[

log3x = 0
log3x = 1

⇔
[
x = 1
x = 3.

Vậy phương trình (2.16) có hai nghiệm x = 1, x = 3.
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2.5. Sử dụng phương pháp điều kiện cần và đủ

2.5.1. Đối với phương trình mũ

Phương pháp điều kiện cần và đủ thường tỏ ra khá hiệu quả cho bài

toán:

1. Tìm điều kiện tham số để phương trình mũ có nghiệm duy nhất.

2. Tìm điều kiện tham số để phương trình mũ có nghiệm.

3. Tìm điều kiện của tham số để hai phương trình tương đương.

Khi đó ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1. Đặt điều kiện để các biểu thức của phương trình có nghĩa.

Bước 2. Tìm điều kiện cần cho yêu cầu của bài toán dựa trên việc:

Tính đối xứng của phương trình .

Lựa chọn điểm thuận lợi.

Đánh giá.

Bước 3. Kiểm tra điều kiện đủ, trong bước này cần có được một số kỹ

năng cơ bản.

Ví dụ 2.11. Tìm m để phương trình sau có nghiệm duy nhất

1

3|x−2|
= 2m− 1. (2.18)

Giải. Điều kiện cần

Giả sử (2.18) có nghiệm là x = x0, suy ra

1

3|x0−2|
= 2m− 1

⇔ 1

3|(4−x0)−2|
= 2m− 1

⇒ 4− x0 cũng là nghiệm của phương trình(2.18).

Do đó (2.18) có nghiệm duy nhất khi x0 = 4− x0 ⇔ x0 = 2.

Thay x0 = 2 vào (2.18), ta được m=1.

Đó chính là điều kiện cần để phương trình có nghiệm duy nhất.
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Điều kiện đủ

Giả sử m = 1, khi đó (2.18) có dạng

1

3|x−2|
= 1⇔ 3|x−2| = 1

⇔ |x− 2| = 0

⇔ x = 2 là nghiệm duy nhất.

Vậy, với m = 1 phương trình có nghiệm duy nhất.

2.5.2. Đối với phương trình lôgarit

• Phương pháp chung

1. Tìm điều kiện tham số để phương trình lôgarit có nghiệm duy nhất.

2. Tìm điều kiện tham số để phương trình lôgarit có nghiệm với mọi giá

trị của một tham số.

Khi đó ta thực hiện theo các bước:

Bước 1. Đặt điều kiện để các biểu thức của phương trình có nghĩa.

Bước 2. Tìm điều kiện cần cho hệ dựa trên việc đánh giá hoặc tính đối

xứng của hệ.

Bước 3. Kiểm tra điều kiện đủ, trong bước này cần có được một kỹ năng

cơ bản.

Ví dụ 2.12. Tìm a để phương trình sau có nghiệm duy nhất

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
= a. (2.19)

Giải. Điều kiện cần

Giả sử (2.19) có nghiệm x0, khi đó

log3
√
2

(√
4− x0 +

√
x0 + 5

)
= a

⇔ log3
√
2

(√
(−1− x0 + 5) +

√
4− (−1− x0)

)
= a.

Tức là, khi đó −1− x0 cũng là nghiệm của (2.19) .

Do đó, (2.19) có nghiệm duy nhất khi x0 = −1− x0 ⇔ x0 = −1

2
.
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Với x0 = −1

2
, ta được

(2.19)⇔ log3
√
2

(√
4 +

1

2
+

√
−1

2
+ 5

)
= a

⇔ a = 1.

Khi đó, a = 1 là điều kiện cần để phương trình có nghiệm duy nhất.

Điều kiện đủ

Với a = 1, phương trình (2.19) có dạng

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
= 1

⇔
√

4− x+
√
x+ 5 = 3

√
2

⇔


4− x> 0
x+ 5 > 0

4− x+ x+ 5 + 2
√

(4− x) (x+ 5) = 18

⇔
{
−5 6 x6 4

2
√

(4− x) (x+ 5) = 9

⇔
{
−5 6 x6 4
4 (4− x) (x+ 5) = 81

⇔
{
−5 6 x6 4
4x2 + 4x+ 1 = 0

⇔ x = −1

2
là nghiệm duy nhất.

Vậy a = 1 là điều kiện cần để phương trình có nghiệm duy nhất.

2.6. Sử dụng phương pháp đánh giá

2.6.1. Đối với phương trình mũ

Nhiều bài toán giải bằng cách đánh giá tinh tế dựa trên các:

Tính chất hàm số mũ.

Bất đẳng thức.

ta có thể nhanh chóng chỉ ra được nghiệm của nó.

Ví dụ 2.13. Giải phương trình

2x
2

= cos2x. (2.20)

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                                           http://www.lrc-tnu.edu.vn



44

Giải. Ta có x2 > 0⇔ 3x
2

> 30 = 1 > cos2x.

Suy ra, phương trình đã cho tương đương với hệ{
3x

2

= 1
cos2x = 1

⇔
{
x2 = 0
cos2x = 1

⇔ x = 0.

Vậy phương trình có nghiệm x = 0.

Ví dụ 2.14. Giải phương trình(
x2 + 1

)√x−1
=
(
x2 + 2

)−x2−x+2
. (2.21)

Giải. Điều kiện x> 1. (*)

Với điều kiện (*), ta có nhận xét{ √
x− 1 > 0

x2 + 1 > 1
⇒
(
x2 + 1

)√x−1
>
(
x2 + 1

)0
= 1

và {
−x2 − x+ 2 6 0
x2 + 2 > 1

⇒
(
x2 + 2

)−x2−x+2
6
(
x2 + 2

)0
= 1.

Suy ra phương trình đã cho tương đương với hệ{ (
x2 + 1

)√x−1
= 1(

x2 + 2
)−x2−x+2

= 1
⇔
{ √

x− 1 = 0
−x2 − x+ 2 = 0

⇔ x = 1.

Vậy, phương trình (2.21) có nghiệm x = 1.

2.6.2. Đối với phương trình lôgarit

Nhiều bài toán giải bằng cách đánh giá tinh tế dựa trên các:

Tính chất hàm số lôgarit.

Bất đẳng thức.

Ta có thể nhanh chóng chỉ ra được nghiệm của nó.

Ví dụ 2.15. Giải phương trình

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
= 1. (2.22)
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Giải. Phương trình trên có thể giải bằng một trong hai cách:

Cách 1. Theo bất đẳng thức Bunhiacôpski ta có

√
4− x+

√
x+ 5 6

√
(1 + 1) (4− x+ x+ 5) = 3

√
2.

Do đó

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
6 1,

khi đó

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
= 1

⇔
√

4− x
1

=

√
x+ 5

1

⇔ x = −1

2
.

Vậy phương trình (2.22) có nghiệm duy nhất x = −1

2
.

Cách 2.

Giải. Theo bất đẳng thức Côsi ta có(√
4− x+

√
x+ 5

)2
= 9 + 2

√
(4− x) (x+ 5) = 18,

khi đó phương trình tương đương với

√
4− x+

√
x+ 5 6 3

√
2.

Do đó

log3
√
2

(√
4− x+

√
x+ 5

)
6 1.

Phương trình (2.22) ⇔ 4− x = x+ 5⇔ x = −1

2
.

Vậy phương trình (2.22) có nghiệm duy nhất x = −1

2
.
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Chương 3
Phương pháp đặt nhân tử cho
phương trình mũ

3.1. Mở đầu về phương pháp nhân tử

Trong phần này ta xem xét cách xây dựng các bài toán và phương

pháp giải các bài toán bằng phương pháp đặt nhân tử đối với phương

trình mũ.Ta bắt đầu với một số ví dụ:

3.1.1. Một số ví dụ mở đầu

Ví dụ 3.1. (Đề TSĐH D-2010). Giải phương trình

2x
3−4+4x + 4

√
x+2+2 = 4

√
x+2+2x + 2x

3

. (3.1)

Giải. Điều kiện x> − 2. Phương trình đã cho tương đương với

2x
3−4+4x + 22

√
x+2+4 = 22

√
x+2+4x + 2x

3

. (3.2)

Ta đặt nhân tử chung như sau: Phương trình (3.2) tương đương với

2x
3−4+4x − 2x

3

+ 22
√
x+2+4 − 22

√
x+2+4x = 0,

hay

2x
3

(2−4+4x − 1)− 22
√
x+2+4(2−4+4x − 1) = 0.

Phương trình này tương đương với

(2−4+4x − 1)(2x
3 − 22

√
x+2+4) = 0,

điều đó kéo theo [
2−4+4x − 1 = 0

2x
3 − 22

√
x+2+4 = 0.

Ta xét hai trường hợp

Trường hợp 1: 2−4+4x − 1 = 0, phương trình này có nghiệm x = 1.

Trường hợp 2: 2x
3 − 22

√
x+2+4 = 0, tương đương với

x3 − 4 = 2
√
x+ 2. (3.3)
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Dễ thấy điều kiện x> 3
√

4. Xét hàm số

f(t) = t3 − 4− 2
√
t+ 2

trên miền( 3
√

4; +∞). Ta có

f ′(t) = 3t2 − 1√
t+ 2

> 0,

nên f(x) hàm số đồng biến, do đó phương trình (3.3) có nghiệm duy

nhất. Dễ thấy x = 2 là nghiệm của (3.3). Như vậy phương trình (3.1) có

nghiệm x = 1, x = 2.

Ví dụ 3.2. Giải phương trình

1

2
.8
√
3x+1 − 82x−

√
3x+1 = 22x+3

√
x − 1

2
.24x−3

√
x. (3.4)

Giải. Điều kiện x> 0. Phương trình đã cho tương đương với phương

trình

23
√
3x+1−1 − 26x−3

√
3x+1 = 22x+3

√
x − 24x−1−3

√
x

hay

23
√
3x+1−1 + 24x−1−3

√
x = 22x+3

√
x + 26x−3

√
3x+1. (3.5)

Phân tích thành nhân tử như sau :

(3.5)⇔ 24x−1−3
√
x(23

√
3x+1−4x+3

√
x + 1) = 26x−3

√
3x+1(23

√
3x+1−4x+3

√
x + 1)

⇔ (23
√
3x+1−4x+3

√
x + 1)(24x−1−3

√
x − 26x−3

√
3x+1) = 0. (3.6)

Do 23
√
3x+1−4x+3

√
x + 1 > 1 nên

(3.6)⇔ 24x−1−3
√
x − 26x−3

√
3x+1 = 0

⇔ 4x− 1− 3
√
x = 6x− 3

√
3x+ 1

⇔
√

3x+ 1−
√
x =

2x+ 1

3
. (3.7)

Phương trình vô tỉ (3.7) được giải bằng phương pháp nhân liên hợp như

sau: Do
√

3x+ 1 +
√
x > 0 nên

(3.7)⇔ 2x+ 1 =
2x+ 1

3
(
√

3x+ 1 +
√
x)

⇔
√

3x+ 1 +
√
x = 3 ( do −1

2
không là nghiệm)

⇔ 4x+ 1 + 2
√
x(3x+ 1) = 9. (3.8)
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Tương đương với {
x6 2

x2 − 17x+ 16 = 0
⇔ x = 1.

Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 1. (Hoặc có thể nhận xét

vế trái của (3.8) đơn điệu tăng nên phương trình (3.8) có nghiệm duy

nhất x = 1).

Nhận xét.

1. Hai phương trình trên đều có chung một cách giải là đặt nhân tử

chung để đưa về phương trình tích, vấn đề đặt ra ở đây là: Làm thế nào

đoán nhận được một phương trình mũ (lôgarit) giải được bằng phương

pháp đặt nhân tử như trên. Và cách đặt nhân tử như thế nào.

2. Việc xây dựng hai phương trình trên được thực hiện bằng cách

nhân hai biểu thức, mỗi biểu thức có hai số hạng.

Trong những phần tiếp theo chúng ta sẽ nghiên cứu về những khái

niệm cơ bản và việc xây dựng, giải phương trình mũ bằng phương pháp

này.

3.1.2. Phương pháp nhân tử

Một phương trình được xây dựng bằng phương pháp nhân tử, ta gọi

là phương trình nhân tử, là phương trình nhận được sau khi nhân một

số biểu thức chứa ẩn. Mỗi biểu thức chứa ẩn như thế ta gọi là một nhân

tử.

Cách xây dựng bài tập

Để xây dựng loại phương trình bằng phương pháp nhân tử, ta chỉ cần

lấy ra các nhân tử có chứa ẩn nhân vào với nhau, sau đó rút gọn ta sẽ

được một phương trình. Tuy nhiên, khi xây dựng phương trình cần chú

ý một số đặc điểm sau:

- Khi chọn các nhân tử để nhân cố gắng chọn cho khéo để khi nhân

chúng ta che dấu được phương pháp, nghĩa là phương trình nhận được sẽ

không dễ phát hiện được xây dựng từ cách nhân các nhân tử với nhau.

- Việc giải phương trình khó hay dễ phụ thuộc vào 2 yếu tố: Cách đặt

nhân tử và việc giải phương trình các nhân tử khó hay dễ.
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Nhận xét về dạng phương trình

Đối với phương trình mũ được xây dựng bằng phương pháp nhân tử

thường có những đặc điểm sau đây.

- Số các hạng tử trong một phương trình là số chẵn (hoặc chuyển về

dạng chẵn hạng tử) hoặc số hạng tử chia hết cho 3.

- Các biểu thức ở mũ chứa nhiều loại hàm khác nhau của biến, ta khó

có thể đặt ẩn phụ để đưa về hệ phương trình giải được.

- Ta có thể mũ hóa để đưa tất cả về cùng một cơ số.

Phương pháp giải chung

Để giải một số dạng phương trình, bất phương trình, hệ phương trình

mũ bằng phương pháp đặt nhân tử ta cần tiến hành qua các thao tác

Bước 1. Chuyển tất cả các số hạng về cùng lũy thừa của một cơ số.

Bước 2. Phân ly các hạng tử cùng dấu về hai vế của phương trình.

Bước 3. Nhận xét tổng hoặc hiệu các số mũ ở hai vế trong phương trình

để đưa ra cách đặt nhân tử thích hợp. Chẳng hạn, trong phương trình

(3.1) của Ví dụ 3.1 có dạng

2a + 2b = 2c + 2d,

trong đó a + b = c + d. Khi đó a− d = c− b. Ta đặt nhân tử như sau

2a + 2b = 2c + 2d

⇔ 2a − 2d = 2c − 2b

⇔ 2a(1− 2d−a) = 2c(1− 2b−c)

⇔ (1− 2d−a)(2a − 2c) = 0.

Ta có phương trình tích. Trong Ví dụ 3.2, phương trình có dạng

2a + 2b = 2c + 2d,

trong đó a− b = c− d nên ta chỉ việc thực hiện việc đặt nhân tử ngay:

2a + 2b = 2c + 2d

⇔ 2a(1 + 2b−a) = 2c(1− 2d−c)

⇔ (1 + 2b−a)(2a − 2c) = 0.
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Trong phần tiếp theo chúng ta sẽ nghiên cứu một số dạng phương trình

mũ được xây dựng bằng phương pháp nhân tử.

3.2. Một số dạng phương trình nhân tử

Trong phần này chúng tôi giới thiệu một số dạng phương trình nhân

tử.

3.2.1. Kiểu 2x2

Dạng 1: (as1 − as2)(as3 − as4). Ta thấy

(as1 − as2)(as3 − as4) = as1+s3 − as1+s4 − as2+s3 + as2+s4

nên phương trình

(as1 − as2)(as3 − as4) = 0

tương đương với

as1+s3 + as2+s4 = as1+s4 + as2+s3,

hay

au1 + au2 = av1 + av2,

trong đó

u1 = s1 + s3; u2 = s2 + s4; v1 = s1 + s4; v2 = s2 + s3.

Dễ thấy

u1 + u2 = v1 + v2 = s1 + s2 + s3 + s4.

Như vậy bài toán này sẽ có dạng: Giải phương trình

af1(x) + af2(x) − ag1(x) − ag2(x) = 0.

Có đặc điểm nhận biết phương trình có bốn hạng tử, hai hạng tử mang

dấu âm, hai hạng tử mang dấu dương và f1(x) + f2(x) = f3(x) + f4(x).

Cách giải. Chia bốn hạng tử trong phương trình trên thành hai cặp gồm

các hạng tử cùng dấu và tổng các số mũ ở mỗi cặp bằng nhau. Sau đó

tiến hành đặt nhân tử chung và chuyển về phương trình tích.
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Ví dụ 3.3. Giải phương trình

2
√
2 sin(x+π

4 ) − 2cosx − 4 + 22−sinx = 0. (3.9)

Giải. Ta có

(3.9)⇔ 2sinx+cosx − 2cosx − 4 + 22−sinx = 0

⇔ 2cosx
(
2sinx − 1

)
− 4

(
1− 2−sinx

)
= 0

⇔
(
2sinx − 1

)(
2cosx − 4

2sinx

)
= 0

⇔
[

2sinx − 1 = 0
2cosx − 4

2sinx = 0.

Khi đó:

Phương trình 2sinx − 1 = 0⇔ sinx = 0⇔ x = kπ (k∈ Z) .

Phương trình 2cosx − 4

2sinx
= 0

⇔ 2sinx.2cosx = 4

⇔ 2sinx+cosx = 22

⇔ sinx + cosx = 2 vô nghiệm (vì a2 + b2 = 2 < c2 = 4).

Vậy phương trình (3.9) có nghiệm là x = kπ (k∈ Z) .

Dạng 2: (as1 − as2)(as3 + as4).

Ta thấy

(as1 − as2)(as3 + as4) = as1+s3 + as1+s4 − as2+s3 − as2+s4,

nên phương trình

(as1 − as2)(as3 − as4) = 0

tương đương với

as1+s3 + as1+s4 = as2+s3 + as2+s4,

hay

au1 + au2 = av1 + av2,
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trong đó

u1 = s1 + s3; u2 = s1 + s4; v1 = s2 + s3; v2 = s2 + s4.

Dễ thấy

u1 − u2 = v1 − v2 = s3 − s4.

Như vậy bài toán này sẽ có dạng: Giải phương trình

af1(x) + af2(x) − ag1(x) − ag2(x) = 0.

Có đặc điểm nhận biết phương trình có bốn hạng tử, hai hạng tử mang

dấu âm, hai hạng tử mang dấu dương và f1(x)− f2(x) = f3(x)− f4(x).

Cách giải. Chia bốn hạng tử trong phương trình trên thành hai cặp gồm

các hạng tử cùng dấu và hiệu các số mũ ở mỗi cặp bằng nhau. Sau đó

tiến hành đặt nhân tử chung và chuyển về phương trình tích.

Ví dụ 3.4. (Đề thi TS Cao đẳng 2011). Giải bất phương trình

4x − 3.2x+
√
x2−2x−3 − 41+

√
x2−2x−3 > 0. (3.10)

Giải. Điều kiện x 6 −1 hoặc x > 3. Ta có

(3.10)⇔ 22x − 3.2x+
√
x2−2x−3 − 4.22

√
x2−2x−3 > 0

⇔ 1− 3.2
√
x2−2x−3−x − 4.22(

√
x2−2x−3−x) > 0

⇔ 1− 3.2
√
x2−2x−3−x − 4.22(

√
x2−2x−3−x) > 0

⇔
(

4.2
√
x2−2x−3−x − 1

)(
2
√
x2−2x−3−x + 1

)
< 0

⇔ 4.2
√
x2−2x−3−x − 1 < 0 (do 2

√
x2−2x−3−x + 1 > 0)

⇔ 2
√
x2−2x−3−x <

1

4

⇔
√
x2 − 2x− 3− x < −2

⇔
√
x2 − 2x− 3 < x− 2

⇔
{
x> 2

x2 − 2x− 3 < (x− 2)2

⇔
{
x> 2
x < 7

2
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⇔ 2 6 x <
7

2
.

Vậy bất phương trình (3.10) có tập nghiệm là: T =

[
2;

7

2

)
.

Chú ý 3.1. Đối với phương trình nhân tử kiểu 2x2, thường phương trình

có 4 nhân tử. Ta chia thành 2 nhóm các nhân tử cùng dấu và nhận xét

tổng hay hiệu số mũ các nhân tử để có cách đặt nhân tử.

3.2.2. Kiểu 2x3

Dạng 1. (as1 − as2)(as3 + as4 + as5)

Ta thấy

(as1−as2)(as3 +as4 +as5) = as1+s3 +as1+s4 +as1+s5−as2+s3−as2+s4−as2+s5,

nên phương trình

(as1 − as2)(as3 + as4 + as5) = 0

tương đương với

as1+s3 + as1+s4 + as1+s5 = as2+s3 + as2+s4 + as2+s5,

hay

au1 + au2 + au3 = av1 + av2 + av3,

trong đó

u1 = s1 + s3; u2 = s1 + s4; u3 = s1 + s5;

v1 = s2 + s3; v2 = s2 + s4; v3 = s2 + s5.

Dễ thấy

u1 + u2 + u3 − (v1 + v2 + v3) = 3(s1 − s2) = 3u

và

u1 − v1 = u2 − v2 = u3 − v3 = u.

Như vậy bài toán này sẽ có dạng: Giải phương trình

af1(x) + af2(x) + af3(x) − ag1(x) − ag2(x) − ag3(x) = 0.
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Nhận dạng. Phương trình có sáu hạng tử, ba hạng tử mang dấu âm, ba

hạng tử mang dấu dương và

f1(x) + f2(x) + f3(x)− (g1(x) + g2(x) + g3(x)) = 3u.

Cách giải. Chia sáu hạng tử trong phương trình trên thành ba cặp, mỗi

cặp gồm một hạng tử dấu dương, một hạng tử dấu âm và hiệu các số

mũ ở mỗi cặp bằng nhau và bằng u. Sau đó tiến hành đặt nhân tử chung

và chuyển về phương trình tích.

Ví dụ 3.5. Giải phương trình

3x
3−x + 3x

3−2
√
x+2 = 3−x

3+2
√
x+2+4 + 32

√
x+2 + 80 (3.11)

Giải. Để ý rằng phương trình trên có 5 hạng tử, tuy nhiên số 80 được

viết thành 81-1 nên phương trình trên tương đương với

3x
3−4 + 3x

3−2
√
x+2 + 1 = 3−x

3+2
√
x+2+4 + 32

√
x+2 + 34 (3.12)

Ta thấy u1 + u2 + u3 − (v1 + v2 + v3) = 3(x3 −
√
x+ 2− 4)3u, nên

u = x3 −
√
x+ 2− 4.

Do đó phương trình (3.12) tương đương với

(3x
3−4 − 32−

√
x+2) + (3x

3−2
√
x+2 − 34) + (30 − 3−x

3+2
√
x+2+4) = 0

⇔ 3x
3−4
(

30 − 3−x
3+2
√
x+2+4

)
+ 3x

3−2
√
x+2(30 − 3−x

3+2
√
x+2+4)

+ (30 − 3−x
3+2
√
x+2+4) = 0

⇔ (3x
3−4 + 3x

3−2
√
x+2 + 1)(30 − 3−x

3+2
√
x+2+4) = 0. (3.13)

Do 3x−4 + 3x
3−2
√
x+2 + 1 > 0 nên phương trình (3.13) tương tương với

3−x
3+2
√
x+2+4 = 30 ⇔ x3 − 4 = 2

√
x+ 2.

Phương trình cuối cùng được giải bằng phương pháp khảo sát và có

nghiệm duy nhất x = 2.
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Dạng 2. (as1 − as2)(as3 + as4 − as5)
Ta thấy

(as1−as2)(as3 +as4−as5) = as1+s3 +as1+s4−as1+s5−as2+s3−as2+s4 +as2+s5,

nên phương trình

(as1 − as2)(as3 + as4 − as5) = 0

tương đương với

as1+s3 + as1+s4 + as2+s5 = as2+s3 + as2+s4 + as1+s5,

hay

au1 + au2 + au3 = av1 + av2 + av3,

trong đó

u1 = s1 + s3; u2 = s1 + s4; u3 = s2 + s5;

v1 = s2 + s3; v2 = s2 + s4; v3 = s1 + s5.

Dễ thấy

u1 + u2 + u3 − (v1 + v2 + v3) = s1 − s2 = u

và

u1 − v1 = u2 − v2 = u3 − v3 = u.

Như vậy bài toán này sẽ có dạng: Giải phương trình

af1(x) + af2(x) + af3(x) − ag1(x) − ag2(x) − ag3(x) = 0.

Nhận dạng. Phương trình có sáu hạng tử, ba hạng tử mang dấu âm, ba

hạng tử mang dấu dương và

f1(x) + f2(x) + f3(x)− (g1(x) + g2(x) + g3(x)) = u.

Cách giải. Chia sáu hạng tử trong phương trình trên thành ba cặp, mỗi

cặp gồm một hạng tử dấu dương, một hạng tử dấu âm và hiệu các số

mũ ở mỗi cặp bằng nhau và bằng u. Sau đó tiến hành đặt nhân tử chung

và chuyển về phương trình tích.
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Ví dụ 3.6. Giải phương trình

21+2
√
x + 21+

√
x + 22−2

√
x = 21−

√
x + 6. (3.14)

Giải. Điều kiện x> 0. Ta viết 6 = 4 + 2 và chuyển phương trình trên

về dạng

21+2
√
x + 21+

√
x + 22−2

√
x = 21−

√
x + 22 + 21. (3.15)

Ta thấy u1 + u2 + u3 − (v1 + v2 + v3) = 2
√
x = u nên

(3.15)⇔ (21+
√
x − 21) + (21+

√
x − 21−

√
x)− (22 − 22−2

√
x) = 0

⇔ 2(22
√
x − 1) + 21−

√
x(22

√
x − 1)− 22−2

√
x(22

√
x − 1) = 0

⇔ (22
√
x − 1)(2 + 21−

√
x − 22−2

√
x) = 0.

Phương trình 22
√
x − 1 = 0 có nghiệm x = 0. Phương trình

2 + 21−
√
x − 22−2

√
x = 0

là một phương trình bậc 2 đối với t = 21−
√
x, có hai nghiệm t1 = −1

(loại) và t2 = 2, suy ra x = 0.

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 0.

Dạng 3. (as1 + as2)(as3 + as4 − as5)
Ta thấy

(as1 +as2)(as3 +as4−as5) = as1+s3 +as1+s4−as1+s5 +as2+s3 +as2+s4−as2+s5,

nên phương trình

(as1 + as2)(as3 + as4 − as5) = 0

tương đương với

as1+s3 + as1+s4 + as2+s3 + as2+s4 − as2+s5 − as1+s5 = 0,

hay

au1 + au2 + au3 + au4 = av1 + av2,
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trong đó

u1 = s1 + s3; u2 = s1 + s4; u3 = s2 + s3;

u4 = s2 + s4; v1 = s1 + s5; v2 = s2 + s5.

Dễ thấy

u1 − u3 = u2 − u4 = v1 − v2 = s1 − s2.

Như vậy bài toán này sẽ có dạng: Giải phương trình

af1(x) + af2(x) + af3(x) + af4(x) − ag1(x) − ag2(x) = 0.

Nhận dạng. Phương trình có sáu hạng tử, bốn hạng tử mang dấu dương,

hai hạng tử mang dấu âm (hoặc ngược lại) và

f1(x) + f3(x) = f2(x)− f4(x) = g1(x)− g2(x).

Cách giải. Chia sáu hạng tử trong phương trình trên thành ba cặp, mỗi

cặp gồm hai hạng tử dấu dương sao cho hiệu các số mũ ở mỗi cặp bằng

nhau. Sau đó tiến hành đặt nhân tử chung và chuyển về phương trình

tích.

Ví dụ 3.7. Giải phương trình

2
√
x+1−

√
x + 2x+1−

√
x + 2x+1−

√
x+1 = 22−

√
x + 22−

√
x+1 − 1. (3.16)

Giải. Nhận thấy phương trình trên có sáu hạng tử, có hai hạng tử dấu

dương và bốn hạng tử dấu âm. Ta biến đổi phương trình trên về dạng

(2
√
x+1−

√
x + 1) + (2x+1−

√
x + 22

x+1−
√
x+1

)− (22−
√
x + 22−

√
x+1) = 0

⇔ (2
√
x+1−

√
x + 1

√
x+1−

√
x) + 2x+1−

√
x+1(2

√
x+1−

√
x

+ 1)

− 22−
√
x+1(2

√
x+1−

√
x + 1) = 0

⇔ (2
√
x+1−

√
x + 1)(1 + 2x+1−

√
x+1 − 22−

√
x+1) = 0. (3.17)

Do 2
√
x+1−

√
x + 1 > 0 nên phương trình (3.17) tương đương với

1 + 2x+1−
√
x+1 − 22−

√
x+1 = 0,

hay

2x+1 + 2
√
x+1 − 4 = 0. (3.18)
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Đặt t =
√
x+ 1 > 0, phương trình (3.18) trở thành

2t
2

+ 2t − 4 = 0.

Xét hàm số f(t) = 2t
2

+ 2t − 4 có

f ′(t) = 2t.2t
2

ln 2 + 2t ln 2 > 0

nên hàm số f(t) đồng biến. Do đó phương trình (3.18) có nghiệm duy

nhất. Dễ thấy nghiệm của phương trình (3.18) là x = 0. Như vậy phương

trình có nghiệm duy nhất x = 0.

3.2.3. Kiểu 2x2x2

Đối với phương trình nhân tử dạng 2x2x2 có 5 dạng khác nhau, về

cơ bản cách thức xây dựng và cách đặt nhân tử gần giống nhau. Trong

phần này chúng tôi chỉ trình bày một trong số các dạng đó. Các dạng

khác được xây dựng tương tự.

Ta có

(as1 − as2)(as3 − as4)(as5 − as6) = as1+s3+s5 − as1+s3+s6 − as1+s4+s5

+ as1+s4+s6 − as2+s3+s5 + as2+s3+s6 + as2+s4+s5 − as2+s4+s6.

Nên phương trình

(as1 − as2)(as3 − as4)(as5 − as6) = 0

tương đương với phương trình

as1+s3+s5 + as1+s4+s6 + as2+s3+s6 + as2+s4+s5

= as1+s3+s6 + as1+s4+s5 + as2+s3+s5 + as2+s4+s6,

hay

au1 + au2 + au3 + au4 = av1 + av2 + av3 + av4.

Trong đó

u1 = s1 + s3 + s5;u2 = s1 + s4 + s6;u3 = s2 + s3 + s6;u4 = s2 + s4 + s5

v1 = s1 + s3 + s6; v2 = s1 + s4 + s5; v3 = s2 + s3 + s5; v4 = s2 + s4 + s6.
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Đặt

u = u1 + u2 + u3 + u4 = v1 + v2 + v3 + v4.

Tính chất sau đây hiển nhiên có được bằng cách tính toán các số mũ

của phương trình.

Mệnh đề 2.1. Với mỗi hoán vị {i1, i2, i3, i4} của {1, 2, 3, 4} luôn tồn tại

hoán vị {j1, j2, j3, j4} của {1, 2, 3, 4} sao cho

ui1 + ui2 = vj1 + vj2; ui3 + ui4 = vj3 + vj4

ui1 − vj1 = ui3 − vj3; ui2 − vj2 = ui4 − vj4.

Chứng minh. Ta xét một trường hợp, các trường hợp còn lại chứng minh

tương tự. Chọn {i1, i2, i3, i4} = {1, 2, 3, 4}, khi đó hoán vị

{j1, j2, j3, j4} = {1, 2, 4, 3}

thỏa mãn mệnh đề.

Bây giờ ta xét bài toán nhân tử kiểu 2x2x2:

af1(x) + af2(x) + af3(x) + af4(x) = ag1(x) + ag2(x) + ag3(x) + ag4(x), (3.19)

trong đó

f1(x) + f2(x) + f3(x) + f4(x) = g1(x) + g2(x) + g3(x) + g4(x).

Nhận dạng. Phương trình có tám hạng tử, bốn hạng tử mang dấu dương,

bốn hạng tử mang dấu âm.

Cách giải.

Bước 1. Phân ly các hạng tử cùng dấu về hai vế của phương trình.

Bước 2. Theo Mệnh đề 2.1 với hoán vị {1, 2, 3, 4}, tồn tại hoán vị

{j1, j2, j3, j4} thỏa mãn Mệnh đề 2.1, tức là

f1(x) + f2(x) = gj1(x) + gj2(x); f3(x) + f4(x) = gj3(x) + gj4(x)

f1(x)− gj1(x) = f3(x)− gj3(x); f2(x)− gj2(x) = f4(x)− gj4(x).
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Suy ra

f1(x) + f2(x)− g1(x)− g2(x) = f3(x) + f4(x)− g3(x)− g4(x) = 0,

f1(x)− gj1(x) = f3(x)− gj3(x) = −(f2(x)− gj2(x)) = −(f4(x)− gj4(x)).

Nên phương trình (3.19) được viết lại là

af1(x) − agj1(x) + af2(x) − agj2(x) + af3(x) − agj3(x) + af4(x) − agj4(x) = 0,

hay

(af1(x)−gj1(x) − 1)(agj1 − af2(x) + agj3(x) − af4(x)) = 0.

Bước 3. Phân tích agj1 − af2(x) + agj3(x) − af4(x) thành tích hai nhân

tử (kiểu 2x2), ta sẽ được một phương trình tích.

Ví dụ 3.8. Giải phương trình

2x
2+x+

√
x + 8.23 + 4.2x

2

+ 2
√
x+1 = 4.2x

2+x + 2x+
√
x+1 + 2x

2+
√
x + 8.

Giải. Điều kiện x> 0, phương trình đã cho tương đương với

2x
2+x+

√
x + 2x+3 + 2x

2+2 + 2
√
x+1 = 2x

2+x+2 + 2x+
√
x+1 + 2x

2+
√
x + 23.

Chọn

f1(x) = x2 + x+
√
x, f2(x) = x+ 3, f3(x) = x2 + 2, f4(x) =

√
x+ 1;

gj1(x) = x2 + x+ 2, gj2(x) = x+
√
x+ 1, gj4(x) = x2 +

√
x, gj4(x) = 3.

Áp dụng thuật toán trên ta có lời giải như sau:

Phương trình đã cho tương đương với

(2x
2+x+

√
x − 2x

2+x+2) + (2x+3 − 2x+
√
x+1) + (2x

2+2 − 2x
2+
√
x)

+ (2
√
x+1 − 23) = 0.

⇔ 2x
2+x+2(2

√
x−2 − 1) + 2x+3(1− 2

√
x−2) + 2x

2+2(1− 2
√
x−2)

+ 23(2
√
x−2 − 1) = 0.

⇔ (2
√
x−2 − 1)(2x

2+x−2 − 2x+3 − 2x
2+2 + 23) = 0

⇔ (2
√
x−2 − 1)(2x+3(2x

2−1 − 1)− 23(2x
2−1 − 1)) = 0

⇔ (2
√
x−2 − 1)(2x+3 − 23)(2x

2−1 − 1) = 0.

Từ đó phương trình có các nghiệm x = 4, x = 0, x = 1.
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3.3. Một số chú ý và bài tập

3.3.1. Một số chú ý

1. Bằng kỹ thuật tương tự, ta có thể xây dựng thêm các kiểu phương

trình nhân tử khác dạng 3x3, 3x4, . . . .

2. Về nguyên tắc, mọi đa thức đều có thể phân tích được thành tích

của các nhị thức bậc nhất và các tam thức bậc 2 vô nghiệm nên các

bài tập về phương trình mũ mà có thể đổi biến số để đưa được về một

phương trình đa thức đều có thể giải được bằng phương pháp này. Chẳng

hạn, ta xem xét ví dụ sau:

Ví dụ 3.9. Giải bất phương trình

32x − 8.3x+
√
x+4 − 9

√
x+4+1 > 0.

Giải. Bất phương trình trên có thể giải bằng một trong hai cách:

Cách 1. Chia cả hai vế của bất phương trình cho 9
√
x+4 > 0 và đặt

t = 3x−
√
x+4 > 0 ta được một bất phương trình bậc 2 đối với t:

t2 − 8t− 9 > 0⇔ (t+ 1)(t− 9) > 0⇔ t > 9,

vì t > 0. Suy ra x− 2 >
√
x+ 4. Từ đó ta giải ra được có nghiệm x > 5.

Cách 2. Biến đổi phương trình như sau:

32x + 3x+
√
x+4 − 9.3x+

√
x+4 − 9

√
x+4+1 > 0

⇔ 32x + 3x+
√
x+4 − 3x+

√
x+4+2 − 32

√
x+4+2 > 0

⇔ 3x+
√
x+4(3x−

√
x+4 + 1)− 32

√
x+4+2(3x−

√
x+4 + 1) > 0

⇔ 3x+
√
x+4 − 32

√
x+4+2 > 0

⇔ x+
√
x+ 4 > 2

√
x+ 4 + 2

⇔ x− 2 >
√
x+ 4.

Từ đó ta cũng có nghiệm x > 5.
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3.3.2. Một số bài tập

Chúng tôi sẽ đưa ra và hướng dẫn giải một số bài tập:

Bài tập 3.1. Giải phương trình

2x
2−5x+6 + 21−x

2

= 2.26−5x + 1. (3.20)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình (3.20) về dạng

2x
2−5x+6 + 21−x

2

= 2(x2−5x+6)+(1−x2) + 1.

Đặt

{
u = 2x

2−5x+6

v = 21−x
2 , u, v > 0. Khi đó ta có(

2x
2−5x+6 − 1

)(
21−x

2 − 1
)

= 0

⇔
[

2x
2−5x+6 − 1 = 0

21−x
2 − 1 = 0

⇔

 x = 3
x = 2
x = ±1.

Đáp số: x = 3, x = 2, x = ±1.

Bài tập 3.2. Giải phương trình

3.9x
2

+ 3x
2

= 3.32x
2+x + 3x

2+x. (3.21)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình về dạng(
3x

2+1 + 1
)(

3x
2 − 3x

2+x
)

= 0.

Đáp số: x = 0.

Bài tập 3.3. Giải phương trình

2x+1.8x
3+2x2+2x+1 = 4x

3+2x2+2x+1. (3.22)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phưong trình (3.22) về dạng

8x
3−2x2+2 = 4x

2+x+1

⇔ 3x3 − 8x2 − 2x+ 4 = 0

⇔ (3x− 2)
(
x2 − 2x− 2

)
= 0.

Đáp số: x =
2

3
, x = 1±

√
3.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                                           http://www.lrc-tnu.edu.vn

Administrator
Highlight



63

Bài tập 3.4. Giải phương trình

25
√
x + 5.52

√
x + 5

√
x+1 = 25.5x−

√
x + .5x−

√
x+3 + 125.5x−2

√
x. (3.23)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình về dạng(
5
√
x − 5x−2

√
x+2
)(

5
√
x + 5

√
x+1 + 5

)
= 0.

Đáp số: x = 1, x = 4.

Bài tập 3.5. Giải phương trình

8sinx + 4cosx.2sinx + 2.2sinx+2cosx = 4sinx.2cosx + 8cosx + 2.22sinx+cosx. (3.24)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình về dạng(
2sinx − 2cosx

) (
22sinx + 22cosx − 2sinx+cosx+1

)
= 0.

Đáp số: x =
π

4
+ kπ, k ∈ Z.

Bài tập 3.6. Giải phương trình

2.8x+1 + 48.4x + 8x + 3.4x = 2x+6 + 2x+2. (3.25)

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình về dạng(
2x+1 + 2x−3

) (
22x + 3.2x − 4

)
= 0.

Đáp số: x = 0.

Bài tập 3.7. Giải phương trình

3x
2+4x+

√
x−4 + 3x

2+3x + 3
√
x−1 + 3x+5 = 3x

2+3x+
√
x−5 + 3x

2+4x+1 + 3x+
√
x + 81.

Hướng dẫn. Biến đổi phương trình về dạng(
3x+

√
x+1 − 3

√
x−2 − 3x+4 + 27

)(
3x

2+3x−3 − 3
)

= 0

⇔
(
3x+1 − 1

) (
3
√
x−2 − 27

)(
3x

2+3x−3 − 3
)

= 0.

Đáp số: x = 1, x = 3, x = 25.
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Bài tập 3.8. Giải phương trình

32x
2−1 + 27.3−3x + 9.3x + 1 = 9.3x

2−x + 3x
2−2x + 3x

2+2x−1 + 27.3−x
2−x.

Hướng dẫn. Biến đổi đưa phương trình về dạng(
3x

2−2x − 1
)(

3x
2+2x−1 + 3−x

2−x+3 − 3x+2 − 1
)

= 0

⇔
(

3x
2−2x − 1

)(
3x

2+2x−1 − 1
)(

1− 3−x
2−2x+3

)
= 0.

Đáp số: x = −3, x = 0, x = 1, x = 2, x = −1±
√

2.
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Kết luận

Phương trình mũ và lôgarit có một vai trò quan trọng trong toán sơ

cấp. Với mục đích tổng hợp một số phương pháp giải, gợi ý một số cách

xây dựng các ví dụ và bài tập về phương trình mũ và logarit, trong luận

văn này chúng tôi đã đạt được một số kết quả như sau:

- Tổng hợp một số phương pháp giải phương trình mũ, lôgarit: Các

phương pháp đại số, các phương pháp dùng hàm số.... Trong mỗi loại

phương trình, ngoài việc trình bày những kiến thức cơ bản về phương

pháp giải, chúng tôi cố gắng gợi ý một số cách để xây dựng ví dụ, bài

toán phục vụ cho công tác nghiên cứu. Ngoài ra chúng tôi cũng cố gắng

đề ra tiêu chí để đánh giá mức độ khó, dễ của bài toán.

- Đưa ra một phương pháp mới để xây dựng một số phương mũ:

Phương pháp đặt nhân tử. Các bài toán trong phần này có thể không

mới, nhưng cách tiếp cận của chúng tôi là khác biệt với các cách tiếp

cận trước. Chúng tôi đã xây dựng lý thuyết cụ thể và đưa ra một số ví

dụ về các dạng nhân tử kiểu 2x2, 2x3, 2x2x2.... Trong mỗi loại, ngoài

việc đưa ra phương pháp xây dựng ví dụ, chúng tôi còn gợi ý cách thức

nhận dạng bài toán và phương pháp giải bài toán đó.

Ngoài những kiểu nhân tử đã trình bày trong luận văn, ta có thể có

các kiểu đặt nhân tử khác. Tuy nhiên, do khuôn khổ của luận văn chúng

tôi chưa trình bày được. Các phương pháp trình bày trong luận văn đã

được tác giả sử dụng trong giảng dạy học sinh phổ thông và đạt được

những kết quả nhất định. Một số kết quả được người hướng dẫn dạy bồi

dưỡng cho giáo viên trung học phổ thông một số tỉnh phía Bắc.
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