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Loi ngo

Hinh hoc vi phan trong tya dé cubn sach nay dé cap dén viéc nghién ctru hinh hoc ctia dudng cong va mat
cong trong khong gian 3 chiéu dung cac ky thuat tinh toan giai tich. Mén hoc nay ham chira mét s két qua
dep dé nhat trong Toan hoc, ngoai ra dé c6 thé hiéu hau hét cac két qua nay ching ta chi can mot s6 kién
thitc nén tang veé giai tich (bao gom dao ham riéng), vécto va dai s6 tuyén tinh (bao gdm ma tran va dinh
thuc).

Rét nhiéu két qué vé dudng cong va mat cong ma chiing ta sé thao luan trong cudn sach nay la dang so
khai ctia cac két qua tong quat trong truong h0p Chleu cao, Chang han dinh ly Gauss-Bonnet, trong chuomg
11, 1a dang so khai ctia mot s6 16n cac két qua vé mdi quan hé ctia céc tinh chét ‘dia phuong’ va "toan cuc’
clia cac déi tugng hinh hoc. Viéc nghién citu cac quan hé nhu thé da tao ra mot mang chinh ctia Toan hoc
trong thé ky XX.

Ching t6i mubén nhan manh rang, cic phuong phap st dung trong cudn sach nay khong nhat thiét c6
thé ma rong 1én chiéu cao. (Chang han khai niém "lién két’ sé khong duge ban dén trong subt cudn sach).
Ching t6i ¢6 gang dung nhitng hudng tiép can don gian nhat dé chiing minh cac két qua. N6 khong chi
nham han ché kién thitc can phai b3 sung, ma con gitip ching ta tranh nhitng khéi niém khé thuong gap
trong khi nghién ctru Hinh hoc vi phan trong chiéu cao. Ching t6i hy vong cach tiép can nay sé lam cho
mon hoc dep dé c6 thé dén dugc véi nhiéu doc gia hon.

Mot su that 1a khong thé hoc toan bang cach chi doc ly thuyet ma con phai thuc hanh. C6 khoang 200
bai tap trong sach, doc gid nén cd gang giai cang nhiéu cang tot.
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Chuong 1

Puong cong trong mat phang va trong khong
gian

Trong chuong nay chung ta sé thao luan hai dinh nghia vé khai niém (truc gidc) cia mot duong cong. Quan
hé gitta chiing kh6 nhan ra, vi vay chiing ta sé bat dau bang mot vai vi du cia duong cong vdi méi dinh
nghia, va tir thuc hanh ta sé c6 méi lién két giita ching.

1.1 Puong cong la gi?

Néu c6 ai héi cho vi du mot duong cong, ban c6 thé cho ngay mét duong thang, chang han y — 2x = 1

(mac du n6 khong cong), hoac mot duong tron, chrfmg han x? + y2 =1, hodc c6 1€ mot parabon, chéng han
2

y—x==0.

; \
y-2x=1 y-x> =0 X% +

Tat ca cac dudng cong nay dugc mo ta thong qua phuong trinh ctia ching trong hé toa do Descartes

flxy)=c,

trong d6 f 1a ham c6 bién x,y va c 1a hang s6. Theo quan diém d6, mot dudng cong 1la mot tap hop céac
diém, d¢ 1a

C ={(xy) € R*f(x,y) = 0}. (1.1)
Nhitng vi du trén déu la cac dudng cong trong mat phang R?, nhung chiing ta cling c6 thé xét cac duong
cong trong IR? - vi dy, truc x trong hé toa do 3 chiéu la mot duong thfang duoc cho bai

{(x,y,2) e Ry =z =0},
va téng quat hon, mot duding cong trong R® c6 thé dinh nghia bang mot cdp phuong trinh

filx,y,z) = a, falx,y,2) = ca.

Duong cong c6 dang nhu thé dugc goi 1a duong dinh miic (level curve), theo nghia, chang han duong cong
cho béi Pt. (), gdm cac diém (x,y) trong mat phang c6 dai lugng f(x,y) dat mic c.
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1.1. PUONG CONG LA GI? CHUONG 1. PUONG CONG

C6 mot cach khac dé mo ta mot duong cong ma hoa ra rat tién ich trong nhiéu truong hop. D6 1a quy
tich ctia mot diém chuyén dong. Do d6, néu (t) 1a vi tri vecto clia diém tai thoi diém ¢t thi duong cong
dugc mo ta bdi ham v ctia bién s6 t nhan gia tri vécto (trong R? cho dudong cong phang, R® cho duong
cong trong khong gian). Chiing ta st dung y tudng nay dé dua ra dinh nghia hinh thic dau tién cho mot
duong cong trong R" (chiing ta sé chi quan tdm trong hai trudong hop n = 2 hodc 3, nhung dé thuan tién
xét ching dong thoi):

Dinh nghia 1.1. Mot duong cong duoc tham so (hodc con goi la cung dugc tham sb) trong R” 1a mot anh xa
v :(a,f) — R", voia, f thoaman —oco < < B < co.
Ki hiéu («, B) 1a khoang md
(0, B) ={t € Rla < t < B}.

Mot dudng cong tham s c6 anh chira trong mot duong cong dinh mic duge goi la mot tham sé hoéa (thanh
ph?m) cta C. Céc vi du duéi day sé minh hoa moét cach thue hanh lam thé nao tu duong cong dinh muc dé
c6 dudng cong tham sb va nguoc lai.
Vidy 1.1. Tim mot tham sb héa (t) cho parabon y = x2. Néu (t) = (71(t), 72(t)), cac thanh phan 7 va
72 cua vy phai théa man

12(t) = m(t)? (1.2)
v6i moi ¢ trong khoang (a, ) ma  duge dinh nghia (chua duge xac dinh), nhu vay méi diém nam trén
parabdn phai c6 toa do (71(t), v2(t)) voit € (a, B). RO rang, c6 thé nhan ra ngay mot nghiém ctia Pt. (I.2)
1a v1(t) = t,72(t) = t2. D€ xac dinh tat ca cac diém trén parabén, chuing ta cho t nhan moi gia tri s thuc
(vi ¥(t) c6 toa do dau chinh béng t, ma toa do dau ctia mot diém trén parabon c6 thé 1a mot sO thuc bat
ky), boi vay ching ta léy (&, B) = (—00,00). Do do, ta c6 tham sb héa:

g:(—00,00) = R?% (t) = ().

Nhung day khong phai la tham s6 héa duy nhét ctia parabon da cho. Chang han mot tham sb héa khac,
chang han y(t) = (£3,t°) (véi («, B) = (—00,00)). Hodac mot dang khac la (2t,4t2), va di nhién c6 (v6 s6) cac
dang khéc nita. Nhu vay, tham s6 héa cia mot duong cong dinh muic cho trudc 1a khong duy nhét.
Vidu 1.2. Xét duong tron x? + y?> = 1. Néu lam tuong tu nhu vi du trén, ldy x = t khi do y = V1 — 2
(chting ta cting c6 thé chon y = —+/1 — #2). Nhu vay ching ta c6 tham sb héa

y(t) = (£, V1—12).

Nhung day chi 1a tham s6 hoa ctia nira trén ctia duong tron, vi /1 — #2 ludén ludn > 0. Tuong tu, néu ching
ta chon y = —v/1 — #2 thi chi pht dugc nira dudi ctia duong tron.

Néu mudbn c6 mot tham sb hoéa ctia toan bo dudng tron thi phai tim cach khac. Ching ta can tim cac
ham sb 71 (t) va 7y (t) sao cho chiing théa man

T+ 7(t)? =1 (1.3)

véi moi t € (&, B). C6 mot nghiém hién nhién cta Pt. (L3) 1a: 1 (t) = cost va y»(t) = sint (vi cos®t +
sint = 1 v6i moi t). Chiing ta c6 thé chon (4, ) = (—00,00), nhung nhu thé 1a hoi thira. Chi can lay
khodng mé (&, B) c6 khoang cach 16n hon 27 bat ky 1a da.

Vi du sau day chi cach lam thé nao dé tir mot duong cong tham sd hoa ta tim ra duong cong dinh miic.
Vidu 1.3. Xét duong cong dugc tham sb héa nhu sau, duge goi 1a astroid (duong hinh sao):

v(t) = (cos t,sin’ t).
Do cos? t + sin’ t = 1 véi moi ¢, nén cac toa do x = cos® f, y= sin® t cia diém v(t) théa man
x2/3+y2/3 =1

Puong cong dinh muc nay trung vdi anh ctia anh xa «.
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CHUONG 1. BPUONG CONG 1.1. PUONG CONG LA GI?

Trong cubn sach nay chting ta sé nghién ctitu cac dudng cong (va sau dé, cic mat cong) sit dung cac tinh
toan gidi tich. D& 1dy dao ham mot ham gia tri vécto nhu 7 (t) (nhu trong Dinh nghia [[.1), chting ta ldy dao
ham tirng phan: néu

1) = (r1(8), 12 (8), s 7 (1))

thi
dy  _ (@ 72 d%«)
dt At dr v dr )’
d*y >y Py APy,
ar ( A2’ 4 de ) Vv

Dé tiét kiém, chiing ta sé dung ki hiéu 4 (t) thay cho dvy/dt, 4(t) thay cho d?y/dt?, v.v...

Chung ta noi réng 9 1a tron néu méi thanh phén Y1,72, -y Yn cla 7 la tron, tic 1a tat cd cac dao ham
dy;/dt, d?>vy;/dt?,d3y;/dt,... ton tai, voi moii = 1,2,..., n. K& tir ddy vé sau, tit cd cdc duong cong tham s hoa
duoc ndi dén trong quyén sich nay duoc gid thiét la tron.

Dinh nghia 1.2. Gia st y(t) 1a mot dudong cong tham s héa. Khi d6, dao ham cap 1 cta né dvy/dt dugce
goi 1a vécto tiép xiic cua vy tai diém ().

Dé tim hiéu y nghia cho thuat ngl nay, xét vecto

y(E+t) —v(t)
ot

song song vdi cung ndi gitra 2 diém v (t) va y(t + t) ctia anh C ctda 7:

Y(t+3t)

y®

Ching ta mong chd, khi dt tién tdi 0, day cung sé song song vdi tiép tuyén cua C tai (t). Do d6, tiép
tuyén phai song song vdi
LAt ) dy
ot—0 ot dt

Bang truc giac dé thiy két qua sau day:

Ménh deé 1.1. Néu vecto tiép xiic ciia mt duong cong tham sb 1o vecto hing, thi dnh ciia duong cong la (mét phan)
duong thang.

Chitng minh. Gid st () = a v6i moi t, trong d6 a 1a vecto hang. LAy tich phan hai vé, ta c6
d
y(t) = /ldt = /adt —ta+D,
dt
v6i b 1a vecto hang khac. Néu a # 0, thi day 1a phuong trinh tham s6 ctia dudng thang song song véi a di

qua diém dich cua vecto b:
Néu a = 0 thi 4nh ctia 7 1a mot diém don, tring véi diém dich ctia vecto b. O

BAI TAP



1.1. PUONG CONG LA GI? CHUONG 1. PUONG CONG

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

ta y(t)

Hay kiém tra xem (t) = (#?,#*) c6 phai 1a mot tham s6 héa ctia parabén y = x? hay khong?
Tim tham s6 héa ctia cadc dudng cong dinh miic sau:
Dy’ —x*=1
22
(i) +5 =1
Tim phuong trinh trong hé toa do Descartes ctia dudng cong tham sb:
(i) v(t) = (cos®t,sin’ t);
(i) v(£) = (¢, £2).
Tinh vécto tiép xtc ctia cac dudng cong & Bai tap 1.3.
Phac hoa duong hinh sao trong Vi du Tinh vecto tiép xtdc ctia n6 tai méi diém. Tai nhitng diém
nao thi c6 vecto tiép xtic bang vecto khong?

Gid st P 1a mot diém bat ky nam trén dudng tron C c6 ban kinh a > 0 va c6 tam tai diém (0, a) trong
hé toa do Oxy. Duong théng qua P va géc toa do cat duong théng Yy = 2a tai Q, duong théng qua P
song song Vvdi truc x cat duong thang qua Q song song véi truc y tai R. Khi P chay quanh C thi quy
tich cia R 1a moét duong cong, duoc goi la ma thudt ciia Agnesi (witch of Agnesi) DHéi véi duong cong
nay:

(i) Tim mot tham sb héa;

(ii) Tim phuong trinh trong hé toa do Descartes.

(0]

Quy tich cua mot diém cb dinh trén duong tron khi duong tron do lan (khong truot) doc theo mot
duong thang dugc goi la dudng cong xycloit (cycloid). Chitng minh rang néu duong thang 1a truc x
va dudng tron c6 ban kinh a > 0 thi xycloit c6 thé tham s6 héa boi

v(t) = a(t —sint,1 — cost).
Tong quat hoa bai tap trén, hay tim tham s6 hoa ctia mot épixycloit (tuong tng, hypoxycloit), quy tich

cia mot diém cb dinh trén duong tron khi duong tron do lan (khong trugt) phia ngoai (tuong tng,
bén trong) tua theo mot duong tron.

INd: Puong cong "witch of Agnesi" dugc Maria Agnesi trinh bay trong sach Toan bang tiéng Y ctia ba vao 1748 (dugc xem la
tac pham Toan hoc dau tién do mot phu ni viét).



CHUONG 1. BPUONG CONG 1.2. PO DAI CUNG

1.9. Ching minh rang (t) = (cos®t — 3,sintcost,sint) la mot tham s6 héa ctia dudng cong giao cta
madt tru c6 ban kinh % xoay quanh truc z va mat cau ban kinh 1 c6 tam (— %, 0,0). (Puong cong nay ¢
tén goi la duong cong Viviani).

N

/

|

1.10. Chiing minh rang géc gitta (t) va vecto tiép xtic tai y(t) khong phu thuoc t. O day, y(t) = (e cost, e! sint)
1a dudng xoan dc 1ogarit (xem hinh vé ctia né & Vi du[L4).

1.2 Do dai cung
Gid st v = (v, ..., v,) la vecto trong R" véi dg dai béng
|v]| = /02 + - + 02

Néu u 1a mot vecto khéc trong R” thi |ju — v|| 1a d6 dai ctia doan thang néi 2 diém biéu dién ctia u va v
trong R".

Dé tim mot cong thirc cho dé dai cho do dai cia mot dudng cong tham sb 4, ta chii y rang, néu 6t rat bé,
phan anh C ctia 1y gitta y(t) va (¢ + 6t) gan nhu la mot doan thang, do d6 dé dai ctia né xap xi bang

[y (t+6t) = v (£)|.
Hon nita, do 6t nho, (y(t + 6t) — y(t)) /5t xap xi bang 4 (t), vay do dai xap xi
1 (2) ]| t. (1.4)

Néu ching ta muén tinh do dai ctia mét phan (khong nhét thiét nho) ctia C ching ta c6 thé chia né thanh
nhiéu doan, méi mot doan tuong ing véi mot gia sd nhé t cda t, r6i tinh do dai ctia mébi doan st dung[T.4)
va cong cac két qua lai. Lay &t tién tdi 0 ta sé c6 chinh xac do dai.

Diéu nay gogi md dén dinh nghia sau day:



1.2. PO DAI CUNG CHUONG 1. BPUONG CONG

Dinh nghia 1.3. D¢ dai cung ciia mot dudng cong y xuat phat tir diém «(ty) 1a ham s6 s(t) duge cho béi

(0= [ 1wl

Vay s(tg) = 0 va s(t) 1a duong hodc &m phu thudc vao ¢ 16n hon hay bé hon ty. Néu ta chon diém khdi
A 1S (% p < 3A Ins 1z A Y A1y 7
dau la v (fo) khac, thi d6 dai cung § khac s moét hang so bang ftoo.
Vi dy 1.4. Xét duong xoin dc l6garit (logarithmic spiral)

v(t) = (e’ cost,e' sint),

w | s

ta co
4 = (e'(cost —sint),e'(sint + cost)),
H’YHZ = (€2t(cost—sint)2—|—e2f(sint_|_cost)2 — 0p2t.

Do d6, d6 dai cung ctia y xuat phat, chang han tir diém 4(0) = (1,0) la
t
s = / V2e2idy = /2(ef — 1).
0

Néu s 1a d¢ dai cung ctia dudng cong 7 xuat phat tir y(t), khi d6

ds d

t
T = a1l = (o). (15)

Xem 7(t) nhu 1a vi tri ctia mot diém chuyén dong tai thoi diém ¢, thi ds/df 1a van tdc cta diém d6 (1a ti 1é
ctia sy thay déi khoang cach trén duong cong). Véi li do nay, chiing ta di dén dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.4. Gia st  : (¢, B) — R" 1a mot duong cong tham s6, khi d6 vdn tc ctia n6 tai diém (t) la
19(t)]|, va v dugce goi la duong cong ¢ vdn toc don vi néu §(t) 1a vecto don vi véi moi t € (a, B).

Chung ta sé thay trong nhiéu vi du, cac cong thirc va két qua dbi véi cac dudng cong sé don gian di
nhieu neu duong cong c6 van toc don vi. Li do cta su don gian héa dugec mo ta trong ménh de dudi day.
Madc du van de nay dau tién c6 vé khong thua vi, nhung thuc su né rat hiru ich ve sau.

Ménh dé 1.2. Gid si n(t) la vecto don vi, la mot ham tron ciia bién t. Khi d6, cd tich
n(t).n(t) =0

vdi moi t, tifc la 1 (t) bang 0 hodc vudng goc vdi n(t) vdi moi t.
Diic bi¢t, néu «y la duong cong cd van toc don vi, thi 4 bang khéng hodc vuéng goc vdi 4.
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CHUONG 1. PUONG CONG 1.3. THAM SO HOA LAI

Chiing minh. St dung ‘cong thirc tich’” dbi véi dao ham ctia tich ctia cac ham c6 gia tri vecto a(t) va b(t):

d da db

Ly dao ham theo t hai vé ctia phuong trinh n.n = 1, theo cong thiic trén thu dugc

nn-+nn=020,

do d62n.n = 0.
Phan con lai duge suy ra bang cach lay n = 4. O
BAI TAP

1.11. Tinh d6 dai cung ctia ddy xich (catenary) y(t) = (t,cosht) titr diém (0, 1).
1.12. Ching minh rang cac dudng cong duéi day c6 van tbc don vi:

Oyt = (51 +0¥2 30072 5);

(i) y(t) = (fcost, 1 —sint, —3 cost).

1.13. Tinh d9 dai cung cta xycloid trong Bai tap 1.7 khi quay hét mot vong tron.

1.3 Tham so hoa lai
O trong cac Vi du 1.1 va 1.2, ching ta da thdy mot duong cong c6 thé ¢6 nhiéu tham sb héa. Mbi quan hé
gitta cac tham s6 hoa 1a diéu quan trong can ban dén.

Dinh nghia 1.5. Duong cong tham s6 4 : (& ) — R" 1a mot tham sé héa lai cta dudng cong tham sb
v : (&, B) — R" néu c6 mot song anh tron ¢ : (&, B) — (a, B) (duoc goi 1a dnh xa tham sé hoa lai) sao cho anh
xa ¢~ : (a,B) — (&, B) ciing 1a 4nh xa tron va

¥(F) = v(¢()) véimoi € (,p).

Do anh xa ngugc ctia ¢ 1a anh xa tron, nén « 1a mot tham s6 héa lai cua 4:

Y@ (D) = v(9(¢7' (1)) = (1) véimoit € (a, B).
Hai duong cong la tham s héa lai vdi nhau thi ¢6 ciing anh, vi vay chiing c6 cac tinh chat hinh hoc giéng
nhau.

Vidy 1.5. Trong Vi du 1.2, ta c6 tham s6 héa () = (cost,sint) cho dudng tron x? + y?> = 1, va mot tham
s6 hoa khéc
¥(t) = (sint, cost)

(visin®t 4 cos® t = 1). D€ chiing té 4 1a tham s6 hoa lai ctia 4, ta can tim anh xa tham s6 héa lai ¢ sao cho

(cos¢(t),sin¢(t)) = (sint,cost)
Ton tai ¢ nhu vay, chang han ¢(t) = /2 — t.

Nhu & nhan xét trong phan trudc, viéc khdo sat duong cong sé don gidn hon néu né c6 van téc don vi.
Vi vay can biet duong cong nao c6 tham so hoa lai la duong cong cé van toc don vi.
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1.3. THAM SO HOA LAI CHUONG 1. PUONG CONG

Dinh nghia 1.6. Diém +(t) ctia dudng cong tham s6 « dugc goi la diém chinh qui néu (t) # 0; nguoc lai
no duogc goi la diém ki di. Mot duong cong duoc goi la chinh qui néu moi diém ctia n6 déu chinh qui.

Trudc khi chi ra mbi quan hé gitra tinh chinh qui va biéu dién tham s héa lai ¢6 van toc don vi, ta néu
ra dudi day hai tinh chat don gian ctia dudng cong chinh qui. Méc du trong cac két qua nay chang c6 gi 16i
cubn, nhung chiing rat quan trong trong ting dung vé sau.

Ménh dé 1.3. Moi tham s héa lai ciia mot duong cong chinh qui déu chinh qui.

Chitng minh. Gid st ¢ va 4 c¢6 quan hé nhu trong Dinh nghia[[5] dit t = ¢(F) vap = ¢! sao cho F = i(t).
Lay dao ham theo bién t hai vé ctia phuong trinh ¢(1(¢)) = ¢, theo luat hgp thanh ta c6

dpdy _
dr dt

Diéu d6 chuing té d¢(t) /df khong thé bang 0. Do 4(F) = y(¢(F)), tuong tu ap dung luat hgp thanh ta c6

dy _ dyd¢
df — dt dtf’
tir d6 suy ra d4/df khac 0 véi moi f néu dv /dt khac 0 v6i moi ¢. O

Ménh dé 1.4. Néu y(t) la duong cong chinh qui thi 6 dai cung, s (nhu trong Dinh nghia [L3), xudt phat tir mot
diém bat ky ciia -y, la mot ham tron theo t.

Chiing minh. Nhu ching ta da biét (khong can phai gia thiét 4 chinh qui) s la ham kha vi theo t va

Iyl

Dé don gian héa ki hiéu, tir day gia st  la duong cong phang, chang han

v6i u va v 1a cac ham tron bién t. Dinh nghia f : R> — R nhu sau

f(u,0) = Vu?2+902,

sao cho i
s
7 = f(u,9). (1.6)

Diém méu chét 1a c6 f tron trong R? \ {(0,0)}, tic 1a tAt cd cac dao ham riéng ctia f & moi bac déu ton tai
va la cac ham lién tuc ngoai trir tai goc toa do (0,0). Chang han,

of _ w 9o v
ou \/u2_|_z]2/ v 1/1/12_‘_02'

1a dinh nghia tot va lién tuc ngoai trir khi u = v = 0, twong tu cho cadc dao ham bac cao hon. Vi  chinh qui,
nén 1 va v khong dong thoi bang 0 va tir Pt. (L6) suy ra ds/dt 1a ham tron. Chang han,

of .

2
£y oy

2~ ou v

va tuong tu véi cac dao ham bac cao hon. O

Két qua chinh la ménh dé sau day.



CHUONG 1. PUONG CONG 1.3. THAM SO HOA LAI

Ménh dé 1.5. Mot dudng cong tham sé héa cé mot tham s héa lai cd vin toc don vi khi va chi khi né la duong chinh
qui.

Chitng minh. Diéu kién can. Gia st duong cong tham s6 7 : (a, B) — R” c6 mot tham s6 héa lai 4 c6 van tdc
don vi, goi ¢ la &nh xa tham s6 hoa lai. V6i t = ¢(F), ta c6

h) = ),
di _ dyat
i dtdf’
13, _

15 = 122,

Do 4 ¢6 van toc don vi, suy ra ||d%/df|| = 1, vi vay 16 rang dv /dt khac khong.

Diéu kién di. Gia st vecto tiép xuc dv/dt luon luon khac khong. Tir Pt. (LY), ta ¢6 ds/dt > 0 v6i moi ¢,
trong do6 s la do dai cung cua y xuat phaét tir diém bat ky trén duong cong, ttr Ménh dé1.4 suy ra s la ham
tron theo . Ap dung dinh ly ham nguoc, tacé s : («, 8) — R la mot don anh, anh ctia n6 la mot khoang mé
(&, B), va anh xangugcs ! : (& B) — (a, B) 1a tron. (Ban doc nao khéng quen thudc v6i dinh Iy ham ngugc
tam thoi chap nhan khang dinh nay; dinh ly nay sé dugc néu trong muc 1.4 va cu thé hon trong Chuong 4.)
Liy ¢ = s~! va 4 tuong ting la tham s6 héa lai ctia y sao cho

¥(s) = ()
Khi d6,
dyds  dy
ds dt o dt’
ds
1T = 0 =2 @ope @),
H%H = 1

O]

Chting minh ctia Ménh dé [[L5] ching t6 rang do dai cung thuc chét 1a bién ctia tham sb héa lai ¢6 van
téc don vi cia dudng cong chinh qui:

Hé qua 1.1. Gid st «y la mot duong cong chinh qui va % la mot tham sé héa lai ciia <y cd vin toc don vi:
Y(u(t)) = y(t) odimoit,
trong dé u la mot ham tron theo t. Khi d6, néu s la do dai cung cia «y (xudt phat tir diém bt ky) thi
u==s+c, (1.7)

vdi ¢ 1o mot hing s6. Nguroc lai, néu u cé gid tri nhu & Pt. (2.2) vdi hing sé ¢ nao dé va mét trong hai déu, thi 7 la
mdt tham so hoa lai ctia .

Chitng minh. Tinh todn nhu trong phan dau ctia chiing minh Ménh dé[L5 chiing t6 rang u c6 mot tham sé
héa lai c¢6 van tdc don vi khi va chi khi

dt— H ae i— do Pt. (T5).

Vay u = =+s + ¢ v6i hang s6 ¢ nao doé. O



1.3. THAM SO HOA LAI CHUONG 1. PUONG CONG

Mac du moi duong cong chinh qui déu c6 mot tham s6 héa lai 6 van toc don vi, nhung c6 thé rat phuc
tap, hoac tham chi khong thé viét ra chinh xac, nhu cac vi du dudi day.

Vidu 1.6. Véi dudng xoan 6c logarit
v(t) = (e' cost,e' sint),

trong Vi duL4lta da biét
191I? = 2¢*.

Vé phai ludn ludn khac khéng, do d6 v 1a chinh qui. D6 dai cung « xuét phat tir diém (1,0) nhu da biét
s =+2(et —1). Do dé, t = In (% + 1), vi vay ¢6 mot tham s6 hoa lai c6 véan toc don vi ctia 7y ¢6 cong thitc
kha dai dudi day
2(s) = (-2 S S i S
¥(s) = <<\/§+1> cos <ln <\/§ +1)>, (\/§+1> sin (ln (\/E +1))>.
Vidu 1.7. Duong cong xodn bic ba (twisted cubic) 1a dudng cong khong gian cho bdi
Y(t) = (t,13,£3), —oc0 <t < .

Ta co

1000

500

-500

—1000

100

40

(t) = (1,2t,3t%),

B = V144124914

Vé phai ctia dang thiic sau cung luén ludn khac khong, vi vy v la chinh qui. D6 dai cung xuat phat tir

diém (0) = 0 bang
t
s = / V' 1+ 4u? + 9utdu.
0

Khong thé biéu dién tich phan nay qua cdc ham quen thudc nhu 16garit, ham e mii, ham lugng gidc. v.v...
(vi du nay thuong duoc goi la tich phdn elliptic.)
Vi du sau cung dudi day sé chiing t6 mot duong cong c6 thé c6 ca hai dang tham s6 hoéa lai: chinh qui
va khong chinh qui.
Vidu 1.8. Xét tham sb hoa
(1) = (t,)

clia parabon y = x2, ¢ 4(t) = (1,2t) ludn ludn khac khong, do d6 v 1a chinh qui.
Nhung
(1) = (£,1°)

cling 1a mot tham s6 héa ctia parabdn & trén. Vi 4(t) = (3t2,6t°), va n6 bang khong khi t = 0, do d6 ¥
khong chinh qui.

10



CHUONG 1. PUONGIAOGAN HE GIUA DPUONG CONG PINH MUC VA PUONG CONG THAM SO

BAI TAP
1.14. Trong nhirng duong cong dudi day truong hop nao la chinh qui:
(i) ¥(t) = (cos?t,sin’t) véi —oco < t < oo;
(ii) v6i duong cong nhu trong (i), nhung 0 < t < 71/2;
(iii) y(t) = (t,cosht) vii —oco < t < o0.
Tim tham sb héa lai ¢6 van toc don vi ctia (cac) duong chinh qui.

1

-05

1.15. Puong xixdit ciia Diocles (cissoid of Diocles) nhu & hinh vé trén, trong hé toa do cuc (r,6) c6 phuong
trinh
r=sinftanf, —-mw/2<0<7m/2.

Hay tim mot tham s6 héa ctia xixéit véi bién 6, va chiing minh rang
13

1—+#2

y(t) = (tz, ) —1<t<l,

la mot tham s6 héa lai cia no.

1.16. Gia st ¢ 1a duong cong trong IR” va 4 la tham sb héa lai ctia v v6i ¢ 1a &nh xa tham sb héa lai (sao
cho 4(F) = y(¢(F))). Xét fy 1a mot gid tri cd dinh cda f, dat tg = ¢ (). Gid str s va § 1a d6 dai cung ctia
v va 4 xuét phat tir diém (to) = 4(fp). Ching minh rang § = s néu d¢/df > 0 véimoi f, va § = —s
néu d¢/dF < 0 v6i moi .

1.4 Quan hé gitta duong cong dinh mic va duong cong tham s6

Bay gid ching ta sé c6 gang lam sang t6 chi tiét mdi quan hé gitta hai dang mo ta ciia duong cong ma da
dé cap trong phan trudc.

DPuong cong dinh mic néi chung nhu chiing ta da dinh nghia khong phai ludén luén 1a ddi tuong ma
ta muén goi la duong cong. Lay vi dy, ‘dudng cong” dinh mitc ¥ + y?> = 0 chi 1a mot diém. Trong dinh ly
dudi day, nhitng diéu kién can cho mot ham sé f(x,y) dé dudng cong dinh mic f(x,y) = c (v6i c 1a hang
s6) c6 thé tham s6 hoa dudgc, sé dugc trinh bay. Chu y rang chung ta c6 thé coi ¢ = 0 (vi c6 thé thay f béi

f—o.

Dinh 1y 1.1. Gid sit f(x,y) la mot ham tron hai bién (tikc la, moi dao ham riéng ciia f, tai moi cdp, déu ton tai va la
cdc ham lién tuc). Gid sit thém ring tai moi diém ciia duong cong dinh miic

C={(xy) e R*f(x,y) =0},

11



1.4. QUAN HE GIUA PUONG CONG DINH MUC VA DPUONG CONG THANLEONG 1. PUONG CONG

of /0x va of /Ay khong dong thoi bang khong. Néu P la mot diém cia C, vdi toa dg (xo, o), thi ton tai mot duong
cong tham s6 héa chinh qui «y(t), xdc dinh trén mot khodng md chita 0, sao cho <y di qua P khi t = 0 va «y(t) chita
trong C vdi moi t.

Chiing minh dinh ly nay ta dung dinh Iy ham ngugc (trong chiing minh Ménh dé[L5mot dang cda dinh
ly ham ngugc da duoc stt dung). Tai thoi diém nay ching t6i chi cb géng thuyét phuc ban doc chép nhan
né. Chiing minh sé dugc néu trong bai tdp phan sau (Bai tap 4.31), sau khi dinh ly ham nguogc dugce gidi
thiéu moét cach chinh thic va st dung trong nhitng ban luan vé mat cong.

D& hiéu vé cac diéu kién cta f trong Dinh Iy [T} gia st (xo + Ax, o + Ay) diém trén C ndm gan P, sao
cho f(xo + Ax,yo + Ay) = 0. Tix dinh ly Taylor v6i ham hai bién,

of

f(xo+ Ax,y0 + Ay) = f(x0,y0) + Axa + Ay

of
dy’
16 di cac tich cta cac dai lugng bé Ax va Ay (cac dao ham riéng 1y gia tri tai (xo, o)) Do do,

of of
Axz—+ Ay o =0. (1.8)

Vi Ax va Ay bé, vecto (Ax, Ay) gan vdi vecto tiép tuyén cta C tai P, Pt. (Z8) suy ra vecton = ( %, %) la
vécto phap tuyén ctia C tai P. Gid thiét trong Dinh ly [LTInéi rang vecto n khac khong tai moi diém cua C.

y

(Ax,Ay)

X

Gia str, chang han % # 0 tai P. Nhu thé n khong song song véi truc x tai P, vi vay tiép tuyén ctia C tai P
khong song song véi truc y. Diéu nay suy ra nhitng duong thang ding x = constant gan x = xq déu giao

y

Yo

C tai duy nhat mot diém (x,y) gan P. N6i cach khac, phuong trinh
flx,y) =0 (1.9)

c6 duy nhdt nghiém y gan yo vdi moi x gan xo. Chu y rang diéu nay khong con ding trong trudong hop tiép
tuyén ctia C tai P song song v6i truc y: Trong vi du nay, nhitng duong thang x = constant bén trdi x = xg
khong cat C trong 1an can diém P, trong khi ¢ bén phéi x = x( ching cat C nhiéu hon mot diém.

Khang dinh in chit nghiéng & trén c6 nghia la c6 mot ham s6 g(x), dinh nghia v6i x trong 1an can xo, sao
cho y = g(x) 1a nghiém duy nhét ctia Pt. (2.9) trong lan can . By gio ching ta c6 thé dinh nghia tham s6
héa v thanh phan ctia C trong lan can ctia P bdi

v(t) = (£,8(1)).

12



CHUONG 1. PUONGIAOGAN HE GIUA DPUONG CONG PINH MUC VA PUONG CONG THAM SO

Néu chung ta chép nhan g 1a ham tron (diéu nay c6 dugc tir dinh ly ham ngugc), thi y han 1a duong chinh
qui, do
¥=(1g)

hién nhién luén ludn khac khong. Diéu d6 chitng minh Dinh ly [Tl

That ra c6 thé chiing minh hon mot it khéng dinh da néu trong Pinh Iy[I.1] Gia st f(x, y) thdéa man cac
diéu kién trong dinh ly, va gia thiét thém rang dudng cong dinh mitc C cho béi f(x,y) = 01a lién thong. Dbi
Vi cac ban doc khong quen thudc véi topo tap diém, diéu nay hiéu ném na la C chi ¢6 ‘'mét phan’. Vi dy,
duong tron x> + y? = 1 1a lién thong, con hypecbon x> — > = 1 thi khong: Vdi nhitng gia thiét nay cho f,

(J

X +y' =1 X-y'=1

thi sé c6 dudng cong tham sb  chinh qui c6 anh la toan b C. Hon nita, néu C khong "khép kin’ (nhu duong
thang hay parabon), c6 thé xay dung v 1a don anh, ngugc lai néu C khép kin’ (nhu duong tron hay ellip),
thi oy anh xa tur khoang dong [, ] 1én C, y(«) = «y(B) va v la don anh trén khoang m& («, B).

C6 thé str dung lap luan tuong tu dé tir duong cong tham s héa di dén duong cong dinh mic:

Dinh ly 1.2. Gid sit «y la mgt duong cong tham so chinh qui, va y(to) = (xo,yo) la mot diém trong dnh cila «y. Khi
do, ton tai mot ham tron cé gid tri thuc f(x,vy), dinh nghia véi x va y ndm trong cdc khodng mé chita x va y tuong
1ng, va f théa man cdc diéu kién trong Dinh Iy ??, sao cho y(t) chita trong duong cong dinh miic f(x,y) = 0 vdi
moi gid tri ciia t nam trong khodng mé nao do chita t.

Chung minh cua Dinh ly [[.2] tvong tu nhu Dinh Iy [1.1l Gia st
v(t) = (u(t),v(t)),

trong d6 u va v 1a cac ham tron. Do 7 chinh qui, nén it nhat mot trong 1 (ty) va v(tp) phai khac khong, gia
str 1a 11(to). Piéu nay c6 nghia do thi cia u (ham sb theo bién t) khong song song véi truc t tai to: Nhu trong

u

u - - -

t t
chiing minh cta Dinh ly [T}, dudng thang nao song song vdi truc ¢, trong 1an can u = xo cat d thi ctia u

13



1.4. QUAN HE GIUA PUONG CONG DINH MUC VA DPUONG CONG THANLEONG 1. PUONG CONG

tai mot diém duy nhét u(t) véi t gan ty. Do d6 xay dung dugc ham h(x), dinh nghia v6i x ndm trong mot
khodng m& chita xo, sao cho t = h(x) la nghiém duy nhét ctia u(t) = x néu x trong 1an can x( va t trong
1an can to. Pinh ly ham nguoc ching t6 ki tron. Khi d6, ham sé

flxy) =y —o(h(x))

c6 nhitng tinh chat ma ching ta muén.

Xét truong hop tong quat, c6 thé khong ton tai mot ham f nao théa man diéu kién trong Pinh ly [ Ilsao
cho anh ctia 7y chita trong dudng cong dinh mic f(x,y) = 0, vi du nhu trong trudng hgp y ¢6 diém ty giao
nhu duong cong limacon

y(t) = ((1+2cost)cost, (1 +2cost)sint).

Tir dinh ly ham &n suy ra khong to6n tai ham f s6 nao théa man cac diéu kién trong Dinh 1y [T dé biéu

dién mot duong cong trong 1an can diém tu cat nhu trén.
BAI TAP

1.17. Téng quat héa Pinh ly[LIlcho cac dudng cong dinh mic trong R® dugc cho béi f(x,y,z) = g(x,y,z) =
0. (Dé phong doén diéu kién tuong tu cho f nhu trong Dinh 1y [T} chiing t6 rang (%, %, %) ) 1a phap
dién cua mat f(x,y,z) = 0, va im diéu kién cho hai mat cat nhau tai mot duong thgmg. Xem bai tap
4.16 cho mot phét biéu chat ché.

1.18. Téng quat hoa Pinh ly [[2lcho dudng cong trong R? (va ca R").

1.19. Phac hoa dudng cong dinh mirc C cho béi f(x,y) = 0véi f(x,y) = y — |x|. Chii y rang f khong thia
man céc diéu kién trong Dinh ly LT bsi vi 9f /dx tai diém (0,0) trén dudng cong 1a khong ton tai.
Ching t6 du vay van c¢6 mot dudng cong tham sb tron 7 ¢6 anh 1a toan bo C. Liéu c6 dudng cong
tham s héa chinh qui ¢6 tinh chat nay hay khong?

Tt ddy cho dén hét cudn sich, chiing ta don gidn goi "duong cong’ chung cho cd hai dang, dinh mikc va tham so.

14



Chuong 2

Duong cong uon cong nhu thé nao?

Trong chuong nay chling ta sé mo ta duong cong trong IR3 bdi hai ham vo6 hu(mg, dolado congva do x0an.
D6 cong la tiéu chuén dé€ danh gia duong cong sai khéc duong thang (duong thang c6 do do bang khong),
con do xo0an la tiéu chudn danh gia duong cong khong nam trong mot mat phang (duong cong phang co
do xoan bang khong). Cubi ciing ching ta sé thiy do cong va do xoan quyét dinh hinh dang ctia duong
cong.

2.1 DO cong

Chiing ta mu6n do mot dudng cong ‘udn cong’ nhu thé nao. Do ‘dd cong’ nay chi phu thudc vao "hinh
dang’ cua duong cong, nén:

(i) d6 cong khong déi khi dudng cong c6 tham s6 hoa lai.

Hon nita, d6 cong phai théa man céc truong hop don gian ma ta c6 duge tir truc giac, chang han:

(ii) d6 cong cua mot duong théng béng khong, cac duong tron 16n ¢6 d6 cong bé hon cac duong tron bé.

Ghi nhé (ii), ching ta sé 1an ra dinh nghia ctia d6 cong nhd Ménh dé [LTt néu duong cong phang 7 ¢6
4 = 0 tai moi noi, thi  1a mot phan ctia mot dudng thang, vi vy né phai c6 do cong bang khong. Vi vay
do cong ctia ¢ dugc goi y sé bang ||%|| (chting ta ldy chudn vi muén day 1a mét vo hudng, chir khong phai
1a mot vecto). Khong may, né phu thudc (mot cach kha phuc tap) vao tham s6 héa ctia 7. D€ tranh chuyén
nay chiing ta thay bang tham sb héa lai y c6 van téc don vi, tic 1a ||| = 1 & moi noi. (That ra do Hé qua
L IInén khong can thiét phai lo dén kha ning ton tai tham s6 hoa lai.) Vi vay ta c6:

Dinh nghia 2.1. Néu v la dudng cong van téc don vi véi tham s6 s, d cong x(s) tai diém 7 (s) duogc dinh
nghia 13 1(5)||.

Phan dau ctia diéu kién (ii) r6 rang théa man. Phan thit hai, xét dudng tron tdm (x, ) ban kinh R. N6
c6 mdt tham sb héa ¢ van toc don vi

¥(s) = (%0 + Rcos ,yo+Rsmli)
Ta c6
: . S S
g(s) = (—smﬁ,cos E)'
I =/ (=sin2) o (cos 2)7 =1,
chiing t6 rang y c6 van tbc don vi, do d6
. _ 1 1 s
q(s) = ( ECOSE Rsmﬁ)
se 1 S.\2 1 . S .2 1
el = \/(_RCOSR) +(-geing) = ¢



2.1. PO CONG CHUONG 2. UON CONG

do dé do cong ctia dudng tron bang nghich dao ctia ban kinh.
Dé kiém tra diéu kién (i), nhac lai Hé qua[L1] néu (s) 1a dudng cong c6 van tbc don vi, thi cac tham sb
héa lai c6 van téc don vi ctia y déu c6 dang (u), v6i

u=-=s+g,
va ¢ 1a mot hang sb. Theo luat hgp thanh,

dvy d’ydu_ dvy

ds  duds du’

2 2
R aE D -G
s du‘ds’ ds du du du
biéu do chung té r.’?mg do cong ctia duong cong véi bién s c6 van toc don vi cung giéng nhu véi bién u c6
van toc don vi.

Vay lam cach nao dé tinh do cong néu dudng cong 7 (t) khong c6 van tdc don vi? Néu « la chinh qui
(xem Dinh nghia[L.6), thi do Ménh dé[L.5nén 7 c6 mot tham sb hoa lai c6 van téc don vi 4. Chung ta dinh
nghia do cong ctia 7 1a do cong ctia dudng cong c6 van téc don vi 4. Nhung khong phai ludn ludn c6 mot
biéu dién tham sb héa lai mot cach chinh xac (xem Vi du[l7), do d6 chung ta that sy can mot cong thirc
cho d¢ cong chi thong qua -y va t.

Ménh deé 2.1. Gid sir (t) la mot duong cong chinh qui trong R®. Khi d6, d6 cong ciia nd bing

o <l 2.1)

(1
& ddy x la ki hiéu tich vecto, va dau chidm trén dau ki hi¢u d / dt.

Dinhién mét duong cong trong R? c6 thé xem nhu 1a duong cong trong R3 véi toa d cubi bang khong,
nén c6 thé st dung Pt. 2.I) dé tinh d6 cong ctia mot dudng cong phang.

Chitng minh. Gia st 4 (v6i bién s) 1la mot tham s6 héa lai ctia 7 c6 van tde don vi. Ki hiéu dau phdy trén
dau cho d/ds. Khi d6, do luat hgp thanh

,ds
¥ at =
do do
d ds  d%s
- ds/dt Yo% — VY5a
=1l =15 () =11 iﬁfu—ugﬁﬁgw 22)
Ta co

ds ) .
(a)2 = 91> = -4,

va dao ham theo t cho

dsds
atar T
Str dung diéu nay va Pt. (2.2), thu dugc
K:Hw%) 7%%”:HW¢W—7WﬂN
(ds/dt)* [edls '

Str dung dong nhat thic vé tich ctia ba vecto
x (b x ¢) = (a.c)b — (a.b)c

16



CHUONG 2. UON CONG 2.1. PO CONG

(6day a,b,c € R3), thu duogc
¥x (¥ x9) = ¥(79) — ¥(5-9)-

Hon nira, ¢ va 4 X 4 la cac vecto truc giao, nén

19 Cr > E= vl < -

Do do
1) = 4G ax (G x4)
[Rdls [ [*
Il <Al
(1%
_ I xd
(RIS

O]

Néu v 1a duong cong khong chinh qui néi chung ta khong dinh nghia duge do cong ctia né. Du sao,
cong thire @.1) chiing té rang van xéac dinh dugc do cong tai cac diém chinh qui.

Vi dy 2.1. Mot dudong xoin dc tron quay quanh truc z 1a dudng cong c6 dang
7(0) = (acosb,asinb, bh), —00 < 0 < oo,

trong d6 a va b 1a cac hang so.

Néu (x,y,z) la mot diém & trén (dnh ctia) duong xoan dc thi
x=acosf, y=asinb, z = bb,

v6i 0 nao do, nén x? + y?> = a?, ching to rang dudng xoan 6c nam trén hinh tru quay quanh truc z
v6i ban kinh |a|; s6 duong |a| dugc goi 1a bdn kinh cta dudng xoan bc. Khi 6 quay mot goc 27t thi diém
(acosB,asinf,bd) quay mot vong quanh tryuc z va nang theo truc z mot khoang 27b; sb6 duong 27tb dugce
goi la do cao ctia duong xoan b¢ (chung ta léy gia tri tuyét déi vi khong 6 gia thiét cho a hay b 1a s duong).

Bay git ching ta sé tinh d9 cong ctia duding xoan 6c dya vao cong thiic trong Ménh dé2.11 Ki hiéu chdm
trén dau la cho d/d0, ta c6

¥(0) = (—asinf,acos6,b),

Sy (0)]] = Va? + b2

17



2.2. CAC PUONG CONG PHANG CHUONG 2. UON CONG

Diéu d6 ching t6 4(6) ludn ludn khac khong, nén « 1a chinh qui (ngoai trir truong hop a = b = 0, khi d6
dnh ctia dudng xoan bc chi 1a mot diém). Do d6 c6 thé sitr dung cong thirc trong Ménh dé2.1] ta c6

4 = (—acos6, —asinb,0),
2.4 X 4= (—absin6,abcosb, —az),

|(—absin®,abcos®, —a?)||  (a®b®+a*)V/2 _ |af
|(—asinf,acos6,b)||® (a2 +b2)3/2 424 b2

SK = (2.3)
Vi vay d6 cong ctia dudng xoan 6c la hang sb.

Chiing ta thir kiém chiing lai két qua nay qua mot s truong hop da biét. Trudc hét, truong hgp b = 0
(nhung a # 0). Thi duong xoan dc don gian chi la duong tron trong mat phang xy véi ban kinh |a|, nhu da
tinh & Dinh nghia 2. thi d6 cong bang 1/|a|. Mat khac, cong thic 2.3) suy ra do cong bang

4] g _ fal _ 1

a2+02 a2 a2 |al’

Tiép dén, xét truong hgp a = 0 (nhung b # 0). Khi d6 anh ctia dudng xoan bc chi 1a truc z, 1a mot duong
thang nén c6 do cong bang 0. Va cong thic @.3) ciing cho cung két qua khia = 0.

BAI TAP

2.1. Hay tinh d6 cong ctia cac duong cong sau:

@ y(t) = GA+12 3112, 5);
(ii) y(t) = (} cost, 1 —sint, —32 cost);
(iii) y(¢) = (¢, cosht);

(iv) y(t) = (cos®t,sin®t).

Déi v6i dudng hinh sao & cau (iv), chiing té rang do cong tién t6i vo cling tai 1an can mot trong bén
diém (+1,0), (0, £1). So sanh véi hinh vé phat hoa trong Bai tap 1.5.

2.2. Chitng minh rang, néu do cong x(t) ctia mot dudng cong chinh qui (¢) 1a > 0 § moi noi, thi x(t) la
mot ham tron theo t. Hay cho mot phan vi du néu thiéu gia thiét x > 0.

2.2 Cac duong cong phang

Déi v6i cac duong cong phang, ta c6 thé 1am tinh té dinh nghia ctia d6 cong mdt it va c6 mot mo ta hinh
hoc dep.
Gia st y(s) 1a duong cong c6 van toc don vi trong IR%. Ki hiéu d/ds béi dau chdm trén, 1y
t=1%

1a vecto tiép xuc ctia 7; chu ¥ rang t 1a vecto don vi. C6 hai vecto do dai don vi vudng géc véi t; chon vecto
n, la vecto don vi nhan dugc boi quay t moét goc 7r/2 theo ngugc chiéu kim déng hd, ng duoc goi la (vecto)
chudn don vi xdc dinh ddu cta +.

Tir Ménh dé[L.2suy ra t = 4 vudng goc véi t nén né song song vdi n,. Bi vay, ton tai s6 x5 sao cho

;Y = KsNg.
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n, ng

V6 hudng x; dugce goi la do cong ¢ ddu ctia ¢y (n6 c6 thé duong, &m hodc bang khong). Chu y vi ||ns|| = 1
nén

o= 171 = llxsns|| = [xs], (24)
vi vay do cong ctia v 1a gia tri tuyét ddi ctia d cong c6 dau ctia né. Hinh vé dudi day cho ta cach xac dinh
d4u ctia do cong c6 dau.

D6 cong co dau c6 mot mo ta hinh hoc nhu sau:

Ménh dé 2.2. Gid sit y(s) la duong cong phiang cé vén téc don vi, va gid sir ¢(s) la gdc quay tir mot vecto cd do dai
don vi cho trudc tdi vecto tiép xiic t ciia «y. Khi dé
d
KS - j.
ds

Chu y, mac du goc ¢ xac dinh sai khac bdi cong thém boi nguyén cta 27, nhung d¢/ds ludn dinh nghia
tot.

Vay dé cong c6 dau do téc do quay cuia vectd tiép xtic ctia dudng cong. Nhu & hinh vé trén, do cong c6
diu mang diu duong hay &m phu thudc vao t quay theo ngugc hay cting chiéu kim dong ho khi chuyén
dong doc theo dudng cong theo chiéu hudng s tang dan.

Chitng minh. Gia st a la vecto ¢6 do dai don vi cho trudc va b la vecto ¢6 do dai don vi nhan duogc tur a sau
khi quay mot goc /2 nguge chiéu kim dong ho. Khi dé,

t = acosg+bsing,

-t = (—asing+bcos (p)ig,

-.ta = —sin goil;;,
o.Ks(ng.a) = —sin q)izf (Vit=x;ny). (2.5)

Nhung goc gitta ns va a la ¢ + 71/2, 1i do t phai quay mot goc 71/2 theo chiéu kim dong hd dé dén trung
véi n, (xem hinh vé dudi day). Do do

T .
ns.a = cos (q) + E) = —sing.
Thay vao Pt. Z5) ta c6 dang thiic can phai chiing minh. O
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Két qua dudi day sé ching to rang mot dudng cong c6 van téc don vi duge xac dinh (sai khac mot phép
doi hinh trong IR?) néu chung ta biét d6 cong c6 dau ctia né tai moi diém trén dudng cong. Nhac lai mot
phép doi hinh trong IR? 1a mot anh xa M : R? — R? ¢6 dang

M =T, o0 Ry,
trong d6 Ry la phép quay xung quanh gdc toa do6 mot goc 0 nguge chiéu kim dong ho,
Ro(x,y) = (xcosf — ysin6,xsinf + ycosf),
va T, la phép tinh tién bdi vecto a,
Ta(v) =v+a,
vdi moi vecto (x,y) va v trong R?.

Dinh 1y 2.1. Gid sir k : («,8) — R la mt ham tron bat kiy. Khi do, ton tai mét duong cong cd vin toc don vi
v : (a, B) — R? v6i do cong cd dau bing k.

Hon nita, néu % : (x, B) — R? la mot duong cong cé vin toc don vi bt kiy khdc, véi do cong cd ddu bang k. Khi
do ton tai mot phép doi hinh M trong R? sao cho

¥(s) = M(y(s)) wvdimois e (a,p).
Chitng minh. V&i khang dinh dau tién, c6 dinh sp € («, ) va v6i mdi s € (a, ) dinh nghia

o(s) = /sk(u)du, (xem Ménh dé23),

S0

v(s) = (/S cosq)(t)dt,/s sin(p(t)dt).

S0 S0
Khi d6, vecto tiép xtic ctia v 1a
¥(s) = (cos ¢(s), sin ¢(s)),
d6 1a vecto c¢6 do dai don vi tao mot goc ¢(s) dbi véi truc Ox. Nhu vay,  ¢6 van téc don vi va, do Ménh dé
2.3} do cong c6 dau ctia n6 bang

dp d [° B
o= / k(u)du = k(s).

V6i khéng dinh thit hai, gia sit ¢(s) 1a goc gitta truc Ox va vecto tiép xtic c6 do dai don vi 4 cta 4. Khi
do,
¥(s) = (cos(s),sing(s)),
S S
¥(s) = (/ Ccos (P(t)dt,/ sin gb(t)dt) (2.6)

S0 S0
Tir Ménh dé23]ta c6
2 -

Cg(s) = /Sk(u)du+q5(so).

S0
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Thay vao Pt. (2.6), 1iy a la vecto hang #(so) va 6 bang hang sb ¢(sp), thu dugc

y(s) = Ta(/s cos(¢@(t) 4 0)dt, /S(sin o(t) + 9)dt>

S0 S0

= Ta(COSG/sS0 cos cp(t)dt—sin@/sso sin ¢(t)dt,

sinG/ssO COS(p(t)dt‘—cos@/ss0 singo(t)dt) = TaR(;(/s cosq)(t‘)dt,/s sin(p(t)dt)

S0 50

= TaRg(v(s)).

O]

Vidy2.2. Bat ky duong cong chinh qu1 nao c6 do cong la mot hang s6 duong déu la mot thanh phan cta
dudng tron. Dé kiém tra diéu nay, gid st x 1a d6 cong (hing s6) ctia dudng cong 7, va ks 1a do cong c6 dau
cta noé. Khi do, tu Pt. 2.4) suy ra

Ks = EK.

Xét truong hop x; = « tai mot s6 diém & trén dudng cong va ks = —« tai mot sd diém khac, nhung diéu
nay khong thé xay ra vi ks 1a mot ham lién tuc theo s (xem bai tap 2.4), nén theo Pinh ly Gid tri Trung gian,
néu x; nhan ca hai gia tri ¥ va —« thi n6 phai nhan tit ca cac gia tri & gitra. Nhu vay, hodc x; = « tai moi
diém trén dudng cong, hodc ks = —« tai moi diém trén dudng cong. Tirc 1a x5 1a mot hang sb.

Viéc con lai la ching to, véi bat ky gid tri nao cda «, ching ta déu c6 thé tim duge mot duong cong
tham s6 vdi x5 1a do cong c6 dau. Theo dinh ly & trén, bat ky dudng cong nao c6 do cong c6 dau la x; déu
c6 thé nhan dugce tir dudng tron nay qua mot phép doi hinh. Do phép quay va phép tinh tién bién duong
tron thanh dudng tron, nén bat ky dudng cong nao c6 do cong c6 dau 1a hang s6 phai la (mot phan) dudng
tron.

Tham s6 héa c6 van toc don vi ciia dudng tron véi tdm tai goc toa do va ban kinh R la

v(s) = (Rcos — R , Rsin ;)
Vecto tiép xuc ctia né

. S S
t=(s) = ( st,cosR)

la vecto c6 do dai don vi tao thanh mot goc 71/2 +s5/R déi véi truc Ox:

s/ R
s/ R
X
Do do6, do cong c6 dau cta vy 1a
i(EJri)_l
ds‘2 R’ R’

Vay néu s > 0 dudng tron c6 ban kinh 1/xs ¢6 do cong c6 dau bang ;.
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Vi du 2.3. Dinh ly 2] chiing té rang chiing ta c6 thé tim dugc dudng cong véi do cong ¢6 dau bang mot
ham tron cho trudc. Nhung c¢6 nhitng d6 cong don gian ma duong cong lai phuc tap. Léy vi dy, do cong
c6 dau x4(s) = s. Theo nhu chitng minh ctia Dinh Iy [2.1] lay so = 0, thu duoc

2

‘ V2]

7

)dt,/sosin(t;)dt).

p(s) = /soudu:
y(s) = (/socos(

N o

0.59

Tich phan nay khong tinh dugc qua cac ham “co s&. (N6 xuét hién trong ly thuyét nhiéu xa ctia anh
séng, & d6 nguoi ta goi la tich phdn Fresnel. Mac du Euler kham pha ra dau tién, nhung duong cong « duoc
goi 1a duong xoin éc Cornu). Dung tinh toan tich phan bang phuong phap sé ta ¢6 hinh vé ctia ¢ nhu & trén.

e .

Mot cau hoéi ty nhién dat ra la liéu Dinh 1y 2.11c6 con ding khong néu ta thay 'd6 cong c6 dau’ béng 'dd
cong’. Phan dau tién dung néu (va chi néu) c6 gia thiét k > 0, do ¢6 thé chon v c6 do cong c6 dau k nén né
cling ¢6 do cong k. Phan sau ctia Dinh ly 2.1 khong con ding nita. Chang han, ching ta c6 thé 1dy duong
cong (tron) ¢ ¢6 phan —1 < x < 1 tring véi truc hoanh, phan con lai ndm phia trén truc hoanh. (Ban doc
c6 thé viét phuong trinh cho dudng cong nay, xem bai tap 1.19.) Ta thuc hién phép lat dbi xiing qua truc x
cho phan duong cong x < 0. Dudng cong mdi cé cting dd cong nhu +y (xem bai tap 2.12), nhung rd rang ta
khong thé c6 né bang phép doi hinh dbi véi . Xem bai tap 2.13 dé c6 mot phién ban ctia Dinh ly 21 dting
cho d6 cong thay vi do cong c6 dau.

BAI TAP
2.3. Chting minh rang néu v 1a dudng cong c6 van tdc don vi thi

l:ls - _Kst.

2.4. Chiing minh rang do cong c6 diu cta bat ki dudng cong chinh qui 7(t) nao déu la ham tron theo .
(So sanh vai bai tap 2.2.)
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

29.

2.10.

Gid st y(t) = (e cost, ekt sint), voi —oo < t < co va k 1a mot hang sb khac khong (day 1a dudng xoan
dc 16garit - xem bai tap 1.4). Chitng minh rang c6 duy nhat mot tham sb c6 van téc don vi s ctia 7 sao
chos > 0v6imoi t vas — 0khit — F néu £k > 0, hay viét s nhu 1a ham theo t. Ching minh do
cong c6 dau ctia v 1a 1/ks. Nguoc lai, hdy mo td dudng cong c6 do dai c6 hudng bang 1/ks voi hang
s6 k khac khong nhu mot ham ctia d dai cung s.

Puong cong c6 van tdc don vi y ¢6 tinh chét vecto tiép xtic ¢(s) tao thanh mot géc 6 ¢ dinh véi (s)
v6i moi s. Chitng minh:

(i) néu @ = 0, thi 7 la mot phan ctia duong thang (viét ¢ = rt va chira x; = 0);

(ii) néu 6 = 71/2 thi 7 1a mot duong tron (viét ¢ = rny);
(iii) néu 0 < 0 < 71/2, thi 7 1a dudng xoan bc 16garit (ching t6 ).
Gia st (t) 1a duong cong chinh qui va A 1a mét hang s6. Dinh nghia duong cong song song ¢ cta v
nhu sau

v () = (t) + Ang(t).

Chuing minh rang néu |Axs(t)| < 1 v6i moi ¢, thi 4* 1a dudng chinh qui va do cong c¢6 dau ctia né
bang x5/ (1 — Axks).

Gia st ¢ 1a duong cong c6 van toc don vi c6 do cong khac khong & moi noi. Dinh nghia tim ciia df
cong &(s) ctia v tai diém 7 (s) la

€(s) = 1) + L rgyme(s).

Chting minh rang dudng tron c6 tam &(s) va ban kinh |1/x;(s)]| tiép xtic v6i v tai y(s) va c6 ciing do
cong vdi v tai diém d6. Puong tron nay dugc goi la duong tron madt tiép véi v tai diém v (s). (Hay vé
hinh minh hoa.)

Véi ki hiéu nhu bai 2.8, xét &(s) nhu tham s6 héa ctia mot dudng cong mdi, goi né 1a duong phip bao
ctia 7 (néu v la mot duong cong chinh qui thi duong phap bao cta né la duong tham sb héa lai ¢6
van téc don vi ctia nd). Gid st s(s) # 0 v6i moi gid tri s (ddu cham trén ki hiéu cho d/ds), c6 thé gia
st &5(s) > 0 v6i moi s (vi c6 thé thay s bdi —s). Chitng minh rang d6 dai cung cta e 1a ug — %(S), v6i
up la mot hé“mg sb, tinh do cong c6 dau ctia €.

Chung minh duong phap bao cta xycloit
y(t) = a(t —sint,1 —cost), 0<t<2m,

voia > 01la h?ang S0, béng
e=a(t+sint,—1+ cost)

(xem bai tap 1.7), bang mot phép tham s héa lai nao d6, ching t6 e c6 thé nhan dugc tir ¢ qua phép
tinh tién trong mat phang,.

Mot s¢i day c6 do dai bang ¢ duge gan vao diém s = 0 ctia mot dudng cong (s) c6 van téc don vi.
Ubn s¢i day theo dudng cong sao cho trong qua trinh uén thi dau day kia vach thanh duong cong

(s) = v(s) + (£ =5)¥(s),

v6i 0 < s < £ va dau chdm trén ki hiéu cho d/ds. Puong cong 1 dugc goi la duong thin khai cta y (néu
7 1a duong cong chinh qui, ching ta dinh nghia dudng than khai ctia né la tham sb hoéa lai c6 van
téc don vi ctia ). Gia str do cong c6 dau s ctia ¢ luon khac khong, chang han x(s) > 0 véi moi s.
Chiing minh rang do cong c6 dau ctat1la 1/ (¢ —s).
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2.11. Gia st y 1a mot dudng cong chinh qui. Chiing minh rang

(i) duong than khai cia duong phap bao cta v la duong cong song song voi «.
(ii) duong phap bao ctia duong than khai cua v la +.

(C6 thé so sanh cac khang dinh nay véi: tich phan ctia dao ham ctia mot ham tron f thi bang f cong
v6i hang s6, con dao ham ctia tich phan ctda f thi bang f.)

2.12. Chiing minh rang viéc 1y d6i xtiing ctia mot duong cong qua mot duong thang lam thay dau d6 cong
c6 dau ctia no.

2.13. Ching minh néu hai duong cong phang 7 (t) va 4(t) c6 ciing d6 cong khac khong v6i moi ¢, thi 4 ¢6
thé nhan dugc tir ¢ bang mot phép doi hinh hodc mot phép ddi xing qua mét duong thang sau khi
thuc hién moét phép doi hinh.

2.3 Duong trong khong gian

Chti dé ma chuing ta quan tdim chinh trong cudn sach nay sé la dudng cong (va mat cong) trong IR3, tic 1a
duong trong khong gian. Trong khi dudng cong phang hoan toan xac dinh bdi do cong ctia né (xem Dinh
ly 2.7), thi diéu nay khéng con ding déi véi duong trong khong gian. Vi du, dudng tron c6 ban kinh bang
don vi trong mét phang Oxy va dudng xoan 6¢c v6ia = b = 1/2 (xem Vi duZT) c6 cling d6 cong & moi noi,
tuy nhién r6 rang khong thé chuyén tir duong nay sang dudng kia bdi t6 hgp cac phép quay va cac phép
tinh tién. Chting ta sé dinh nghia mot kiéu do cong khéc cho cac duong trong khong gian, dugc goi 1a dg
xoin, va chiing ta sé chitng minh d¢ cong cting véi do xoan sé xac dinh dudng cong sai khac mot phép doi
hinh (Pinh 1y 2.3).
Gia st (s) 1a mot dudng cong c6 van toc don vi trong R3, va dit t = 4 1a vécto tiép xtic don vi ctia né.
Néu dg cong x(s) khdc khong, chung ta dinh nghia phdp tuyén chinh ctia v tai diém v(s) la vécto
n(s) = —t(s) (2.7)
Do ||t|| = x, nén n la vecto don vi. Mt khac, theo Ménh dé[L.2) t.t = 0, nén t va n vuéng géc v6i nhau. Tix
do suy ra
b=txn (2.8)

1a vécta don vi vudng goc véi ca t 1an n. Vécto b(s) duge goi la trung phdp tuyén cta v tai diém y(s). Nhu
vay, {t,n, b} 1la mot co s& tryc chuén cua R3, va theo chiéu tay phai, tuc la

b=txn, n=bxt t=nxb.

Do b(s) 1a vécto don vi v6i moi s, nén b vudng géc véi b. Bay gior chiing ta sé dung ‘luat nhan’ déi véi
dao ham theo bien s ctia tich vécto ctia cadc ham gia tri vécto u va v:

i(u>< )——ux tux X
ds iz Y ds’
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Ap dung diéu nay cho b = t x n thu dugc
b=txn+txn=txn, (2.9)

va theo dinh nghia (2.7) cua n,
txn=xnxn=0.

Phuong trinh (2.9) chung to b vudng goc voi t. Do vudng goc vdi ca t va b, nén b phai song song voi n, vi
vay
b = —1n, (2.10)

v6i T 1a mot vo hudng, va goi n6 1a dé xoin ciia  (dau trir 1a ngam dinh). Cha y rang dé xoan chi dinh nghia
duoc néu dd cong khac khong.

Di nhién, ching ta dinh nghia d¢ xoan ctia moét dudng cong chinh qui y bat ky qua do xoan ctia tham
s6 hoa lai c6 van téc don vi ctia y. Nhu trong truong hgp do cong, dé xem diéu nay c6 nghia nhu thé nao,
chiing ta phai chiing t6 rang néu thay déi tham s6 c6 van toc don vi clia 7y c6 dang

u=-=4s+g,

v6i c 1a hang sd, thi T khong ddi. That vay, khi thay déi tham sé thi cac vécto da dinh nghia & trén thay déi
nhu sau:
t— +t,t— tn—nb— £b,b— b.

Tt phuong trinh 2.8) suy ra 7 — .
Nhu ching ta da lam déi véi do cong trong Ménh dé 2.1} c6 thé dua ra mot cong thirc tinh do xoan ctia
mot duong trong khong gian « chi thong qua -y, ma khong can diéu kién tham s6 hoa lai c6 van tbc don vi:

Ménh dé 2.3. Gid sir y(t) la mot duong cong chinh qui trong R3 véi d6 cong khic khong moi noi. Khi dé do xoin
cua né dugc xdc dinh boi
o X @1
19 < 4

trong do ki hi¢u dau chdm trén cho d /dt.

Chd y rang cong thirc nay chimng té T(#) dinh nghia & moi noi trén dudng cong v(t) ma tai d6 do cong
x(t) khac khong, tir Ménh dé 211 thi day la diéu kién dé mau s6 clia vé phai trong dang thic trén khéc
khong.

Chitng minh. Chung ta c¢6 thé 'nhan dugc’ Pt. (211) bang lap lai cdc bude nhu chiing minh ctia Ménh dé
2.1l Tuy nhién c6 cach khéc dé va r6 rang hon sé dugce trinh bay dudi day, méc du phuong phap nay doi
hoi biét trudc két qua cua T nhu Pt. @.11).

Trudc hét chiing ta xét truong hop  ¢6 van toc don vi. St dung cac Pt. 27) va 210),

T=-nb=-n(txn)=-n(txn+txn)=-—n(txn).
Vin = if = 14 nén
= fox ()
- (o (b3 £9)
1

= F’Y(’Y X ),
do#.(4 x %) =0vaq.(¥ x ¥) = —%.(4 x 4). Nén ta c6 Pt @IT) do y c6 van toc don vi, 4 va 4 vudng gdc,
do do
1>l = Al = 1171 = x.
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Trong truong hop tong quat, gia st s 1a do dai cung doc theo 7 va ki hiéu d/ds béi ddu phay. Khi d6

s
,Y_ dt’Y,

L ds\2_, d%

Do do
7X7::<§f¢xyﬁ
i) = (F) 70 <)

va vi vay

Y (v x7) _ 9"(v x9")

R D

Vidy 2.4. Tinh d6 xoan ctia dudng xoan 6¢
¥(0) = (acosf,asinb, bo)
da dugc hoc trong Vi du.1l Ta c6

4(0) = (—asinf,acosh,b),

<

~~
>

N—
I

(—acosb,—asin6,0)
¥(0) = (asin6,—acosb,0).

Do do

4 x4 = (absin®, —abcosb,a?)
ly < #1> = a*(a® +1%),
(¥ x9)-4 = @,

va vi vy do xoan
L (¥ < 4)-F _ a’b _ b
x4 ~ 2@+ 2+

Chd y rang do xoan ctia dudng xoan dc trong vi du trén bang khong khi b = 0, khi d6 dudng xoan 6¢
chi 1a duong tron trong mat phang Oxy. Piéu nay cho ching ta mot suy dién hinh hoc cho dé xoan, nhu
khéng dinh sau day:

Ménh dé 2.4. Gid sit y la mgt duong cong chinh qui trong R® vdi @9 cong khdc khong moi noi (tifc la d6 xoin T
ctia vy dinh nghia duoc). Khi dd, anh ciia y nam trong mot mit phing khi va chi khi T bang khong tai moi diém trén
duong cong.

Chiing minh. Chung ta c6 thé gia stt ¢ ¢6 van téc don vi (vi tham sb héa lai ctia ¢ khong 1am thay déi do

xoan hay tinh chat nam trén mot mat phang ctia duong cong). Ki hiéu tham s6 ctia y 1a s va d/ds bsi dau
chdm trén nhu thong thuong.
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Trudic hét gia st anh ctia y nam trong mat phang r.a = d, trong d6 a la vécto hang va d 1a mot hang s6
(r1a vécto vi tri ctia mot diém trong R3). Ta c6 thé gia thiét a la vécto don vi. LAy dao ham cda y.a = d theo
bién s, thu duoc

ta = 0, 2.12)
sta = 0 (via=0),
skna = 0 (vif=xn),
sona = 0 (vik#0). (2.13)

Cac phuong trinh 212) va (2.13) ching t6 t va n déu vuong goc véi a. Diéu d6 ching td rang b = t x n
song song v&i a. Do a va b 1a cac vécto don vi, va b(s) 1a ham tron (nén cling lién tuc) theo bién s, suy ra
phai c6 b(s) = a v6i moi s hodc b(s) = —a v6i moi s. Trong ca hai truong hgp, b 1a mot vécto hang. Nén
b =0,suyrat=0.

Nguoc lai, gid st T = 0 & moi noi. Theo Pt. (210), b = 0, vi vay b la vécto hang. Nhu chiing minh & trén
4 phai nam trong mét phang r.b = constant. Xét

d 1 -
%('y.b) =4b=tb=0,

suy ra 4.b 1a mot hang s, ta dat bang d. Diéu nay c6 nghia la y nam trong mat phang r.b = d. O

C6 mot thiéu sét trong tinh toan ma chung ta mudn xét dén. D6 13, nhu da biét, véi mot duong cong c6
van toc don vi, thi
f=xn vab=—1n

(d6 la cac dinh nghia tuong tng cta n va 1), nhung ching ta da khong tinh n. That ra né khong khoé. Do
{t,n, b} 1a co s4 trye chuan theo chiéu tay phai cia R?,

b=txn, n=bxt t=nxb.

Do do,
n=bxt+bxt=—1tnxt+xbxn=x«t+ 1b.

Két hop nhitng diéu nay lai, ta c6

Dinh 1y 2.2. Gid sit v la duong cong cé vin tc don vi trong R® vdi d cong khdc khong moi noi. Khi dé

t = xn
n = —«xt+71b (2.14)
b = —7n.

Cac phuong trinh (2.14) dugc goi la cac phuong trinh Frenet-Serret (hoac déi khi c6 tén nguoc lai, Serret-
Frenet). Chu y ma tran

0 x 0
-x 0 T
0O —1 0

biéu dién t, n va b thong qua t, n va b 1a ma tran phan déi xing. Diéu nay gitip ngudi ta nhé dugc cong
thuc. ('Li do’” ¢6 ma tran phan déi xung, xem bai tap 2.22.)
Sau day la mot ing dung don gian cta Frenet-Serret:

Ménh dé 2.5. Gid sit y la mot duong cong cé vin téc don vi trong R® vdi d6 cong hing sé va do xoan bang khong.
Khi do, y la (mot phﬁn ctia) duong tron.
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Chirng minh. Két qua nay that ra la mot hé qua cia Vi du22lva Ménh dé 24, nhung ching minh sau day c6
tinh xay dung va cho nhiéu thong tin, d6 1a thong tin vé tam va ban kinh ctia duong tron va vé mat phéng
chuta duong tron do.
Theo ching minh cda Ménh dé 24, trung phép tuyén chinh b 1a vécto hang va  thi ndm trong mt
phéang vuong géc véi b. Xét
d
ds (

& day ching ta da st dung tinh chat d6 cong « 1a hang s6 va phuong trinh Frenet-Serret

1 1
y+on) =t+_n=0,

n=—xt+1b=—xt (vit=0).

Do dé, ¢ + %n la moét vécto h.:ng, dat b‘:?mg a, vivay

1
'y—l—%n = a, (2.15)

l=all = - ol =

Y = . =
Diéu nay ching to o ndm trén mét cau c6 tim a va ban kinh 1/x. Do giao cia mot mat phang va mot mat
cau la duong tron, ta c6 diéu pha1 chung minh. (Chu y rang mat phang giao voi mat cau tai duong tron 16n
nhét, vi n song song v6i mat phang, vi vay theo Pt. (2.15) tAm a ctia médt ciu ndm trén mat phang.) O

Chuing ta két thic chuong nay bang mot két qua tuong tu nhu Dinh ly 2.1 cho dudng cong trong khong
gian. Nhac lai mot phép doi hinh trong R® 1a mot phép tinh tién va mot phép quay quanh goc toa do.

Dinh 1y 2.3. Gid sit y(s) va 4(s) la hai duong cong cd vin téc don vi trong R3, cé cung do cong x(s) > 0 va cing
do xodn T(s) vdi moi s. Khi dé, ton tai mot phép doi hinh M trong R3 sao cho

¥(s) = M(y(s)) vdimois.

Hom nita, néu k va t la cdc ham tron vdi k > 0 moi noi, thi ton tai mt duong cong ¢ vdn toc don vi trong R? c6 do
cong la k va do xoan la t.

Chitng minh. Gid st t, n va b tuong ung la cac véctd tiép xtic, phap tuyén chinh va trung phéap cta 7
va t, n va b tuong tu cho 4. Gia st sy la mot gia tri c6 dinh ctia tham s6 s. Do {t(so), n(so),b(s0)} va
{t(s0),n(s0), b(s0)} la cac hé truc chuén ctia R® c6 chiéu tay phai, nén c6 mot phép quay quanh goc toa dd
bién hé nay thanh hé kia véi thit ty vécto tuong ting. Hon nita, c6 mot phép tinh tién dua (sp) dén 4(so)
(ma khong anh hudng dén t, n va b). Thuc hién phép tinh tién sau d6 dén phép quay, ta c6 thé gia thiét

¥(s0) = ¥(s0), t(s0) = E(s0),m(s0) = f(s0), b(so) = b(s0) (2.16)

Xét biéu thurc
A(s) =tt+in+b.b.

Tix Pt. 2.16), ta c6 A(sp) = 3. Mat khdc, do t va t 1a cac vécto don vi, t.t < 1, ddu bang xay ra khi va chi khi
t = t; tuong ty ddi véi fi.n va b.b. Do d6 A(s) < 3, diu bang xady ra khivachikhit=t,fi=nvab =b.
Nhu vay, néu chiing ta c6 thé chitng minh A 1a hang s6, thit = t, tic1a 4 = 4, do d6 4(s) — y(s) 1a hang
s6. Nhung 1an nita theo Pt. (Z16), hang s6 nay phai bang khong, vay 4 = 1.

Do d6 dbi voi phan dau cda dinh ly, chiing ta dua vé viéc chiing minh A 1a hang s6. Nhung st dung
phuong trinh Frenet-Serret:

A = tt+fn+bb+ti+nn+bb
kit + (—xt+ b).n + (—7h).b + t.xn + fi.(—«xt + Tb) + b.(—Tn),

28



CHUONG 2. UON CONG 2.3. DPUONG TRONG KHONG GIAN

va no triét tiéu do cac sb6 hang tirng cip khit nhau.
Déi v6i phan hai cta dinh Iy, trude hét theo ly thuyét phuong trinh vi phan, cac phuong trinh

T = kN, (2.17)
N = —kT+1B, (2.18)
B = —iN (2.19)

c6 duy nhat nghiém T(s), N(s), B(s) sao cho T(sg), N(so), B(sp) 1a cac vécto truc chudn chinh tac i =
(1,0,0),j =(0,1,0), k = (0,0,1) tuong tng. Do ma tran

0 k O
—k 0 t
0 -t 0

biéu thi T, N va B qua T, N, B 1a phan ddi xing, suy ra cac véctd T, N va B truc chudn vdi moi gia tri cta s
(xem Bai tap 2.22).
Bay gio ta dinh nghia

Khi d6, 4 = T, vi vay do T la vécta don vi, nén v c6 van toc don vi. Tiép dén, T = kN theo Pt. 217), nén N
1a vecto don vi, k 1a d6 cong ctia oy va N 1a phap tuyén chinh. Tiép dén, do B 1a vécta don vi vudng géc véi
TvaN,B = AT x N véi A la mot ham tron theo s va béng +1vdimois. Dok =i x j,nén A(sp) = 1, suy
ra A(s) = 1 véi moi s. Do d6, B 1a vécto tring phép ctia «y va theo Pt. (2.19),  1a d6 xoan ctia 7. O

BAI TAP

2.14. Hay tinh x, T, t,n va b d6i véi mbi dudong cong duéi day, kiém chimng lai cac phuong trinh Frenet-
Serret:

() 7(t) = (31 + 12,31 - 572, 4);
f)
2.15. Chiing minh rang duong cong

la duong cong phang.

2.16. Chung minh duong cong trong Bai tap 2.14(ii) 1a mét duong tron, hay tim tam va ban kinh cua no,
va tim mét phang chira né.

2.17. MO ta tat cd cdc dudng cong trong R3 v6i do cong hang s6 x > 0 va do xoan hang s6 7. (Chi ra mot
duong cong c6 do cong « va do xoan 7 la du.)

2.18. Chung minh do x0an ctia mot duong cong chinh qui 7(f) 1a mot ham tron theo ¢ néu né xac dinh.

2.19. Gia st 7(t) la dudng cong c6 van téc don vi trong IR?, va do cong «(t) ctia n6 khac khong véi moi .
Dinh nghia mét duong cong mdi J nhu sau
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2.20.

2.21.

2.22.

Chirng minh J 1a duong cong chinh qui va néu s la do dai cung tham sb cta J thi

ds
=K.

=

Ching minh rang d cong ctia J la
2

1
T2\ 2
(1+3)"
va hay tim cong thitc cho do xoan ctia 6 theo «, T va cac dao ham ctia ching déi véi ¢.

Mot duong cong chinh qui v trong R3 véi do cong > 0 duogc goi la duong xoin bc tong qudt néu vécto
tiép xtic cia né hgp thanh mot géc cb dinh 6 véi mot vécta cb dinh a. Chirng minh do xoan T va do
cong « ctia 7y ¢6 quan hé T = =+« cos 0. (Gid thiét y ¢6 van toc don vi va chiing td a = tcos 0 + bsin.)
Ching minh diéu ngugce lai, néu do xodn va do cong ctia mot duong cong chinh qui c6 quan hé
T = Ax v6i A 1a mot hang s6 thi dudng cong 1a mot dudng xoan 6c téng quat. (Vi vay, cac Vi dulIlva
2.4 chiing t6 mot dudng xoan dc vong quanh la dudng xoan 6c téng quat.)

Gid st y(t) 1a duong cong c6 van toc don vi véi x(t) > 0 va T(t) # 0 véi moi t. Chitng t6 rang, néu
nam trén mot mat cau thi

T d/k

‘ (—) . (2.20)

x  ds \TK?2

(Néu ¢ nam trén mat cau cé tdim a vaban kinh 7, thi (y —a).(y —a) = r
Nguoc lai, néu Pt. 220) théa man thi

2; sau d6 lay dao ham 1ap lai.)

P’ + (po)* =12

v6i hang sb (duong) r nao d6, trong d6 p = 1/x va o = 1/, va chiing t6 y ndm trén mot mat cau c6
ban kinh r (Xét ¢ + pn + pob.) Hay kiém ching Pt. (2.20) théa man déi véi dudng cong Viviani (Bai
tap 1.9).

Gia str (a;;) la mot ma tran phan déi xing 3 x 3 (tuc la a;; = —aj; voi moi i, ). Gid st vy, v va vz la
cac ham tron ctia tham so ¢ thoa man cac phuong trinh vi phan

3
Vi= ) v,
=1

v6ii = 1,2 va 3 va gid st vdi gid tri tham s6 sy nao d6 cac vécto v (sg) , va(so) va vs(sp) 1a trire chudn.
Chitng minh vy (s), v2(s) va v3(s) truc chuan véi moi s. (Tim mot hé cac phuong trinh vi phan bac
nhat cho tich v;.v;, va sit dung tinh duy nhat nghiém neu cho trudc cac dieu kién dau.)

Phan con lai ciia cudn sdch, qui wdc tat cd cdc duong cong tham sé la chinh qui.
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Chuong 3

Cac tinh chat toan cuc cia duong cong

Cho dén nay tat ca cac tinh chat ctia duong cong chung ta thdo luan déu la ‘dia phuong’: chiing chi phu
thudc vao dang diéu cta duong cong trong lan can mot diém cho truéc, chit khong phu thudc vao hinh
dang "toan cuc’ ctia dudng cong. Trong chuong nay chiing ta sé khao sat mot s6 két qua toan cuc vé duong
cong. N&i tiéng nhat, va c6 1é c6 nhét, d6 1a ‘'bat dang thitc dang chu’, ban dén quan hé gitta d6 dai (chu vi)
cta duong cong ‘déng’ v6i dién tich ma né bao quanh.

3.1 DPuong cong dong don

Trudc hét trong chuong nay chiing ta sé ban dén mét dang dudng cong dugc goi la ’dudng cong déng don'”.
Mot cach tryc gidc, cac duong cong nhu thé 'ndi kin’ nhung khong tu cat nhau. Dinh nghia chinh xac nhu
sau:

Dinh nghia 3.1. Gid st a € R 1a mot hang s6 duong. Mot duong cong dong don trong R? v6i chu kiy a 1la mot
duong cong (chinh qui) 7 : R — IR? sao cho

v(t) = (') khi va chi khi ' — t = ka v6i sb nguyén k nao dé.

Nhu thé diém v(t) quay trd lai diém dau khi  taing thém a, chit khong phai trude do.

Puong cong dong don (trai) va khong dong don (phai)

Mot ket qua vé topo trong R? thong dung nhung khong tam thuong, la Dinh ly duong cong Jordan, dinh
ly néi rang méi duong cong dong don trong mat phang c6 mot ‘phan trong” va mot ‘phan ngoai’: néi chinh
xac hon, tap hop cac diém trong R? néu khéng nam trén dudng cong v 1a hop rdi ctia hai tap con ctia R?, ki
hiéu bdi int(v) va ext(vy), chung c6 cac tinh chat sau day:

(i) int(7y) bi chin, nghia 1a né nam trong mot dudng tron c6 ban kinh da 16n.
(ii) ext(7y) khong bi chan;

(iii) ca hai mién int(v) va ext(vy) déu lién thong, nghia la ching c6 tinh chat bat ky hai diém trong cuing
mot mién c6 thé ndi bdi mot dudng cong ndm trong mién dé (nhung bat ky dudng cong ndi mot diém
ctia int(7y) v6i mot diém cta ext(vy) déu cat ngang dudng cong 7).
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Vidu 3.1. DPuong tron tham s

2rtN . /27t
- (o (2 in ()
la duong cong déng don véi chu ky a. Di nhién, phan trong cta v 1a {(x,y) € R?|x? + y* < 1} con phan
ngoai ctia y 1a {(x,y) € R?|x?> +y? > 1}.

Tuy nhién khéng phai dudng cong déng don nao cling xac dinh dugc phan trong va phan ngoai mot
cach dé dang. Chang han, hay xac dinh xem diém P trong hinh vé dudi day nam & phan trong hay phan
ngoai ciia duong cong dong don?

Do méi diém trén mot dudng cong déng don 7 ¢6 chu ky a déu la vét ctia «y v6i tham s6 ¢, khi ¢ bién déi
mot doan c6 khoang cach bfing a bat ky, Chéng han 0 < t < g, nén ¢6 li do khi ta dinh nghia d¢ dai ctia y boi

() = [ I3l @)

trong d6 ddu cham trén ki hiéu dao ham cua v theo tham s6. Do 7 chinh qui, nén n6 c6 mét tham s6 héa
lai c6 van toc don vi 4 v6i do dai

s= [ I4w)ldu

ctia y la tham sb ctia n6 (sao cho 4(s) = y(t)). Cha y

sy = [ = [ Taldu+ [ laolde = 6 +0),

ddtv =u—avado y(u —a) = y(u), thu dugc

/ﬂtﬂ I (u) | du = /Ot 19(0) | do = s(t).

Do do
F(s(t) =F(s(t)) & y(t) =9(t") &t —t=ka & s(t') —s(t) =kl(y),

trong d6 k 1a mot s6 nguyén. Diéu nay ching té 4 1a mét duong déng don véi chu ky £(v). Chu ¥ rang, do
4 ¢6 van tbc don vi, diéu nay ciing ding cho do dai ctia 4. N6i tom lai, chiing ta luén cd thé gid sit duong dong
don c6 vin toc don vi va nd cd chu ki ciia bang do dai.

Thong thudng ta xét duong cong déng don v ¢6 dinh hudng duong. C6 nghia 1a chuén don vi xac dinh
dau n, ctia ¢ (xem §2.2) hudng vao bén trong int(+y) tai moi diém ctia 1. Diéu nay ludn luén thuc hién dugc
bang cach thay tham s6 ¢ ctia ¢ bdi —t, néu can thiét.

Trong cac hinh vé trén, mdi tén cho biét chiéu ting ctia tham s6. Hay xdc dinh xem dudng cong déng
don & trang trude ¢6 dinh huéng duong?
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Duong cong dinh huéng duong (trai) va dinh hudng am (phai)

Trong tiét sau, chung ta sé quan tim dén dién tich ctia mién bao bdi mot duong déng don «, tic la

A(int(y / / dxdy. (3.2)
1nt

Ta c6 thé tinh né nho vao Dinh ly Green, nhac lai: v6i moi ham tron f(x,y) va g(x,y) (tic 1a cdc ham c6 dao
ham riéng lién tuc & moi cap),

//mt ag_>dXdy:Lf(xry)dx+g(x,y)dy,

vdi ¢ la mot duong cong dong don dinh hudng duong.

Ménh dé 3.1. Gid sir y(t) = (x(t),y(t)) la mot duong cong dong don dinh hudng duong trong R? véi chu ki a,
khi do

A(int(y 2/ xy —yx)d (3.3)
1

Chitng minh. Thay f = —3y,¢ = 5x vao dinh ly Green, thu dugc

1
Al(int(y)) = > / xdy — ydx,
v
tir d6 ta co ngay Pt. (3.3). O

Chd y, mic du cong thire & Pt. (3.3) phu thudc vao tham sb ¢ ctia 7, nhung rd rang tir dinh nghia (3.2)
ctia A(int) (), n6 khong thay déi néu ¢ dugce tham sb héa lai.

BAI TAP
3.1. Ching minh rang do dai £(vy) va dién tich A(int)(v) khong ddi qua phép doi hinh ctia 7 (xem §2.2).

3.2. Chung minh duong ellip
v(t) = (acost,bsint),

trong d6 a va b 1a cac hang sb duong, 1a mét dudng déng don. Tinh dién tich phan trong ctia né.
3.3. Ching minh duong limacon
v(t) = ((1+2cost)cost, (14 2cost)sint)

la mot duong cong (chinh qui) ¢6 (¢t + 27r) = (t) véi moi gia tri cta f, nhung ¢ khong phai la
duong dong don.

3.4. Chiing minh rang néu v(t) 1a mot duong cong dong don c6 chu ky 4, va t, ng va ks tuong tng la cac
vécto tiép xtic, chudn don vi xac dinh diu va do cong c6 dau, thi

t(t+a) =t(t), ns(t+a) =n(t), xs(t +a) = xs(t).
(LAy dao ham phuong trinh (¢t + a) = (t).)
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3.2 Bat dang thitc dang chu

Két qua quan trong nhét vé tinh toan cuc ctia duong cong phang la
Pinh ly 3.1 (Bt dang thitc dang chu). Gid sit -y la mot duong cong dong don va £(), A(int(vy)) tuong iing la

do dai va dién tich phan trong ciia né. Khi do

Alint(7)) < (1)

diu bang xdy ra khi va chi khi y la mot duong tron.

R6 rang dang thic xay ra déi v6i « 1a duong tron, vi khi d6 £(y) = 27R va A(int(v)) = 7R?, trong dé
R la ban kinh ctua duong tron.
Dé chiing minh dinh Iy nay, ching ta can mot két qua tir gidi tich, d6 1a bat diang thitc Wirtinger:

Ménh dé 3.2. Gid sit F : [0, 7] — R la mgt ham tron théa man F(0) = F(rr) = 0. Khi dé

/On (ill:)dt > /On E(t)2dt,

ddu bing xdy ra khi va chi khi F(t) = Asint véimoit € [0, 7t], vdi A la mot hing sé.
Thira nhan két qua nay bay gio chung ta sé ching minh bat drimg thuc déng chu.

Chitng minh . D€ lam don gidn ching minh, truude hét ching ta sé chudn bi mot vai gia thiét cho . Pau tién,
c6 thé gia st v duge tham s6 héa béi do dai cung s. Tuy nhién, do c6 7w xuat hién trong Dinh ly , sé thuan
tién néu ta giad st chu ky ctia vy 1a 7. Néu ta thay d6i tham s6 ctia v tir s thanh

t=ms/l(y), (3-4)

duong cong thu dugc van dong don, va c¢6 chu ky 7t vi khi s tang (), t tang 7t. Do d6 tir bay gis chung ta
sé giad st v dugc tham sb héa st dung tham sb t nhu trong Pt. (3.4).

Don gian héa thit hai, chd y rang ¢(v) va A(int(y)) khong thay déi néu thuc hién phép tinh tién dbi
v6i y bdi y(t) — y(t) + b, véi b 1a vécto hang bat ky (xem Bai tap 3.1). LAy b = —+(0), chiing ta c6 thé gia
thiét ¢(0) = 0, tirc 1a c6 thé gia thiét y bat dau va két thic tai gbc toa do.

Dé ching minh Dinh ly B2 chung ta sé tinh £(v) va A(int(vy)) nho stt dung hé toa do cuc

x =rcosf, y =rsinf.

Theo luat hop thanh, ta c6
PP =it 0%, xy —yx = 1?0,

trong d6 d/dt duoc ky hiéu bdi ddu cham trén. Khi d6, st dung Pt.3.4, thu dugc

, . dx\2 = ,dy.2 dx,2 dy.2\ ,ds\2  £(v)?

2, 252 _ (9% aYyz _ (82X 27 2y =

P = ()" G = (G + G G =~ (3.5)
vi (dx/ds)? + (dy/ds)? = 1. Hon nixa, tir Pt. (3.3), ta c6

Aint(y)) = % /O " (xy— yi) = % /O " 26dt. (3.6)

Diéu can chiing minh tuong duong véi

1

(1) = A(int(y)) > 0,
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dau bang xay ra khi va chi khi  1a mot duong tron. Theo Pt. (3.5),

/ﬂ(f2 +r260%)dt = o
0 T

Do d¢, st dung Pt. (3.6),

5(7)2 : I Y R Tm oy, 1
e A(mt('y))—i/o (2 + 126%)dt E/0 P0dt = T,

trong do
n . .
7= / (2 4 120 — 2,20)dt. (3.7)
0
Vi vay dé két thiic chitng minh, chiing ta can chira Z > 0, va Z = 0 khi va chi khi y 1a mét duong tron.
6-a
0
Bang tinh toan don gian,
T . s
7= / (0 — 1)%dt + / (2 — 12)dt. (3.8)
0 0

Tich phan dau tién & vé phai Pt. 3.8) r6 rang > 0, va tich phan sau > 0 do bat dang thitc Wirtinger (lay
F =r:chuyrang r(0) = r(7t) = 0 vi ¥(0) = y(7r) = 0). Do d6 Z > 0, dau bang xay ra khi va chi khi ca hai
tich phan nay bang khong. Nhung tich phan dau tién bang khong chi khi § = 1 véi moi £, con tich phan
thit hai bang khong chi khi r = Asint véi A 1a mét hang s6 nao d6 (do Wirtinger). Vi vay 6 = t + a, véi a
1a mot hang s6, nén r = Asin(f — ). Dé dang nhan ra trong hé toa do cuc day la phuong trinh dudng tron
c6 ban kinh A. Ta két thuc chiing minh Dinh 1y B.21 O

Bay gid chiing ta sé chitng minh bat dang thitc Wirtinger:

Dat G(t) = F(t)/ sint. Vi ki hiéu didu chAm trén cho d/dt, ta c6

s T
/ F2dt = / (Gsint + G cos t)*dt
0 0
T, T T
— [ Gsin?t+2 [ GGsintcostdt+ [ G cos? tat
0 0 0
Tinh tich phan ting phan:
T s
2/ GGsintcostdt = stintcost‘g—/ G?(cos® t — sin® t)dt
0 0
T
= / G2 (sin® t — cos® t)dt.
0
Do do6
T o T T
/ FXdt = / Gsin2t+/ G?(sin® t — cos? t)dt+/ G? cos? tdt
0 0 | 0 ) . 0
= / (G + G?)sin® tdt:/ det—i—/ G? sin? tdt,
0 0 0
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va

T, T T,
/ F2dt — / F2dt = / G2 sin? tdt.
0 0 0

Tich phan & vé phai rd rang > 0, va né bang khong khi va chi khi G = 0 v6i moi ¢, tic 1a, khi va chi
khi G(t) bang mot hang sb, chang han A, v6i moi t. Vay F(t) = Asint, ta c6 diéu phai chiing minh.
O

BAI TAP

3.5. St dung bét dang thirc dang chu cho ellip

(v6iavablacac hé“mg s duong), hay ching minh

27
/ Va2 sin? t + b2 cos? tdt > 271\ ab,
0

diu bang xay ra khi va chi khi a = b (xem bai tap 3.2).

3.3 Dinh ly Bon dinh

Chung ta két thic chuong nay bang mot két qua néi tiéng vé duong cong 16i trong mat phang. Mot duong
cong dong don - dugc goi la 16i néu phan trong ctia né int(y) 1a hinh 16i, theo nghia thong thuong tic 1a
moi doan thang néi hai diém bét ky trong int(«) hoan toan nam bén trong né.

Puong cong 10i (trai) va 16m (phai)

Dinh nghia 3.2. Mot dinh cia duong cong (t) trong R? 1a diém ma do cong c6 dau «; tai d6 c6 tinh 6n
dinh, tuac 1a dxs /dt = 0.

Dé thay dinh nghia nay khong phu thudc vao tham s héa cho 7 (xem Bai tap 3.7).
Vidu 3.2. Duong ellip y(t) = (acost,bsint), véia va b la cac hang s6 duong, 1a mot duong cong déng don
16i v6i chu ky bang 27t (xem céac Bai tap 3.2 va 3.6). Dé dang tinh dugc do cong c6 dau ctia né bang

ab

Ks(t) = .
«(t) (a2sin” t + b2 cos? t)3/2

Do do6
dic;  3ab(b* —a?)sintcost

At (a?sin2t + b2 cos? t)5/2

triét tiéu tai ding bon diém trén ellip, d6 1a cac diém véit = 0,71/2, 7w va 371/2, 1a diém cubi ctia ellip ndm
trén hai truc toa do.

Dinh Iy sau day chi ra s6 dinh bé nhat ma mot duong cong déng don cé thé cé.
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CHUONG 3. TINH CHAT TOAN CUC 3.3. DINH LY BON DINH

Dinh 1y 3.2 (Dinh Iy Bon dinh). Moi duong cong dong don 16i trong R? déu cd it nhit bon dinh.

That ra dinh ly van ding néu bo di gia thiét 16i, nhung ching minh sé phiic tap hon chitng minh ma
ching ta dua ra dudi day.

Chitng minh. Chung ta c6 thé gid thiét 7 (t) c6 van toc don vi, chu ky bang do dai £ ctia né. Xét tich phan
14
| s

dau chdm trén ki hiéu cho d/dt. (Nhéc lai & Bai tap 2.4, s la mot ham tron theo t.) Ly tich phan tirng phan
va sit dung phuong trinh ny = —x(t) (xem bai tap 2.3), thu dugc

l ¢ l l
/O Koydt = — /O Koyt = — /O Kotdt = — /0 fydt = ng(£) — ns(0) = 0. (3.9)
Vi ks dat dugc moi gia tri ciia né trong doan dong [0, £], vi vay ks phai nhan gia tri cuc dai va cuc tiéu cta
no tai cac diém, chang han tuong ting P va Q ctia 7. Ta ¢6 thé gid sit P # Q, néu khong ks phai la ham hang,
nén  1a mot dudng tron (xem bai tap 2.2), va moi diém ctia 7y déu 1a dinh. Gia st a 1a vécto don vi song
song véi vécto PQ, va gia st b 1a vécto thu duge bang cach quay a mét goc 71/2 nguge chiéu kim dong ho.
Xét tich vécto cta tich phan trong Pt. (3.9) véi vécto héng b, thu duoc

/0 e (yb)d = 0. (3.10)

Gia str chi c6 P va Q la cac dinh ctia . Do v 16i, nén duong thang ndi P va Q chia  thanh hai cung, va do
/- \
Q

Duong cong 10i (trai) va 16m (phai)

P

gitta chung khong c6 dinh nao khac, ching ta c6 thé gia sit &5 > 0 & phan cung nay va &; < 0 & phan cung
kia. Nhung ham l4y tich phan & vé trai ctia Pt. (3.10) ludn ludn > 0 hodc ludn ludn < 0 (ngoai trir tai P va
Q thi no triét tiéu), do do6 tich phan phai > 0 hoac < 0, vo 1i.

Do d6, ton tai thém it nhat mot dinh, Chéng han R. Néu khong c6 dinh nao khéc thi ba biém P, Q va R
chia  thanh ba cung, méi cung c6 &5 luén luén > 0 hodc < 0. Vi thé &; phai cing diu & hai cung ké nhau.
Do d6, c6 mot dudng thang chia « lam hai cung, s > 0 & phan cung nay va ;s < 0 & phan cung kia. Twong
tu nhu & phan trén ta c6 diéu vo 1i. O

BAI TAP
3.6. Chung minh rfing ellip trong Bai tap 3.2 1a 16i.

3.7. Chiing minh dinh nghia ctia mét dinh ctia mo6t duong cong khong phu thudc vao tham s6 hoa cta
no.

3.8. Chung minh limacon trong Bai tap 3.3 chi ¢ hai dinh.
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Chuong 4

Cac mat cong trong khéng gian ba chieu

Trong chuong nay chung ta sé gidi thiéu mot vai cach khac nhau dé ra mot cach toan hoc khai niém cua
mat cong. Mac du don gian nhéat coi mat cong nhu la mot miéng va, nhu thé da da cho hau hét cuén sach,
nhung nhu vay chua thé mo t& mot cach thda dang cho cac dbi tugng ma ching ta mudn goi la cac mat
cong. Chang han, mat cAu khong phai 1a mot miéng vé, nhung né c6 thé mo ta béi dén hai miéng va mot
cach thich hgp. Y tudng dang sau phép dén nay kha don gidn, nhung viéc thuc hién mot cach chinh xac
hoa ra c6 mot chiit phiic tap. Ching ti c6 gang lam gidm thiéu nhitng phién ha nay bang cach dua nhing
chitng minh can sy kién nhan & tiét cubi cing ctia chuong nay; nhirng két qua dé khong dugce stt dung &
ché khac trong cubn sach nén néu mudn c6 thé bd qua. That ra, cac mat cong (d6i 1ap véi miéng va) sé dugc
st dung mot cach chinh xac chi mét vai ché trong cubn sach.

4.1 Mat cong la g1?

Mot mat cong 1a mot tap con ctia R® ma méi 1an can cia méi diém tya nhu mot manh cta R?, Chéng han
bé mat cta qua dia cau, mac du né gan nhu 1a mot mat cau, nhung doi véi mot nguoi ding trén mat dat
quan sat thi n6 duong nhu la mot mat phang. Dé hiéu mot cach chinh xac nhitng nhém tir “tua nhu’ va ‘lan
can’ truéc hét chiing ta can c6 mot vai chuan bi. Ching ta sé phat biéu cho R” v6i moi n > 1, mac du chi
can cho n = 1,2 hoac 3.

Trude hét, mot tap con U caa R" dugc goi la md, néu véi moi diém a trong U, ton tai mot s6 duong e sao
cho moi diém u € R” cach diém a mot khodng cach bang £ déu nam trong U:

aclUvalu—al|<e=uel.
Vi dy, toan bd R" 1a mot tdp md, ciing nhu dbi véi
Di(a)={ueR"||u—al <r},

qud cau md tdm a ban kinh r > 0. (Néu n = 1, mot qua cau md dugc goi 1a mot khodng md; néun = 2 né
dugc goi la moét dia mao.) Tuy nhién,

Di(a)={uecR"[[u—a| <}

khong md, vi véi s6 ¢ nhd nhu thé nao cling déu c6 mot diém cach diém (a1 + 7,4z, ..., an) € D,(a) mot
khoéng cach bang ¢ ma né khong nam trong D, (a) (chang han lay diém (a1 +r + §, a2, ..., a,)).

Tiép dén, néu X va Y tuong ting la cac tp con ciau € R” vau € R”, métanh xa f : X — Y dugc goi
1a lién tuc tai mot diém a € X néu cac diém gan véi diém a 6 anh qua f 1a cac diém trong Y gan véi diém
f(a). Chinh xéc hon, f lién tuc tai a néu v6i méi e > 0, ton tai 6 > 0 sao cho

ucXvalu—al|<dé=|f(u)—f(a)] <e
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Va f dugc goi la lién tuc néu né lién tuc tai moi diém thuodc X. Hop ctia hai anh xa lién tuc 1a lién tuc.

Dua vao dinh nghia ctia tap mé, ta c6 khang dinh tuong duong sau: f lién tuc khi va chi khi, véi moi
tap mg V trong IR, t6n tai tdp md U trong R™ sao cho f anh xa U N X vao trong V NY.

Néu f : X — Y lién tuc va song anh, va anh xa ngugc ciané f ! : Y — X ciing lién tuc, thi f dugc goi
1a mot dong phéi va X dugce goi la dong phdi véi Y.

Bay gity ching ta da c6 thé di dén khai niém mat cong trong IR3.

Pinh nghia 4.1. M6t tap con S cua R3 duoc goi la mot mat cong néu véi moi diém P € S, ton tai mot tap
md& U trong R? va mot tap md W chira P trong R? sao cho S N W dong phdi véi U.

Nhu vay moi mot mat cong dugc trang bi boi cac dong phoi o : U — SNW, ma Chung ta sé goi la cac

mzeng vd hodc cac tham s0 hda. Tap hop tat c& cac miéng va nay dugc goi la mot bin do cia S. M6i mot diém
clia S ndm trong anh ctia it nhat mot miéng vé trong ban dd ctia S. Li do cho thuat ng nay sé 6 hon qua
cac vi du dudi day.
Vi du 4.1. Mbi mat phéng trong R® 1a mot mat cong v6i ban d6 1a mot miéng va. That vay, gia st a 1a mot
diém nao d6 trén mat phang, p va q la hai vécto vuong goc véi nhau, c6 do dai don vi va song song véi
mat phang da cho. Khi d6 méi vécto song song véi mat phang la mot t6 hop tuyén tinh cta p va q, c6 dang
up + vq véi cac vo huéng u va v. V6i r la mot diém bét ky trén mat phang, thi vécto r — a song song v6i
mat phgmg, do do6

r—a=up-+vq,
r=a-+up-+oq,

vdi cac vo hudng u va v nao d6. Nhu vay c6 thé xét manh va la
o(u,v) =a+up+oq,

va anh xa ngugc cua no la
-1
o (r) = ((r—a)p, (r—a)q)

Tir cac cong thirc trén c6 thé thiy ngay rang o va ¢! 1a cac anh xa lién tuc, do d6 o 1a mot ddong phoi.
(Chung ta sé khong kiém tra chi tiét diéu nay.)

Trong vi du tiép theo chiing ta sé thay vi sao can phai xét dén mat cong, ma khong phai chi 1a cic miéng
va.
Vi dy 4.2. Xét mit cau don vi

S ={(x,y,z) eR¥| *+y*+22 =1}

la mot mat cong. Tham s6 hién nhién nhat 1a thong qua vi do 0 va kinh d6 ¢:
(6, p) = (cos B cos ¢,cosBsin ¢,sinf).

Néu khong han ché (6, @), thi o khong phai 1a mét song anh (va do d6 né khong phai la mot dong phoi).
bé phu hét mat cau, rd rang chon nhu sau la du

N\:l

—5 <0<, 0<g<om

Tuy nhién, tap hop cac diém (6, ¢) thda man cac bat dang thuc trén khong phai la mot tap con mé cta R?,
vi vay n6 khong thé coi nhu 1a mot miéng va. Tap md 16n nhat thda man cac bat dang thuc trén la

u=-{(,9¢) | —§<9<g, 0< ¢ <2m},
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nhung khi d6 anh ctia o : U — RR? khong phai la toan boé mit cAu, ma 1a phan bu ctia nita dudng tron 1on
C bao gf)m cac diém trén mat cau c6 toa do (x,0,z) véi x > 0. Do d6, o : U — R3 chi phu lén mot ‘manh’
clia mat cau. Mot 1an nitra, ching ta sé khong kiém tra chi tiét tai sao ¢ la mot dong phoi gitra U va phan
giao ctia mat cau véi tap md

W = {(x,y,z) € R®| x < 0hodcy # 0}.

Vi vy dé ching t6 mat cau la mot mat cong, chung ta can phai xay dung thém it nhat mot manh va
nita dé phti ndt phan mét cau bi o bd qua. Vi dy, xét & la manh va nhan duge bang cach quay ¢ mot goc 7t
quanh truc Oz va sau d6 mét goc 7t/2 quanh truc Ox. Cu thé, & : U — R3 xac dinh bdi

(6, ¢) = (—cosBcos @, —sinf, — cos 0 sin @)

(tap m& U cing giébng nhu trong truong hop ctia ). Anh ctia & 1a phan bu1 ctia nira dudng tron 16n € bao
gSm cac diém trén mat cau co toa do (x,1,0) véi x < 0 (xem hinh vé dudi day). Ro rang C va C khong giao
nhau, vi vdy hgp thanh cta cc dnh ctia o va & 1a toan bd mat cau. Chu y rang hau hét cac diém cta mat
cau nam trén anh ctia ca hai manh va.

Mot truc gidc r6 rang, tuy nhién chiing minh khong phai la hién nhién, d6 1a mat cAu khong thé pht boi
duy nhat mot manh va (xem Bai tap 4.5).

Vi du cubi cling ctia chiing ta (tai thoi diém nay) 1a mot tap con ctia R® gan nhu 1a, nhung khong phai,
mot mat cong.
Vidu 4.3. Xét mdit non duip

S={(xyz) e R®|x*+y*> =7}

D€ nhan thiy day khong phai la mot mat cong, gid st o : U — SN W la mot manh va chia dinh (0,0,0)
clia mat non, va gia stt a € U la diém tuong tng véi dinh nay. Ching ta c6 thé gia thiét U la mot qua cau
md véi tdm a, vi moi tdp m& U chita a phai chita mot qua ciu mé nhu thé. RS rang tdp ma W phai chira
mot diém p trong phan bén dudi S_ v6i z < 0 cia S va mot diém q trong phan bén trén S véi z > 0 cta
S; goi b va c la cac diém tuong ting thudc U. RS rang ton tai mot dudng cong 7t nam trong U di qua b va
¢, nhung khong di qua a. Qua anh xa ¢ anh ctia né 1a dudng cong ¢ = ¢ o 7t nam tron trong S, di qua p va
q, nhung khong di qua dinh. (Chu y rang trong trudng hop tong quat, v khong tron ma chi lién tuc, nhung
diéu nay khong 1am anh hudng dén khang dinh.) Diéu nay khong thé xay ra. (Ban doc thanh thao vé topo
tap diém c6 thé dua ra 1ap luan chat ché cho khang dinh nay.)

Néu chuing ta bo di dinh thi sé nhan dugc mat cong S— U S N6 ¢6 mdt ban d6 bao gom hai miéng va
ocr:U— RS veiU=MR?\{(0,0)}, xac dinh béi anh xa ngugc ctia phép chiéu 1én mat phang Oxy:

oy (u,v) = (1,0, £V u?+02).

Nhu trong vi du ctia mat cau, mét diém a ctia mot mat cong S néi chung ndm trong nh ctia nhiéu hon
mot miéng va. Gidstt o : U - SNWvaé: U — SNW lahaimiéngvaimaae SNWNW.Do o vaéla
cdc dong phoi, nén e 1 (SNWNW)vae H(SNWNW)lacictapmd V C Uva V C U tuong ting. Dong
phdi hop thanh o o & : V — V dugc goi la dnh xa chuyén tt dén . Néu ki hiéu anh xa nay la ®, ta c6

o(i1,9) = o(P(i,9))
voi moi (i1, ) € V.

BAI TAP
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4.1. Chitng minh dia mé trong mat phang Oxy la mot mat cong.
4.2. Chiing minh rang mdt try tron xoay
S={(x,y,2) eR¥| 2 +y* =1}
c6 thé phti béi mot miéng va, vi vay né la mat cong. (Goi y: Lay U la mat phang bo di 1 diém.)

4.3. Dinh nghia cac miéng va ¢ : U — R® cho mat cau c6 ban kinh don vi tir viéc gidi phuong trinh
x% 4+ y% + z> = 1 bién x theo y va z:

i (u,v) = (V1 —u?—v%,u,v),

xéac dinh trén tap mé U = {(u,v) € R2|u? + v* < 1}. Tuong ty, gidi phuong trinh theo y va z c6
thé dinh nghia dugc twong ting cdc miéng va ¢ va o3 (v6i cing mot U). Chiing minh rang véi sdu
miéng va nay mat cau c6 cau tric mat.

TIILrrrernn

4.4. Hyperboloid mot tang la
S={(x,y,2z) ERx* +¢y* 22 =1}.

(Hinh vé ctia mot hyperboloid c6 thé xem trong Ménh dé 4.6.) Chitng minh rang, véi méi 6, dudng
thang
(x—2z)cosf = (1—y)sinf, (x+2z)sinf = (1+y)cosb

nam trén S, va méi diém ctia S thi nam trén mot trong nhitng duong thang nay. Hay chiing t6 S ¢6
thé pht bGi mot miéng va, do d6 no6 la mot mat. (So sanh vdi truong hop mat tru trong Bai tap 4.2.)
Hay tim mot ho duong thang thit hai trén S, va hay chiing t6 rang bat ky hai duong thang nao trong
ciing mot ho thi khong cat nhau, trong khi méi duong thang thudc ho thi nhat thi giao véi tat ca cac
duong thang thudc ho thit hai ngoai trir mot truong hop. Vi thé ngusi ta goi S 1a mt thudc kép.

4.5. Chiing minh rang mit cau don vi khong thé phu bang mot miéng va. (Can kién thic vé topd tap
diém.)

4.2 Mat tron

Trong Hinh hoc vi phan chiing ta sé dung cac tinh toan giai tich dé nghién cttu cac mat (va cting nhu cac
déi tugng hinh hoc khac). Chang han ... Véi Iy do d6, ching ta can xét cac mat véi cac cau tric b6 sung.

Trude hét, véi U 1a mot tap con md caa R, anh xa f : U — R” duoc goi la tron néu moi trong n thanh
phan cua £, 1a cic ham U — R, ¢6 dao ham riéng lién tuc & moi cap. Khi d6 cac dao ham riéng cda f dugc
tinh mdi thanh phan. Vidy, néum =2van = 3,va

f(u,0) = (A(w,0), fa(u,0), f3(u,0)),

thi
ﬁz(%%%> §:<%%%)
ou ou’ou’ ou/’ v dv’ ov’ dv /'
va tuong tu cho cac dao ham cp cao hon. Ching ta thudng dung cach viét ngan gon sau:
of of

azfu/ %:fvl
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0°f 0°f 0°f

W: nmy m: uvs @:fz}v/
va tuong ty. Chu y rfang f.o = fou, Vi tat ca cac dao ham riéng cua cac thanh phén cua f lién tuc.
Bay gid thi c6 thé néi dén tinh tron ctia cac miéng va o : U — R? trong ban do6 cta S. Tuy nhién ching
ta can thém mot diéu kién nita.

Dinh nghia 4.2. M6t miéng va o : U — R® duoc goi 1a chinh qui néu né tron va cac vécto o, va o, doc lap
tuyén tinh tai moi diém (u,v) € U. Mot cach tuong duong, o tron dong thai tich vécto o, x ¢, khac vécto
khong tai moi diém cua U.

Cudi cuing chuing ta di dén dinh nghia ctia 16p cadc mat sé dugc hoc trong cudn sach nay.
Dinh nghia 4.3. Mot tron 1la mot médt ¢ ma ban do bao gom cac miéng vé chinh qui.
Vi dy 4.4. Mat phang trong Vi du@1]1a mot mat tron. Do
o(u,v) =a+up+vq

ro rang la tronva o, = p, 0, = q doc lap tuyén tinh (vi p va q theo cach chon la cac vécto c6 do dai don vi
vuong goc voi nhau).

Vidu 4.5. Mat cau c6 ban kinh don vi S? trong Vi dul£2}, c6 ¢ va & tron. Dé kiém tra tinh chinh qui, tinh
oy = (—sinfcos ¢, —sinfsinp,cosf), o, = (—cosfsing,cosbcos @,0),

dan dén
o9 X 0y = (— cos? 0 cos ¢, — cos® fsin @, — sin 6 cos 0)

do do |log x oyl = | cosf|. Hon nita néu (0, ¢) € U, thi —71/2 < 6 < 71/2, do d6 cos 6 # 0. Tuong tu, c6
thé kiém tra tinh chinh qui cta &-.

Trong Bai tap 4.3 chung ta cho mét ho cac miéng va khac phu mat cau don vi S?, va cing dé dang kiém
tra dugc tinh chinh qui ctia ching (xem Bai tap 4.7). Cuing v6i Vi dulLh] chiing ta ¢6 hai ban do6 cho S? bao
gdm cdc miéng vé chinh qui, vi thé cAu hoi dit ra: ban d6 nao ching ta ding dé nghién cttu mat cau? Cau
tra 10i 1a chiing ta c6 thé dung mbi mot, hodc ca hai. V&i tdm miéng va trong Bai tap 4.3 va cting vdi Vi du
ta c6 ban do thu ba. Trong hau hét cac truong hop (khong phai tat ca, xem Dinh nghia ??), véi moi mat
ta c6 thé dung thuat ngir bdn do cuc dai, d6 1a ban d6 chia tat ca cac miéng va chinh quic : U — SNW,
trong d6 U va W, tuong ung, la cac tdp con md cua R? va R3. Céc miéng va nhu vay duoc goi la cac miéng
va chip nhdn dugc ctia S. Ban d6 cyc dai khong phu thudc vao cach chon nao.

Hai két qua dudi day c6 vé khong thu vi ngay, nhung chiing rat quan trong cho hé qua sau do.

Ménh dé 4.1. Cic dnh xa chuyén ciia mt mdt tron la tron.

Chiing minh ctia khang dinh nay sé dugc trinh bay trong Tiét 4.7. Két qud tiép theo nhu 1a diéu khang
dinh ngugc lai.
Ménh dé 4.2. Gid sit U va U la cdc tdp con mé cia R?> va o : U — R® la mot miéng vd chinh qui. Gid sir
@ : U — U la mt song dnh tron vdi dnh xa nguoc @1 : U — U ciing tron. Khi d6, & = 0 o ® : U — R3 la mot

mieng vd chinh qui.

Chitng minh. Miéng va & 1a tron do hgp thanh ctia cac anh xa tron la tron. Véi tinh chinh qui, gia st
(u,v) = ®(iI, 7). Theo qui tdc day chuyeén,

ou v . alg +8£
a5 " 99

Q

i = 2Oyt -0y, 5=

b
| ~ ~ (4 0
ofl o’ "
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4.2. MAT TRON CHUONG 4. MAT CONG

vi vay
dudo dudv
il d0  d7 01l

V6 hudng trong vé phai clia phuong trinh trén la dinh thic ctia ma trdn Jacobi

)

ctia ®. Nhac lai kién thiic trong giai tich, néu ¥ va ¥ 1a hai anh xa gitra cdc tap md trong R?,

J(¥o¥) =J(¥)/(¥).

G Xy = ( ) Ty X . 4.1)

—
—~
o
~—
|
7N
QJQJ‘Q.)
[SESIEN
SHISESTAS

(That ra, diéu nay tuong duong véi qui tic day chuyén cho dao ham riéng cAp mét cia Vo ¥.) LAy ¥ = @
va¥ =@ 1 taco J(@ ') = J(®) L. Dac biét, ](®) kha nghich, vi vay dinh thitc ciia né khac khong va tir
Pt. (4.I) suy ra ¢ chinh qui. O

Néu cac miéng va chinh qui & va & nhu trong ménh dé trén, ching ta néi & 1a mot tham sé héa lai cta o,
con ® 1a dnh xa chuyén. Chu y rang ¢ khi d6 ciing 1a mot tham s héa lai cta &, vio = o d 1.

Cing chd y rang, néu ¢ : U — SNWva ¢ : U — SN W Ia hai miéng va chdp nhan dugc cta
mot mat tron S, vanéu V. C U va V C U la cac tdp con md sao cho (V) = (V) = SNWN W, thi
® =0 log:V — Vlasong anh, tron va c6 &nh xa ngugc cling tron do Ménh déE1] Vi vay, & 1a mot tham
s6 héa lgi ciia o tai nhitng noi ma cd hai déu xdc dinh.

Nhan xét nay dan dén mot nguyén 1i rit co ban ma ching ta sé st dung trong sudt cuén sach. D6 13,
chiing ta c6 thé dinh nghia mot tinh chat ciia bat ky mdt cho trudc nao néu chiing ta cd thé dinh nghia né cho moi
miéng vd chinh qui vdi diéu kién nd khong thay doi khi miéng vd dugc tham sé héa lai.

Dé minh hoa nguyén li nay, ching ta dinh nghia cai goi 1a dnh xa tron f : S; — S, trong d6 S; va S, la
cac mat tron. Theo nguyén li chung ctia ching ta, c6 thé gia stt S; va S, duge phti bdi chi méi mot miéng
vao: U — R3vaos,: Uy — R3, vadinh nghia nay phai khong bi anh huong bdi tham s6 héa lai ctia g
va 3. Do o1 va o, 1a cac song anh, mdi dnh xa f 81 — Sy cho taanh xa (72_1 ofooy: U — Uy, vaching
ta néi rang f tron néu anh xa nay tron (chting ta da c6 khai niém tron ctia mot anh xa gitta cac tap con md
ctia R?). Bay gio gid st &1 : Uy — R3va &, : U, — RR?1a cac tham s6 héa lai ctia o1 va o, v6i @1 : Uy — Uy
va @, : U — U, tuong ting la cac 4nh xa tham s6 héa lai. Ching ta phai ching té rang 4nh xa tuong tng
&, 0 fodlatronnéu o, o f ooy tron. Didu nay ding, do

0y 0f001 = 031 0(5208, )0 fo(G1007")0d
= (6,1 0d2)0 (0, ofo0y)o(6;!)0d)
= q);lo(aglofoal)oél,

va @1, ®, ' 1a cdc 4nh xa tron (gitta cic tdp con md ctia R?).
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Chuong 5

Do cong Gauss va anh xa Gauss

Chung ta sé gidi thiéu hai d6 cong khac ctia mat, d6 la d6 cong Gauss va d6 cong trung binh. Mdc du ca hai
do cong nay két hop lai thi cting cho thong tin nhu hai d¢ cong chinh, tuy vay chting 6 nhiéu y nghia hinh
hoc hon. Péc biét trong chuong 10 chung ta sé thAy mot tinh chat dang chi y, d6 cong Gauss khong déi khi
ta uén ma khong lam gian mat cong, diéu nay khong xay ra déi véi cac do cong chinh. Trong chuong nay
chuing ta sé ban dén mot s6 tinh chat co ban ctia cac do cong Gauss va trung binh, va y nghia hinh hoc ctia
chuing.

5.1 DO cong Gauss va do cong trung binh

Dinh nghia 5.1. Gia st x; va «; la hai do cong chinh cia m6t manh va. Khi d6 d¢ cong Gauss ctia manh va
la

K = x1x2,
va dg cong trung binh ctia n6 1a

1
H= E(Kl +K2).

Chu y c6 mét vai tac gid thuong bo qua thira s6 1/2 trong dinh nghia cia H, mac dut nhu vay thi c6 vé
mau thuan véi nghia thong thuong ctia ‘trung binh'.

Theo Bai tap 6.17 thi do cong Gauss khong thay d&i khi tham s héa lai mat cong, trong khi d6 cong
trung binh thi c6 thé thay d6i béi dau. Vi vay dd cong Gauss dugc dinh nghia tot cho bat ki mdt cong S ndo.

Dé dang thu dugc cac cong thitc cu thé cho H va K nhu sau:

Ménh deé 5.1. Gid sit o(u,v) la mot manh vd va cic dang co ban thit nhdt va thit hai ciia nd tuong iing la
Edu? 4 2Fdudv + Gdv* wva  Ldu® + 2Mdudv + Ndv?.
Khi do:

: _ LN—-M2.
(i) K= G%5—p

) 17 _ LG-2MF4NE.
(i) H="5c )

(iii) Cdc dg cong chinhla H + v H? — K.
Chitng minh. Theo Dinh nghia ??, cac d6 cong chinh «1, k, 1a nghiém ctia phuong trinh

L—-xE M-—xF| _

M —xF N-—«G =0
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5.1. PO CONG GAUSS VA PO CONG TRUNG BINH CHUONG 5. DO CONG GAUSS

. (L—xE)(N —xG) — (M —«xF)?> =0,

. (EG — F*)x* — (LG — 2MF + NE)x + LN — M? = 0.
Tir dinh ly Viet suy ra:
LN — M? 1 LG — 2MF + NE

K = = — H = — =
farxe = po—pr H= 3t r) = —Fe—

Khang dinh cubi 1a do tir dinh nghia ctia H va K suy ra x1 va «; la nghiém ctia phuong trinh
K* —2HK + K =0,
vi vay nhan cac gia tri H £ vVH? — K. O

Vi du 5.1. Dbi véi mat cau don vi, theo vidu 22 thix; = x» = 1, do d6 K = H = 1. Déi v6i mat tru tron
xoay ¢6 ban kinh 1, theovidu ?? thix; =1,k =0,dod6 K =0, H = %

Vidu 5.2. Trong Vidu ?? chung ta da xét mat tron xoay cho bdi
o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinov, g(u)),
trong d6 gia thiét f > 0va f2 + ¢*> = 1 khap noi (ddu chdm trén ki hiéu cho d/du). Chiing ta da tinh dugc

E=1F=0F=f?

L=f§—f¢M=0N = fg
Theo Ménh déB.1(i), d6 cong Gauss bang

_LN-M* _ (f§-f9)fs
K=—c—F = [ (5.1)

Chung ta c6 thé lam don gidn cong thitc trén nho diéu kién f2 + ¢ = 1, 1dy dao ham dang thic nay theo
bién u suy ra

ff+$8=0,

L (fE-F98=—-ff-f¢ =1

Vidu 5.3. D6i voi mat ké, xét phuong trinh

o(u,v) =y =v(u)+0éu),
(xem Vi du ??). Ki hiéu d/du béi dau cham trén, ta c6

(ru:'y+v5,crz,:5,

,',o.uvza,o.vvzo.
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CHUONG 5. PO CONG GAUSS 5.1. PO CONG GAUSS VA PO CONG TRUNG BINH

Do dé, néu N = (0, X 0)/||ou X 0] 1a vécto phap tuyén chuan tac cta o, thi M = ¢,,.N = §.N and
N =0.Do do

a2 (AN2
(_ LN-M _ —(6N)

= <
EG—F? EG—FZ_O'

tirc 1a dg cong Gauss ciia mét ké 1a mot s6 dm hodc bang khong, c6 thé chirng minh khang dinh nay bang cach
khac (xem Bai tap 7.8). Chung ta sé quay trd lai vi du nay trong Muc 7.3.
BAI TAP

5.1. Tinh d6 cong Gauss va d6 cong trung binh ctia mat

o(u,v) = (u+v,u—ov,uv)
tai diém (2,0,1).

5.2. Tinh d6 cong Gauss cua mat helicoid va mat catenoid (xem cac Bai tap 4.14 va 4.18).

5.3. Tinh d6 cong Gauss cia mat z = f(x,y), trong d6 f la mot ham tron.

5.4. Véi ki hiéu nhu trong Vi du5.3] ching minh

(i) néu § 1a vécto phap tuyén n ctia 7 hodc 1a vécto trung phap b ctia né, thi K = 0 khi va chi khi bg
la mot duong cong phang. (stt dung Ménh dé2.4);
(ii) néu v la mot dudng cong trén mit S va § 1a phap tuyén chudn tac ctia S, thi K = 0 khi va chi
khi v 1a mot duong thang cong ctia S (st dung Bai tap 6.18.)
5.5. Gi st o la biéu dién tham s6 ctia mat xuyén trong Bai tap 4.10, va gia st K 1a d6 cong Gauss ctia né.
Chiing minh rang

/[ kaa, =o.
(Y nghia ctia két qua nay sé dugc giai thich trong Muc 11.3.)

5.6. Ching minh rang do cong Gauss va do cong trung binh khéng déi sau mét phép doi hinh, nhung
qua phép vi tu (x,y,z) — a(x,y,z), trong d6 a 1a mot hang sb khac khong, thi chiing thay déi boi
nhan théma2vaa?, tuong ung.

5.7. Chiing minh rang d6 cong Gauss va do cong trung binh ctia mot manh va o : U — R® la cac ham
tron trén U. Chung minh cac d¢ cong chinh la cac ham tron trén moi tdp con md cta U ma trén do6 o
khong c6 diém rén nao. (St dung Ménh dé[5.11)

5.8. Chung minh rr?mg K < 0 tai moi diém thudc duong cong tiém can trén mot mat cong (sit dung Hé
qua ??). Dua vao d6, bang mot cach khac chiing minh do cong Gauss ctia mot mat ké < moi noi (st
dung Bai tap 6.12).

5.9. Ching minh rang, néu Fj;; 1a dang co ban ctia mot manh vé o (xem Bai tap 6.22), thi

Fur —2HF +KF; =0,
trong d6 K va H tuong ting la do cong Gauss va do cong trung binh ctia o. (St dung két qua sau: dbi

C) ta c6 dang thic A2 — (a +d)A + (ad — be)l = 0.)

a
L an A —
vOl ma tran <b d
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52. MAT GIA CAU CHUONG 5. DO CONG GAUSS

5.10. St dung Bai tap 7.9 ching t6 rang, néu (t) 1a mot dudng cong trén manh va o, thi doc theo 7,

N.N + 2HN.§ + K4.4 = 0.

(Chu y rang, néu «(t) = o (u(t),v(t)), T = <Z> ,thi N.N = T*F;T). Tir d6 suy ra do xoan T ctia mot

dudng cong tiém can trén mot mat lién hé véi do cong Gauss K ctia mat boi v = —K. (St dung Bai
tap 6.12.)

5.2 Mat gia cau

Trong cac vi du & muc 7.1 chiing ta da thiy mot s6 mat c6 do cong bang khong hodc hang s6 duong. Trong
muc nay ching ta sé xdy dung mot mat cong c6 d6 cong Gauss bang hang s6 &m. Cho muc dich nay, lan
nira chung ta lai xét mat tron xoay

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)).
Theo Vi duB.2}, d6 cong Gauss ctia n6 bang
F
K=-L. (5.2)
f

Truong hop K = 0 khdp noi. Khi &6, Pt. G.2) suy ra f = 0, nén f(u) = au + b v6i a va b 1a cac hang sb. Do
f2+¢*>=1,tacé ¢ = £v/1— a2 (vi thé can diéu kién |a| < 1) va do d6 g(u) = +v/1 — a?u + ¢, trong d6 ¢
1a mot hang s6 khac. Bang mot phép tinh tién theo truc z ching ta c6 thé gid sit ¢ = 0, va bang mot phép
quay quanh chang han (truc x) c6 thé gia thiét ddu & day la +. Nhu vay ta thu duge mat ké

o(u,v) = (bcosv,bsinv,0) + u(acosv,asinv, v/ 1 — a?).

Néu a = 0 day la mat try tron xoay; néu |a| = 1 né la mat phang xy; vanéu 0 < |a| < 1n6 la mét phan cta
mat nén (dé ro6 hon dat bién méi it = au + b).

Truong hop K = 1 khip noi. (Bat ki mat c6 do cong Gauss la mot hiang sb duong c6 thé dua vé truong hop
nay bang mot phép vi tu trong R3, xem Vi du ??) Khi d6, Pt. (5.2) trd thanh

f+f=0
phuong trinh nay c6 nghiém tong quat
f(u) =acos(u+0),

véi a va b la cac hang s6. Ching ta c6 thé gia st b = 0 bang phép ddi bién @ = u + b, ¥ = v. Bing mot phép
thay dau va thém bét hang sb, ta co

g(u) = / V1 —a2sin” udu.

Tich phan nay khong biéu dién dugc qua cac ham “cd s¢’ ngoai trir a = 0 hodc +1. Trudng hgp a4 = 0 khong
cho ta mat cong, vi vay chi canxéta = 1 (doa = —1 c6 thé dua trd lai truong hgp nay bf;mg cach quay mat
cong mot goc 7t theo truc z). Do d6, f(u) = cosu, g(u) = sinu, vi vay day 1a mat cau don vi.

Truong hop cudi cing, K = —1 khip noi. Nghiém tong quat cta Pt. (5.2) c6 dang

f(u) = ae" + be™™,
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CHUONG 5. PO CONG GAUSS 52. MAT GIA CAU

trong d6 a va b 1a cac hang s tuy y. Dbi v6i hau hét cac gia tri ctia a va b ching ta khong thé biéu dién g
qua cac ham co s¢, vi vay & day ching ta chi xét truong hopa = 1va b = 0. Khi d6, f(u) = e* va

g(u) = / V1 —e2du. (5.3)

Chu y dé tich phan trong Pt. (5.3) c6 nghia thi can c6 diéu kién u < 0. Tich phan nay c6 thé tinh bé“mg cach
dat v = e*. Khi do¢,

)
/mdu _ /Vlvvdv

- [ G

= V1-0v2+ L
J o1 —02

bat = v~! trong tich phan cubi ciing. Dan dén

dw
/\/@du = \/1—UZ+/,m
= 1—92—cosh™'w
= V1—02—cosh! (%)
= 1—e2 —cosh '(e™").

O day chiing ta bd qua hing s6, vi ¢6 thé 1am né bang khong qua mot phép tinh tién thich hgp theo phuong
cta truc z. Vay

fu)=¢e", g(u)=+1—e2 —cosh (e™).

Dat x = f(u),z = g(u), ta thiy duong sinh trong mat phang xz c6 phuong trinh

z=+1—2x2—cosh™! <%> (5.4)

Quay dudng cong nay quanh truc z thu duge mot mat dugc goi la mdt gid cdu, mat nay c6 do cong Gauss
bang —1 khap noi. Chii y, do u < 0, x = ¢" bi han ché trong mién 0 < x < 1.

Hinh vé dinh nghia boi Pt. (??) dugc goi la duong tractrix, n6é ¢6 mot minh hoa hinh hoc thu vi. Xét duong
tiép tuyén tai mot diém P trén dudng cong ndy, gid sit né cat truc z tai diém Q. Chung ta di tinh do dai
doan PQ.

Gia st P 1a diém c6 toa do (xo,zo). Bang cach tinh toan truc tiép hodc nghién ctru cach tinh tich phan

(B.3), c6 thé thu duge
dz V1 —x2

dx — X

,/1—x5(

X0

Do d6, tiép tuyén tai P c6 phuong trinh

zZ—2zZp= x—xo).

Tiép tuyén nay cat truc z tai diém (0,z), trong do

1/1—x%(0

—xg) = —/1— 2.
o Xo) x5

21 —20 =
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53. MAT DET CHUONG 5. DO CONG GAUSS

Do vay khoang cach PQ dugc tinh boi
(PQ? =xf+(z1—20) =25 +1-xf =1,

tic 13, khoang cach PQ 1a hang sé va bang 1.

Diéu nay c6 nghia la duong tractrix c6 thé mo ta nhu sau. Gia stt mot con lira kéo mot thung dé bang
mot sgi ddy c6 chiéu dai bang mot. Gia st & thoi diém xuét phat con lita & diém (0,0), con thung da thi &
diém (1,0), va gia st rang con ctru di cham rai doc theo hudng 4m ctia truc z. Khi d6, thung dung da sé
chuyén dong doc theo dudng tractrix.

Nghién ctiru hinh hoc trén mot mat gia cau 1a mot chu dé dugce goi 1a hinh hoc phi euclid. Rat nhiéu két
qué ctia hinh hoc phang euclid ciing diing trén mat gid cau, nhung cting c6 mot s6 thi khac. Chang han,
tong ba goc trong cia mot tam gidc trén mat gia cau ludn bé hon 7. (Chuing ta sé giai thich khai niém canh
‘thang’ dé hiéu dugc thé nao la mot tam giac trong Chuong 8 - cu thé xem Vi du ?2.) Ban doc nén so sanh
v6i Dinh ly 22, trong d6 khang dinh téng ba goc trong ctia mot tam gidc trén mat cau luén Ién hon 7.

BAI TAP
5.11. Déi v6i mat gid cau:
(i) tinh d¢ dai cua duong sinh;
(ii) tinh dién tich tong thé;
(iii) tinh cac do cong chinh;
(iv) ching minh tit cA moi diém déu la diém hyperbolic.
5.12. Ching minh rang
(i) néu datw = e~*, khi d6 tham s héa lai ctia mat gid cau o1 (v, w) c6 dang co ban thi nhéat bang

dv? + dw?
w2
(dugc goi 1a mo hinh nita mdt phing trén);
(ii) néu dat
v+ wr -1 —20
024+ (w+1)2 024 (w+1)2
khi d6 tham s6 héa lai o2(U, V) clia mét gid cau c6 dang co ban thit nhat bang

du? +dv?
(1 _ uz _ VZ)Z'

Day dugc goi 1a mé hinh dia, vi mién w > 0 trong mat phang vw tuong ung voi dia U% + V2 < 1
trong mat phang UV.

Nhitng mién nao trong mo6 hinh nira mat phéng va m6 hinh dia tuong ing véi mién u < 0, -7 <
v < 7t ma tham so héa o ctia mat gia cau dugc xac dinh trong mién nay?

5.13. Gia st S 1a mot mat tron xoay 6 truc la truc z, va gia thiét thém duong sinh ctia n6 la duong cong
(1) c6 van toc don vi trong mét phang xz. Gia st  cat vudng goc véi truc z khi u = +7/2, nhung
khong cat truc z khi —71/2 < u < /2. Chitng minh rang, néu d6 cong Gauss K ctia S bang hang s6,
thi hang s6 nay bang 1 va S 1a mat cau don vi.
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CHUONG 5. PO CONG GAUSS 5.3. MAT DET

5.3 Mat det

Trong muc 7.2, chiing ta da dua ra vai vi du vé cic mat c6 do cong Gauss K bang hang s6, nhung van chua
phan loai day du duge nhitng mat nhu thé. Trong muc nay ching ta sé mo ta kha day dt cac mat det, tic 1a
cacmatco K =0 khfip noi. D€ lam dugc vy, ching ta sé stt dung mot dang tham s dac biét, dung duoc
cho mit cong tlty y, n6 duge mé ta trong ménh dé dudi day.

Ménh deé 5.2. Gid st P la diém thudc mit cong S va gid sir P khong phai la mot diém ron. Khi do, ton tai mot manh
vd o (u,v) cila S chita P ma dang co ban thu nhat va thit hai ciia né tuong ting la

Edu® + Gdv®* va Ldu®+ Ndv?,
v01 E, G, L va N la cic ham tron nao do.

Nhéc lai, trong Muc 6.3, mot diém P thudc mat S 1a mot diém ron néu hai do cong chinh cta S tai P
bang nhau. Trong Muc 6.3, ta c6 dbi v6i manh vé o trong ménh dé, thi o, va o, 1a cac vécto chinh tuong
ung vdi cac do cong chinh L/E va N/G. Ta goi o 1a mét mdnh vd chinh.

Tam thoi ching ta chdp nhan Ménh dé[5.3/dé ching minh két qua sau day.

Ménh dé 5.3. Gid sit P la mot diém nam trén mot mat det S, va P khong phdi la mot diém ron. Khi do, ton tai mot
mdnh vd cua S chita P ma la mot mat ké.

Chitng minh. Xét manh va o : U — R® chira diém P nhu trong Ménh dé[B.2] chang han P = o (19, vg). Theo
Ménh dé[Blii), do cong Gauss K = LN/EG. Do do cong Gauss bang khong khap noi, vi vay L = 0 hodc
N = 0 tai mbi diém thudc U, va do P khong phai 1a mot diém rén nén L va N khong dong thoi bang khong.
Gia stt L(ug,vg) # 0. Khi d6, L(u,v) # 0 v6i moi (1, v) nam trong tdp con md nao dé chira diém (ug, vp).
Bang cach thu nhé U néu can thiét, ta c6 thé gid sit L # 0 véi moi diém thuodc U. Vi vay, N = 0 khap noi,
va dang co ban thit hai ctia ¢ bang Ldu?.

Chung ta sé chiing minh rang cac duong cong tham sé u = hang s6 la cac duong thang. Mot duong
thang nhu thé c6 thé tham sb bsi v — o (up,v), trong d6 ug la mot gia tri hang s6 cho bién u. Khi d6
t = 0,/ G2, vi vay theo Ménh dé [Tl ching ta chi cAn phai chiing minh t, = 0.

Theo Ménh dé ??, vécto phéap tuyén chudn c6 dao ham bang

N, =—E 'Loe,, N, =0. (5.5)

Do d6, t,.N, = —EL"'t,.N,. Do tN, = 0 va N,, = 0, nén tir Pt. (5.5) suy ra t,.N, = —t.N,,. Do d6
t,.c, = 0. Mat khéc t,.t = 0, do theo cach xay dung t 1a vécto don vi, vi vay t,.c, = 0. Cudi ciing, cling
tu Pt. B.5) c6 t,.N = —t.N, = 0. Do cac véctg o, 0, va N lap thanh mot co s& cua R, ta 6 két luan
t, = 0. O

Do d6 nhiém vy ctia chiing ta 1a m6 ta cu tric ctia cdc mat ké det. Liy tham s6 ctia mat ké nhu trong
Vidu
o(u,v) =y(u)+vd(u).
Taco o, =4+ v, oy = &, ddu chdm trén ki hiéu cho d/du, va dé cong Gauss cta o béng khong khi va
chi khi
5.(cy x 0y) = 0.

Do
Tu X0y =79X5+0d x5,

vaé.(6 x §) =0,suyra

K=0 khivachikhi d.(4 xJ) =0. (5.6)
Nhu vay, K = 0 khi va chi khi 4, & va bd déc lgp tuyén tinh tai khip noi.
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