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Mở đầu

Trong toán học ứng dụng, bài toán cân bằng đóng vai trò quan trọng.

Nó bao hàm nhiều bài toán quan trọng khác như bài toán tối ưu, bất đẳng

thức biến phân, bài toán điểm bất động Kakutani, cân bằng Nash trong

trò chơi không hợp tác, bài toán điểm yên ngựa. Nói chung, bài toán cân

bằng có nhiều ứng dụng trong thực tế và là đề tài đang được quan tâm

nghiên cứu. Phần trọng tâm của luận văn trình bày về phương pháp hiệu

chỉnh Tikhonov, mục đích của phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov là để xử

lý các bài toán đặt không chỉnh, tức là các bài toán không có nghiệm duy

nhất hoặc nghiệm không ổn định theo dữ liệu đầu vào.

Luận văn này trình bày những kiến thức cơ bản về bài toán cân bằng,

cụ thể là sự tồn tại nghiệm, tính chất duy nhất nghiệm, nguyên lý bài toán

phụ. Trong đó trọng tâm là giới thiệu phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov

cho bài toán cân bằng trong trường hợp đơn điệu và giả đơn điệu.

Bố cục của luận văn gồm 2 chương:

Chương 1: Giới thiệu các kiến thức cơ bản về bài toán cân bằng, và các

trường hợp riêng quan trọng của bài toán cân bằng như bài toán tối ưu,

bất đẳng thức biến phân, bài toán điểm bất động Kakutani, cân bằng Nash

trong trò chơi không hợp tác, bài toán điểm yên ngựa.

Chương 2: Là chương chính của luận văn nhằm trình bày phương pháp

hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán cân bằng trong trường hợp song hàm

đơn điệu và giả đơn điệu. Cuối chương là trình bày ứng dụng của phương

pháp này cho bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị với toán tử giả đơn

điệu.
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Chương 1

Giới thiệu các kiến thức cơ bản
về bài toán cân bằng

Trong luận văn này, chúng ta làm việc trên không gian Hilbert thực X,

với tích vô hướng được kí hiệu là 〈., .〉 và chuẩn tương ứng được kí hiệu là

||.||. Dưới đây, ta nhắc lại một số khái niệm và tính chất cơ bản của giải

tích lồi như: Tập lồi, hàm lồi, hội tụ mạnh (yếu), . . . Các kiến thức trong

chương này được lấy chủ yếu từ các tài liệu [1], [2], [3].

1.1 Kiến thức chuẩn bị

1) X là không gian vectơ trên trường số thực.

2) Trên X có tích vô hướng 〈., .〉 : X ×X → R thỏa mãn các tiên đề sau:

i) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 , ∀x, y ∈ X.

ii) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 , ∀x, y, z ∈ X.

iii) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 , ∀x, y ∈ X,α ∈ R.
iv) 〈x, x〉 > 0, ∀x 6= 0 và 〈x, x〉 = 0 khi và chỉ khi x = 0.

3) X trở thành không gian Banach với chuẩn định nghĩa bởi:

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Trên X có hai kiểu hội tụ chính sau:

Định nghĩa 1.1. Xét dãy {xn}n≥0 và x thuộc không gian Hilbert thực X.

Dãy {xn} được gọi là hội tụ mạnh tới x, kí hiệu xn → x, nếu như:

lim
n→+∞

‖xn − x‖ = 0.
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Dãy {xn} được gọi là hội tụ yếu tới x, kí hiệu xn ⇀ x nếu như:

lim
n→+∞

〈w, xn〉 = 〈w, x〉 , ∀w ∈ X.

Điểm x được gọi là điểm tụ mạnh (yếu) của dãy {xn} nếu từ dãy này có

thể trích ra một dãy con hội tụ mạnh (yếu) tới x.

Ta nhắc lại các kết quả quen thuộc trong giải tích hàm liên quan đến hai

loại hội tụ này:

Mệnh đề 1.1. (i) Nếu {xn} hội tụ mạnh đến x thì cũng hội tụ yếu đến x.

(ii) Nếu {xn} hội tụ mạnh đến x và lim
n→+∞

‖xn‖ = ‖x‖ thì {xn} hội tụ

mạnh đến x.

(iii) Mọi dãy hội tụ mạnh (yếu) đều bị chặn và giới hạn theo sự hội tụ

mạnh (yếu) nếu tồn tại thì là duy nhất.

(iv) Nếu không gian Hilbert X là không gian hữu hạn chiều thì sự hội tụ

mạnh và sự hội tụ yếu là tương đương.

(v) Nếu dãy {xn}n≥0 là một dãy bị chặn trong không gian Hilbert X thì

ta trích ra được một dãy con hội tụ yếu.

(vi) Nếu {xn}n≥0 là một dãy bị chặn trong không gian Hilbert hữu hạn

chiều X thì ta trích ra được một dãy con hội tụ mạnh.

Tiếp theo, ta sẽ nêu một số định nghĩa và kết quả cơ bản của giải tích lồi:

Định nghĩa 1.2. Tập K trong không gian Hilbert X được gọi là lồi nếu

như với mọi x, y ∈ K và λ ∈ (0, 1) ta có:

λx+ (1− λ) y ∈ K.

Định nghĩa 1.3. Xét hàm f : X → R ∪ {+∞}. Khi đó:

Hàm f được gọi là lồi nếu:

f (λx+ (1− λ) y) ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] .

Hàm f được gọi là lồi chặt nếu:

f (λx+ (1− λ) y) < λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x 6= y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] .

Hàm f được gọi là lồi mạnh với hệ số η > 0 nếu:

f (λx+ (1− λ) y) ≤ λf (x)+(1− λ) f (y)−ηλ (1− λ)

2
‖x− y‖2, ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] .
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Ví dụ 1.1. 1) Mọi hàm affine f (x) = aTx + b là hàm lồi. Nó thỏa mãn

đẳng thức:

f (λx+ (1− λ) y) = λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y.

Do đó nó không lồi chặt.

2) Xét K là tập con bất kỳ của X. Hàm chỉ δK được định nghĩa như sau:

δK :=

{
0 nếu x ∈ K,
+∞ nếu x /∈ K.

Khi đó, K là tập lồi nếu và chỉ nếu δK là hàm lồi.

3) Trong không gian Hilbert thực ta có khai triển:

λ
‖x‖2

2
+ (1− λ)

‖y‖2

2
− ‖λx+ (1− λ) y‖2

2

= λ
‖x‖2

2
+ (1− λ)

‖y‖2

2
− λ2‖x‖

2

2
− (1− λ)2‖y‖2

2
− λ (1− λ) 〈x, y〉

=
λ (1− λ)

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 〈x, y〉

)
=
λ (1− λ)

2
‖x− y‖2.

Do đó hàm f (x) =
‖x‖2

2 là hàm lồi mạnh với hệ số 1.

4) Giả sử K là một tập khác rỗng. Hàm khoảng cách dK (x) được định

nghĩa như sau:

dK (x) = inf
y∈K
‖x− y‖ .

Khi đó, nếu K là tập lồi thì dK là hàm lồi.

Thực vậy, xét x, y ∈ X và λ ∈ (0, 1) bất kỳ. Đặt z = λx+ (1− λ) y.

Theo định nghĩa, tồn tại các dãy {xk} , {yk} trong K sao cho:

lim
k→∞

‖x− xk‖ = dK (x) và lim
k→∞

‖y − yk‖ = dK (y) .

Do K lồi nên zk := λxk + (1− λ) yk ∈ K. Ta có:

dK (z) ≤ ‖z − zk‖ = ‖λ (x− xk) + (1− λ) (y − yk)‖ ≤ λ ‖x− xk‖+(1− λ) ‖y − yk‖ .
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Cho k →∞ ta có: dK (z) ≤ λdK (x) + (1− λ) dK (y) .

Nếu tồn tại π ∈ K sao cho ‖x− π‖ = dK (x) thì π được gọi là hình chiếu

khoảng cách của x lên K. Khi đó π là nghiệm của bài toán tối ưu:

min
y∈K

‖x− y‖2

2
.

Mệnh đề sau đây cho ta điều kiện cần và đủ để π là hình chiếu của x lên

K trong trường hợp K lồi:

Mệnh đề 1.2. Giả sử K là tập lồi đóng khác rỗng trong X. Đặt:

NK (x) = {w ∈ X |〈w, y − x〉 ≤ 0, ∀y ∈ K } .

Khi đó π là hình chiếu của x lên K khi và chỉ khi x− π ∈ NK (π) .

Chứng minh.

Giả sử π là hình chiếu của x lên K. Lấy y bất kỳ thuộc K. Đặt:

yλ = λy + (1− λ)π.

Do K lồi nên yλ ∈ K với mọi λ ∈ (0, 1) . Theo định nghĩa hình chiếu ta có:

‖x− π‖2 ≤ ‖yλ − x‖2 = ‖(π − x) + λ (y − π)‖2.

Khai triển vế phải và giản ước ta thu được:

λ‖y − π‖2 + 2 〈π − x, y − π〉 ≥ 0.

Cho λ tiến tới 0 ta thu được bất đẳng thức 〈x− π, y − π〉 ≤ 0. Điều này

đúng với y ∈ K bất kỳ nên suy ra x− π ∈ NK (π) .

Ngược lại, giả sử x− π ∈ NK (π) . Khi đó với mọi y ∈ K ta có:

‖x− y‖2 = ‖(x− π) + (π − y)‖2 = ‖x− π‖2 + ‖π − y‖2 + 2 〈x− π, π − y〉

≥ ‖x− π‖2 + ‖π − y‖2 ≥ ‖x− π‖2.

Suy ra π là hình chiếu của x trên K. 2

Từ mệnh đề trên ta có nhận xét, khi K lồi đóng thì hình chiếu của x lên

K là duy nhất. Thực vậy, giả sử π và π′ đều là hình chiếu của x lên K.

Chọn y = π′ trong mệnh đề trên ta có:〈
x− π, π′ − π

〉
≤ 0.
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Thay đổi vai trò của π và π′ ta được:〈
x− π′, π − π′

〉
≤ 0.

Cộng hai bất đẳng thức trên suy ra ‖π − π′‖ ≤ 0. Điều này chỉ xảy ra khi

π = π′.

Trong trường hợp K là tập con đóng khác rỗng của không gian Hilbert, với

mọi x luôn tồn tại hình chiếu của x lên K. Thực vậy, theo định nghĩa tồn

tại dãy {xk} trong K thỏa mãn:

lim
k→+∞

‖xk − x‖ = dK (x) .

Suy ra dãy {xk} bị chặn, do đó trích ra được một dãy con {xnk} hội tụ yếu.

Mặt khác, do K lồi đóng nên giới hạn này phải là một điểm thuộc K, kí

hiệu là π. Ta có:

‖x− π‖ = lim
k→+∞

‖xnk − x‖ = dK (x) .

Vậy π là hình chiếu của x trên K.

Phép tương ứng mỗi điểm x với hình chiếu của nó trên K kí hiệu là PK và

được gọi là phép chiếu Euclide. Theo chứng minh mệnh đề trên, ta có tính

chất sau đây của hình chiếu khoảng cách:

‖x− y‖2 ≥ ‖x− PK (x)‖2 + ‖y − PK (x)‖2, ∀y ∈ K.

Tiếp theo ta nêu các khái niệm liên quan đến tính liên tục của hàm số:

Định nghĩa 1.4. Xét hàm G : X → R. Khi đó:

i) Hàm G được gọi là nửa liên tục dưới tại điểm x ∈ X nếu như:

G (x) ≤ lim
xn→x

inf G (xn) .

Hàm G được gọi là nửa liên tục dưới nếu nó nửa liên tục dưới tại mọi điểm.

ii) Hàm G được gọi là khả vi Frechét tại điểm x ∈ X nếu như tồn tại

phần tử, kí hiệu là G′ (x) ∈ X∗ thỏa mãn:

lim
‖y−x‖→0

G (y)−G (x)− 〈G′ (x) , y − x〉
‖y − x‖

= 0.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



7

Phần tử G′ (x) được gọi là đạo hàm Frechét của G tại điểm x.

Hàm G được gọi là khả vi trên K nếu nó khả vi tại mọi điểm thuộc K.

Ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.3. Xét hàm G : X → R. Khi đó:

i) Nếu G liên tục thì G nửa liên tục dưới.

ii) Nếu G khả vi thì G liên tục và:

lim
t→0

G (x+ ty)−G (x)

t
=
〈
G′ (x) , y

〉
, ∀x, y ∈ X.

Chứng minh

i) Hiển nhiên.

ii) Giả sử G khả vi. Xét x 6= y bất kỳ thuộc X. Ta có:

G (y)−G (x) = ‖y − x‖ G (y)−G (x)− 〈G′ (x) , y − x〉
‖y − x‖

+
〈
G′ (x) , y − x

〉
,

do:

lim
‖y−x‖→0

G (y)−G (x)− 〈G′ (x) , y − x〉
‖y − x‖

= 0 và lim
‖y−x‖→0

〈
G′ (x) , y − x

〉
= 0

nên suy ra:

lim
‖y−x‖→0

(G (y)−G (x)) = 0.

Vậy G liên tục. Đặt xt = x+ ty. Với mọi t > 0, ta có:

G (x+ ty)−G (x)

t
−
〈
G′ (x) , y

〉
=
G (x+ ty)−G (x)− 〈G′ (x) , ty〉

t

=
G (xt)−G (x)− 〈G′ (x) , xt − x〉

t

=
G (xt)−G (x)− 〈G′ (x) , xt − x〉

‖xt − x‖
‖y‖ . (1.1)

Do lim
t→0
‖xt − x‖ = 0 nên:

lim
t→0

G (xt)−G (x)− 〈G′ (x) , xt − x〉
‖xt − x‖

= 0. (1.2)

Từ (1.1) và (1.2) suy ra điều phải chứng minh. 2

Mệnh đề sau cho ta mối quan hệ giữa hệ số lồi của một hàm và đạo hàm

của nó:
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Mệnh đề 1.4. Xét hàm f : X → R∪{+∞} khả vi và η > 0. Khi đó ba điều

kiện sau tương đương:

(i) f lồi mạnh với hệ số η.

(ii) Với mọi x, y ∈ X ta có:

f (y)− f (x) ≥
〈
f ′ (x) , y − x

〉
+
η

2
‖x− y‖2.

(iii) Với mọi x, y ∈ X ta có:〈
f ′ (y)− f ′ (x) , y − x

〉
≥ η‖x− y‖2.

Chứng minh.

(i) → (ii).

Giả sử f lồi mạnh với hệ số η. Với mọi x, y và t ∈ (0, 1) ta có:

(1− t) f (x) + tf (y) ≥ f (ty + (1− t)x) +
η

2
t (1− t) ‖x− y‖2

⇒ t (f (y)− f (x)) ≥ f (ty + (1− t)x)− f (x) +
η

2
t (1− t) ‖x− y‖2

⇒ f (y)− f (x) ≥ f (x+ t (y − x))− f (x)

t
+
η

2
(1− t) ‖x− y‖2.

Cho t→ 0+, do f khả vi, ta được:

f (y)− f (x) ≥
〈
f ′ (x) , y − x

〉
+
η

2
‖x− y‖2.

(ii) → (i).

Giả sử f thỏa mãn điều kiện (ii). Lấy t ∈ (0, 1) bất kỳ và đặt z = (1− t)x+ty.

Khi đó:

y = z + (1− t) (y − x) và x = z + (−t) (y − x) .

Áp dụng (ii) ta thu được:

f (x) ≥ f (z) +
〈
f ′ (z) ,−t (y − x)

〉
+
η

2
t2‖x− y‖2. (1.3)

f (y) ≥ f (z) +
〈
f ′ (z) , (1− t) (y − x)

〉
+
η

2
(1− t)2‖x− y‖2. (1.4)

Nhân hai vế của (1.3) với (1− t) > 0 và nhân hai vế của (1.4) với t > 0, sau

đó cộng lại ta thu được:

(1− t) f (x) + tf (y) ≥ f ((1− t)x+ ty) +
η

2
t (1− t) ‖x− y‖2.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



9

Điều này đúng với mọi x, y nên ta suy ra f lồi mạnh với hệ số η.

(ii) → (iii).

Giả sử có (ii). Với mọi x, y ∈ K ta có:

f (y)− f (x) ≥ 〈f ′ (x) , y − x〉+ η
2‖x− y‖

2.

f (x)− f (y) ≥ 〈f ′ (y) , x− y〉+ η
2‖x− y‖

2.

Cộng vế hai bất đẳng thức trên ta thu được:

0 ≥
〈
f ′ (x)− f ′ (y) , y − x

〉
+ η‖x− y‖2.

Từ đó suy ra (iii).

(iii) → (ii).

Giả sử có tính chất (iii), ta đặt γ (t) := f (x+ th) với h := x− y.

Khi đó:

γ′ (t) = lim
∆t→0

γ (t+ ∆t)− γ (t)

∆t
= lim

∆t→0

f (x+ th+ ∆th)

∆t
=
〈
f ′ (x+ th) , h

〉
.

Mặt khác, theo tính chất (iii) ta có:〈
f ′ (x+ th)− f ′ (x) , th

〉
≥ η‖th‖2 = t2‖x− y‖2

⇒
〈
f ′ (x+ th)− f ′ (x) , h

〉
≥ ηt‖x− y‖2.

Vậy:

f (y)− f (x) = γ (1)− γ (0) =
1∫
0

γ′ (t) dt =
1∫
0

〈f ′ (x+ th) , h〉 dt

= 〈f ′ (x) , h〉+
1∫
0

〈f ′ (x+ th)− f ′ (x) , h〉 dt

≥ 〈f ′ (x) , h〉+
1∫
0

ηt‖x− y‖2dt

=
〈
f ′ (x) , y − x

〉
+
η

2
‖x− y‖2.

2

Hàm f lồi có thể coi là lồi mạnh với hệ số 0. Do đó ta có ngay hệ quả:
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Hệ quả 1.1. Với hàm f khả vi các mệnh đề sau tương đương:

(i) f là hàm lồi.

(ii) Với mọi x, y ta có bất đẳng thức:

f (y)− f (x) ≥
〈
f ′ (x) , y − x

〉
.

(iii) Với mọi x, y ta có bất đẳng thức:〈
f ′ (y)− f ′ (x) , y − x

〉
≥ 0.

Kết quả tiếp theo cho ta điều kiện cho lời giải bài toán tối ưu hàm lồi:

Mệnh đề 1.5. Xét hàm F : X → R là hàm khả vi trên K với K là tập con

lồi của X. Khi đó ta có:

Nếu x∗ là nghiệm của bài toán cực tiểu F trên K thì:〈
F ′ (x∗) , y − x∗

〉
≥ 0, ∀y ∈ K.

Hơn nữa, nếu F lồi thì điều kiện trên cũng là điều kiện đủ.

Chứng minh.

Giả sử F (x∗) là cực tiểu của F trên K. Xét y ∈ K bất kỳ, do K lồi nên

(1− t)x∗ + ty ∈ K với mọi t ∈ (0, 1) . Do đó:

F ((1− t)x∗ + ty) = F (x∗ + t (y − x∗)) ≥ F (x∗) .

Suy ra:
F (x∗ + t (y − x∗))− F (x∗)

t
≥ 0, ∀t ∈ (0, 1) .

Cho t→ 0+ ta có điều kiện cần.

Bây giờ giả sử F lồi và x∗ thỏa mãn điều kiện đã nêu. Ta có:

F (x∗ + t (y − x∗)) = F ((1− t)x∗ + ty) ≤ (1− t)F (x∗)+tF (y) , ∀t ∈ (0, 1) .

Suy ra:

F (x∗ + t (y − x∗))− F (x∗)

t
≤ F (y)− F (x∗) , ∀t ∈ (0, 1) .

Cho t→ 0+ ta được: 〈F ′ (x∗) , y − x∗〉 ≤ F (y)− F (x∗) .

Từ đó suy ra F (x∗) ≤ F (y) với mọi y ∈ K hay x∗ là nghiệm của bài toán

cực trị. 2
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Nhận xét 1.1. Trong trường hợp F lồi chặt, lời giải bài toán cực tiểu F

nếu tồn tại sẽ là duy nhất.

Thực vậy, giả sử x, x′ là hai lời giải của bài toán cực tiểu F , ta có:

F

(
x+ x′

2

)
≥ F (x) và F

(
x+ x′

2

)
≥ F

(
x′
)
.

Cộng vế thu được:

F

(
x+ x′

2

)
≥ F (x) + F (x′)

2
.

Mặt khác, do tính lồi chặt ta có:

F

(
x+ x′

2

)
= F

(
1

2
x+

1

2
x′
)
<

1

2
F (x) +

1

2
F
(
x′
)

=
F (x) + F (x′)

2
.

Điều này dẫn tới mâu thuẫn, suy ra điều giải sử là sai.

Các khái niệm sau là mở rộng của các khái niệm đạo hàm và khả vi.

Định nghĩa 1.5. Xét f : X → R ∪ {+∞} và x ∈ X. Phần tử w ∈ X∗ được

gọi là dưới đạo hàm của f tại điểm x nếu như:

〈w, y − x〉 ≤ f (y)− f (x) , ∀y ∈ X.

Tập tất cả các dưới đạo hàm của f tại điểm x kí hiệu là ∂f (x) .

Nếu ∂f (x) 6= ∅ thì f được gọi là khả dưới vi phân tại điểm x.

f được gọi là khả dưới vi phân nếu f khả dưới vi phân tại mọi điểm.

Ta có mệnh đề nói lên tính khả dưới vi phân của hàm lồi:

Mệnh đề 1.6. Nếu f : X → R là hàm lồi thì ∂f (x) 6= ∅ với mọi x ∈ X hay

là f khả dưới vi phân.

1.2 Bài toán cân bằng

1.2.1 Giới thiệu bài toán

Xét X là không gian Hilbert thực và K là tập con lồi, đóng, khác rỗng

của X. Khi đó bài toán cân bằng là bài toán tìm:

x̄ ∈ K sao cho: f (x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ K (EP )

trong đó hàm f : K ×K → R thỏa mãn f (x, x) = 0 với mọi x ∈ K.
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Một trong các lý do khiến bài toán cân bằng được nghiên cứu rộng rãi là vì

khi ta cho f nhận các dạng biểu thức đặc biệt, bài toán (EP ) sẽ trở thành

các bài toán cơ bản khác như bài toán tối ưu, bất đẳng thức biến phân,

bài toán điểm bất động Kakutani, cân bằng Nash trong trò chơi không hợp

tác, bài toán điểm yên ngựa.

1.2.2 Các dạng tương đương

Các dạng tương đương này, là cơ sở để xây dựng các phương pháp giải.

Thông thường để xây dựng các phương pháp giải, ta cần thêm các giả thiết

sau đây.

Đối với song hàm cân bằng f : K ×K → R
(A1) f (., y) nửa liên tục trên tập K;

(A2) f (x, y) lồi, nửa liên tục dưới và khả dưới vi phân trên K.

Mệnh đề dưới đây là cơ sở để xây dựng các phương pháp giải bài toán cân

bằng.

Mệnh đề 1.7. Giả sử f : K ×K → R là song hàm cân bằng. Khi đó, với

các giả thiết (A1), (A2) thì các điều kiện sau đây là tương đương:

(a) x∗ là nghiệm của bài toán cân bằng (EP );

(b) min{g (x) : x ∈ K} = 0 (dạng minimax), trong đó hàm g (hàm đánh

giá) được cho bởi:

g (x) := sup{f (x, y) : y ∈ K};

(c) x∗ = arg min{f (x∗, y) : y ∈ K} (dạng điểm bất động).

Chứng minh.

(a) ⇒ (b).

Giả sử x∗ là một nghiệm của (EP ). Do f (x, x) = 0 với mọi x ∈ K, nên:

inf
y∈K

f (x, y) ≤ 0, ∀x ∈ K.

Do đó:

sup
x∈K

{
inf
y∈K

f (x, y)

}
≤ 0.
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Trong khi đó, do x∗ ∈ K, nên:

sup
x∈K

{
inf
y∈K

f (x, y)

}
≥ inf

y∈K
f (x∗, y) .

Nhưng do x∗ là nghiệm của (EP ), nên f (x∗, y) ≥ 0, với mọi y ∈ C. Vậy:

inf
y∈K

f (x∗, y) ≥ 0.

Suy ra:

0 ≤ inf
y∈K

f (x∗, y) ≤ sup
x∈K

{
inf
y∈K

f (x, y)

}
≤ 0.

Vậy:

sup
x∈K

{
inf
y∈K

f (x, y)

}
= max

x∈K

{
inf
y∈K

f (x, y)

}
= inf

y∈K
f (x∗, y) = 0.

Ngược lại, giả sử có (b). Khi đó theo lập luận ở trên ta có:

sup
y∈K
{−f (x∗, y)} = min

x∈K
sup
y∈K
{−f (x, y)} = 0.

Chứng tỏ −f (x∗, y) ≤ 0, với mọi y ∈ K. Vậy x∗ là nghiệm của (EP ).

Bây giờ ta chứng tỏ (a) tương đương với (c). Thật vậy x∗ là cực tiểu của

f (x∗, .) trên K khi và chỉ khi:

f (x∗, y) ≥ f (x∗, x∗) = 0, ∀y ∈ K. 2

1.2.3 Các trường hợp riêng

• Bài toán tối ưu

Xét bài toán:

min {ϕ (x) |x ∈ K } .

Đặt:

f (x, y) := ϕ (y)− ϕ (x) .

Hiển nhiên:

ϕ (x) ≤ ϕ (y) , ∀y ∈ K ⇔ f (x, y) ≥ 0, ∀y ∈ K.

Vậy bài toán tối ưu trên là một trường hợp riêng của bài toán (EP ) .

• Bất đẳng thức biến phân

Dưới đây, ta xét bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị sau: Cho K là

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



14

một tập lồi, đóng, khác rỗng trong Rn và F : K → 2H là một ánh xạ đa trị

(tức là với mỗi x ∈ K, giá trị F (x) là một tập khác rỗng trong Rn). Xét

bài toán:

(V I)

{
Tìm x∗ ∈ K, v∗ ∈ F (x∗) sao cho
〈v∗, y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ K.

Ta có thể minh họa bất đẳng thức biến phân (V I) dưới góc độ một mô hình

kinh tế như sau. Giả sử K là tập hợp các chiến lược (tập ràng buộc) các

phương án sản xuất có thể lựa chọn. Với mỗi phương án sản xuất x ∈ K,

tập (ánh xạ giá) F (x) là tập hợp các giá thành chi phí có thể, ứng với

phương án x. Khi đó bài toán (V I), chính là bài toán tìm phương án sản

xuất x∗ trong tập chiến lược K và giá v∗ ứng với x∗ sao cho chi phí là thấp

nhất. Trong trường hợp, ánh xạ giá không phụ thuộc vào phương án sản

xuất, tức là F (x) = c với mọi x, bất đẳng thức biến phân (V I) trở thành

bài toán quy hoạch quen thuộc:

min
{
cTx : x ∈ K

}
. (LP )

Trong bài toán quy hoạch này, vectơ giá c không phụ thuộc vào phương án

sản xuất.

Về mặt hình học, bất đẳng thức biến phân (V I) là bài toán tìm một điểm

x∗ ∈ K sao cho trong tập F (x∗) có một phần tử là vectơ pháp tuyến (ngoài)

của tập K tại điểm x∗.

Giả sử với mỗi x ∈ K, tập F (x) lồi, compact, khác rỗng. Với mỗi x, y ∈ K,

để mô tả bài toán (V I) về bài toán cân bằng, ta đặt:

f (x, y) := max
v∈F (x)

〈v, y − x〉 .

Từ đây suy ra ngay rằng, f (x, y) ≥ 0, với mọi y ∈ K, khi và chỉ khi x là

nghiệm của (V I). Một trường hợp riêng quan trọng của bài toán (V I) là

khi K = Rn
+ và F đơn trị. Khi đó bài toán (V I) tương đương với bài toán

sau, được gọi là bài toán bù:

Tìm x ≥ 0, sao cho : F (x) ≥ 0, xTF (x) = 0. (CP )

Ta chỉ ra rằng bài toán (CP ) này tương đương với bất đẳng thức biến phân.

Tìm x ≥ 0, sao cho : 〈F (x) , y − x〉 ≥ 0, ∀y ≥ 0.
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Sự tương đương ở đây được hiểu theo nghĩa là tập nghiệm của hai bài toán

này trùng nhau. Thật vậy, nếu x là nghiệm của bất đẳng thức biến phân

thì:

〈F (x) , y − x〉 ≥ 0, ∀y ≥ 0.

Lần lượt chọn y = x+ ei (vectơ đơn vị thứ i) ta có:

Fi (x) =
〈
F (x) , x+ ei − x

〉
=
(
F (x) , ei

)
≥ 0.

Vậy Fi (x) ≥ 0 với mọi i. Ngoài ra nếu chọn y = 0 ta có 0 ≤ −〈F (x) , x〉 ≤ 0.

Suy ra xTF (x) = 0. Điều ngược lại mọi nghiệm của bài toán bù đều là

nghiệm của bất đẳng thức biến phân là hiển nhiên. Bài toán quy hoạch lồi:

min {f (x) : x ∈ K} , (CO)

trong đó f là một hàm lồi khả dưới vi phân trên tập lồi K, có thể mô tả

dưới dạng bất đẳng thức biến phân (V I), với F = ∂f.

Thật vậy, khi F = ∂f , bài toán (V I) được viết là:{
Tìm x∗ ∈ K, v∗ ∈ ∂f(x∗) sao cho
〈v∗, y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ K.

Nếu x∗ là nghiệm của bất đẳng thức biến phân này, thì do v∗ ∈ ∂f(x∗) nên

theo định nghĩa dưới vi phân, ta có:

〈v∗, y − x∗〉+ f (x∗) ≤ f (y) , ∀y.

Thế nhưng do x∗ là nghiệm của bất đẳng thức biến phân, nên:

〈v∗, y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ K.

Từ đây suy ra f (x∗) ≤ f (y) , với mọi y ∈ K. Vậy x∗ là một nghiệm của bài

toán (CO).

Trái lại, nếu x∗ là nghiệm của (CO), thì theo điều kiện cần và đủ tối ưu

của quy hoạch lồi, ta có:

0 ∈ ∂f (x∗) +NK (x∗) .

Từ đây theo định nghĩa của nón pháp tuyến của K tại x∗, ta suy ra x∗ là

nghiệm của bất đẳng thức biến phân (V I) với F = ∂f .
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• Bài toán điểm bất động Kakutani

Cho F : K → 2K . Điểm x được gọi là điểm bất động của F nếu x ∈ F (x).

Giả sử với mọi x ∈ K, F (x) lồi, compact, khác rỗng. Khi đó bài toán tìm

một điểm bất động của F có thể mô tả dưới dạng bài toán cân bằng (EP ).

Để chứng tỏ điều này, với mỗi x, y ∈ K, ta đặt:

f (x, y) := max
v∈F (x)

〈x− v, y − x〉 .

Thật vậy, hiển nhiên là nếu x ∈ F (x), thì theo định nghĩa của f (x, y) ta có:

f (x, y) ≥ 0,∀y ∈ K.

Ngược lại, giả sử x là nghiệm của bài toán (EP ), tức là x ∈ K và

f (x, y) ≥ 0,∀y ∈ K.

Khi đó lấy y là hình chiếu của x lên tập lồi đóng F (x). Khi đó:

〈x− y, y − x〉 = max
v∈F (x)

〈x− v, v − x〉 .

Do x là nghiệm của (EP ), nên:

0 ≤ f (x, y) = 〈x− y, y − x〉 = −‖x− y‖2.

Suy ra x = y ∈ F (x). Vậy x là điểm bất động của F .

• Cân bằng Nash trong trò chơi không hợp tác

Xét một trò chơi có p người chơi (đấu thủ). Giả sử Kj ⊂ RPj là tập phương

án mà đấu thủ thứ j có thể lựa chọn trong đó (gọi là tập chiến lược). Đặt

K := K1 ×K2 ×K3 × ...×Kp và gọi ϕj : K → R là hàm lợi ích của đấu thủ

j. Giả sử ϕj (x1, ..., xj , ..., xp) là lợi ích của đấu thủ j khi đấu thủ này chọn

phương án chơi xj ∈ Kj, còn các đấu thủ k khác chọn phương án chơi là

xk ∈ Kk với mọi k 6= j.

Định nghĩa 1.6. (Điểm cân bằng Nash)

Ta gọi x∗ =
(
x∗1, ..., x

∗
p

)
là điểm cân bằng của ϕ = (ϕ1, ..., ϕp) trên tập

K = K1 ×K2 × ...×Kp nếu với mọi j và mọi yj ∈ Kj, ta có:

ϕj
(
x∗1, ..., x

∗
j−1, ..., yj , x

∗
j+1, ..., x

∗
p

)
≤ ϕj

(
x∗1, ..., x

∗
j−1, x

∗
j , x
∗
j+1, ..., x

∗
p

)
.
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Định nghĩa này cho thấy rằng nếu một đối thủ j nào đó rời khỏi phương

án cân bằng, trong khi các đối thủ khác vẫn giữ phương án cân bằng, thì

đối thủ j sẽ bị thua thiệt. Đây chính là lý do mà khái niệm cân bằng này

được chấp nhận trong thực tế. Điểm cân bằng này được gọi là điểm cân

bằng Nash vì khái niệm này do nhà kinh tế học F.Nash đưa ra đầu tiên.

Dưới đây là bài toán cân bằng Nash sẽ được hiểu là bài toán tìm một điểm

cân bằng (Nash) của ϕ trên K. Ta sẽ kí hiệu bài toán này là N (ϕ,K). Bài

toán cân bằng Nash có thể mô tả dưới dạng bài toán cân bằng (EP ). Thật

vậy, hãy xây dựng hàm f : K ×K → R, bằng cách đặt:

f (x, y) :=

p∑
j=1

[ϕj (x)− ϕj (x1, ..., xj−1, yj , xj+1, ..., xp)].

Hiển nhiên nếu x∗ là một điểm cân bằng Nash, thì f (x∗, y) ≥ 0, với mọi

y ∈ K. Ngược lại, giả sử x∗ ∈ K là nghiệm của bài toán (EP ), tức là

f (x∗, y) ≥ 0, với mọi y ∈ K. Ta sẽ chứng tỏ x∗ =
(
x∗1, ..., x

∗
p

)
với x∗j ∈ Kj là

một điểm cân bằng Nash. Thật vậy, nếu trái lại, sẽ tồn tại j và một điểm

yj ∈ Kj sao cho:

ϕj
(
x∗1, ..., x

∗
j−1, x

∗
j , x
∗
j+1, ..., x

∗
p

)
< ϕj

(
x∗1, ..., x

∗
j−1, yj , x

∗
j+1, ..., x

∗
p

)
.

Mâu thuẫn với việc x∗ là nghiệm của (EP ).

• Bài toán điểm yên ngựa

Cho A ⊆ Rn, B ⊆ Rm và L : A × B → R. Bài toán điểm yên ngựa là bài

toán tìm:

(x∗, y∗) ∈ A×B.

Sao cho:

L (x∗, y) ≤ L (x∗, y∗) ≤ L (x, y∗) , ∀ (x, y) ∈ A×B.

Một điểm (x∗, y∗) ∈ A × B thỏa mãn bất đẳng thức trên được gọi là điểm

yên ngựa của L trên A×B. Ta thấy mối liên quan của bài toán tối ưu với

điểm yên ngựa của hàm Lagrange. Bây giờ ta chỉ ra rằng, bài toán điểm

yên ngựa có thể mô tả dưới dạng bài toán cân bằng. Thật vậy, với mỗi

u = (x, y)T , v = (x′, y)
T
, ta đặt:

K := A×B, f (u, v) := L
(
x′, y

)
− L

(
x, y′

)
.
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Khi đó nếu u∗ là nghiệm của bài toán cân bằng K và f , tức là :

u∗ ∈ A×B, f (u∗, v) ≥ 0, ∀v ∈ K = A×B,

thì:

L
(
x′, y∗

)
≥ L

(
x∗, y′

)
, ∀x′ ∈ A, ∀y′ ∈ B.

Với x′ = x∗ và sau đó với y′ = y∗, ta có:

L
(
x∗, y′

)
≤ L (x∗, y∗) ≤ L

(
x′, y∗

)
, ∀x′ ∈ A, ∀y′ ∈ B.

Vậy (x∗, y∗) là điểm yên ngựa. Điều ngược lại là nếu (x∗, y∗) là điểm yên

ngựa của L trên A × B, thì u∗ = (x∗, y∗) là lời giải của bài toán cân bằng

được dễ dàng suy ra từ định nghĩa.

Nhận xét 1.2. Trong tất cả các bài toán vừa kể trên, song hàm f đều có

tính chất f (y, y) = 0, với mọi y ∈ K. Như vậy f là một song hàm cân bằng

trên K.
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Chương 2

Về hiệu chỉnh Tikhonov cho bài
toán cân bằng đơn điệu

Phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov được sử dụng rộng rãi trong nhiều

bài toán khác nhau như hệ phương trình, bài toán tối ưu, bất đẳng thức

biến phân. Gần đây phương pháp này được được mở rộng cho bài toán cân

bằng, mục đích của phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov là để xử lý các bài

toán đặt không chỉnh, tức là các bài toán không có nghiệm duy nhất hoặc

nghiệm không ổn định theo dữ liệu đầu vào. Ý tưởng cơ bản của phương

pháp hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán cân bằng với song hàm là thay song

hàm này bằng một song hàm fε := f +εg , trong đó ε > 0 (được gọi là tham

số hiệu chỉnh) và g đơn điệu mạnh được gọi là song hàm hiệu chỉnh. Sau

đó xét bài toán cân bằng với song hàm fε (f là đơn điệu) thì bài toán cân

bằng EP (K, fε) với song hàm fε có duy nhất nghiệm x (ε) với mọi ε > 0.

Khi cho ε ↓ 0 thì nghiệm x (ε) hội tụ tới một nghiệm của bài toán ban đầu.

Các kết quả ở chương này được tham khảo từ các tài liệu [4] , [5] , [6] , [7] .

2.1 Sự tồn tại nghiệm và nguyên lý bài toán phụ

2.1.1 Sự tồn tại nghiệm và các tính chất cơ bản

Trong mục này, trước tiên ta sẽ xét tới sự tồn tại, tính duy nhất nghiệm

của bài toán cân bằng. Sau đó ta xét đến một số tính chất cơ bản của bài

toán này. Dưới đây ta sẽ chứng minh một kết quả về sự tồn tại nghiệm của

bài toán cân bằng (EP ). Trước hết ta nhắc lại một số định lý quan trọng
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được sử dụng để chứng minh sự tồn tại nghiệm.

Định lí 2.1. (Điểm bất động Kakutani). Cho K là một tập lồi compact

trong không gian Hilbert X và F : K → 2K là một ánh xạ đa trị nửa liên

tục trên và F (x) lồi, đóng, khác rỗng với mọi x ∈ K. Khi đó F có điểm bất

động, tức là tồn tại x∗ ∈ K, x∗ ∈ F (x∗) .

Một trường hợp riêng quan trọng của định lý này là định lý điểm bất động

Bouwer sau:

Định lí 2.2. (Điểm bất động Bouwer). Cho K là một tập như mệnh đề trên

và F là một ánh xạ (đơn trị) liên tục từ K vào K. Khi đó tồn tại x∗ ∈ K

thỏa mãn x∗ ∈ F (x∗) .

Ta cũng sẽ cần tới định lý quen biết sau, là định lý cực đại của Berge (The

Berge maximum theorem).

Định lí 2.3. Cho X, Y là các không gian tô-pô. F : X → 2Y là ánh xạ nửa

liên tục trên trên X sao cho F (x) compact, hơn nữa F (X) compact. Giả

sử f : X × Y → R là hàm số nửa liên tục trên trên X. Khi đó hàm giá trị

tối ưu:

g (x) := max {f (x, y) : y ∈ F (x)} ,

nửa liên tục trên và ánh xạ tập nghiệm tối ưu

S (x) := {y ∈ F (x) : f (x, y) = g (x)}

nửa liên tục trên.

Dựa vào định lý điểm bất động Kakutani và định lý cực đại của Berge, ta

có định lý sau nói về sự tồn tại nghiệm của bài toán cân bằng.

Mệnh đề 2.1. Cho K là một tập lồi, compact, khác rỗng và song hàm cân

bằng f : K ×K → R ∪ {+∞} có các tính chất:

(i) f (., y) nửa liên tục trên với mọi y ∈ K.

(ii) f (x, .) lồi, nửa liên tục dưới và khả dưới vi phân trên K với mọi

x ∈ K.

Khi đó bài toán (EP ) có nghiệm.
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Chứng minh.

Với mỗi x ∈ K, ta gọi S (x) là tập nghiệm của bài toán

min {f (x, y) : y ∈ K} (CO)

Do K compact và f (x, .) nửa liên tục dưới, nên theo định lý Weistrass, bài

toán này tồn tại nghiệm. Hơn nữa, do K lồi, compact, f (x, .) lồi, nên S (x)

lồi, compact. Theo định lý cực đại của Berge, ánh xạ S nửa liên tục trên.

Hiển nhiên S là một ánh xạ từ K vào K. Vậy theo định lý điểm bất động

Kakutani, tồn tại x∗ ∈ K thỏa mãn x∗ ∈ S (x∗). Bây giờ ta sẽ chỉ ra x∗ là

nghiệm của bài toán cân bằng (EP ). Thật vậy, do f (x, .) lồi, khả dưới vi

phân nên, theo điều kiện cần và đủ tối ưu của quy hoạch lồi, ta có:

0 ∈ ∂2f (x∗, x∗) +NK (x∗) .

Theo định nghĩa của dưới vi phân và nón pháp tuyến, từ đây ta có v∗ ∈

∂2f (x∗, x∗) thỏa mãn:

〈v∗, y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ K.

Do v∗ ∈ ∂2f (x∗, x∗), nên:

〈v∗, y − x∗〉 ≤ f (x∗, y)− f (x∗, x∗) = f (x∗, y) , ∀y ∈ K.

Vậy f (x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ K. Điều này chứng tỏ x∗ là nghiệm của (EP ) 2

Hệ quả 2.1. Cho K là một tập lồi đóng (không cần compact) và song hàm

cân bằng f như ở mệnh đề trên. Giả sử điều kiện bức (K1) sau đây thỏa

mãn.

Tồn tại tập compact B sao cho:

K ∩B 6= ∅, ∀x ∈ K\B, ∃y ∈ K : f (x, y) < 0.

Khi đó bài toán (EP ) có nghiệm.

Chứng minh.

Theo mệnh đề trên, bài toán cân bằng trên tập compact K ∩ B với hàm

cân bằng f có nghiệm, tức là tồn tại x∗ ∈ K ∩B. Từ điều kiện bức (K1) và

tính lồi của tập K, ta có thể suy ra rằng nghiệm x∗ cũng là nghiệm của bài
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toán (EP ). 2

Mệnh đề trên là một trường hợp riêng của định lý sau đây của KyFan.

Định lí 2.4. (KyFan). Cho f : K ×K → R ∪ {+∞} là một song hàm cân

bằng có các tính chất sau:

(i) f (., y) nửa liên tục trên K với mọi y ∈ K;

(ii) f (x, .) tựa lồi trên K với mọi x ∈ K.

Khi đó bài toán cân bằng (EP ) có nghiệm, nếu như K compact, hoặc điều

kiện bức (K1) thỏa mãn.

Bây giờ ta xét đến tính duy nhất nghiệm của bài toán cân bằng. Trước hết

ta giới thiệu các định nghĩa về tính đơn điệu của song hàm và ánh xạ.

Định nghĩa 2.1. Giả sử f : K ×K → R ∪ {+∞} và K ⊆ Rn. Ta nói:

(i) f đơn điệu trên K, nếu:

f (x, y) + f (y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ K;

(ii) f đơn điệu chặt trên K, nếu nó đơn điệu trên K và:

f (x, y) + f (y, x) < 0, ∀x, y ∈ K, x 6= y;

(iii) f đơn điệu mạnh trên K với hệ số β > 0, nếu:

f (x, y) + f (y, x) ≤ −β||x− y||2, ∀x, y ∈ K;

(iv) f giả đơn điệu trên K, nếu:

f (x, y) ≥ 0⇒ f (y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ K;

(v) f tựa đơn điệu trên K, nếu:

f (x, y) > 0⇒ f (y, x) ≤ 0, ∀x, y ∈ K.

(vi) f được gọi là bán liên tục trên (nửa liên tục trên theo tia) trên K,

nếu:

lim sup
λ→0+

f (λz + (1− λ)x, y) ≤ f (x, y) , ∀x, y, z ∈ K.
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Ví dụ 2.1. 1) Xét hàm h : X → R bất kỳ. X là không gian Hilbert. Khi

đó:

F (x, y) := h (x)− h (y) là đơn điệu nhưng không đơn điệu chặt.

F (x, y) := h (x)− h (y)− 1 là đơn điệu chặt nhưng không đơn điệu mạnh.

Thực vậy, do F (x, y) + F (y, x) = −2 < 0 với mọi x, y nên F đơn điệu chặt.

Thật vậy, giả sử tồn tại hệ số τ > 0 thỏa mãn điều kiện đơn điệu mạnh,

suy ra:

τ‖x− y‖2 ≤ 2, ∀x, y ∈ X.

Chọn x = 0 và y = tv với v là một vectơ khác 0 trong X, ta được:

τ ≤ 2

|t| . ‖v‖
, ∀t ∈ R.

Cho t→∞ thì điều kiện trên chỉ xảy ra khi τ ≤ 0 (mâu thuẫn).

2) Xét hàm F (x, y) := 〈f ′ (x) , y − x〉 . Khi đó, theo Mệnh đề 1.4. và Hệ quả

1.1. của nó ta có:

F đơn điệu nếu f lồi.

F đơn điệu mạnh hệ số η nếu f lồi mạnh hệ số η.

Các khái niệm về đơn điệu đối với song hàm có liên quan chặt chẽ với các

khái niệm về đơn điệu ánh xạ (toán tử), rất quen thuộc trong giải tích phi

tuyến.

Định nghĩa 2.2. Giả sử A là một toán tử (đa trị) với domA chứa K. Ta

nói:

(i) A đơn điệu mạnh trên K với hệ số β > 0, nếu với mọi x, y ∈ K,

u ∈ A (x) , v ∈ A (y) ta có:

〈u− v, x− y〉 ≥ β‖x− y‖2;

(ii) A đơn điệu chặt trên K, nếu với mọi x, y ∈ K, x 6= y, u ∈ A (x) ,

v ∈ A (y), ta có:

〈u− v, x− y〉 > 0;

(iii) A đơn điệu trên K, nếu với mọi x, y ∈ K, u ∈ A (x) , v ∈ A (y), ta có:

〈u− v, x− y〉 ≥ 0;
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(iv) A giả đơn điệu trên K, nếu với mọi x, y ∈ K, u ∈ A (x) , v ∈ A (y), ta

có:

〈u, x− y〉 ≥ 0⇒ (v, x− y) ≥ 0;

(v) A tựa đơn điệu trên K, nếu với mọi x, y ∈ K, u ∈ A (x) , v ∈ A (y), ta

có:

〈u, x− y〉 > 0⇒ (u, x− y) ≥ 0.

Từ định nghĩa ta có: (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (v).

Một ví dụ quan trọng của toán tử đơn điệu là dưới vi phân của hàm lồi.

Thậm chí dưới vi phân của hàm lồi còn có tính đơn điệu mạnh hơn, đó là

đơn điệu tuần hoàn. Nhận xét sau cho thấy rằng khái niệm đơn điệu của

một song hàm là một sự tổng quát của khái niệm này đối với toán tử.

Nhận xét 2.1. Giả sử F là một toán tử có một trong các tính chất là đơn

điệu mạnh, đơn điệu chặt, đơn điệu, giả đơn điệu hay tựa đơn điệu trên K

và F (x) compact với mọi x ∈ K. Khi đó song hàm:

f (x, y) := max
u∈F (x)

〈u, y − x〉 .

sẽ tương ứng là đơn điệu mạnh, đơn điệu chặt, đơn điệu, giả đơn điệu hay

tựa đơn điệu trên K.

Thật vậy, giả sử F là đơn điệu. Do F (x) compact, nên tồn tại u ∈ F (x) sao

cho f (x, y) = (u, y − x). Tương tự, do F (y) compact, nên tồn tại v ∈ F (y)

sao cho f (y, x) = (v, x− y). Khi đó do F đơn điệu, nên:

f (x, y) + f (y, x) = 〈u− v, y − x〉 ≤ 0.

Vậy f đơn điệu trên K. Các trường hợp đơn điệu khác cũng có thể chứng

minh tương tự.

Mệnh đề 2.2. Cho K là tập lồi, đóng, khác rỗng và f : K×K → R∪{+∞}
là song hàm cân bằng. Khi đó:

(i) Nếu f là đơn điệu chặt trên K, thì bài toán cân bằng (EP ) có nhiều

nhất một nghiệm;
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(ii) Nếu f (., y) nửa liên tục trên với mỗi y ∈ K và f (x, .) lồi, nửa liên

tục dưới với mỗi x ∈ K và f đơn điệu mạnh trên K, thì bài toán (EP ) luôn

có và có duy nhất nghiệm.

Chứng minh.

(i). Giả sử (EP ) có hai nghiệm là x∗ và y∗. Khi đó f (x∗, y∗) ≥ 0 và f (y∗, x∗) ≥

0. Thế nhưng nếu f (x∗, y∗) ≥ 0, thì theo tính đơn điệu chặt, ta phải có

f (y∗, x∗) < 0. Điều này mâu thuẫn với việc f (y∗, x∗) ≥ 0.

(ii). Lấy x0 ∈ K bất kỳ. Do f
(
x0, .
)
nửa liên tục dưới và f

(
x0, x0

)
= 0, nên

tồn tại µ sao cho:

f
(
x0, v

)
≥ µ, ∀v ∈ B

(
x0, 1

)
∩K,

trong đó B
(
x0, 1

)
ký hiệu quả cầu đóng tâm x0 bán kính bằng 1. Ta sẽ chỉ

ra f thỏa mãn điều kiện bức (K1). Thật vậy, với bất kỳ x ∈ K\B
(
x0, 1

)
,

thì λ = 1/
∥∥x0 − x

∥∥ < 1. Vậy v = λx + (1− λ)x0 ∈ K ∩ B
(
x0, 1

)
. Theo tính

lồi của f
(
x0, .
)
ta có:

f
(
x0, v

)
≤ λf

(
x0, x

)
+ (1− λ) f

(
x0, x0

)
= λf

(
x0, x

)
.

Vì λ = 1/
∥∥x0 − x

∥∥, nên từ đây suy ra f
(
x0, x

)
≥ µ

∣∣∣∣x0 − x
∣∣∣∣. Từ đây và áp

dụng tính chất đơn điệu mạnh (với hệ số β) của f , ta có:

f
(
x, x0

)
≤ f

(
x0, x

)
− β
∥∥−x0

∥∥2
= −

∥∥x0 − x
∥∥ (µ+ β

∥∥x0 − x
∥∥) .

Do đó, nếu
∥∥x0 − x

∥∥ > −µ/β thì:

f
(
x, x0

)
≤ −µ

∥∥x0 − x
∥∥− β∥∥x0 − x

∥∥2
< 0.

Bây giờ lấy tập compact U := K ∩B
(
x0, ξ

)
với ξ > max

{
1,−µ/β

}
, ta sẽ có

f
(
x, x0

)
< 0 khi x ∈ K\U . Vậy tính bức của f được thỏa mãn. Theo Mệnh

đề 2.2, bài toán (EP ) có nghiệm. Tính duy nhất nghiệm được suy ra từ (i),

do tính đơn điệu mạnh kéo theo tính đơn điệu chặt. 2

Bài toán cân bằng (EP ) có mối liên quan chặt chẽ với bài toán sau, được

gọi là bài toán đối ngẫu của (EP ).

Tìm y∗ ∈ K : f (x, y∗) ≤ 0, ∀x ∈ K. (DEP )

Ta sẽ ký hiệu tập nghiệm của bài toán (EP ) là S và tập nghiệm của bài
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toán đối ngẫu là DS. Mối quan hệ giữa hai bài toán này được thể hiện theo

mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 2.3. Giả sử f : K ×K → R ∪ {+∞} là song hàm cân bằng. Khi

đó:

(i) Nếu f (x, .) là lồi trên K với mọi x ∈ K, thì tập nghiệm DS lồi;

(ii) Nếu f giả đơn điệu trên K, f (., y) nửa liên tục trên theo mỗi tia

(bán liên tục) với mỗi y ∈ K và f (x, .) lồi với mỗi x ∈ K thì DS = S.

Chứng minh.

(i) Theo định nghĩa của bài toán (DEP ), ta thấy rằng:

DS = {y ∈ K : f (x, y) ≤ 0, ∀x ∈ K} .

Vậy, do K lồi và f (x, .) lồi với mọi x ∈ K, nên DS là giao của một họ vô

hạn các tập lồi, do đó nó cũng là một tập lồi.

(ii) Do tính giả đơn điệu của f , ta có ngay S ⊆ DS. Ta chỉ cần chứng

minh chiều ngược lại. Giả sử x∗ là nghiệm của bài toán đối ngẫu, tức là

f (x, x∗) ≤ 0 với mọi x ∈ K. Nếu x∗ không phải là nghiệm của bài toán gốc

(EP ), thì sẽ tồn tại y∗ ∈ K sao cho f (x∗, y∗) < 0. Lấy yt := ty∗ + (1− t)x∗,

do K lồi, nên yt ∈ K với mọi 0 ≤ t ≤ 1. Do tính nửa liên tục trên theo tia

của f (., y∗), ta có:

lim
t→0

f (ty∗ + (1− t)x∗, y∗) ≤ f (x∗, y∗) < 0.

Vậy tồn tại t∗ thuộc đoạn (0, 1), thỏa mãn f (yt∗ , y
∗) < 0. Khi đó theo tính

lồi của hàm f (yt∗ , .) ta viết được:

0 = f (yt∗ , yt∗) ≤ t∗f (yt∗ , y
∗) + (1− t∗) f (yt∗ , x

∗) .

Vì f (yt∗ , y
∗) < 0, nên từ đây suy ra f (yt∗ , x

∗) > 0. Điều này mâu thuẫn với

việc x∗ là nghiệm của bài toán đối ngẫu (DEP ) . 2

2.1.2 Phương pháp bài toán phụ

Ý tưởng chính của phương pháp bài toán phụ (auxiliary equilibrium

problem) là xây dựng một bài toán cân bằng tương đương với bài toán ban
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đầu bằng cách thay song hàm ban đầu bằng một song hàm lồi mạnh theo

biến thứ 2, trong đó xk là nghiệm của bài toán quy hoạch toán học đơn

giản hơn.

Đầu tiên ta xét phương pháp do Mastroeni đưa ra. Phương pháp này xuất

phát từ mệnh đề cơ bản sau:

Mệnh đề 2.4. Giả sử f (x∗, .) là hàm lồi, khả vi và ρ > 0.

Xét hàm H : X ×X → R không âm thỏa mãn:

i) H (y, y) = 0, ∀y ∈ K,

ii) H ′2 (y, y) = 0, ∀y ∈ K;

trong đó H ′2 (x, y) là đạo hàm tại điểm y của hàm H (x, .) . Khi đó ta có x∗

là nghiệm của (EP ) nếu và chỉ nếu nó là nghiệm của bài toán (AEP ) sau:

x∗ ∈ K sao cho ρf (x∗, y) +H (x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ K. (AEP )

Chứng minh.

Hiển nhiên nếu x∗ là nghiệm của (EP ) thì x∗ cũng là nghiệm của bài toán

phụ (AEP ). Ta chỉ cần chứng minh điều ngược lại, giả sử x∗ là nghiệm của

bài toán (AEP ). Khi đó với mọi y ∈ K ta có:

ρf (x∗, y) +H (x∗, y) ≥ 0 = ρf (x∗, x∗) +H (x∗, x∗) .

Vậy x∗ là nghiệm của bài toán:

min
y∈K

[ρf (x∗, y) +H (x∗, y)] .

Theo Mệnh đề 1.5 ta có:〈
ρf2
′ (x∗, x∗) +H2

′ (x∗, x∗) , y − x∗
〉
≥ 0, ∀y ∈ K.

Hay: 〈
ρf2
′ (x∗, x∗) , y − x∗

〉
≥ 0, ∀y ∈ K.

Do hàm f (x∗, .) lồi nên cũng theo Mệnh đề 1.5 ta có:

f (x∗, y) ≥ f (x∗, x∗) = 0, ∀y ∈ K.

Ta có hệ quả trực tiếp sau:
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Hệ quả 2.2. x∗ là nghiệm của bài toán (EP ) nếu và chỉ nếu nó là nghiệm

của bài toán cực trị:

min
x∈K

[ρf (x∗, y) +H (x∗, y)] .

Dễ thấy khi chọn H (x, y) := G (y)−G (x)− 〈G′ (x) , y − x〉 , trong đó

G : X → R là hàm lồi mạnh, khả vi trên K, thì H thỏa mãn các điều kiện

nêu trong mệnh đề trên. Vì vậy ta xét thuật toán sau với:

H (x, y) := G (y)−G (x)−
〈
G′ (x) , y − x

〉
.

Thuật toán 2.1.

(i) Khởi tạo k = 0, xuất phát từ x0 ∈ K.

(ii) xk+1 là nghiệm của bài toán P (k) :

min
y∈K

[
ρf
(
xk, y

)
−
〈
G′
(
xk
)
, y
〉

+G (y)
]
.

(iii) Nếu
∥∥xk+1 − xk

∥∥ ≤ µ, với µ ≥ 0 cho trước thì dừng, nếu không thì

gán k = k + 1 và quay lại bước (ii).

Trong bài toán P (k) , hàm cần cực tiểu hóa là tổng của một hàm lồi, một

hàm affine và một hàm lồi mạnh, do đó nó là một hàm lồi mạnh, nên

nghiệm của P (k) xác định duy nhất. Định lý sau đây cho ta khẳng định về

sự hội tụ của dãy xấp xỉ xây dựng bởi Thuật toán 2.1.

Định lí 2.5. Giả sử các điều kiện sau đây được thỏa mãn:

i) f (x, .) là hàm lồi chặt, khả vi với mọi x ∈ K.

ii) f có tính chất nửa liên tục trên theo tia (bán liên tục trên).

iii) f đơn điệu mạnh trên K với hệ số τ .

iv) G lồi mạnh trên K với hệ số η.

v) f thỏa mãn điều kiện tựa Lipschitz, tức là tồn tại các hằng số

L1, L2 > 0 thỏa mãn:

f (x, y) + f (y, z) ≥ f (x, z)− L1‖x− y‖2 − L2‖y − z‖2, ∀x, y, z ∈ K.

Khi đó, nếu 0 < ρ ≤ η
2L2

và L1 < τ thì dãy
{
xk
}
xây dựng bởi thuật toán

trên hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán.
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Chứng minh.

Từ các điều kiện (i), (ii), (iii), áp dụng Định lý 1.1 ta suy ra bài toán (EP )

có nghiệm duy nhất, kí hiệu là x∗. Ta xét hàm:

Λ (x) := G (x∗)−G (x)−
〈
G′ (x) , x∗ − x

〉
.

Do G lồi mạnh với hệ số η nên Λ (x) ≥ η
2‖x

∗ − x‖2 ≥ 0 với mọi x ∈ K.

Xét hiệu:

Λ
(
xk
)
− Λ

(
xk+1

)
=
[
G (x∗)−G

(
xk
)
−
〈
G′
(
xk
)
, x∗ − xk

〉]
−
[
G (x∗)−G

(
xk+1

)
−
〈
G′
(
xk+1

)
, x∗ − xk+1

〉]
= G

(
xk+1

)
−G

(
xk
)
−
〈
G′
(
xk
)
, x∗ − xk

〉
+
〈
G′
(
xk+1

)
, x∗ − xk+1

〉
= G

(
xk+1

)
−G

(
xk
)
−
〈
G′
(
xk
)
, xk+1 − xk

〉
+
〈
G′
(
xk+1

)
−G′

(
xk
)
, x∗ − xk+1

〉
.

Do G lồi mạnh với hệ số η nên:

G
(
xk+1

)
−G

(
xk
)
−
〈
G′
(
xk
)
, xk+1 − xk

〉
≥ η

2

∥∥xk+1 − xk
∥∥2
.

Do xk+1 là nghiệm của bài toán P (k) nên theo Mệnh đề 1.5 ta có:〈
ρf ′2

(
xk , xk+1

)
+G′

(
xk+1

)
−G′

(
xk
)
, y − xk+1

〉
≥ 0, ∀y ∈ K.

Chọn y = x∗ ta suy ra:〈
G′
(
xk+1

)
−G′

(
xk
)
, x∗ − xk+1

〉
≥ ρ

〈
f ′2
(
xk, xk+1

)
, xk+1 − x∗

〉
.

Do f
(
xk, .

)
lồi nên theo hệ quả Mệnh đề 1.4 ta có:〈
f ′2
(
xk, xk+1

)
, xk+1 − x∗

〉
≥ f

(
xk, xk+1

)
− f

(
xk, x∗

)
.

Mặt khác theo điều kiện định lý và tính chất nghiệm của bài toán (EP ) ta

có:
f
(
xk, xk+1

)
− f

(
xk, x∗

)
=
[
f
(
x∗, xk

)
+ f

(
xk, xk+1

)
− f

(
x∗, xk+1

)]
−
[
f
(
xk, x∗

)
+ f

(
x∗, xk

)]
+ f

(
x∗, xk+1

)
≥ −L1

∥∥x∗ − xk∥∥2 − L2

∥∥xk − xk+1
∥∥2

+ τ
∥∥x∗ − xk∥∥2

= (τ − L1)
∥∥x∗ − xk∥∥2 − L2

∥∥xk − xk+1
∥∥2
.

Vậy ta có:

Λ
(
xk
)
−Λ

(
xk+1

)
≥ η

2

∥∥xk+1 − xk
∥∥2

+ρ (τ − L1)
∥∥x∗ − xk∥∥2−ρL2

∥∥xk − xk+1
∥∥2
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=
(
η
2 − ρL2

) ∥∥xk+1 − xk
∥∥2

+ ρ (τ − L1)
∥∥x∗ − xk∥∥2 ≥ 0.

Như vậy dãy
{

Λ
(
xk
)}

là dãy giảm và bị chặn dưới (bởi 0), do đó hội tụ,

suy ra lim
k→+∞

(
Λ
(
xk
)
− Λ

(
xk+1

))
= 0. Điều này kéo theo:

lim
k→0

∥∥x∗ − xk∥∥2
= 0.

Biểu thức trên chứng tỏ dãy
{
xk
}
hội tụ mạnh tới x∗.

Bây giờ ta xét trường hợp đặc biệt, G (x) =
‖x‖2

2 , khi đó G lồi mạnh với hệ

số 1 và sự hội tụ của dãy
{
xk
}
là tuyến tính. 2

Hệ quả 2.3. Với các điều kiện của định lý trên, khi 0 < ρ ≤ 1
2L2

và L1 < τ

thì dãy
{
xk
}
xác định bởi công thức truy hồi:

xk+1 := argmin
y∈K

{
ρf
(
xk, y

)
+

∥∥y − xk∥∥2

2

}
,

thỏa mãn bất đẳng thức:∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 ≤ α

∥∥xk − x∗∥∥2
, ∀k ≥ 0,

trong đó, α = 1− 2ρ (τ − L1) .

Chứng minh.

Thay G (x) =
‖x‖2

2 vào biểu thức tính Λ ta được:

Λ (x) =
‖x∗‖2

2
− ‖x‖

2

2
− 〈x, x∗ − x〉 =

‖x∗ − x‖2

2
.

Lập luận tương tự chứng minh ta có:∥∥x∗ − xk∥∥2

2
−
∥∥x∗ − xk+1

∥∥2

2
≥
(

1

2
− ρL2

)∥∥xk+1 − xk
∥∥2

+ρ (τ − L1)
∥∥x∗ − xk∥∥2

≥ ρ (τ − L1)
∥∥x∗ − xk∥∥2

.

Từ đó suy ra:

[1− 2ρ (τ − L1)]
∥∥x∗ − xk∥∥2 ≥

∥∥x∗ − xk+1
∥∥2
.

Đây chính là điều phải chứng minh. 2
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2.2 Hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán cân bằng

Trước hết ta nhắc lại một số mệnh đề, sẽ được sử dụng trong chứng

minh các phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov. Trong phần này, chúng ta kí

hiệu SEP (K, f) và SDEP (K, f) tương ứng là tập nghiệm của EP (K, f) và

DEP (K, f). Ta sẽ xét bài toán trên không gian Euclide hữu hạn chiều.

Các giả thiết sau đây sẽ được sử dụng cho một song hàm h : K ×K → R :

(A1) : h (., y) là nửa liên tục trên với mọi y ∈ K.

(A2) : h (x, .) là nửa liên tục dưới và lồi với mọi y ∈ K.

(A3) : Tồn tại một tập con compact, khác rỗng B, B ⊂ Rn và vectơ y0 ∈ B∩K

sao cho:

h (x, y0) < 0, ∀x ∈ K\B.

Giả thiết (A3) được gọi là điều kiện bức.

Giả sử rằng:

L (y) := {x ∈ K : f (x, y) ≥ 0} , Ld (y) := {x ∈ K : f (y, x) ≤ 0} .

Rõ ràng:

∩y∈KL (y) = SEP (K, f) , ∩y∈KLd (y) = SDEP (K, f) .

Mệnh đề 2.5. Chúng ta có các nhận định sau:

(a) Nếu f thỏa mãn giả thiết (A2), khi đó tập Ld (y) là tập lồi, đóng và

khác rỗng.

(b) Nếu f thỏa mãn cả giả thiết (A1) & (A2) thì ∩y∈KLd (y) ⊆ ∩y∈KL (y) .

(c) Nếu f thỏa mãn cả 3 giả thiết (A1)− (A3) thì ∩y∈KL (y) 6= ∅.

Mệnh đề 2.6. Các khẳng định sau đây là đúng:

(a) Nếu f thỏa mãn cả giả thiết (A1) , (A2) và là đều mạnh trên K, khi

EP (K, f) có một nghiệm duy nhất.

(b) Nếu f thỏa mãn cả giả thiết (A1) , (A2) và là giả đơn điệu trên K,

khi SEP (K, f) = SDEP (K, f) và chúng là đóng và lồi.

(c) Nếu f thỏa mãn cả 3 giả thiết (A1)− (A3) và là giả đơn điệu trên K,

thì SEP (K, f) là một tập compact, lồi, khác rỗng.
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Để xây dựng bài toán hiệu chỉnh cho bài toán cân bằng EP (K, f) , đầu

tiên chúng ta chọn một song hàm cân bằng đơn điệu mạnh g : K ×K → R
và được gọi là song hàm hiệu chỉnh. Sau đó, chúng ta kết hợp với bài toán

EP (K, f) để xây dựng bài toán hiệu chỉnh, được xác định như sau:

EP (K, fε)

{
Tìm x ∈ K, sao cho
fε (x, y) := f (x, y) + εg (x, y) ≥ 0, ∀y ∈ K.

với ε > 0 là tham số hiệu chỉnh. Một đường cong {x (ε) : ε > 0} , trong đó

x (ε) là tập nghiệm của bài toán hiệu chỉnh EP (K, fε) được gọi là quỹ đạo

Tikhonov.

2.2.1 Trường hợp song hàm đơn điệu

Trong mục này chúng ta xét trường hợp khi f là đơn điệu trên K. Khi đó

phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov có thể mở rộng cho bài toán cân bằng

EP (K, f). Dưới đây, chúng ta luôn giả sử song hàm cân bằng g là đơn điệu

mạnh trên K và thỏa mãn điều kiện:

∃δ > 0 : |g (x, y)| ≤ δ ‖x− xg‖ . ‖y − x‖ , ∀x, y ∈ K. (2.1)

trong đó xg ∈ K (đóng vai trò là một lời giải đoán trước) được cho trước.

Một ví dụ của song hàm thỏa mãn điều kiện (2.1) là:

g (x, y) := 〈F (x)− F (xg) , y − x〉 , (2.2)

với F là Lipschitz trên K. Một trường hợp riêng là song hàm khoảng cách

được cho bởi :

g (x, y) := 〈x− xg, y − x〉 .

Chúng ta có kết quả như sau:

Định lí 2.6. Giả sử:

(i) f là đơn điệu trên K và thỏa mãn giả thiết (A1) & (A2)

(ii) g là song hàm cân bằng đơn điệu mạnh trên K với hệ số γ thỏa mãn

giả thiết (A1) , (A2) và cả (2.1).

Khi đó với mọi ε > 0, bài toán EP (K, fε) có một nghiệm duy nhất x (ε) thỏa

mãn 3 tính chất tương đương sau:
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(a) ∃ lim
ε→0+

x (ε) ,

(b) lim
ε→0+

sup ‖x (ε)‖ <∞,

(c) SEP (K, f) 6= ∅.

Hơn nữa, nếu có một trong những tính chất trên thì lim
ε→0+

x (ε) = x∗ là nghiệm

duy nhất của bài toán cân bằng EP
(
K̃, g

)
trong đó K̃ := SEP (K, f). Ngoài

ra, nếu g là song hàm khoảng cách, thì x∗ là hình chiếu Euclide của xg lên

tập nghiệm của EP (K, f).

Chứng minh

Có thể nhận thấy rằng bài toán song hàm fε := f + εg thỏa mãn các giả

thiết (A1) & (A2). Hơn nữa, khi f đơn điệu trên K và g là đơn điệu mạnh

trên K thì song hàm fε là đơn điệu mạnh trên K. Thật vậy, theo Mệnh đề

2.6(a) bài toán cân bằng EP (K, fε) luôn tồn tại duy nhất nghiệm.

(a) ⇒ (b) Hiển nhiên.

(b)⇒ (c) Dãy bị chặn {x (ε)} khi ε→ 0+ được hiểu như sau, với mọi dãy con

bất kỳ hội tụ về 0, để đơn giản chúng ta xét dãy nghiệm
{
xk
}

:= {x (εk)}

phải có ít nhất một dãy con hội tụ tới điểm x∗ nào đó. Để dơn giản chúng

ta kí hiệu luôn dãy con này bởi
{
xk
}
. Khi đó xk là nghiệm của bài toán

EP (K, fεk) với mọi k. Do đó chúng ta có:

fεk
(
xk, y

)
≥ 0, ∀y ∈ K.

Do f (., y) và g (., y) là nửa liên tục trên, nên qua giới hạn ta được:

0 ≤ lim
k→∞

fεk
(
xk, y

)
≤ lim

k→∞
f
(
xk, y

)
≤ f (x∗, y) , ∀y ∈ K.

Có nghĩa là x∗ ∈ SEP (K, f). Do đó, SEP (K, f) 6= ∅.

(c) ⇒ (a) Cho x̄ là nghiệm của EP (K, f) và {εk} là dãy hội tụ tới 0. Để

đơn giản, chúng ta viết xk := x (εk) . Do x̄ ∈ SEP (K, f) và xk là nghiệm của

bài toán hiệu chỉnh, nên với mỗi giá trị của k ta có:

f
(
x̄, xk

)
≥ 0, fεk

(
xk, x̄

)
= f

(
xk, x̄

)
+ εkg

(
xk, x̄

)
≥ 0.
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Thêm bất đẳng thức:

f
(
x̄, xk

)
+ f

(
xk, x̄

)
+ εkg

(
xk, x̄

)
≥ 0.

Từ đây do tính đơn điệu của f , nên f
(
x̄, xk

)
+ f

(
xk, x̄

)
≤ 0. Vậy:

g
(
xk, x̄

)
≥ 0. (2.3)

Mặt khác, do g là đơn điệu mạnh với γ > 0, chúng ta có:

g
(
xk, x̄

)
+ g
(
x̄, xk

)
≤ −γ

∥∥xk − x̄∥∥2
. (2.4)

Từ (2.3) và (2.4):

g
(
x̄, xk

)
≤ −γ

∥∥xk − x̄∥∥2 ⇔ −g
(
x̄, xk

)
≥ γ
∥∥xk − x̄∥∥2

.

Dựa vào bất đẳng thức trong điều kiện (2.1), từ đây ta suy ra:

δ ‖x̄− xg‖ .
∥∥xk − x̄∥∥ ≥ ∣∣−g (x̄, xk)∣∣ ≥ γ

∥∥xk − x̄∥∥2
.

Vậy: ∥∥xk − x̄∥∥ ≤ δ

γ
‖x̄− xg‖ , ∀k. (2.5)

Do đó dãy
{
xk
}
bị chặn, chúng ta có thể giả sử mà không làm mất tính

tổng quát, xk → x∗ ∈ K khi k → ∞. Do xk là nghiệm của EP (K, fεk) với

mọi k, nên:

fεk
(
xk, y

)
≥ 0, ∀y ∈ K.

Cho k → +∞, do f (., y) và g (., y) là nửa liên tục trên nên:

0 ≤ lim
k→∞

fεk
(
xk, y

)
≤ lim

k→∞
f
(
xk, y

)
≤ f (x∗, y) , ∀y ∈ K.

Do đó x∗ ∈ K̃ := SEP (K, f). Hơn nữa, sử dụng (2.3) và tính đơn điệu mạnh

của g (., y) tại x̄, chúng ta nhận thấy rằng:

g (x∗, x̄) ≥ lim
k→∞

g
(
xk, x̄

)
≥ 0.

Do x̄ là một điểm tùy ý trong tập K̃, nên x∗ là nghiệm của EP
(
K̃, g

)
. Do

g là đơn điệu mạnh trên K (K là tập con, lồi, đóng, khác rỗng của tập K̃,

bài toán EP
(
K̃, g

)
có một nghiệm duy nhất bởi Mệnh đề 2.6(a). Do đó,
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chúng ta đã chỉ ra rằng bất kỳ điểm giới hạn nào của dãy
{
xk
}
là nghiệm

duy nhất của bài toán EP
(
K̃, g

)
. Do đó, toàn bộ dãy

{
xk
}
phải hội tụ tới

điểm x∗. Nhìn vào phần cuối của định lý, chúng ta lưu ý rằng theo Mệnh

đề 2.6(b), tập nghiệm của SEP (K, f) là lồi, đóng, khác rỗng. Do đó, hình

chiếu Euclide của xg trên SEP (K, f) được xác định và duy nhất. Khi g là

song hàm khoảng cách thì ta có:

g (x, y) = 〈x− xg, y − x〉 .

Có thể chứng minh rằng nghiệm duy nhất của bài toán EP
(
K̃, g

)
chính là

hình chiếu của xg lên tập nghiệm K̃ của bài toán EP (K, f). 2

2.2.2 Trường hợp song hàm giả đơn điệu

Trong phần này chúng ta nghiên cứu hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán

cân bằng EP (K, f) với f là giả đơn điệu trên K. Những khó khăn phát

sinh trong trường hợp này là có thể bài toán hiệu chỉnh không là đơn điệu

mạnh, hoặc thậm chí không phải là giả đơn điệu (xem ví dụ 2.2 dưới đây).

Tuy nhiên chúng ta sẽ chứng minh rằng mọi quỹ đạo Tikhonov hội tụ tới

cùng một điểm của tập nghiệm của bài toán ban đầu. Chúng ta xét bổ đề

sau đây liên quan đến nghiệm của bài toán EP (K, f).

Bổ đề 2.1. Giả sử f thỏa mãn giả thiết (A1) & (A2). Ta xét các điều sau:

(a) Tồn tại một vectơ y0 ∈ K sao cho tập:

L (y0) := {x ∈ K : f (x, y0) ≥ 0} bị chặn;

(b) Tồn tại một tập compact, khác rỗng B ⊂ Rn và vectơ y0 ∈ K ∩B sao

cho:

f (x, y0) < 0, ∀x ∈ K\B;

(c) Tập nghiệm của SEP (K, f) là compact và khác rỗng.

Khi đó (a) ⇒ (b) ⇒ (c). Ngoài ra, nếu f là giả đơn điệu trên K, thì

SEP (K, f) là lồi và tập:

L> (y0) := {x ∈ K : f (x, y0) > 0} ,
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là rỗng với bất kỳ y0 ∈ SEP (K, f) .

Chứng minh

(a) ⇒ (b) : Lấy B := L (y0). Theo giả thiết (a) và tính nửa liên tục trên của

f (., y0) , B là compact. Do đó suy ra (b).

(b) ⇒ (c) : Theo Mệnh đề 2.5(c) chúng ta có SEP (K, f) 6= ∅. Vì K là đóng

và f (., y) là nửa liên tục trên của K, tập SEP (K, f) là đóng. Hơn nữa, từ

(b) và dựa vào định nghĩa của L (y0) ta có:

SEP (K, f) ⊆ L (y0) ⊆ K ∩B.

Do đó SEP (K, f) là compact. 2

Giả sử y0 ∈ SEP (K, f) khi f (y0, x) ≥ 0 với mọi x ∈ K do f giả đơn điệu,

nên f (x, y0) ≤ 0 với mọi x ∈ K. Hơn nữa, L> (y0) 6= ∅. Theo Mệnh đề 2.6

thì SEP (K, f) là tập lồi.

Ở phần trước, chúng ta có g là đơn điệu mạnh trên K và thỏa mãn các giả

thiết (A1) & (A2) và điều kiện (2.1). Chúng ta có định lý sau đây:

Định lí 2.7. Giả sử f là song hàm cân bằng giả đơn điệu trên K và thỏa

mãn các giả thiết (A1) & (A2). Khi đó ba điều sau đây là tương đương :

(a) SEP (K, fε) 6= ∅ với ε > 0 và lim
ε→0+

x (ε) tồn tại, với x (ε) được chọn

tùy ý trong SEP (K, fε).

(b) SEP (K, fε) 6= ∅ với ε > 0 và lim
ε→0+

sup ‖x (ε)‖ <∞, với x (ε) được chọn

tùy ý trong SEP (K, fε).

(c) SEP (K, f) 6= ∅.

Hơn nữa, nếu một trong các điều trên thỏa mãn, thì lim
ε→0+

x (ε) = x∗, trong đó

x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán cân bằng EP
(
K̃, g

)
với K̃ := SEP (K, f).

Ngoài ra, nếu g là song hàm khoảng cách, thì x∗ là hình chiếu Euclide của

xg trên tập nghiệm của bài toán EP (K, f) .

Chứng minh

Nhận thấy rằng fε thỏa mãn giả thiết (A1) & (A2).

(a) ⇒ (b) : Hiển nhiên.

(b)⇒ (c) : Tập SEP (K, fε) 6= ∅, và dãy {x (ε)} bị chặn, đã được chứng minh

trong phần chứng minh (b) ⇒ (c) của Định lý 2.6. Giả sử εk > 0, εk ↓ 0.
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Gọi xk := x (εk) . Do
{
xk
}
bị chặn, nên ta có thể giả sử xk → x∗, x∗ ∈ K do

xk ∈ SEP (K, fεk), nên:

fεk
(
xk, y

)
≥ 0, ∀y ∈ K.

Vì f (., y) và g (., y) là nửa liên tục trên với mọi y ∈ K và εk ↓ 0, nên ta có:

0 ≤ lim
k→∞

fεk
(
xk, y

)
≤ lim

k→∞
f
(
xk, y

)
≤ f (x∗, y) , ∀y ∈ K.

Hơn nữa, x∗ ∈ SEP (K, f) .

(c) ⇒ (a) : Để chứng minh SEP (K, fε) 6= ∅ với mọi ε > 0, ta áp dụng Bổ

đề 2.1, sẽ xác định được một vectơ y0 ∈ K sao cho:

Lε (y0) := {x ∈ K : fε (x, y0) = f (x, y0) + εg (x, y0) ≥ 0}

bị chặn. Theo điều kiện (c) chúng ta có thể lấy y0 ∈ SEP (K, f). Dựa vào

khẳng định cuối cùng của Bổ đề 2.1 có L> (y0) 6= ∅. Với bất kỳ x ∈ Lε (y0)

ta có:

fε (x, y0) = f (x, y0) + εg (x, y0) ≥ 0

⇔ f (x, y0) ≥ −εg (x, y0) .

Ta chỉ ra rằng: g (x, y0) ≥ 0 với bất kỳ x ∈ Lε (y0). Thật vậy, nếu g (x, y0) < 0,

thì f (x, y0) > 0. Hơn nữa x ∈ L> (y0) = ∅. Đây là mâu thuẫn.

Từ g (x, y0) ≥ 0, do tính đơn điệu mạnh với hệ số γ của g, ta có:

g (y0, x) ≤ −γ‖y0 − x‖2.

Sử dụng điều kiện (2.1) chúng ta thấy ‖x− y0‖ ≤ δ
γ ‖x

g − y0‖ với mọi

x ∈ Lε (y0).

Do đó, Lε (y0) bị chặn. Vậy bài toán EP (K, fε) luôn tồn tại nghiệm với mọi

ε > 0.

Bây giờ, lấy x̄ là nghiệm bất kỳ của EP (K, f) và {εk} là một dãy bất kỳ

hội tụ đến 0. Chọn một dãy tùy ý
{
xk
}
với xk ∈ SEP (K, fεk) . Khi đó với

mọi k ta có:

f
(
x̄, xk

)
≥ 0. (2.6)

và

fεk
(
xk, x̄

)
:= f

(
xk, x̄

)
+ εkg

(
xk, x̄

)
≥ 0. (2.7)
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Do tính giả đơn điệu của f và (2.6) ta có f
(
xk, x̄

)
≤ 0. Hơn nữa, sử dụng

(2.7) ta có:

g
(
xk, x̄

)
≥ 0. (2.8)

Bây giờ, chứng minh tương tự như trong Định lý 2.6, ta có:∥∥xk − x̄∥∥ ≤ δ

γ
‖x̄− xg‖ , ∀k. (2.9)

Vậy dãy
{
xk
}
bị chặn. Lấy x∗ là điểm giới hạn bất kỳ của dãy. Để đơn giản,

chúng ta cho xk → x∗ ∈ K khi k → ∞. Sau đó, theo (2.9) qua giới hạn, ta

có:

‖x∗ − x̄‖ ≤ δ

γ
‖x̄− xg‖ . (2.10)

Tương tự như trong phần chứng minh cuối cùng (c) ⇒ (a) của Định lý 2.6.

Chúng ta có:

g (x∗, x̄) ≥ 0,

trong đó x̄ là một giá trị tùy ý trong K̃. Vậy x∗ là nghiệm của bài toán

EP
(
K̃, g

)
. Do g đơn điệu mạnh nên x∗ là nghiệm duy nhất của EP

(
K̃, g

)
.

Do đó toàn bộ dãy
{
xk
}
phải hội tụ tới x∗.

Phần còn lại của định lý có thể chứng minh tương tự như trong phần chứng

minh của Định lý 2.6. 2

Nhận xét 2.2. Như chúng ta đã thấy trong các phần chứng minh của Định

lý 2.6 và 2.7 điều kiện:

∃δ > 0 : |g (x, y)| ≤ δ ‖x− xg‖ . ‖y − x‖ , ∀x, y ∈ K,

được sử dụng để chứng minh rằng bất kỳ quỹ đạo Tikhonov nào cũng hội tụ

tới nghiệm của bài toán ban đầu, đó là nghiệm duy nhất của bài toán cân

bằng đơn điệu mạnh được xác định với song hàm hiệu chỉnh g.

Nhận xét 2.3. Theo Định lý 2.6 và 2.7, việc tìm nghiệm bằng phương

pháp hiệu chỉnh Tikhonov, có thể đưa về cách giải bài toán cân bằng đơn

điệu mạnh EP
(
K̃, g

)
với K̃ là tập nghiệm của bài toán ban đầu EP (K, f).

Khi g là song hàm khoảng cách, bài toán trở về việc tìm cực tiểu của hàm

‖x− xg‖2 trên K̃.
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Nhận xét 2.4. Như chúng ta đã thấy, khi f đơn điệu trên K, song hàm

fε của bài toán hiệu chỉnh EP (K, fε) là đơn điệu mạnh, vậy EP (K, fε) sẽ

có nghiệm duy nhất. Khi f là giả đơn điệu, song hàm fε nói chung không

là giả đơn điệu và do đó tập nghiệm của bài toán EP (K, fε) có thể không

lồi, như ở ví dụ sau đây:

Ví dụ 2.2. Giả sử a > 0, K = [−3; +∞) và

f (x, y) :=
1

a

(
x2 + 2

)
(y − x) ; g (x, y) := x (y − x) .

Dễ dàng nhận thấy f là giả đơn điệu nhưng không đơn điệu trên K. Cho

ε = 3
a , song hàm:

fε (x, y) =
1

a

[(
x2 + 3x+ 2

)
(y − x)

]
,

không phải giả đơn điệu, thật vậy cho x ∈ (−2,−1) ; y ∈ [−3,−2) chúng ta

có fε (x, y) > 0 và fε (y, x) > 0.

Hơn nữa, bài toán hiệu chỉnh EP (K, fε) có 2 nghiệm phân biệt x = −1 và

x = −2. Định lý tiếp theo cung cấp một số thông tin hữu ích về tập nghiệm

của bài toán EP (K, fε), nếu f thỏa mãn tính bức.

Định lí 2.8. Giả sử f là giả đơn điệu trên K và thỏa mãn giả thiết (A1)−

(A3). Khi đó:

(a) Với ε > 0 bất kỳ, tập nghiệm của SEP (K, fε) là compact và khác

rỗng.

(b) lim
ε→0+

diamSEP (K, fε) = 0, trong đó diamSEP (K, fε) := sup
x,y∈SEP (K,fε)

‖x− y‖ .

Chứng minh

(a) Theo giả thiết của định lý, theo Mệnh đề 2.6(c), thì bài toán EP (K, f)

có nghiệm. Lấy bất kỳ y0 ∈ SEP (K, f). Theo Bổ đề 2.1, ta chỉ cần chứng

minh tập:

Lε (y0) := {x ∈ K : fε (x, y0) = f (x, y0) + εg (x, y0) ≥ 0} ,

bị chặn. Thật vậy, với bất kỳ x ∈ Lε (y0) , ta có:

f (x, y0) ≥ −εg (x, y0) . (2.11)

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



40

Do y0 ∈ SEP (K, f) , nên f (y0, x) ≥ 0. Do f là giả đơn điệu, ta có f (x, y0) ≤

0. Hơn nữa, từ (2.11) ta có g (x, y0) ≥ 0. Do tính đơn điệu mạnh của g ta

có:

−g (y0, x) ≥ γ‖x− y0‖2.

Sử dụng điều kiện (2.1), tương tự như trong Định lý 2.7, ta có:

‖x− y0‖ ≤
δ

γ
‖xg − y0‖ , ∀x ∈ Lε (y0) .

Do đó Lε (y0) bị chặn.

(b) dựa vào phần (a), đối với mọi ε > 0, tập nghiệm của SEP (K, fε) là

compact và khác rỗng. Do đó, tồn tại x (ε) , y (ε) ∈ SEP (K, fε) sao cho:

‖x (ε)− y (ε)‖ = diamSEP (K, fε) .

Theo kết luận cuối cùng của Định lý 2.7 có:

lim
ε→0+

x (ε) = lim
ε→0+

y (ε) = x∗.

Do đó:

lim
ε→0+

diamSEP (K, fε) = 0. 2

2.3 Ứng dụng cho bất đẳng thức biến phân giả đơn điệu
đa trị

Chúng ta nhớ lại rằng một ánh xạ đa trị φ : Rn → 2R
n

với K ⊆ domφ,

được gọi là:

(a) Đơn điệu mạnh trên K với hệ số γ nếu:

〈u− v, x− y〉 ≥ γ‖x− y‖2, ∀x, y ∈ K, ∀u ∈ φ (x) , ∀v ∈ φ (y) ;

(b) Đơn điệu trên K nếu:

〈u− v, x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ K, ∀u ∈ φ (x) , ∀v ∈ φ (y) ;

(c) Giả đơn điệu trên K nếu:

〈u, x− y〉 ≤ 0⇒ 〈v, y − x〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ K, ∀u ∈ φ (x) , ∀v ∈ φ (y) ;
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Xét bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị sau đây:

V I (K,F )

{
Tìm x∗ ∈ K, v∗ ∈ F (x∗) sao cho
〈v∗, x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ K.

trong đó F : Rn → 2R
n

với K ⊆ domF .

Như thường lệ chúng ta nói bài toán V I (K,F ) thỏa mãn tính bức nếu điều

kiện sau đây thỏa mãn:

(CO): Tồn tại tập compact B và y0 ∈ K ∩B sao cho:

sup
u∈F (x)

〈u, y0 − x〉 < 0, ∀x ∈ K\B.

Giả sử rằng:

f (x, y) := sup
u∈F (x)

〈u, y − x〉 . (2.12)

Có thể nhận thấy rằng bất kỳ nghiệm của bài toán V I (K,F ) cũng là nghiệm

của bài toán EP (K, f) với f được xác định bởi (2.12). Điều ngược lại là

đúng nếu F có các giá trị lồi và compact.

Bây giờ giả sử rằng, F là nửa liên tục trên trên K và đơn điệu, F (x) là

tập compact, và lồi với mọi x ∈ K. Theo định lý cực đại của Berge ta thấy

rằng f (., y) là nửa liên tục trên. Hơn nữa, khi x cố định x ∈ K, song hàm

f (x, .) là cực đại của một họ song hàm afin, do đó nó là một hàm lồi nửa

liên tục dưới. Vậy f thỏa mãn giả thiết (A1) & (A2). Ta thấy rằng, f là đơn

điệu trên K nếu và chỉ nếu F là đơn điệu trên K. Thật vậy, do:

f (x, y) = max
u∈F (x)

〈u, y − x〉 .

và:

f (y, x) = max
v∈F (y)

〈v, x− y〉 ,

vì F (x) và F (y) compact, ta có:

f (x, y) = 〈u, y − x〉 , với u ∈ F (x),

và:

f (y, x) = 〈v, x− y〉 , với v ∈ F (y),

do đó:

f (x, y) + f (y, x) = 〈u− v, y − x〉 , ∀x, y ∈ K,
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do đó:

f (x, y) + f (y, x) ≤ 0⇔ 〈u− v, x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ K.

Tương tự như vậy chúng ta có thể thấy rằng f là đơn điệu mạnh nếu và

chỉ nếu F đơn điệu mạnh.

Bây giờ áp dụng hiệu chỉnh Tikhonov với song hàm hiệu chỉnh

g (x, y) = 〈x− xg, y − x〉 với ε > 0, chúng ta có:

Fε (x) := F (x) + ε (x− xg) ,

và:

fε (x, y) := max
u∈Fε(x)

〈u, y − x〉 .

Cũng như trên, xg được coi là một nghiệm được dự đoán trước. Đặt

Fε (x) := F (x) + ε (x− xg) .

Chúng ta có thể viết:

fε (x, y) := max
u∈Fε(x)

〈u, y − x〉

= max
v∈F (x)

〈v, y − x〉+ ε 〈x− xg, y − x〉

= 〈w + ε (x− xg) , y − x〉 ,

trong đó w ∈ F (x), sao cho max
v∈F (x)

〈v, y − x〉 = 〈w, y − x〉 . Do đó:

fε (x, y) = f (x, y) + ε 〈x− xg, y − x〉 ,

với:

f (x, y) := max
v∈F (x)

〈v, y − x〉 .

Trong trường hợp này, bài toán bất đẳng thức biến phân hiệu chỉnh có

dạng như sau:

V I (K,Fε)

{
Tìm x∗ ∈ K, v∗ ∈ Fε (x∗) sao cho
〈v∗, x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ K.

Từ những phân tích trên, chúng ta có thể áp dụng Định lý 2.6 và 2.7 cho

bài toán V I (K,F ) để có được hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán bất đẳng

thức biến phân và thu được kết quả sau:
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Hệ quả 2.4. Giả sử F là một nửa liên tục trên, giả đơn điệu với các giá

trị compact, đóng, lồi, khác rỗng trên K. Khi đó ta có các điều kiện sau là

tương đương:

(a) Với mọi ε > 0, bài toán V I (K,Fε) có nghiệm và tồn tại lim
ε→0+

x (ε),

trong đó x (ε) là một nghiệm tùy ý của V I (K,Fε).

(b) Với mọi ε > 0, bài toán V I (K,Fε) có nghiệm và lim
ε→0+

sup ‖x (ε)‖ <∞,

trong đó x (ε) là một nghiệm tùy ý của V I (K,Fε).

(c) V I (K,F ) có nghiệm.
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Kết luận chung

Trong luận văn chúng ta đã đề cập đến các vấn đề sau:

• Giới thiệu bài toán cân bằng bao gồm các tính chất cơ bản về sự tồn

tại nghiệm, tính duy nhất nghiệm của các bài toán liên quan như bài toán

tối ưu, bất đẳng thức biến phân, bài toán điểm bất động Kakutani, cân

bằng Nash trong trò chơi không hợp tác, bài toán điểm yên ngựa. Trình bày

nguyên lý bài toán phụ để giải bài toán cân bằng.

• Trình bày chi tiết về phương pháp hiệu chỉnh Tikhonov cho bài toán

cân bằng đơn điệu và giả đơn điệu đồng thời nói vê việc áp dụng dụng của

phương pháp này cho bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị với toán tử

giả đơn điệu.

Do còn nhiều hạn chế về kiến thức và kinh nghiệm nghiên cứu khoa học

nên luận văn này chắc chắn không tránh khỏi những thiếu xót về nội dung

cũng như trình bày. Rất mong nhận được sự phê bình, đánh giá và ý kiến

đóng góp quý báu của các thầy, cô. Xin chân thành cám ơn!
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