Phuong phap xAac suat
trong t6 hop

Huynh Xuan Tin
Truong THPT Chuyén Luong Van Chanh - Phu Yén

Cdc s6 Ramsey R(k,1) dugc chi ra la luon ton tai véi moi k,l € N, nhung chi
rat it trong cdac so dé la dugc biét gid tri chinh xdc. Nam 1947, P. Erdds da dua ra
mot chiing minh cho can dudi cia s6 Ramsey dang doi xing bang mot phuong phdp
mdi lic bay gio: phuong phap xdc suat. Gan day, phuong phdp nay da phdt trién
manh mé va tré thanh mot cong cu hitu hiéu dé gidi quyét cdc bai todn té hop. Co
s& cla phuong phdp xdc sudt cé thé dude dién ta nhu sau: dé ching minh su ton tai
ctia mot cau tric to hop théa tinh chat nao do, ta xay dung mot khong gian zdc sudt
thich hop roi chi ra rang mot phan t vdi tinh chat da cho duge chon ngau nhién
trong khong gian dé cé xdc sudat duong. Trong tai lieu nay, ching toi cing dé cip
dén mot s6 ing dung cilia phuong phdp xdc sudt trong té hop, dac biét la ching minh
bai todan ton tai.

Noi dung chinh la zem xét mot so ing dung ciia phuong phdp zdc suat trong
cac bai todn to hop va do thi theo hai hudng co bin: dua vao dinh nghia zdc suat va
dua vao tinh chat cia ky vong. Ngodi cdc bai todn vé té hop va do thi, tdc gid cing
di dua thém cdc bai todn ma cé thé ing dung phuong phdp nay trong cdc linh vic
khac.

1 Dinh nghia xac suat véi bai toan td hop, do thi

Trude tien ta can md rong khai niém do thi.

Mot siéu do thila mot cap H = (V, E), 6 day V la tap hitu han céc phan tit
duge goi 1a cac dinh v E 1a ho cac tap con ciia V' goi 1a cac canh. H ducgc goi 1a
n-siéu do thi déu néu mdi canh ctia n6 chita ding n dinh. Ta néi ring H thoéa tinh
chat B hodc 2-t6 mau duge néu c6 mot cach 2-t6 mau cho cic dinh trong V sao cho
khong c¢6 canh nao ciing mau. Ky hieu m(n) 1a s6 canh nho nhat ctia mot n-siéu do
thi déu khong c6 tinh chat B. Ta di xac dinh can dudi cho m(n).

Bai toan 1. Méi n-siéu do thi déu vdi it hon 2" ' canh c¢é tinh chat B. Do dé
m(n) > 271
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Giai. Dat H = (V, E) 1a mot n-siéu do thi déu véi it hon 2! canh. T6 mau
ngau nhien cho V bang 2 mau (mdi mau c6 xac suat duge chon 1a 1). V6i mbi
canh e € E, dat A, 1a bién c6 chi e c6 cing mau. Khi d6

2

:2_n:

1—n

PA]

Do d6, xac suat dé co it nhat mot canh trong E cting mau la

P [UeeE Ae] = ZeEE PlA] <1,

tic 1 — P [J,cp Ac] > 0. Dieu nay nghia l1a ton tai mot cach 2-t6 mau cho V
sao cho khong c6 canh cung mau.

Bai toan 2. Cho G = (V, E) la do thi hai mdng n dinh véi mot tap S(v) chia nhicu
hon log, n mau gan vdi moéi dinh v € V. Chitng minh rang cé mot cach to mau thich
hop cho G ma moi dinh v duge to mot mau tw tap mau S(v) cia nd.

Giai. Do G 1a dd thi hai mang nén tap V c6 thé phan hoach thanh hai tap
roi nhau V; va V; sao cho mdi canh trong G ¢6 mot dinh trong V; va mot dinh
trong Vs, diat S = |J S(v) la tap tat cd cac mau c6 thé. Xét phan hoach ngau

veV
nhién S = S; U S, trong dé moi mau duge chon ngau nhién, doc 1ap cho vao
S hodc S, v6i x4c suat bang nhau (va bang 1). Ta sé chiing minh ton tai mot
phan hoach ctia S sao cho tat ca cac dinh trong Vi, ¢ = 1,2, c6 thé dudc to
mau bang cac mau trong S;, i = 1,2.
Lay v € V;, i = 1,2, khi d6 xac suat dé khong c6 mau nao trong tap mau S(v)
nam trong S; xac dinh béi:

1S(v)]
P[S(v)NS; =0] = (%) < %, (do |S(v)| > logyn).
Vay
P [UUG%{S(U) nSs; = (Z)}] < H;”,

do do, xac suat dé c6 it nhat mot dinh khong thé dude t6 bing mot mau bat
ki trong tap mau cua dinh dé sé bi chan bdi |Ln1‘ + ‘an' =1.

Vay c6 mot phan hoach S = S; U S, sao cho tat ca cac dinh trong V; ¢6 thé
dugc to bang cac mau trong S;, i = 1,2.

Bai toan 3. Cho m,n la hai s6 nguyén duong lon hon 1, va m > 2.013log, n. Khi
do, ta cé thé to mau mdi canh cia K, la do hodc zanh sao cho khong co do thi con
K €6 cung mau canh dugc tao thanh.

Giai. Do thi Konm €6 2m dinh va m? canh, do dé sO6 cach dé 2-t6 mau canh
X . b X . N 2 N 7 z ~ N P2 ? ~
cho do thi con K,,,, cia do thi K,,,, 1a 2™, va trong cac cach t6 mau doé chi c¢6

156



2 két qua thuan lgi dé duge K,,,, cing mau. Suy ra, xac suat dé duge K,
cing mau canh 1a
2
om?
D6 thi K,,,, ¢6 (C™)? d6 thi con K, ,,, moi do thi con K,,,, ¢6 khd nidng cuing
mau canh nhu nhau. Do d6, xac suat dé c6 it nhat mot do thi con K,,,, cling

1-m

mau luon nhé hon hogc bang (C™)2 - 2=,
Vay de ching minh yéu cau ctia bai toan, ta chi can chiing minh

(Cmy2. 2t < 1,

n

+ Vim > 2.013log, n > 2, nén ta co

R Y

+ Vi m > 2.013log, n > 2log, n, nén suy ra

m
2

n2m< (2 )Zm.

Tt 2 diéu trén, suy ra

)2m — 2m2

m
2

2(C™)? < n*™ < (2

Ban chat ctia s6 2.013 trong diéu kién m > 2.013log, n d6 1a né 16n hon 2.
Béi vay, bat ki s6 2+ ¢, v6i e > 0 ndo do déu co thé dugc.

Bai toan 4. (Dinh ly Erdés - Ko - Rado, [10]) Néu |X|=n, n > 2k va F la ho
giao nhau cic k-tap con cia X, tic la VA, B € F,ANB # ), thi ta c6 | F| < C*1.

Giai. Ta can bo de sau:

B6 dé 1. Xét X = {0,1,....,n — 1}, va vdi 0 < s < n, ta dinh nghia A, =
{s,5+1,...,s+k—1} C X vdi phép cong modulo n. Khi dé, véin > 2k, thi bat ki
ho giao nhau F cdc k-tap con cia X déu chita nhiéu nhat k tap A,.

Chirng minh. Néu A; € F, thi bat ki tap A, € F nao d6 khac A; phai la 1 trong
s6 cac tap Aj_p41,...,A;_1 hodc Ajl1,..., Aipr—_1. C6 2k — 2 tap nhu thé, cic tap
nay c6 thé duge chia thanh (k—1) cap c¢6 dang (As, Agyx). Vin > 2k, AN A =0
va chi c6 mot tap trong mdi cap la co thé xuat hién trong F, nén ta cé diéu phai
chiing minh. O]

Gia st X = {0,,1,...,n — 1} va F la ho giao nhau cac k-tap con cua X.
V6i mot hoan vi o : X — X, ta dinh nghia

o(As) ={o(s),0(s+1),...,0(s+k—1)},
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v6i phép cong modulo n. Cac tap o(A,) chinh 1 cac tap néi trong bo dé 1
véi cac phan tit duge gan nhan lai béi hoan vi o, do d6, theo bo dé trén thi
c6 nhiéu nhat k trong s6 n tap nay nam trong F. Do d6, néu chon s doc lap,
ngau nhién va déu, thi

k

Plo(As) € F] < —.

n
Nhung viéc chon o(A,) nay tuong duong véi viéc chon ngau nhién mot k-tap
con cua X. Béi vay

]:
Plo(As) € F] = |C—k|,
va "
|F| = CF-Plo(A,) e F] < CF. = =1L
n n n n

Bai toan 5. Cho A, Ay, ..., A, va By, Bs, ..., B, la cic tap con phan biét cia N
sao cho

e vdi moi ’i, AZﬂBZ = @, va

e vdi moi i # j,A; N B; # 0.
Chitng minh n < Cf,.

Giai. Dat X = |J(A; U B;) va xét mot cach sdp thit ty cdc thanh phan trong
i=1

X mot cich ngdu nhien (co6 tat ca |X|! cach sap thit tu ¢6 x4c suat nhu nhau).
Dit U; 1a bién c6 chi mdi phan tit ctia A; ditng truéc moi phan ti ctia B;. Ta
cO

CRY R0 (1X] = k= D) 1

X! e

U] = L<i<k
Ta can chu § rang U; va U; khong xay ra dong thoi véi i # j. That vay, gia st
U; va U; xay ra dong thoi. Khong mat tinh tong quat ta gid sit phan ti cubi
cuing clia A; khong diing sau phan tit cudi cung ctia A;. Nhung trong truong
hgp nay, tat cd cac phan tit clia A; déu ding trude tat ca cac phan ti ctia B;.
Diéu nay mau thuan véi gid thiét A; N B; # 0.

Vay
1=p|J vl = ZIP’ Cz’i@

Bai toan 6. Cho Ay, A, ..., A, vi By, Bs,...,B, la cic tap con phan biét cia N
sao cho

o |Ail=rwi|B|=s, V1<i<n,

e vdi moi ’i, Aszl = (Z), va
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e wdi méi i # j,(A; N B;) U (A; N B;) # 0.
(r+s)ts

Ching minh n <
r’ . ss

Bai toan 7. Ching minh rang gitta 2'°° nguoi, khong nhat thiét phai cé 200 nguoi
dor mot quen nhau hodc 200 nguoi doi mot khong quen nhau.

Giai. Ta sé cho mot cap hai ngusi bat ki quen nhau ho#ic doi mot khong
quen nhau bang cach tung mot dong xu do6i xting. Trong mot nhém gom 200
ngusi, xac sudt dé ho doi mot quen nhau hodc déi mot khong quen nhau
12:2.2Cl00 = 2719899,

Vi ¢6 C2% cach chon ra 200 nguoi, x4c suat ton tai 200 ngusi doi mot
quen nhau hodc doi mot khong quen nhau nhiéu nhat bang:

(2100)200 10899 2101 .

200 —19899
Catoo 270 < 0o ~ 200 ©

Tt day suy ra xac suat ton tai 200 ngusi doi mot khong quen nhau hosic doi
mot quen nhau khong 16n hon 0. N6i cach khac, khong nhat thiét phai c6
200 ngusi déi mot quen nhau hoac doi mot khong quen nhau. Bai toan dugc
chiing minh. O

Ta thay & day phuong phap tong quat dé xay dung vi du ngau nhien: Néu
xac suat ton tai vi du ta can 1a duong thi ton tai vi du do.

Bai toan 8. Trong moi 6 ciia bang 100 x 100, ta viét mot trong cdic so nguyén
1,2,...,5000. Hon nita, moéi mot s6 nguyén trong bang xuat hién ding hai lan. Ching
minh ta cé thé chon duge 100 6 ciia bing théa man ba diéu kien sau:

(1) Moi mot hang duge chon ding mot o.
(2) Moi mot cot duge chon ding mot o.

(3) Cac s6 trong cic 6 duge chon doi mot khdc nhau.

Giai. Chon hoan vi ngau nhién (ay, ...,ai00) cta {1,...,100} va chon 6 thi
a; trong hang thi i. Cach chon nhu vay théa man (1) va (2). V6i moi j =
1,2,...,5000, xac suat dé chon hai 6 c6 ciing s6 j 1a 0 néu hai 6 nay cting hang
hogc cing cot va la 1L o trong truong hop nguge lai. Do d6 xac suat dé cach
chon nay thoa (3) it nhat 1a

1 —5000. >0

100.99

va ta c6 diéu phai ching minh.
Tiép theo ta diing tinh chat clia xac suat dé giai toan.

Bai toan 9. Cho p,q la cdc s6 thuc duong sao cho p +q = 1. Chitng minh rdng:
pHpg+pgd+..=1

159



Giai. Xét thi nghiem tung dong xu vdi xac suat ra mat ngtra 1a p va mit sap
12 ¢. Ta thyc hién cho dén khi ra dugc mat ngita. Goi X 1a s6 lan tung, khi
dé: P(X =n) = pg"L.

Vé trai ctia dang thiic bing P(X = 1) + P(X =2)+ ...+ P(X =n) + ... v&
di nhién bing 1. O

Bai toan 10. [IMO Shortlist 2006/Cho S la tap hau han cdc diém trén mat phing
sao cho kho c6 ba diém nao thang hang. Vdi moéi da gidc 1oi P vdi cic diém thuoc S,
goi a(P) la s6 cic diém cia P va b(P) la $6 cdc diém cia S nam ngoai P . Ching
minh rdng vdi moi so thuc x, ta ¢é dang thic:

Zxa(P)(l —z)!P) =1
P

trong do tong duogc tinh theo tat cd cic da gidc 107 c¢6 dinh thuoc S. (Chi y: doan
thing, mot diém va tap rong duoc coi la da gidc 167 vdi 2,1,0 dinh tuong ing)

Giai. Ta to mau mot cach ngau nhién cac diém bang mau den va mau tring,
trong d6 cac diém dudc t6 mau den véi xac suat z. V6i méi da giac 16i P, goi
EP la bién c6 tat ci cac dinh nam trén chu vi ciia P ¢6 mau den va tat ca
cac dinh nam ngoai P c6 mau trang.

Cac bién c¢6 nay doi mot xung khac nhau, nhu thé vé trai 1a xac suat clia
sut kién chan chan xay ra: ta chi can xét bao 16i ctia tat ca cac diem mau den. [

Dé tinh xac suat ctia mot bién ¢6 theo dinh nghia c6 dién ta thuong phai
giai quyét hai bai todn to hop: tinh s6 két qua thuan lgi va tinh s6 cac két
qué c6 thé. Thong thuong bai toan sau don gian hon bai toan trude. Va chinh
diéu nay tao ra mot ting dung thu vi clia xac suat: Néu ta tinh duge s6 cac
két qua co thé va xéac suat thi sé tinh dug sb két qua thuan loi.

Bai toan 11. Trong so cdch chon ra ba dinh ciia hinh lgp phuong don vi, c¢6 bao
nhiéu cach chon théa man diéu kién ba dinh dugc chon la ba dinh ciia mot tam gidc

N

deu.

2 Phép ching minh ton tai s dung ky vong
Mot diéu hién nhién ring gid tri trung binh ciia mot tap cic s6 khong bao gio
vugt qud so lén nhat trong tap nay. Dieu nay cing ding cho ki vong.

Dinh ly 1. ([4]) Cho X : Q@ — R la mot bién ngau nhién sao cho tap hop
S = {X(u)/u € Q} la hitu han, va dat j la phan ti I6n nhat cia S. Khi dé ta cé
j = E[X].
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Chiing minh. Theo dinh nghia ctia E[X], ta ¢6
EX]=i-PX=i<j Y PX=i=j. O
ies i€s

Sau day sé 1a mot s6 ing dung clia dinh 1y 1 trong viéc giai quyét cac bai
toan ton tai.

Bai toan 12. (Szele 1943, [4]) Ching minh rang c6 mét do thi day di c6 hudng n
dinh chia it nhdt 525 dwong Hamilton. Két luin gi vé s6 vong Hamilton?

Giai. Lay mot do thi day di K, va dinh huéng méi canh clia n6 mot cach
ngau nhién dé dugc mot do thi day d c6 huéng 7. Néu p 1a mot xich Hamilton
trong K, thi dat X,(T) = 1 néu p tré thanh mot duong Hamilton trong T va
dat X,(T) = 0 néu nguge lai. Vi p ¢6 n — 1 canh, nén

1
gn—1"

Diat X = Y X,, p chay khiap n! xich Hamilton trong K,, thi X chinh la s6
p

E[Xp] =

duong Hamilton trong 7. Theo tinh chat ctia ky vong ta c6

E[X] = nl - E[X,] = -

on—1 )
va ap dung dinh 1y 1 ta c6 diéu phai chitng minh.

V6i vong Hamilton thi chi khac v6i duong Hamilton la ching c¢6 thém 1
canh c6 huéng. Do d6, ton tai mot do thi day d c6 huéng n dinh véi it nhat
2 vong Hamilton.

Bai toan 13. Cho G la mot do thi don vdi tap dinh [n], va c6 m canh. Khi dé G
chita mot do thi con 2 mdng vdi it nhat 5 canh.

Giai. Dt G = (V, E), va chon ngau nhién mot tap con T C V (6 day, céc bién
co z € T la doc lap 1an nhau v6i xac suat 1). V6i mot canh e cho trude, goi
X, 1 bién chi cia bién ¢6 c¢6 diing mot dinh clia canh e ndm trong 7. Khi d6

Néu ky hieu X 1& s6 canh c6 ding mot dinh ndm trong 7', thi
m
E[X] =) E[X,]= Ex
eckE

Vay véi bat ki 7 C V, ton tai it nhat 2 canh ¢6 mot dinh trong T va mot

dinh trong V \ T, tao thanh mot do thi hai mang.

Tiép theo la mot bai toan duge lien hé t6i mot van dé noi tiéng trong 1y
thuyét phic tap, ¢6 thé goi la "van dé ¢ gita".

161



Bai toan 14. (Iran Team Selection Test 2008/6) Gid si 799 doi thi tham gia vao
mot gidi dau, trong dé maoi cip doi thi thi dav vdi nhau ding mot lan. Chitng minh
rang ton tai 2 tap roi nhau A va B gom 7 doi thi sao cho maoi doi thi trong A déu
thdng moi doi thi trong B.

Giai. Giai ddu nay c6 thé dién ta bing mot do thi day du c6 huéng G cé tap
dinh E gom 799 diém (trong mit phang hodc trong khong gian) tuong ting
v6i 799 dbi thi, hai dinh =,y bat ki duge ndi v6i nhau bang mot cung ti «
dén y néu déi thu « thang déi thi y.

Goi A 1a 7-tap con clia £ dude chon ngau nhién. Dat X 13 s6 dinh ¢6 cung
di vao tur cac dinh trong A. Ta chiing minh E[X] > 7.
Goi X; 1a bién chi ctia bién ¢6 dinh i c¢6 cung di vao tit cac dinh trong A, suy
ra
i
C”7799

Theo tinh chat tuyén tinh ctia ky vong, ta c6

E[Xi]

799 C7

E[X] = ZE[Xi] - Z 077;9.

)

798 - 799
D d =Cly = —— =399-799,

diéu nay nghia la bac vao trung binh ctia mot dinh ¢ bat ki dang bang 399,
va ap dung tinh 16i ctia ham f(z) = C* trén [k, +00), ta dugc:

E[X] = O > 709 $59 ~ 6,025
(X)=) &= 27199 22 ~6.025.
; Clo Co

Vi X 1a mot s6 nguyén nén ta c6 diéu phai chiing minh

Bai toan 15. (Russia 1996/4) Tai Duma c6 1600 dai bicu, thanh lap 16000 iy ban.
Méi iy ban gom 80 dai biéu. Ching minh ring ta cé thé tim duge 2 dy ban cé it
nhat 4 thanh vién chung.

Giai. Chon mot cip iy ban ngau nhién trong s6 CZ,, cap. Dt X 1a s6 nguoi
thuoc vao ca 2 iy ban duge chon. Cht ¥ rang
X =X1+Xo+ -+ Xieoo,

& day X; la bién chi ctia bién ¢ dai biéu thit i thuoc vao ca 2 iy ban duge
chon.
Theo tinh chat tuyén tinh ctia k¥ vong, ta c6

E[X] = E[X1] + E[Xs] + - - - 4+ E[X1600]-
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Dé tinh E[X;], dat n; 1a s6 Gy ban c6 ngudi thit i tham gia, khi d6

2
E[X;] = P[Dai biéu thit i thudc vao 2 ity ban dugce chon] = 02”" .
16000

Ma >, n; = 16000 - 80, do do6 gia tri trung binh cta cac n; la

16000 - 80
——— =800
1600 ’

n =

va theo tinh 16i clia ham f(z) = C* trén [k, +00), suy ra

C2 800 - 799
E[X] > 1600 - —"— = 1600 - ——————— ~ 3.995.

Do X luon 1a s6 nguyeén, nén ta c6 dieu phai ching minh

3 Mot s6 bai tap tuong tu

Bai toan 16. (MOP Test 2007/7/1) Trong mot ma tran n X n, moi s6 1,2,...,n
zudt hién ding n lan. Chiing minh rang c6 mot dong hodc cot chita it nhat /n so
phan biét.

Bai toan 17. (IMO Shortlist 1999/C4) Dat A la tap gom n thdng du mod n*. Chi
ra rang cé mot tap B gom n thang du mod n* sao cho it nhat mot nia thdng du mod
n? c6 thé viét dudi dang a +b vdia € A va b € B.

Bai toan 18. (Taiwan 1997/9) Voin > k > 3, dat X = {1,2,...n} va Fy la ho cic
k-tap con cia X sao cho bat ki hai tap con trong Fy, déu cé nhiéu nhat k — 2 phan
i chung. Ching minh rang ton tai mot tap con My cia X vdi it nhat |logyn] + 1
phan tit ma khong chiia tap con nao trong Fy.

Bai toan 19. (Dinh 1y sperner, [9]) Ching minh rang: Néu F la ho cdc tap con
ctia [n] sao cho khong ton tai 2 tip A, B € F théa man A C B, thi |F| < o,

Bai toan 20. Cho do thi G = (V,E) ¢6 n dinh va %d canh, d > 1. Chiing minh

> p PUTIPA N . > A N A X P n
rang c6 mot tap con U gom cdc dinh doi mot khong ke nhau cé lvc luong > 5.

Bai toan 21. Cho do thi vo hudng G = (V,E). Mot tap U C V' duoc goi la tap bao
qudt trong G néu maoi dinh v € V\ U ¢6 it nhat mot dinh ké ciia né nam trong U.
Chitng minh rang: Néu G cé n dinh, vdi bac nhé nhat 6 > 1, thi G cé mot tap bao
qudt vdi nhiéu nhat n - % dinh.

Bai toan 22. Cho L = (L, Ly,-++ , Ly) gom cdc bp ba thii tu L; = (a;, by, ¢;) sao
cho vdi i bat ki, cdc 6 a;, bi, c; la cdc phan ti khdac nhau cia [n]. Tuy nhién, cdc kyj
hiéu dé vdi cdc chi $6 1 va § khdc nhau c¢é thé ky hiéu cho ciing mot so.

Dt p = pips ... pp la mot n-hodn vi. Ta néi rang p théa man L; néu phan ti b; &
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gitia a; va ¢; trong p (khong quan tam dén thi ty cia 3 phan tii nay trong p la a;bic;
hay c;b;a;).

Chiing minh ring ton tai mot n-hodn vi p théa man i nhdt 3 cia tat cd L; trong
mot L cho trude.

Bai toan 23. Cho do thi G = (V, E). Mot tap U C V duoc goi la doc lap trong G
néu khong ton tai canh trong U. Ching minh: néu G c¢6 n dinh va ki hiéu d, la bac
ctia dinh v, v € V, thy G ¢6 mot tap doc lap c6 lic lugng it nhat Y Hon nia,

n2
2e+n’

1
v dy+1°

néu G co e canh thi G c6 mot tap doc lap co luc lugng it nhat

Bai toan 24. Cho G la mot do thi don. Néu G ¢6 2n dinh va e canh thi né chia

mot do thi con hai mdng vdi it nhat 5o canh. Néu G ¢6 2n+ 1 dinh va e canh thi

né chita mot do thi con hai mdng vdi it nhat eéZ—]:) canh.
.o P ) N N N N 2 SN 4 P n—1
Bai toan 25. Gia st n > 4 va H la mot n-siéu do thi deu vdi it nhat 43n canh.

Chaing minh c¢6 mot cach to mau cho cdc dinh cia H bang 4 mau sao cho moi canh
deu co 4 mau.

Bai toan 26. (Austrian-Polish Competition 1997/8) Cho |X| = n. Tim s6 lon
nhat cdc tap con khdc nhau cia X sao cho mdi tap con nay cé 3 phan ti va khong
co 2 tap con nao roi nhau.

Bai toan 27. Ddt p = pips - - - pn 1 mot n-hodn vi. Chi so i dudc goi la chi so vuot
ctia p néu p; > i. Trung binh mot n-hodn vi cé bao nhiéu chi so vugt?

Bai toan 28. Cho G la mot do thi c6 n > 10 dinh va gid s rang: néu ta thém
vao G bat ki mot canh nao dé khong nam trong G thi s6 do thi Ko ciia G ting lén.
Chiing minh rang so canh trong G it nhat la 8n — 36.

Bai toan 29. Mot gidi dau T vdi n doi thi chinh la mot su dinh hudng cho cdc
canh cia K,. Ta néi rang T théa man tinh chat Sy, néu vdi bat ki k-tap cia n doi
thi, thi luon cé6 mot doi thi thdng tat cd cdc doi thi con lai. Ching minh rang: néu
CF.(1—27%)"F <1, thi ¢c6 mot gidi dau trén K, vdi tinh chat Sy,

4 Mot so bai toan Dai s6, S6 hoc

Bai toan 30. [Bulgaria MO 1984] Cho z;,y;(i = 1,2,..n) la 2n s6 thuc duong
sao cho x; +y; = 1. Chiing minh ring vdi moi s6 nguyén duong m, ta déu co:
(1 —zzgxy)”+ (1 —y) (1 —y5)...(1—y) > 1

Giai. Xét thi nghiem xac suat: Cho ¢y, cy..., ¢, 1a cdc dong xu sao cho véi moi
i, xac suat dé ¢; ra mat ngia 1a z;. Ta tung cac xu ndy mot cach doc lap m
lan . Khi d6 (1 — 2125...2,)™ 1& x4c suat P(A) ciia bién ¢6 "v6i mdi mot trong
m lan tung, c¢6 it nhat mot dong xu ra mit ngia".

Chu y rang A = BUC, trong d6 B 1a bién ¢6 "ton tai mot dong xu ra mat
ngtia § moéi mot trong m lan tung" va C 13 bién ¢6 "co6 it nhat mot dong xu
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ra mat nglta ¢ mdi lan tung, nhung dong xu nay khong giong nhau qua moéi
lan tung". Hon ntta, BN C = 0, do d6: P(A) = P(B) + P(C)

Mt khéc, (1—y")(1—5")...(1 —y) la xac suat clia bién ¢6 méi mot dong
xu khong ra mat ngita trong m lan tung bang P(B), trong d6 B 1a bién c6 do6i
clia bién c6 B

Nhu vay vé trai ctia bat dang thitc da cho la:

P(A)+ P(B) = P(B)+ P(B) + P(C) =1+ P(C) > 1

Chu ¥ dang thitc xay ra khi va chi khi n = 1. O

Bai toan 31. [MOP Test 2008] Gid st a,b,c la cic s6 thuc duong sao cho vdi moi
n nguyén duong thi: [an] + [bn] = [en]. Ching minh rdng it nhat mot trong ba so
a, b, c nguyén.

Giai. Gia st khong c6 s6 nao trong ba s a, b, ¢ 1a s6 nguyén. Chia hai vé cho
n va cho n dan den v6 cung ta dugc a + b = c.

Tu do suy ra {an} + {bn} = {cn} (*)

Néu x vo ty thi {zn} phan bd déu trén doan [0;1] . N6i rieng néu ta chon
n mot cach ngau nhién trong {1,2,..., N} thi E({zn}) — 1 khi N — co. Mt
khic, néu  la s0 hitu ty c6 dang toi gian 2 thi {zn} c6 ky vong tien dén
% = 3 — 5;- Nhu vay n6 nam trong khoang [f; 3
nguyen z, ta c6 E({zn}) — ¢ trong d6 ¢ € [1;1). Lay ky vong hai vé ctia (*) va
n dan dén vo cling, ta thiy rang cach duy nhat dé c6 dang thic 1a E({an})

va E({bn}) phéi tién dén 1.

). Tém lai, v6i moi s6 khong

Nhung céch duy nhat dé c6 ky vong + 1a khi a,b hitu ty, con cach duy
nhét dé c6 ky vong 3 1a ¢ vo ty. Nhung do a + b = ¢ nén ta khong thé hai sb
hitu ty cong ra so6 vo ty.Mau thuan. O

Bai toan 32. Cho p,q la cic so khong am cé tong bing 1. Chiing minh ring:
Q=pm)"+1=-g)" =1

Giai. Xét mot ma tran ngau nhién kich thuée m x n trong dé6 méi mot 6 duge
dién s6 1 v6i xac suat p va s6 0 v6i xéc suat 1a q.

Xéc suat dé mot dong cé it nhat mot s6 1 bing 1 — ¢". Khi d6 xac suat
dé ma tran trén c6 moéi dong it nhat mot s6 1 1a (1 — ¢™)™.

Xéc suat dé mot cot c6 it nhat mot s6 0 bang 1 — p™. Khi dé xac suat dé
ma tran trén c6 moi cot it nhat mot s6 0 1a (1 — p™)™.

Theo cach dién s6 vao ma tran nhu trén thi ta cé diéu phai chiing minh.
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Bai toan 33. [Bay Area MO 2004] Cho n sé thuc khong dong thoi bing 0 c6 tong
bing 0. Chiing minh ring ton tai mot cach danh so cdc so nay la ai,as, ..., a, sao
cho: ajas + asas + ... + ap_1a, + apa; <0

Huéng dan Gid st ay,as, ..., a, la hodn vi ngau nhién cia cic s6 ban dau. Gid
tri ky vong clia biéu thic vé trdi bang bao nhiéu?
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