Chuyén de

Hinh hoc 13 mot chi dé quan trong trong chuong trinh todn trung hoc co so.
Néam vitng céc kién thic va ki nang gidi toan & cdp do nay, hoc sinh s& c6 mot
‘stc bat t6t d€ c6 mot nén tang viing vang vé hinh hoc & cdp phd thong trung
hoc. Chuyén dé nay diém qua céc dinh 1i va bai todn quan trong nhét trong
chuong trinh hinh hoc cdp trung hoc co sé. Vi day 1a chuyén dé nang cao nén
chiing t6i s& khong trinh bay cic dinh li co ban nhu dinh 1i Thales, dinh li
Pythagoras, dinh i, tinh chat cta phan gidc,..

+

Duéi day la cdc chu dé sé duqc dé cap. Ngoa1 ra, mot s6 dinh 1, cong thirc, bai
todn khdc s& dugc trinh bay dudi dang hé qua hay bai tap. :

— Dudng thang Euler
— Pudng tron Euler
~ Dudng thing Simson
" — Dudng thang Steiner
— Dinh If Ptolemy
— B4t dang thic Ptolemy
- — T gidc toan phin
— Dudng thang Newton
— Pinh Ii Ceva, Menelaus, dinh If Desargues
- Duomg tron Apollomus o
— Bai todn con buém
— Dinh 1i Euler vé tam gidc pedal
— Mot s6 quy tich co ban.

— Mot s6 bai todn dung hinh bang thuéc va compa.
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§1. DINH Li DUGNG TRON 9-DIEM EULER.
DUGNG THANG EULER TRONG TAM GIAC

Bai toan dudng tron 9-diém Euler dugc nha todn hoc EULER:(1707-1783)
dua ra'va chitng minh cho sdu diém ban diu, d6 la trung diém cua cic canh
ctia tam gidc va hinh chiéu cta céc dinh ca tam gidc 1én cdc canh doi dién
clia ching ciing nim trén mot dudng tron. Dén nam 1820, BRIANCHON
(1783—1864) va PONCELET (1778-1876) ching minh thém ring dudng
tron di qua séu diém néi trén ciing di qua trung diém cha cdc doan n6i tir truc
tam dén cdc dinh cua tam gidc. Tén goi "Pudng tron 9—diém" duoc gidi thiéu
b&di TERQUEM nam 1842,

Viéc phdt hién ra dudng tron Euler khong chi di qua trung diém ctlia cdc canh
" chia mot tam gidc ma con di qua sdu diém con lai la mot trong nhimg kho tang
quy bau cuia hinh hoc so cédp hién dai.

Pudong tron 9- -diém Euler

Bai toan 1. Cho tam gidc ABC c6 H 1a tryc tam. Khi d6 trung diém cdc canh
cia tam gidc ; chan dudng cao ha tr A, B, C tuong tng xuéng BC, CA, AB ;
trung diém cha HA, HB, HC cing thuéc mot dudng tron. Duong tron nay goi
1a dudng tron 9-diém Euler cha tam gidc ABC.

Trudce khi di vao viéc ching minh chi tié€t, ta xét bd dé sau : ,

Bd dé. Cho tam gidc ABC c6 H la truc tam. Goi Ay, By, Cg 14n lugt 1a hinh
chiéu cha 4, B, C tuong tng trén BC, CA, AB. Goi M, 1a trung di€m cla BC ;
0, 1a trung diém cba HA. Ching minh rang : M,, O, nam trén dudng tron
ngoai ti€p tam gidc AyByC). |

Chimg minh (h.5.1). That vy, ta c6 BBy L AC
tai By = BB,C = 90°. Hoan toan tuong ty, ta
ciing c6 BC,C = 90°. Tir d6 suy ra duge B, C,
By, C, cung thuoc dudng tron dudng kinh BC,
_ hon nita M,, con 1a tam ctia dudng tron do. Lap
luan tuong ty, ta cling ching minh dugc cdc o
gidc sau day noi ti€p dudng tron : ti gidc
CoHAWB, HByCAg, ACyHB,, trong d6 O, 1a tam _
ctia dudng tron ngoai ti€p td gidc ACyHB,,. ' Hinh 5.1
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Khi 4y, ta dugc ByM,Co = 2.C,CB, = 2.CoBBy = 2.CoAH = 2.HA,B,

= ByM,C) = CoAgB,
Suy ra CoAgM B, noi ti€p, tic 1a M, e (ApBoCo)- ) (1)
Talai ¢6 O,ByH = O,HE, = B,CAy = B,CB => 0,8, I tiép tuyén tir O, dén

dudng tron ( M,, %J 1ap luan tuong tu cho O,C,,.

Suy ra m = m =90° = Co0,BoM, noi ti€p dufmg tron. (2)
Tir (1) & (2) suy ra d.p.c.m. [J o

Trd lai bai todn ban d4u. |
Ta goi Oy, O, 14n luot 1a trung diém ctia HB, HC ; My, M 14n lugt 12 trung
diém clia CA, AB. Khi d6, 13p luan tuong tu bai todn 1, ta c6 : 0,. My, O,

Mc thuOC (AoB()C()) Do Vay Oa, Ob’ OC’ Ma, Mb’ MC’ Ao, Bo, CO 1a g9 dlé}n Cﬁng
thuéc mot duong tron. Day chinh 1a dudng tron Euler ctia tam gidc ABC. [

Nhdn xét (h.5.2) :

Néu ta goi A, 1a di€m d6i xing ctia H qua BC ; N,
a diém d6i xing ctia H qua M,,. Khi 4y, ta c6 :
ABA, = HBAg = BBA,. |
Nhung ByBAg = AgAC = AAC.

Do vay A,BC = 4 BA, = AAC.

Suy ra A, e (ABC).

- Mat khic dé thdy HBN,,C 1a hinh binh hanh.

Do dé6 '

BN,,C = BHC = CyHB, =180° — CyAB, = 180° - BAC,
di€u nay chimg td N, e (ABC).

ApM,, git day déng vai trd 1a dudng trung binh cla tam gidc HA|N,. Suy ra
AoM, /] AN, Nhung AgM,, = BC 1 AA,. Suy ra A\N, L AA, = AAN, =90°,
Do vay A, N, s& 13 hai diém d6i xing nhau qua tam O ca (ABC), din dén A,
O, N, théng hang. ' _
X¢t trong tam gidc AHN,, goi G la trong tam cta tam gisc. Khi 46 G ¢ AM;
A/jga = % Suy ra G ciing 12 trong tam clia tam gidc ABC. Mit khéc HO 1a
mot trung tuy€n tir H cia tam gidc AHN,. Suy raG e HO.

va
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2. Pudng thang Euler cla tam giac

Tir nhan xét trén, ta c6 duoc noi dung cuia bai toan duonmg thdng Euler cua
tam giéc.

Bai toan 2. Cho tam gidc ABC c6 H, G, O lan lugt 1a tryc tam, trong tam, tam
dudng tron ngoai ti€p tam gidc. Khi ay H, O, G thing hang. Dudng thﬁng chia
H, 0, G dugc goi 12 dudng théng Euler clia tam gidc ABC.
Hon nita tam duong tron 9-diém Euler cia tam
gidc ABC con nim trén duong thang Euler cha
tam gidc ABC va la trung diém cia HO.
That vay, ta c6, _

. ' 1

OM,//OH, OM,= E'AH =HO,.

Suy ra O,0OM H 1a hinh binh hanh. Do v4y, néu
goi E = M,0, n OH thi E 1a trung diém cua
OM,. Mat khac tam gidc M,0,A4, 1a mot tam
gidc vuong tai A, noi tiép duong tron 9— diém . Hinh 5.3
Euler cha tam gidc ABC. Suy ra E 1a tim cta
duong tron Euler cia tam gidc ABC. Diém E chinh 12 trung diém ctia HO.

buodng thang Euler c6 nhiéu tinh chét thd vi ma cho dén gin day ngudi ta vin
con ti€p tuc tim ra. Vao nam 2006, mot kién tric su nguo‘l Hy Lap Rostqgs
Vittasko c6 dua ra mét bai todn thd vi nhu sau

Gid sit ABCD la mot ti gtac noi tiép cé cdc duong chéo cdt nhau tai P. Chimg
minh rdng cdc dwong thdng Euler ciia cdc tam gidc PAB, PBC, PCD, PDA
dong quy tai mot diém.

BAI TAP

1. (VMO 2009) Trong mat phing cho hai diém c6 dinh A, B (A khic B). Mot

diém C di dong trén mit phang sao cho ACB = a = const (0° < a < 180°).
Pudng tron tam / noi ti€p tam gidc ABC va ti€p xic vé6i AB, BC, CA l4n luot
tai D, E, F. Cac dudng théng Al, BI cét EF 14n lugt tai M, N. :

a) Ching minh ring MN c6 d6 dai khong déi.

b) Chimg minh ring dudng tron ngoai ti€p tam gidc DMN luén di qua mot
diém c6 dinh khi C luu dong.
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2. Cho tam gidc ABC nhon c6 cic dudng cao AA', BB', CC'. Ching minh réng
. cdc dudng thang Euler ctia cdc tam gidc AB'C', CA'B' va BA'C' dong quy tai
mot diém.

3. Cho tam gl,ac ABC v6i goc A khong vuong. Goi D 1a mot diém sao cho
| DBA = BAC ="DCaA.
Chimg minh rang dudong thang Euler chia tam gidc ABC di qua D.

§2. DPUONG THANG SIMSON VA BUONG THANG STEINER
Bai toan. Cho tam gidc ABC noi tiép trong duong tron (0). Gia st S 1a mot
diém nim trén (0) sao cho S khong tring véi cdc dinh A, B, C ciia tam giéc.
Gia sur A, By, Cg 1a hinh chi€u cuia S twong ting trén cic canh BC, CA, AB. Khi
d6-Ag, By, Cy thang hang. Dudng thing chita A

Ag, By, Cyy dugc goi 1a duong thang_Szmson cua
S doi véi tam gidc ABC.

Bai todn dudng théng Simson c6 thé xem nhu
mot hé qua kha hién nhién ctia dinh 1f Euler vé
tam giac pedal (xem §10 trong chuyén dé nay).
Song viéc ding mot dinh 1i manh dé ching
thinh dinh 1i vé dudng thang Simson khong
phdi 12 mot phuong 4n hay. Puong thang
Simson c6 thé duoc chu’ng minh khd don gian -
bang phuong phap bién déi goc thong thudng. Hinh 54

That vay, ta c6 CBOS CAOS = 90°, suy ra tit

gidc AyBySC 1a ti gidc noi ti€p, suy ra ByA,C = B,SC. Mat khc, vi ABSC noi
tiép nén C,BS = ACS = B,CS = ASCyB »» ASB\C (g.g) => Eg—a = CSB,
=3 BSCO = BOAOC Nhung vi AOBCOS la tit gidc noi ti€p (BAOS BCOS 90°)
nén BSCO = BAOCO = BOAOC BAOC = Cy, Ag, By thing hang. (J

Diéu nguge lai chia bai todn dudng théng Simson ciing diing. Cu thé 12 "Néiu M
la diém chay trong mdt phang cua tam gidc ABC sao cho M khidng triing vdi cdc
dinh ciia tam gidc va hinh chiéu cia né xudng cdc canh cua tam gidc ndm trén
mot duong thang. Khi dé M ndm trén duong tron ngoai tiép tam gidc ABC".

Phép chitng minh ménh dé dao xin duoc danh cho ban doc.
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Luu y : Néu goi B, A; va C, l4n luot 1a
diém d6i xing clia S qua AB; BC va CA.
Dé thdy A,, B,, C, théng hang. Tuy
nhién, diéu dic biét clta dudng théng
chita A, B;, C, 1a n6 di qua tryc tam H
clia tam gidc ABC. That vay, & §1 ta da.
- biét rang néu goi H, Hp l4n luot 1a cdc Hinh 5.5

diém d6i xing cia H qua AB, AC tuong

tmg thi khi d6 Hp, H, thudc (O). Luu ¥ tinh chat nay, bay gid ta dugc :

HC,C = HgSC (tinh chdt d6i ximg truc). Mat khdc, vi Hp € (O) nén

H,SC = H,BC = DAC = HAC (vi AEDB I tf gidc noi tiép, trong d6 D, E
14n luot 12 hinh chi€u ctia H trén BC, CA) = HC,C = HAC = HAC\C la tit

—

gidc noi ti€p = C,HC = C,AC = SAC (tinh chdt d6i ximg truc) =

B,, H, C, thang hang, suy ra A, B;, C|, H thdng hang. Vay H thuoc dudng
thang di qua A, By, C;. - '

Puong thing nay duoc goi 12 duong thdng Steiner cia S doi véi tam gidc ABC.

Dé thdy 16 hon tng dung ctia dudng thing Simson va duong thing Steiner, ta
xét cdc vi du sau

Vidu 1. (Dé chon déi tuyén dw JBMO ciia Rumani, 2001)

Cho it gidc ABCD ndi ti€p dudng tron tam
O ban kinh R. Véi E 1a mot diém bat ky
nam trén (0), ta goi K, L, M, N 14n luot 1a
hinh chiéu cta E trén DA, AB, BC, CD.
Ching minh rdng N la truc tdm cha tam
gidc KLM khi va chi khi ABCD la hinh
chir nhat.

Gidi (h. 5.6). Goi G va F 14n luot 1a hinh
chiéu cta E 'lén AC va BD. Theo dinh i
dudng thang Simson, ta c6 ngay cdc bo ba
diém sau thang hang (K, L, F), (M, N, F),
(K, G, N), M, L,G). Goi G', F"1a giao diém

Hinh 5.6
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thit hai clia EG va EF v6i (0). Ta thdy rang KL // AF'? MG [/ BG', G'D /] KN,
F'C//MN. Do dé N la tryc tam tam gidc KLM khi va chi khi

KF 1L MN < AF' L F'CvaMG L KN < BG' L G'D.
Mat khéc AF' L F'C < AF'C = 90° < O e AC. ,
Tuong tv BG' L G'D <> O € BD. Do d6 N 1a tryc tam clia tam gidc KLM =
O 1a giao diém cia AC va BD <> ABCD 1a hinh chit nhat.
Nguoc lai, gia sir ta da c6 ABCD 1a hinh chit nhat, dé th4y ring v6i moi diém
E di dong trén (O) thi N 1a tryc tam cia tam gidc KLM. [0 ‘
Vi du 2. (IMO 2007). Xét 5 diém A, B, C, D, E sao cho ABCD 1a hinh binh
hanh va bdn diém B, C, D, E cing nim trén mot dudng tron. Goi / 1a
mot dudng thang qua A. Gia sit [ cit doan DC & F va BC & G. Gia sit
EF = EG = EC. Chiing minh ring / 1 phan gidc géc DAB.
Gidi (h. 5.7). Goi Mg, My, M, l4n luot 1a

hinh chiéu cua E 1én CB, CD, BD. Ta ¢6
- theo gia thi€t ban ddu thi £ thudc dudng

tron ngoai ti€p tam gidc BCD, suy ra M,
Mp, Mg thing hang (dudng thing Simson).
Mait khdc EG = EC = EF nén E 1a tam
dudng tron ngoai ti€p tam gidc GCF =
Mg, Mp la trung diém cia CG, CF = -
MEMD la dudng trung binh cla tam giic
CGF = (MgMpM¢) // (AF) = (GF) = M 1a trung diém ciia CA ciing déng
thi 12 trung diém cha BD. Ta c6 trong tam gidc EBD, EM - 1a dudng cao déng
thoi ciing 12 duong trung tuyén => tam gidc EBD can & E = EB = ED. Mat
khic EBC = EDC = tam gidc EBMj; v tam gidc EDMp, bing nhau = EM;,
= EM;, = GC = CF = tam gidc CFG can & C = CGF = CFG. Ma
73?477=51-72‘, FAD = FGC :E/E“:I?;{T):FA la phan gidc géc BAD
- hay / 1a phéan gidc BAD. O \ g

Hinh 5.7

BAI TAP

Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (0). Sy, S, 1a hai diém di dong trén (0)
va d6i xing nhau qua O. Goi A,, A, tuong ing 1a dudng thiang Simson cia A\YH
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S, d6i v6i tam gidc ABC. Ching minh ring A; vuong goc véi Aj va giao diém'
clia A, A, chay trén mot dudng tron c6 dinh.

Cho tit gidc ABCD ndi ti€p dudng tron (0). Goi dy, dg, dc, dp 1a céc dudng
thing Simson ciia A, B, C, D tuong ting d6i v6i cic tam gidg BCD, CDA, DAB,
ABC. Ching minh ring dy, dg, dc, dp dong quy.

Cho tif gidc ABCD noi ti€p dudng tron (0) va M 1a mot diém nam trén mat
phéng t gidc. Goi X, Y, Z, T, U, V theo thit tw 12 hinh chi€u ciia M xu6ng AB,
BC, CD, DA, AC, BD. Goi N, P, Q l4n lugt la trung diém cua XZ, YT, UV.
Chitng minh ring néu M thuoc (O) thi N, P, Q thang hang. Bai todn con dt’ing
khéng néu M 1a mot diém bat ki trong mat phing ?

§3. DINH Li PTOLEMY

Dinh Ii Ptolemy 1a mot trong nhitng dinh 1i dep cha hinh hoc so cdp, ¢6 rat
nhiéu vng dung trong viéc gidi cic bai todn hinh hoc. Dinh li nay c6 mot phat
biéu hét sitc don gian : o
Dinh li Ptolemy. Tt gidc 16i ABCD noi ti€p mot dudng tron khi va chi khi
téng cha tich cdc cap canh d6i bang tich hai dudng chéo, nghia la

AB.CD + AD.BC =AC.BD.
C6 nhiéu cich l‘<héc nhau dé chimg minh dinh If
niay. Mot s6 chimg minh s& dugc trinh bay trong
phan bat dang thic Ptolemy. Duéi day ta trinh bay
mot ching minh sir dung dudng thing Simson.
Ha DA, vuong géc véi BC, DB, vuong goc voi AC
va DC; vuong gbéc v6i AB thi B, A, C; théng
hﬁng va AIBI + BICI =’A1C1 (1).

Ap dung dinh 1f ham s6 sin cho cdc dudng tron
dudng kinh DC, DB, DA va cic day cung A{B;, Hinh 5.8
A,C, va B|C, tuong ling, ta c6

A,B, = DC.sinACB, A,C, = DB.sinABC, B,C; = AD.sinBAC
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Lai 4p dung dinh If ham s6 sin cho tam gidc ABC, ta c6
. AB AC BC
sinC =3k sinB = 2R sinA =R
Thay vao déng thitc (1) va it gon, ta thu dugc
AB.CD + AD.BC = AC.BD.

Dinh 1f Ptolemy c6 nhi€u ting dung trong viéc gidi cdc bai todn hinh hoc lién
quan dén ching minh va tinh todn. Sau day, ta s& xem xét mét s6 (mg dung
cta dinh 1f Ptolemy vé ti gidc noi ti€p trong viéc ching minh mot s6 cong
thitc luong gidc va hinh hoc. : '
Cong thirc tinh sin(a + f)
V6i a + B 1a cic gbc nhon, dung dudng tron
duong kinh AC va chon céc diém B va D nim
trén hai nira dudng tron, sao cho BAC = q,
DAC = S Ap dung dinh If Ptolemy, ta c6
AB.CD + AD.BC = AC.BD. ()
Mat khic, 4p dung dinh nghia clia ham s6
lugng giac, ta c6 D
AB =AC.cosa, BC = AC .sinaq, |
CD = AC.sinf, DA = AC .cosp.
Cudi ciing, 4p dung dinh 1i ham s¢ sin cho tam gidc ABD, ta dirgc
BD = ACsin(a' + ).

Hinh 5.9

Thay vao (2), ta dugc
sin(a+ f) = siria.cosﬂ + sinf.cosa. []
Dinh li Pythagoras
Xét hinh chit nhat ABCD. R6 rang day 1a mot tit gidc noi ti€p. Vi thé ta c6
AB.CD + AD.BC = AC.BD. ’
Do AB=CD, AD = BC nén tir day suy ra
AB* +BC*=AC* O
Pinh li ham s6 cosin _
Xét tam gidic ABC v6i cdc canh BC = a, CA = b, AB = c. Dung diém D trén
dudng tron ngoai ti€p tam gidc sao cho AD = BC vi AC = BD (D -chinh la
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diém d6i ximg cia C qua trung truc ctia AB).
Goi E va F lan luot Ia hinh chiéu cia C va D
trén AB. Ap dung dinh 1i Ptolemy cho tf gidc 4
noi ti€ép ABCD ta c6

AB.CD + AD.BC = AC.BD. 3)
Mait khéc,
CD =AB - AF - BE = AB — 2BCcosB.
Thay CD = AB — 2BCcosB, AD = BC, BD = AC ) C
vao (3), tacd

AB? — 2AB.BC.cosB + BC* = AC?
2

Hinh 5.10

hay b? = a* + & — 2ac.cosB. [
Hé thitc Feuerbach
Cho tif gidgc ABCD noi ti€p trong mot dudng tron, khi d6
BD®.S,cp = CD*Sugp + AD* Spcp. @
Chimg minh. Theo cong thifc tinh dién tich thi ‘

AC.AD.CD AB.AD.BD BC.BD.CD
Sacp =4 Sap= "2 Secp= "R

Do d6 (4) tuong duong voi
BD*AC.AD.CD = CD*.AB.AD BD + AD*.BC.BD.CD
hay 1a
AC.BD =AB.CD + AD.BC. I
Nhu vay, c6 thé thdy dinh 1i Ptolemy tuong duong v6i he thitc Feuerbach.
Pinh li Carnot ‘ '

Xét tam gidc nhon ABC noi ti€p trong dudng tron tam O ban kinh R. Goi x, y,
z 1a céc khoang céch tir O dén BC, CA, AB tuong tng. Khi d6

, X+y+z=R+r
trong dé r 12 ban kinh dudng tron ndi ti€p tam giac.
Chimg minh (h. 5.11). Goi D, E, F 1&n lugt 1a trung diém cua cic canh BC,
CA, AB. Ap dung dinh 1i Ptolemy cho tf gidc noi ti€p AEOF, ta dugc ‘
AF.OF + AE.OF = AO.EF & cy+b.z=Ra.
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Tuong tu

cx+az=Rb,ay+bx=R.c.
Cong cdc déng thic v€ theo V&, ta duoc
b+cx+(c+a)y+(@+byz=Ra+b+c)
< (@+b+o)x+y+z)=Ra+b+c)+ax+by+cz
Sx+y+z=R+r ‘ '

(Vi ax + by +cz = 2SOBC + 2S0CA + ZSOAB B
=2SABCvfir=%) D

* .
Viét duéi dang luong gidc, dinh 1i Carnot chinh
1a hé thic '

r .
cosA + cosB+cosC =1+ i Hinh5.11

Chd y hé thic nay ding v6i moi tam gidc. Véi h¢ thitc hinh hoc, dinh 1f Carnot

~ van ddng trong trudng hop tam gidc th, nhung néu ching han A ti thi ta c¢6

10.

~X+y+z=R+r.
BAITAP

Cho tam gidc ABC ndi ti€p trong dudng tron (O) va AC = 24B. Cic dudng
thdng tiép xic vé6i dudng tron (O) tai A, C cit nhau tai P. Ching minh rang BP
di qua diém chinh gifré cua cung BAC. | |
Cho tar;l gidc ABC c6 [ la tam dudng tron néi ti€p, O 1a tam duong tron ngoai
ti€p va G 1a trong tam. Gia sif ring OIA = 90°. Chitng minh réng /G song song
véi BC.

(IMO Shortlist) Gia st M, N la cdc diém nim trong tam gidc ABC sao cho

r— | e e—

MAB = NAC, MBA = NBC. Ching minh ring :

AM.AN _ BM.BN LCMCN _
- ABAC ' BABC ' CACB

(VMO 1997) Trong mat phing, cho dudng tron tam O ban kinh R va diém P
nam trong dudng tron.(OP = d < R). Trong t4t ca céc td gidc 161 ABCD noi ti€p
trong dudng tron (0) va c6 hai dudng chéo AC, BD vudng gbc va cit nhau tai
P, hay tim ¥ gidc c6 chu vi 16n nhat va ti gidc c6 chu vi nho nhéat. Tinh céc
gid tri 16n nhét va nho nh4t nay theo R va d. '
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§4. BAT DANG THUC PTOLEMY

Pinh 1i Ptolemy c6 nhiéu m& rong khac nhau, trong d6 mot mé rong thi vi va
c6 nhiéu tmg dung chinh 1a bét déng thic Ptolemy.
Bat ding thiic Ptolemy. Véi 4 diém A, B, C, D bat ky trén mit phéng, ta c6

AB.CD + AD.BC 2 AC.BD. (D)
R4t thd vi 12 bt ding thitc tam gidc (AB + BC > AC v6i ba di€ém A, B, C bt
ky) 1a mot trudng hop dac biét cha bét déng thitc Ptolemy. That vay
Chia hai v€ ctia (1) cho BD, ta dugc

cD - AD
= = >

AB 2D BC AC.
Néu chon D "du xa" thi tir day ta sé suy raAB + BC > AC.
Diéu nay nghe cling ngac nhién, tuy nhién loi ich dem lai cta su dédc biét hod
nay khong nhiéu, vi ching 1 lai ding b4t déng thic Prolemy cao siéu dé
chitng minh bét déng thic tam gidc von dugce coi nhu tién dé.
Tuy nhién, mot logic rat tu nhién dén chung ta d€n mot y tudng hitu ich hon :
Nhu vay bat déng thitc Ptolemy c6 lién quan dén bat déng thifc tam gidc. Vay
12 bat dang thic Ptolemy c6 thé duge ching minh nhd vao bét dang thic tam
gidc ? Qud 12 nhu vay. Phép ching minh dué6i day s&€ minh chimg cho luan -
diém nay :
Dung diém E sao cho tam gidc BCD dong dang vé6i tam gidc BEA Khi d6,

theo tinh chdt cta tam gidc dong dang, ta c6
A

BA_BD

EA  CD
Suy ra BA.CD = EA.BD 2)
Mait khéc, hai tam gidc EBC va ABD ciing dong dang,

., BA BE i

do co BD = BC a EBC = ABD

EC AD
Tudd —=—=

BC BD Hinh 5.12
Suy ra AD.BC = EC.BD. 3) D

Cong (2) va (3) ta suy ra
AB.CD + AD.BC = BD .(EA +&C).
~Ap dung bit ding thic tam giéc, ta suy ra AB. CD + AD BC2>AC.BD.
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D4u bing xdy ra khi va chi khi A, E, C thing hang, tic 1a khi A va D cing
nhin BC dudi mot géc bang nhau, va khi d6 i gidc ABCD néi tiép. ‘ O

Bét déng thitc Ptolemy c6 nhiéu tng dung trong céc bai toan bt ding thitc
hinh hoc, déc biét 1a trong cdc bai todn so sinh do dai cic doan thing. Truéc
hét ta xem xét ing dung cia b4t déng thitc Ptolemy trong viéc chung minh
mot s6 két qua kinh dién caa hinh hoc phing.

Piém Torricelli. Xét bai toin "Cho tam gidc ABC bdt ky. Hay tim diém M
trong mdt phdng tam gidc sao cho MA + MB + MC dat gid tri nhd nhdt".

Diém M tim dugc duge goi l1a dlém Torricelli cha tam gidc ABC. C6 thé giai
ngin gon bai todn ndy bing c4ch sir dung b4t déng thitc Ptolemy nhu sau :

Trén canh BC, dung ra phia ngoai tam gidc déu BCA'. Ap dung bat déng thiic
Ptolemy cho tt gidc MBA'C ta c6

BM.CA'+ CM.BA' > BC.MA'.
Tir dé, do CA' = BA' = BC nén ta dugc
BM +CM 2MA'
Nhu the
AM + BM + CM 2 MA + MA' > AA'.
Tic 1a '
AM +BM + CM > AA' (Ia hing s6). ¢
D4u bing x4y ra khi va chi khi’ o Hinh 5.13
1) Té gidc BMCA' noi tiép ;
ii) M nim giita A va A".
D@ théy ta c6 thé tim duoc diém M thod mén ci hai diéu kién nay khi va chi
khi tat ca cdc goc cia tam gidc ABC déu khong 16n hon 120°.

Néu chéng han géc A > 120° thi diém M cin tim s& chinh 12 diém A (ban doc
tu chitng minh!). [J

R rang phuong phép néi trén c6 thé 4p dung cho bai todn téng quét hon :
"Cho tam gidc ABC va cdc s6 thuc duong m, n, p. Hdy tim diém M trong mgt
phdng tam gidc sao cho mMA + n.MB + p-MC dat gid tri nho nhdt".

T4t nhién, ching ta ciing s& gap phéi tinh huéng tuong tu nhu tinh huéng tam
gidc ABC c6 mot géc 16n hon 120° nhur & trén.
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Bat déng thirc Erdos-Mordell. Cho tam gidc ABC. M 1a mot diém bat ky
nam trong tam gidc. Dat x;, = MA, x, = MB, X3 = MC ; p;, py, p3 1an luot 1a
khoang ciach tu M dén BC, CA, AB. Khi d6 ta c6 bét déng thic
X;+x3+x322(p; +py+p3)

C6 rat nhiéu cach chimg minh két qua
kinh dién nay. Sau d4y ching ta trinh bay
phuong phdp ching minh sit dung dinh If
Ptolemy.
N6i dai AM céit dudng tron noi ti€p tam
gi4c tai A'. Ap dung dinh If Ptolemy cho tit
gidc noi ti€p ABA'C, ta c6

AB.CA'+ AC.BA'= BC AA'.
Ha A'D vudng géc véi AC va AE vuong
g6c véi AB thi 10 rang

AB>AE,AC > AD. ' " Hinh5.14
Dodé a.AA'>c.AD+bAE

ADc¢ AED
hay 1 > —.— + —.—.
WA a T AA g
AD_p,  AE_p
h —_—= = e :.
Nhung AL va —— AA nén tr doé

> p, <
% 2 P2t Py

Tuong tu ta c6 cdc ddnh gid cho x,, X3, tir d6

c b c a b a

D4u bing xay ra khi va chi khi tam gidc ABC déu va M trung véi tm O cia
tam gidc. [ ‘ .

Phép chimg minh b4t ding thic Ptolemy ciing nhu céch tir bat déng thic
Ptolemy suy ra bat ding thiic tam gidc cho thdy bat déng thic nay c6 thé 4p
dung dé danh gid d6 dai céc doan thang. Viéc dung tam gidc déu BCA' ra phia
ngoai trong 101 giai bai todn Torricelli chmh 12 mot cach 1am miu myc dé 4p
dung dugc bit ding thic Ptolemy.

¥ tudng chung 12 : D€ dénh gia téng p.MA + q.MB, ta c6 thé dung di€m N sao
cho p.NA = q.NB. Sau d6 4p dung bt déng thic Ptolemy thi dugc
NAMB + NB.MA 2 ABMN.
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T dé6 pNAMB +p.NBMA > ABMN
< gNB.MB + p.NB.MA > AB.MN
MN
. MB>AB.——.
< p-MA +q.MB2 A NB

Chu y rdng diém N 1a c6 dinh, nhu thé p-MA + g.MB d3 dugc danh gi thong
qua MN. . - |
Y tudng nay la chia khod dé giai hang loat cdc bai todn cuc tri hinh hoc. Ta
xem xét mot s6 vi du : - ' ‘
Vi du 1. Cho diém M nam trong géc nhon xOy. Hai diém A, B lin lugt thay
déi trén Ox, Oy sao cho 204 = 30B. Tim vi tri clia A, B sao cho 2MA + 3MB
dat gia tri nho nhat.
Gidi. Ap dung bat dang thic Ptolemy cho td gidc OAMB, ta c6
OAMB + OB.MA > OM .AB.

Tudé 20A.MB+2.0B.MA >2.0M.AB

< 30B.MB +2.0B.MA >2.0M.AB

AB
> =
& 2MA + 3MB > 2.0M.( B)'

Vi tam gidc OAB luon dong dang véi chinh né nén é—Ag 1a mot dai lugng

khong d6i. Tir d6 suy ra 2MA + 3MB dat gi4 tri nho nhat bang 2.0M. (—OA%)
Dau bang xay ra khi va chi khi ti gidc OAMB noi tiép. O ’
Vi du 2. Mot luc gidc ¢6 do dai 6 canh déu bang 1. Ching minh ring luc giadc
d6 c6 it nhdt mot dudng chéo chinh nhé hon hay bing 2. (Pudng chéo chinh 1a
dudng chéo chia luc gidc thanh hai tt gidc).
Gidi. Khong ngd goi y cho 18i giai bai todn nay lai 1a mét déng thic 16p mot :
"1 6l 114 27", Va dé thyc hién phép cong hai canh thanh'ra dudng chéo
do, ta s€ dp dung bat dang thiic Ptolemy.
© Xét lyc gidc ABCDEF. Xét tam gidc ACE. Khong mét tinh tdng quat, c6 thé
gia sit CE la canh 16n nhdt trong tam gidc. 4p dung bat dang thiic Ptolemy cho
tt gidc ACDE, ta cé

AC.DE + AE.CD > AD.CE

Tird6,do CD = DE = 1 va CE 2 AC, CE 2 AE nén ta suy ra AD < 2. []
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11.

12.

13.

14.

‘tam gidc BCE, CDF, ADE, ABF cing di qua

BAI TAP
(IMO SL 1997) Cho luc giac 161 ABCDEF c6 AB = BC, CD = DE, EF = FA.

DE-  FA _ 3 o ;
: > =, D4u ba 5 i nao ?
+ DA + FC 2 Dau bang xay ra khi nao ?

(IMO 2001) Cho tam gidc ABC véi trong tam G va d6 dai céc canh a = BC,
b=CA, ¢ = AB. Tim diém P trén mat phing tam gidc sao cho dai luong
AP.AG + BP.BG + CP.CG dat gia tri nho nhat va tim gia tri nho nhat dé theo
a, b, c. '

Chiing minh ring gg

Cho dubné tron (O) va day cung BC khéac dudng kinh. Tim diém A thudc cung
16n BC ciia dudng tron dé AB + 2AC dat gi4 tri 16n nhit.

Luc gidc 16i ABCDEF c6 ABF la tam gidc vuong céan tai A, BCEF 14 hinh binh
hanh, AD =3, BC = 1, CD + DE = 2+/2. Tinh dién tich luc gidc. '

§5. TU GIAC TOAN PHAN

Hinh gém tif gidc ABCD c6 AB cit CD tai E, F
AD cét BC tai F dugc goi 1a 1 gidc toan phdn
(h. 5.15).

Tt gidc toan phan c6 mét s8 tinh chét sau :
Tinh chat 1. Cic dudng tron ngoai tiép cic

mot diém. Diém nay goi 14 diém Miquel cha tf £ 5
gidc toan phan.

Chitng minh (h. 5.16). Goi M 1a giao di€ém cta hai
dudng tron (ABF) va (CDF).

Tacé: (MC, MB) = (MC, MF) + (MF, MB)

= (DC, DF) + (AF, AB)

= (DE, AD) + (AD, AE)

= (DE, AE) = (EC, EB) (mod )
= M €(BCE). |
Ching minh twong tutacé6 M € (ADE). (3

Hinh 5.16

315




Tinh chét 2. Goi 0,, 0,, 03, O, 14n luot 14 tam cha céc dudng tron (BCE),
(CDF), (ADE), (ABF). Khi d6 O, 0,, 03, O, , diém Miquel M cung thudc
mot dudng tron. F

Chimg minh (h.5.17). Ta c6 0,0,, 0,0,
030, lan luot 1a cdc trung truc cha MC,
MD, ME. Vi th€ cic hinh chi€u cia M lén
cic dudng thing nay 1a trung diém cla
MC, MD, ME nén ching thing hang. Tir \
désuyraM e (O, 0203) (dinh Ii dao cua A - \W —F
dinh 1i vé dudng thang Simson) . : 0, ‘

Chitng minh tuong tu, ta cling c6 M €(0,0,0,) O Hinh5.17

Tinh chat 3. Chan céc du‘o’ng vuong goc ha tir di€ém Miquel M lén céc dudng
thing AB, BC, CD, DA cing nim trén mot duding thang (dudng thing Simson).

" Chimg minh (h. 5.18). Do M €(CDF) nén céc hinh chiéu ctia n6 1én CD, DF,
FC thang hang (dudng thing Simson)

'Ching minh tuong tu cho cdc diém con lai. OJ F

Hinh 5.18 - ' Hinh 5.19

Tinh chdt 4. Céc truc tam cua céc tam gidc BCE, CDF, ADE, ABF cing nam
trén mot dudng thing (Puong thdng Steiner cia tir gidc).

Ching minh (h. 5.19). Goi M 1a diém Miquel clia tif gidc toan phan. Phép vi tu
tam M, ti s6 2 bién dudng théng Simson ctia mdi tam gidc BCE, CDF, ADE,
ABF thanh dudng thing Steiner ctia tam gi4c dé, di qua tryc tam tam gidc .
(xem §2). Tir tinh chat 3 suy ra cic dudng théng Steiner clia bon tam gidc trén
tring nhau va dudng thing d6 di qua truc tam ctia bén tam giac. 1

Nhdn xét. Hai dudng thang Simson va Steiner song song v6i nhau.
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Tinh chit 5. Céc trung diém cha céc doan AC, BD, EF cling nam trén mot
dudng thing (Puong thang Gauss). .

Chimg minh (h 5.20). Goi H,1,J,K, L, G 14n luot 1a trung diém cua AC, BD,
EF,BE, EC, CB.

Tacd:

H, G, L nam trén dudng thing song song véi AE F

I, G, K nim trén dudng thing song song véi DE
J, L, K nim trén dudng thing song song véi BF
HG JL IK AB FC DE

= HL JK 1G~ AE FB DC

Ap dung dinh lf Menelaus d6i v6i tam gidc
BCE va dudng thing ADF, tacé

gidc GKL). [l
Tinh chat 6. Dudng thing Steiner va dudng thang Gauss vudng goc v6i nhau.

Chimg minh (h. 5.21). Goi H, K lan luot 1a truc tam cta cdc tam gidc CDF,
CBE. . _

Goi M, N lan luot la trung diém cua cac doan BD, EF.

Khi d6 HK, MN 1in luot 12 céc dudng thang Steiner va Gauss cha tir giac
toan phan.

Tacém;M_5+bE+EW
. MN=MB+BF+FN
= 2MN = DE + BF.
HK 2MN = HE.DE + HE.BF

- (HF + FB + BK)DE + (HD + DE + EK)BF -
~ HF.DE + FB.DE + BK.DE + HD.BF + DE.BF + EK.BF Hinh 5.21
- FB.DE + DE.BF =0,

Vay HK L MN. [
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§6. DUONG THANG NEWTON

Bai toan 1. Cho ti gidc ABCD ngoai
ti€p duong tron tam 1. Goi N va-M la
trung diém cla cdc dudng chéo AC va
BD. Khi d6 M, I, N cung nim trén mOt
dudng théng

Du‘o‘ng thang nay dugc goi la duong
thdng Newton cia ti gi4c ngoa1 ti€p
ABCD! b

Ching mink (h. 5.22). N6i d4i DAVACB 0 o) c
cdt nhau tai P. Trén (DA) lay diém D' |
sao cho PD' = AD va trén (BC) 14y diém C' sao cho PC' = BC.

Dé€ ¥ rdng do M va N 1a trung diém clia BD v AC nén ta c6
dt(MAD) + dt(MBC) = dt(MAB) + d{(MCD) = %th(ABCD)

dt(NAD) + dt(NBC) = dt(NAB) + d{(NCD) = %dt(ABCD).
Theo cdch dung diém D' va C' va hai ding thic trén, ta c6

dt(MPD") + dt(MPC") = dt(NPD") + dt(NPC D)
= d(MD'PC") = d(ND'PC")
= diMD'C") = di(ND'C")
= MN [/ D'C'. (D
Mat khac do tit gidc ABCD ngc'u_li ti€p duodng tron nén ta c6 AD + BC = AB + CD.
Tu dé .

dt(/AD) + dt(/BC) = dt(IAB) + dt(ICD) = %dt(ABCD)
Li Juan tuong tu nhu trén ta ciing ¢

IMJj/DC. ()

Tu' (1)va(2)suyraM,I, N théng hang. [J] 7
Dudng thang Newton c6 mot trudng hgp dic biét kha dep 1a bai todn sau

Bai toan 2. Cho tam gidc ABC. Pudng tron noi ti€p tam I clia tam gidc tiép
xtic v6i canh BC tai D. Goi M la trung diém clia BC va N la trung diém cia
AD. Chig minh ring M, I, N thing hang.
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15.

O day ti gisc ABCD bién thanh td gidc suy bi€n ABDC véi géc BDC = 180°.
T4t nhién 12 céc céch gidi néu trén vin to ra hiéu qua. Ngoai ra, do tinh chat
dac biét clia né, bai todn con cb nhiéu cdch gidi khac. Xin dugc danh cho ban
doc phan tim ki€m thém céc 19i giai nay.

BAI TAP

Cho dudng tron (O) dudng kinh AB. M 1a diém tly ¥ ndm trong (O). Dudng
phan gidc tir M chia tam gidc AMB cét (O) tai N. Phan gidc ngoai goc AMB cit
NA, NB lan luot tai P, Q. AM cét dudng tron duong kinh NQ tai diém thir hai
R, BM cét dudng tron dudng kinh NP tai diém thd hai S. Ching minh dudng
trung tuyén ké tir N ctia tam gidc NSR di qua mot diém c6 dinh. '

' §7. DINH Li CEVA, DINH Li MENELAUS
VA DINH Li DESARGUES

Bai todn déng quy va thing hang 1a nhitng bai todn phd bién trong hinh hoc va
c6 nhiéu cich dé chimg minh. Trong bai nay, ching t6i xin néu ra céc dinh Ii
c6 dién va duoc xem nhu 12 c4c tiéu chufn dé chiing minh 3 dudng thing dong
quy hay 3 diém thing hang. '

Pinh li Ceva

Trong chuong trinh 16p 7, ta di biét ring trong mot tam gidc thi cdc dudng
trung tuyén, cc dudng phan gidc, cdc dudng cao déng quy. Thuc ra do6 chi la
trudng hop dac biét clia nhimg bo ba dudng thing déng quy dugc xéc dinh
trong dinh Ii sau day.

Dinh Ii Ceva. Cho tam gidc ABC va céc diém A,, B;, Cl lan lugt thudc cic

. canh BC, CA, AB. Khi d6 AA,, BB;, CC, déng quy khi va chi khi :

AB BC CA
ACBACB

Chimg minh (h. 5.23). (=) Cho AAy, BBy, CC, d6ng quy, ta ching minh (1-)

(1

- Gia stt BB,, CC cit dudng théng qua A song song véi BC lan lugt 1a / va K.

Ap dung dinh 1 Thales ta c6 :
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BC _ BC CA _ AK

B]A Al ClB BC @
Honnratacod :
Al AM AK AB Al
== == 3)

AB " MA C AC ~ AC  AK

AB BC C,A _ Al BC AK
AC BA'C\B  AK Al BC

T (2)va(3)tacod

=1, - Hinh 5.23

(<) Gia str ta c6 he thirc (1), ta can chiing minh AA,, BBI, CC, dong quy.

Goi P 1a giao diém clia AA, va BB, C' 1a giao di€m ctia CP va AB. Khi d6 4p
dung phén trén ta c6

AB B,C C'A
ke et iy i 4
AC BACB I )
Tir (1) va (4) ta c6 == C‘ _c4 = C C'v (Do C, va C' cung thudc canh AB)
ClB CIB ] ] 1 N g . " -

Vay AA,, BB, CC, dong quy tai P. []

Bo ba duong thing AA,, BB,, CC, déng quy nhu trén duoc goi 1a bo ba duomg
thing Ceva va cac doan thang AA,, BB, va CC goi 12 bg ba doan thdng Ceva.

~ Dinh Ii Ceva la dinh Ii co ban nhat dung dé chimg minh céc du‘omg théng déng
quy, ta c6 thé xét mot vai vi du sau day.

~ Vidu 1. Ching minh rang trong mot tam giéc :

a) Ba dudng trung tuyén déng quy ; b) Ba dudng phan gidc déng quy ;

c) Ba duong cao déng quy ; d) Ba duong trung truc dng quy.
Chitng minh. Xét tam gidc ABC.

a) Ba duong trung tuyén AM, BN va CP d6ng quy.

MB NC PA
That vay ta COMC NAPB =1.1.1 =1. Theo dmh i Ceva, AM, BN va CP
déng quy tai G (G 12 trong tam clia tam giéc).
b) Ba dudng phan gidc AD, BE va CF doéng quy.
3 AB_EC__BC' FA CA
DC ~ AC'EA BA “FB CB"

- Ap dung tinh chét dudng phan gidc ta c6
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. DB ECFA AB BC CA _ . . . s p
Do d6 DCFEAFB ~AC BACE - 1, theo dinh 1i Ceva ta c6 AD, BE va CF
déng quy tai / (/ 1a tam dudng tron noi ti€p cta tam gidc ABC). -
¢) Ba dudng cao AH, BI va CK déng quy.
Truong hop AABC nhon (h. 5.24)

o AK _ AC
TaCOAAKC(DAAIB:_ZI__A_B— K

BH _ AB
BK  BC

o BC
ABClwvw AACH = — = —.
, CH AC Hinh'5.24

AABH v» ACBK =

. HB IC KA o . X 2 5
Do dé HCTIAKC = 1, theo dinh Ii Ceva thi 3 dudong thang AH, Bl va CK
dong quy tai mot diém dugc goi 1a truc tam cla tam gidc.
Truong hop AABC tu tai A.
Goi O la giao diém ciia Bl va CK. Khi d6 A 1a truc tam clia tam gidc OBC nén
OA 1L BC,suyraO € AH.
d) Ba dudng trung truc d,, d,, d. dong quy.
Goi M, N, P lan luot 13 trung diém céa BC, AC va AB. Khi d6 d,, dy, d,. 1a ba
dudng cao clia tam gidc MNP nén dong quy. U
Vi du 2. Cho tam gidc. ABC va duong tron tdm / ndi ti€p tam gidc ti€p xiuc voi
cdc canh BC, AC va AB ldn luot tai D, E, F. Khi d6 cdc duong thing AD, BE
va CF déng quy tai mot diém.

DB EC FA

Chiing minh. Ta c6 BD = BF, CD = CE va AE = AF. Suy ra—ﬁg.—Eﬁ—.ﬁ =1,
theo dinh 1i Ceva thi cdc duong thing AD, BE va CF dong quy tai mot diém J
(J duoc goi 1a diém Gergonne ctia tam gisc ABC). [

Pinh li Menelaus

Phén trén ching ta da thdy mot tiéu chudn dé 3 dudng thing déng quy, trong
phén nay ta s& xét mot tiéu chuan dé 3 diém thang hang thong qua dinh li sau :
Dinh li Menelaus. Cho tam gidc ABC va ba diém A', B' va C' trén cic dudng
thang BC, AC va AB sao cho : hoac ca ba diém A', B', C' déu nam trén phan
kéo dai ctia ba canh, hodac mot trong ba diém trén nidm trén phan kéo dai cua
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mot canh con hai diém con lai nim trén hai canh clia tam gidc (*). Diéu kién

cdn va di dé€ A", B', C' thing hang 1a .
AB BC CA _ s
AC'BACB ~

Chiing minh (h.5.25)

(=) Cho A', B, C' thing hang, ta chiing minh (5)

Tir C vé dudng thing song song véi AB cit A'C' tai M.

Ap dung dinh If Thales ta ¢6 : '

AB _AC' BC BM

AC =~ AM’ BA ™ BC"

Mait khac ta cé

CM BM CM _A'M
CA BC °CB~ AC”

Hinh 5.25

suv ra C'A _(AMBC)
YT CB = (ACBMY
Do dé ta A’B BCCA AC BM(AMBC _ L
_ CACBACTB - AM BC'\AC'BM |~

(<) Cho céc diém A', B', C' thoa mian (*) va (5), ta chiing minh A’, B', C'
thang hang. o

Gia si B', C' nam trén 2 canh clia tam gidc va A' thuoc phdn kéo dai ca canh
con lai. Goi B" 12 giao diém ctia A'C' va AC.

A'B B"C C'A
Khi do, theo chitng minh trén ta c6 —— ACBACE - 1. (6)
B"C BC Vo ges A
Tu (6) va(5)tacd —— BA-BA = B' = B" (vi déu thuoc canh AC).

Vay A', B, C' théang hang.

Trong trudng hop 3 di€ém A', B' va C’ ciing thudc phan kéo dai ctia cic canh thi
ching minh tuong tu. (]

Nhdn xét. He thic (1) va (5) 1a giéng nhau, tuy nhién vi tri cta cic diém trén
céc canh la khic nhau.

Ta xét moét vai vi du dng dung dmh Ii Menelaus dé ching minh ba diém
théng hang.
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' Vi du 3. Ching minh ring trong mot tam giac, chan dudng phan gidc trong:
cia hai goc va chan dudng phan gidc ngoai cha goc thit 3 1a thang hang.
Chimg minh (h. 5.26). Cho tam gidc ABC, ‘
goi BE, CF la hai dudng phan gidc trong
va AD 1 phéan gidc ngoai. (E € AC,F € AB
vaD € BC). : :
Trudc hét ta thdy 3 diém E, F va D thoa
diéu kién (*) (E, F thuoc canh AC va AB
con D nam ngoai doan BC).

Hinh 5.26

Mat khéc, theo tinh chat dudng phan gidc (trong hodc ngoéﬁ), ta c6
DB _AB  EC_BC  FA_CA
"DC-ACC EA BA' FB CB
uyra DBECFA _ABBCCA | o
Y BCEAFB ACBACB
Vi du 4. Cho t gidc ABCD ngoai tiép duong tron (), goi M, N, P, Q lan lugt
1a céc tiép diém ciia (/) v6i AB, BC, CD va AD. Chimg minh ring NP, MQ va
BD dong quy.
Chitng minh (h. 5.27). Theo gia thiét ta co :
AQ =AM, BM =BN,CN =CP, DP =DQ.
Goi O 1a giao diém clia NP va BD. Ap dung
‘dinh 1i Menelaus cho tam gidc BCD ta co
OBPDNC _, _ OB _NB
OD PC'NB oD = PD
e _ OB QD MA. NB QD
h . " . = . =
Khi d6 a ¢6 : 5507345 = PD'MB
4p dung dinh 1i Menelaus cho tam gidc ABD
thi 0, M, Q thang hang.
Vay NP, BD va MQ déng quy. U Hink 5.27

. Dinh li Desargues

Dinh Ii Menelaus cho ta mot tiéu chudn dé ching minh ba diém théng hang,
va sau day ching toi xin gidi thiéu mot dinh i cling dugc xem nhu la tiéu
chudn dé ching minh ba diém théng hang. ' .‘

Dinh li Desargues. Cho hai tam gidc ABC va A'B'C'. Goi M 1a giao diém cua
AB va A'B', N 13 giao diém ctia AC va A'C', P 1a giao diém cua BC va B'C'. Khi
d6 M, N, P thing hang khi va chi khi AA', BB' va CC' dong quy.
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Chimg minh (h. 5.28).

(<) Cho AA', BB', CC' déng quy tai O.
Ta chimg minh M, N, P thing hang.

Ap dung dinh 1i Menelaus cho tam giac
OAC v6iba diém N, A’ vaC',tacé :

NA CC 40 _ "
NC C'O A'A

Tuong tu ta c6 : %g—,’g%_g =1. () . Hinh 528

va | %gi:%-%% =1. (3)

T (1), 2), (3) ta c6-pa 2 A2 = 1, do do, dp dung dinh 1f Menelaus cho

tam gidc ABC, ta cé M, N, P thang hang. .
(=) Cho M, N, P thang hang, ta chimg minh AA', BB, CC' déng quy.
Xét hai tam gidc MBB' va NCC' ¢6 MN, BC, B'C" déng quy tai P.

Ta c6 O la giao cia BB' va CC'. Hon nita A 1a giao cia MB va NC, A' 1a ‘giao
cua MB' va NC'. Do d6 theo chitng minh phan trén, ta c6 O, A va A’ thing
hang, hay AA', BB' va CC" dong quy. OJ

Vi du 5. Cho tam giac ABC va AD, BE, CF 1a bo ba dudng thang Ceva. Goi P
1a giao cia DE va AB, N 1a giao clia DF va AC, M 1a giao diém cla EF va BC.
Chiing minh ring M, N, P thang hang.

Chiing minh. Xét hai tam gidc ABC va DEF c¢6 AD, BE, CF déng quy. Ap
dung dinh I Desargues ta c6 ngay diéu can chimg minh. []

BAI TAP

16. Ching minh rang trong mot tam gidc, ba dudng thang néi trung diém ctia méi
canh vdi trung diém cla doan thdng Ceva bat ki xu4t phét tir dinh d6i dién ctia
canh d6 dong quy.

17. Cho tam gidc ABC va duong tron tam I noi ti€p tam gidc ti€p xic véi cdc canh
BC,CA, AB lan luot tai D, E, F. Goi D', E', F' 14n luot 1a diém d6i ximg cta D,
E, F qua /. Chimg minh rang AD', BE' va CF' d6ng quy.
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18. Trén cac canh AB, AC cua tam gidc ABC vuong tai A, nguoi ta dung cic hinh
vuong ABEF va ACGI & bén ngoai tam gidc. GB cat dudng cao AH tai O.
Chitng minh ring ba diém C, E, O thing hang.

19. Cho 3 dudng tron c¢6 bén kinh khdc nhau trong d6 khong dugng tron nao chifa
duong tron khac. Timg cap dudng tron c6 cic dudng ti€p tuyén chung ngoai
cét nhau tai mot diém. Chiing minh rang 3 diém d6 théng hang.

§8. DUONG TRON APOLLONIUS

Chung ta nhéc lai tinh chdt cha dudng phan gidc trong tam gidc : chan céc
dudng phan gidc xuat phat tir mot dinh cia tam gidc chia canh d6i dién thanh
hai doan ti 1¢ vé6i hai canh ké véi hai doan dy. Cu thé & hinh vé 5.29 :

DB EB AB

’ . A
DC  EC AC
Vin dé dat ra 1a liéu c6 con nhimg diém
nao khidc D va E ciing cé tinh chdt nhu ‘
B D C E

vay, chang han diém M nao dé trong mat

phang c6 tinh chat MB = ﬁ . Hinh 5.29

MC AC
Cau tra 13i 1a c6. Ta v& dudng tron c6 dudng kinh 12 DE va 1dy mot diém M
bat ki trén dudng tron nay (h. 5.30).

. ) M
Tur D ké dudng thang song song véi EM cit 4
MB, MC lan lugt tai H, G.
_ DH BD DG CD H \
: = = B ! D (o E
w

Taco: oM = BE' EM ~ CE
,BD _CD DH DG
“BE " CE "™ EM " EM
Mit khac MD L HG nén MHG la tam gidc can tai - Hinh 5.30
' MB _ AB(_ DB] -
MC ~ AC\ DC

= DH = DG.

M = MD la phan giac cua goc BMC =

. < oo N . ., . AB _,. ’
Bay gio ta s€ mo rdng bai todn trén bang cich thay ti s6 Vel boi mot s6

duong k bat ki.
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Bai toan. Cho hai diém A, B 6 dinh va s6 thuc duong k. Tim tap hop tt ca

MA
hit ém M — =
nhimg diém M sao cho VB =k.

Gidi. Ta xét hai truong hop sau

Truonghop 1 : k=1.

Khi d6 MA = MB. Quy tich nhitng diém M la dudng trung truc cha AB.

Truong hop 2 : k = 1. Ta tim 10i giai trong truong hop k < 1.

Goi C, D la diém chia trong, chia ngoa1 doan thang AB theo ti s6 k tuc la

CA DA

B DB " k (C nam giita A, B va D ndm ngoai doan AB). Khi d6 M = C,

. MA CA DA |
- M = D thoéa man bai toan. Néu M khic C va D. Ta c6 ME-CBE-DB nén

MC, MD léan lugt la phéri, gidc trong va phan giic ngoai cua AMB. Do d6
CMD = 90°. Suy ra M thudc dudng tron dudng kinh CD. |
Ddo lai. Ldy M bat ki thudc dudng tron dudng kinh CD. Ta cin chitng minh

MA "

MB ' £
Néu M tring C hodc D thi hién nhién. ~_
Néu M khic C va D, qua A vé& dudng D A c B
thangvuong géc véi MD cit MB tai E va

cat MC tai H.
AE BA .

Tacod W = BD =1-k Hinh 5.31

w AH _ AC '1 k id=DA_cA DC—2AC_1_2ﬂ)

DM - CD DB~ BC DB-BC

Do d6 AE = 2AH, suy ra H 1a trung diém AE, suy ra ME = MA.
... . MA ME DA _ ]
Tudotacod VB - MB - DB = k.

(Chi y : Néu dung d6 dai dai s6 thi ta khong phai xét k> 1 hay k < 1).

Vay v6i k # 1, quf tich nhimg diém M théa man %% = k la dudng tron
dudmg kinh CD. [J |

Ngudi ta goi dudng tron nay la duong tron Apollomus t so k (=1) dung trén
doan AB.
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Trén day 1a dudng tron Apollonius clia doan thing, ngoai ra d6i véi tam gic,
ta con c6 cdc dudng tron Apollonius dugc xédc dinh nhu sau :

D6i v6i mot tam gidc bat ki, ta ¢ dudng tron Apollonius lién ket véi mdi dinh
duoc x4c dinh nhu sau : D6 14 dudng tron c6 duong kinh 12 chan cac duong
phan gidc trong va ngoai xuat phat tir dinh d6. Ta c6 3 dudng tron Apollomus
tuong dng lién két véi 3 dinh cha tam glac

Ta c6 céc dinh Ii sau :

Pinh Ii 1 : Trong mét tam gidc, méi duong tron Apollonius lzet két voi mot
dinh thi truc giao véi duong tron c¢é duong kinh la canh doi dién voi dinh do.

Dinh li 2 : Ba duong tron Apollonius‘czia mot tam gidc cing di qua 2 diém.
Pinh li 3 : Méi duong tron Apollom"us thi tryc giao vdi duong tron ngoai tiép
tam gidc. Puong thdng di qua hai giao diém ciia cdc duong tron Apollenius di
qua tam duomg tron ngoai tiép tam gidc.

Sau day chung ta xét mot vai vi du lién quén dén duong tron Apollonius.

Vi du 1. Cho tam gidc ABC khong can. Diém M thay déi trong tam gidc
sao cho AMC - B = AMB - C. Ching minh ring M thudc mot dudng tron
cd dinh. '

Gidi (h. 5.32). Dung ra phia ngoai tam gidc ABC mot diém N sao cho AANC
o AAMB. Khi d6 A N

AN _AC
AM AB

a BAC = MAN

Suy ra AAMN o> AABC, do 46 AMN = ABC,
suy ra

AMC - ABC = AMC - AMN = CMN . (1)

C
Mit khac ANC = AMB va ANM = ACB. Hinh 5.32
Suy ra AMB — ACB = ANC — ANM = MNC . (2)
Tir (1) v2 (2) két hop v6i gia thiét ta c6 CMN = CNM , suy ta CN = CM.
 MB CN _CM BM _ AB
Do d6 B - AC - AC Suy ra of = 2w khong déi. Vay M thuoc dudng

tron Apollonius dung trén doan BC ti s6 la ::—C Ol
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Vidu 2 (Iran 1997). Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (0). Diém M thay
déi trén cung BC (khong chita A) caa dudng tron (O) (M khac Bva C). Goil, J
1an luot 1a tam dudng tron ndi ti€p cdc tam gidc ABM va ACM. Chimg minh
ring dudng tron ngoai tiép tam gidc MIJ luén di qua mot diém cé dinh.

Giai. Goi N 1a giao diém caa (M1J) va (O). :
MI cét (O) tai E, MJ cat (O) tai D. Suy ra
E, D lan lugt 1a diém chinh gilta céc
cung AB, AC nén cd dinh. Hon nita ta cé
FEA=El=EBvaDA=DJ=DC.

Xét tam gidc NIE va tam gidc NJD cé

NEI = NDJ (cing chin cung MN),
EIN = DJIN (cing bi véi hai géc bing
nhau la NIM va NJM).
Suy ra ANIE o ANJD (2.2
NE El _ AE

——_— = % 3! Hinh 533
ND- DJ - aD thongdoi.
Do dé N thudc duong tron Apollonius dung trén doan ED ti s6 ok

Vay N la giao diém cuia dudng tron trén va (O) nén c6 dinh (A 1a giao diém
con lai ctia hai dudng tron trén). [

BAI TAP

20. Cho b6n diém A, B, C, D thang hang theo thit tv d6, AB = CD. Diém M thay

déi sao cho AMB = CMD, M khong thuoc AB. Ching minh ring M thuoc
mat dudng tron ¢6 dinh.

21. Cho tam gidc ABC khong can. Goi /1, J 1an lugt 1 tAm dudng tron noi tiép va

22,

bang ti€p goc A cua tam gidc ABC. Ching minh réng /J 1a mot tiép tuyén clia

hai dudong tron-Apollonius dung trén doan BC theo cic ti s6 1a % va —j—g
Cho tam gidc ABC. Hai diém phan biet M, N thay ddi sao cho

MA MB MC
NA NB NC
c6 dinh.

#1. Ching minh ring dudong thing MN di qua mot diém
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§9. DINH Li CON BUOM
Pinh li (Bai toan con buém). Cho day cung
PQ cia mot dudng tron. VE hai day cung AB va
CD khéc clia dudng tron di qua trung diém M cia
PQ. Goi giao diém ctia AD va BC v6i PQ 1a X va
Y. Khi d6 M ciing 1a trung diém cta XY,
Ching minh. C6 nhiéu céach chimg minh chiing
minh cho dinh Ii nay, dudi’ day trinh bay cich
chitng minh ctia Coxeter va Greitzer. |

Ké cac duong vuong gbéc x, y; tt X, Y xuéng AB ,
VA Xy, y, tit X, ¥ xu6ng CD. Dat a = PM = MQ, Hinh 5.34

"~ MX=x, MY = y. Ap dung tinh chét cta tam gidc
dong dang, ta c6

_a_m
Yy n 2

X AX

it Bl 2
Y, - CY 2
X XD

» YB ®

T d6 suy ra

Hinh 5.35

X_nx_xmxn AXD_PXXQ

v wym »y» CYYB PYYQ
_(a_x)(a'*'X)_az—xz_az
(@at+yNa-y) g2 -y* 42

Suyrax=y.
Trong chimg minh trén, ta st dung tinh chat AXXD = PXXQ va CY.YB=PY.YQ
suy ra tir cac cap tam gidc dong dang PXD «» AXQ va CYQ o PYB.

C6 1 cach ching minh khdc cho dinh If trén nhu sau : Goi O la tam duong tron
va I, J 1dn luot 1a trung diém clia BC va AD.

" Dottt gidc OMYI ndi ti€p nén ta c6 ,
' MOY = MIY . - 4)

22A-TAI LIEU GKCT HINH HOC 10 4 : 399




Tuong tu ta c6

MOX = MJX . o (5)

Mat khéc, do hai tam gidc MCB va MAD d()ng dang va MI, MJ la cic trung
tuyé€n tuong ing nén

miy = ij. - (6)

Twr (4), (5), (6) suy ra MOY = m, suy ra tam gidc OXY can vi c6 OM vira
1a dudng cao vira 1a dudng phan gidc, tird6 MX=MY. OO
Chi y 1a dinh 1i con buém vén ding néu ta néi AC va BD kéo dai cét PQ tai X
va Y" (day duoc goi 1a con budm ngoai).

Ngoai hai cich chitng minh trén day, dinh 1i con buém con c6 nhiéu cich
chiing minh khéc va c¢6 nhiéu md rong thi vi. Ban doc c6 thé tham khio thém
0 trang web : http ://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Butterfly.shtml

§10. BINH Li EULER VE TAM GIAC PEDAL

Cho tam gidc ABC va mot diém M b4t ky trong mat phing tam gidc. Ha MX,
MY, MZ lan luot vuong géc v6i BC, CA, AB. Khi d6 XYZ duoc goi 1a tam gidc
pedal (hodc tam gidc ban dap) cha tam gidc ABC ng v6i diém M. Tam gidc
pedal c6 nhiéu tinh chat thi vi, ching han

Dinh li 1 (Dinh Ii Euler). Cho tam gidc ABC n6i ti€p trong dudng tron tam O
ban kinh R. M 1a mot diém b4t ki nim trong mat phéng tam gidc. Ha MX, MY,
MZ 14n luot vuodng géc v6i BC, CA, AB. Khi dé6 dién tich tam gidc XYZ c6 thé
tinh theo dién tich tam gidc ABC va khoang cdch MO theo cong thic sau

MO?

1—R2.

1
Sxrz = 7Sasc

Chitng minh : Ta ki hi€u Syyz = Sy, Sppc = S.

NG6i dai AM, BM, CM cit dudng tron ngoai tiép tai cic di€m X', ', Z' tuong
ing. Ta c6 ZXM = MBZ (¢ gidc BZMX n6i ti€p).

MBZ = ABY' (B, Z, A thing hang va B, M, Y" thing hang)
ABY' = AX'Y' (cing chin cung AY").
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Tur d6 suy r’a ZXM = AX'Y" Tuong tu YXM = AX'Z'.
Tir d6 suy ra ZXY = £ X'Y". Ta s& kf hiéu hai géc ndy twong dng 12 Xva X'
. Tacd

S| = %XYXZ sinX
% MC sinC. MB sinB.sinX (dinh 1i ham s6 sin)
1 MC
EMB MY —— WY .sinB. smC sinX
1 2 2 BC .
=3 MO~ - Rl 7Y sinB.sinC.sinX  (phuong tich, AMBC v AMZY')
1 sinX'
—2—IM() R .BC.sinC.sinB. —— Yz
1 MO? AC sinX' 1
_§1_ 2 ACBCsmC (sinB = SR Y7 ——2—R)
1 MO?
=—=S1- .
7 S P O

Dinh 1i Euler 12 mot két qua thd vi va siu sic ciia hinh hoc trong tam gidc.
Dinh If ny c¢6 nhiéu hé qua hay. Chiing ta s& xem xét mot s6 hé qua dé6 :
Puong thing Simson. Tir két qua ctia dinh 1f Euler, ta thdy néu M nim trén
dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC, tic 1a n€u OM = R thi dién tich tam gidc
pedal bang 0. Diéu d6 c6 nghia 1a tam gidc XYZ suy bién thanh dudng thang.
Va nhu vay, ta da chimg minh dugc mot két qua quen thudc sau day :
Dinh li 2 (Puong théng Simson). Cho tam gidc ABC n0i ti€p trong dudng tron
(0). M 1a mot diém bét ky trén (0). Ha MX, MY, MZ 14n luot vudng géc véi
BC, CA, AB. Khi d6 X, Y, Z cing ndm trén mot duong thing.
Dudng thang di qua X, Y, Z duoc goi 1a dudng thing Simson tng vé6i diém M.
Tinh chét thi vi nay c6 thé chiing minh khd dé dang ma khong cén thong qua
dinh 1 Euler, st dung tinh chat ciia tif gidc noi ti€p (xem thém & §2).
Cong thic Euler. Khi M triung véi / 12 tam dudng tron noi ti€p tam gidc thi
XYZ la tam gidc ngi ti€p trong duodng tron tAm / ban kinh r, c6 cdc g6c X, ¥, Z
A B :

tuong ng bing 90° - X 90° - 3 90° - % nén ta c6
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a2 e A B C .r
Syyz =2r szsmYst—coszcoszcosz.— S'2R

. T d6, thay vao dinh li Euler, ta dugc ‘g
so gl 12100 o g R 10?
2R T 4 R2 -

< 10 =R* - 2Rr.

Ta thu dugc mot két qua dep mit khic ciia hinh hoc phing (du’oc goi la cOng
thic Euler) . ,
Dinh li 3. (Cong thirc Euler) Cho tam gidc ABC noi ti€p trong dudng tron tam
O ban kinh R va ngoai ti€p dudng tron tdm [ ban kinh r. Khi d6é khoang cich
10 ¢6 thé tinh theo cong thitc sau : ‘
10° = R* - 2Rr,
Sau day, chiing ta s€ l1am quen vé&i dinh 1f qua mot s6 vi du co ban. -
Vi du 1. Cho dudng tron (O ; R) va diém M c6 dinh. Trén (O) 14y c4c diém A,
B, C sao cho tam gidc ABC déu va dit AM = x, BM = y, CM = z. Chimg minh
ring tam gidc ma dO dai céc canh la x, y, z c¢6 dién tich khéng déi khi A, B, C
thay déi.
Giadi. Goi (T) 1a tam gidc c6 do dai cdc canh lax,y,z. Dgng D, E, F 1an luot 12
hinh chiéu ctia M trén c4c canh AB, BC, CA cla tam gidc ABC.
Theo dinh If sin ta d&€ dang c6 dugc
DE DF EF . o
MB - MA ~ mc - Se0
DE DF EF 3
o —— == — = —
y X z 2 i
Suy ra : ADEF dong dang véi (T) theo

V3

ti s6 déng dang 1a -

2
_, Sper 2(1/_3.] 3 4

S 5 =2 = S) = 3:50EF | Hinh 5.36

Do DEF la tam gié‘c.pf‘:,d‘al dung tix diém M clia tam gidc ABC nén theo dinh If
| - on?|
A4R?

: ‘ )
Euler, ta ¢6 duoc : Spgp = Sapc- :
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23.

Ma dudng tron (O ; R) va diém M c¢6 dinh, AABC déu nén S,p- c6 dinh
= Sppr = const [J

Vi du 2. Cho tt gidc 161 ABCD noi tiép trong dudng tron tdm O (v6i O ndm
bén trong tt gidc). Goi MNPQ la tit gidc ma céc dinh 14n°luot 1a hinh chiéu
clia giao diém 2 dudng chéo clia tit gidc ABCD dén céc canh AB, BC, CD, DA.
Ching minh ring :

S :
Sunpo < Al;CD _

Gidi (h.5.37). Goi K 1a giao diém 2 dudng -
chéo AC va BD cua t gidc ABCD.

Dé thdy KMN 1a tam gidc pedal dumg tir
diém K cta tam gidc ABC, do d6 4p dung
dinh li Euler ta duoc :

R -0K* g _og?
Sy O] R0k Gy
Sasc 4R* 4R

trong t giac)

(R* - OK?) |
= S =T 'SAB¢' | Hinh 5.37
Lam tuong tu cho cdc tam gidc KNP, KPQ, KQM va cong cac két qua lai :
R? - OK*
| 4R*
R2~0K2S R - 0o _ 1
T g2 ABCD = SR2DABCD = 5OABCD:

Sgmn + Sknp + SKPé + Skom = (Sagc + Spcp + SCDA + Spag)

= Sunpg =

Ding thitc xdyra <> 0K’ =0 < 0K =0 K =0.0
y

BAI TAP

Cho tam gidc ABC, M 12 mot diém bat ki trong mat phang tam gidc, XYZ la
tam gidc pedal ciia tam gidc ABC tng vé6i diém M. Cic dudng d6i xiing qua
cac duong phan gidc cung dinh (con goi 1a duong doi phdn gidc) ca AM, BM,
CM dong quy tai mot diém M|, X,Y,Z, 1a tam gidc pedal cta tam gidc ABC
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24.

25.

tng v6i diém M. Chimg minh rang 6 diém X, Y, Z, X|, Y,', Z, cing nam trén
mot dudng tron (goi 12 dudmg tron pedal tng v6i diém M ciing nhu ing vé6i
Cho 4 diém trong mat phéng, trong dé khong c6 3 diém ndo thing hang.
Chimg minh ring cdc dudng tron pedal cta 1 diém tuy ¥ trong ching g véi
tam gi4c tao bai 3 dinh con lai ddng quy tai mot diém.

(Serbia and Montenegro 2003) Cho tam gidc ABC c6 truc tam H. Goi D, E, F
14n luot 1a chan cdc dudng cao ha tir cic dinh A, B, C. Goi P 1a diém d6i ximg
Vv6i A qua BC, Q 1a diém d6i xing v6i B qua CA, R 1a diém d6i xing véi C qua

AB. Ching minh rang n€u Sppr = Sppg =T thitaco T = %S hoic T = §
(v6i S 1a dién tich tam gidc ABC).

§11. MOT SO QUY TiCH CO BAN

Bai todn quy tich 1a dang toén‘thub’ng gap trong chuong trinh todn phd thong.
Dé doan nhan quy tich, ching ta cdn c6 kién thitc vé mét s6 quy tich co ban.
Ngoai ra cdn c6 kha niang du dodn quy tich qua suy luan ciing nhu qua céc
phép dung hinh chinh xac.

Céc quy tich coban

1) Tap hop céc diém céch déu hai diém c6 dinh cho trudc 1a dudng trung tryc
cha doan thang n6i hai diém dé.

2) Tap hop cdc diém cach déu hai canh clia mot géc 1a duong phan gic cha
goc do.

3) Tap horp cac dlém cach dudng thang cho truéc moét khoang khéng d01 1a hai
dudng thing song song véi duong thang dé.

4) Tap hop cdc diém cdch déu hai dudng thing song song la mot dudng thang
song song véi hai duong thang dé (di qua trung diém clia doan thing bt ki c6
hai ddu miit 14n lugt ndm trén hai dudng thing song song d6)

5) Tap hop cac diém céch déu mot diém cho trudc mot khoang khong déi 1a
mot dudng tron. '

6) Tap hop céc diém cé cung phuong tich d6i véi hai dudng tron 1a truc ding

- phuong cta hai dudng tron dé.

7) Tap hgp céc diém c6 téng khoang cach dén hai diém cho truée khéng ddi 1a
mot elip.
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8) Tap hop céc diém c6 gid tri tuyét d6i cha hiéu cic khoang céch tir diém d6
dén hai diém cho trudc khong déi 1a mot hypebol.

9) Tap hop céc diém diém cdch déu m(‘)t diém cho tru6c va mot dudng thing
cho truée 1a mOt parabol.

10) Tap hop céc diém c6 ti s6 khoang cach tir diém d6 dén mOt diém cho truéc
va dén mot dudng thing cho truéc khong déi 1a mot du’o‘ng conic.

Cac dang quy tich thuong gap
Dang I. Cho doan thang AB va s6 k > 0. Tim tap hop c4c diém M sao cho

MA? + MB* = k.
Gidi. Goi I 1a trung diém clia AB, ta ¢
2 ‘ 2
MA? + MB = k < 2MI* + %— ke MI? = Ek_‘{‘i.

Néu 2k < AB? thi khong t6n tai diém M.
Néu 2k = AB® thi diém M chinh 13 diém /.
Néu 2k > AB® thi tap hgp cic diém M la dlibng tron tam / ban kinh

V2k ~ AB?

2 .
Dang 2. Cho doan théng AB va s6 thuc k. Tim tap hop nhiing diém M sao cho
MA® - MB* = k.

Gidi. Goi I 1a trung diém cha AB va H 12 hinh chiéu ctia M trén dudng thing
AB. Taco

O

. —2 —2 —_— = — —
MA2-MB?=k<> HA - HB' =k & (HA + HB)(HA — HB) = k
< 2HI.BA =k < IH = 2% . Suy ra H 12 diém c6 dinh.

Vay tap hop céc di€m M 1a dudng thing vuong géc v6i AB tai H. [J

Dang 3. Cho doan thing AB va cdc s6 thuc a, b, ¢ (ab # 0) . Tim tap hop
nhitng diém M sao cho aMA® + bMB* = ¢..

~ Gidi.

Néu a + b =0 thi aMA” + bBMB? = ¢ <> MA® - MB* = -2 (d giai quyét & dang 2)
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26.

27.

28.

29.

Trudng hgpa+ 5 #0:
Goi I 1a iém sao cho alA + bIB = O (I ¢6 dinh). Khi d6
aMA? + bMB? = ¢ < aMA- + bMB = ¢

< a(MI + 1A + b(MI + IB)?

e (a+b)MI +2Mi.(alA + biﬁ) + alA? + bIB* =

c(a + b) — abAB*

o MI? = >
(a+b)

=d

Néu d < 0 thi khong ton tai M.

Néud =0 thi M trang /.

Néu d > 0 thi M thudc duong tron tam / ban kinh Jda .o

Dang 4. Cho doan thing AB va s6 thuc k > 0, k # 1 . Tim tap hop céc diém M

MA
ik
sao cho VB

Két qud : Tap hop céc diém M sao cho %Ig
tron va dudng tron nay dugc goi la dudng tron Apollonius (xem §8. Dudng
tron Apollonius).

=k(k>0, k =1)1a mot dudng

BAI TAP

Cho tam gidc ABC c6 BC c6 dinh con dinh A thay ddi sao cho BAC = a
khong d6i. Hay tim quy tich trong tim G, truc tim H, tim dudng tron noi tiép
I cha tam gidc ABC khi A thay déi.

Cho hinh vuéng ABCD. M 13 mét diém thay d6i trén BC. N6i AM, DM cét DC,

AB tuong (ng tai P va Q. N6i BP, CQ cit nhau tai K. Tim quy tich diém K khl
M di chuyén trén BC.

Hai dudng tron tam O va O' cét nhau tai hai d1em A va B. Mot cét tuyén thay
déi qua A cdt dudng tron tam O tai diém E va cét dudng tron tam O' tai diém
F. Hai dudng thing OF va O'F cét nhau tai diém M. Tim tap hop céc diém M.

Cho mot géc nhon Oxy va mot diém M nim trong goc 4y. Tir M ta k& céc
dudng vuodng géc MH xu6ng-canh Ox va MK xu6ng canh Oy. Tim tap hop cic
diém M thod min diéu kién MH + MK = [, trong d6 /1a mot do dai cho trude.
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§12. MOT SO BAI TOAN DUNG HiNH
BANG THUGC VA COMPA

Trong hinh hoc, dung hinh 12 mot vén d¢ quan trong. Bai todn dyng hinh ciing
gitip chiing ta phat trién-dugc nhiéu ki nang, hé trg cho cdc bai todn ching
minh, quy tich va tinh todn. Nhung hién nay dung hinh rit it dugc céc gido
vién va hoc sinh quan tam, phdn I6n cdc em hoc sinh chi lam céc bai todn
chimg minh, tinh todn, tim quy tich. Danh rang d6i véi nhiing bai todn ching
minh thi khoéng cdn vé& hinh that chinh xdc nhung d6i khi gap phai nhiing bai
todn nhat thiét phai vé chinh x4c thi hdu hét phai b6 tay (ching han nhiing bai
todn dao trong quy tich, dung mot hinh vuéng c6 dién tich bang dién tich tam
giac cho trude...).

Mot bai todn dung hinh ddy da gom 4 budc, d6 la

Phdn tich : Gia str bai todn di dung dugc, két ndi cic yéu t6 dé suy ra cach dung.
Cdch dung : Néu cdc budc dung hinh thod méan yéu cdu clia bai todn.

Chimg minh : Chimg minh tinh ding din cta phép dung da néu ra.

Bién ludn : Bién luan s6 nghiém cta bai todn, tim cdc diéu kién dé ba1 todn
c6 nghiém.

Sau day 1a nhimg bai todn co ban vé dung hinh bing hai cong cu thudc thing
va compa.

a) Cac bai toan co ybén vé dung hinh
1) Chia d6i mot géc.

2) Gap d6i mot goc. \
3) Dung mot dudng thing di qua mot diém cho truée va vuong géc véi mot
dudng thang cho trudc.

4) Dung mot dudng théng di qua mot dlem cho truéc va song song v4i mot
dudng théng cho trudc.

5) Chia mot doan théng thanh n phdn bing nhau.

6) Dung tam cia mdt dudng tron cho trudc.

7) Dung tiép tuyén clia mot dudng tron tai diém nim trén dudng tron.

8) Dung ti€p tuyén ciia mét dudng tron di qua rh(‘)t diém nim ngoai dudng tron.
9) Dung cung chita géc trén mot doan cho trude.

10) Dung tiép tuyén chung cta hai dudng tron.
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11) Qua moét diém da cho dung mot dudng tron ti€p xiic véi hai dudng thing
song song.

12) Dung mot dudng tron ti€p xdc v6i mot dudng tron da cho va mét dudng

thang a tai mot diém A cho truéc. \

'13) Dung mét dudng tron ti€p xiic v6i mot dudng tron da cho tai mot dlém da
cho va mot dudng thang di cho.

14) Dung mot duodng tron ti€p xic véi ha1 dudng tron da cho, d6i v6i mot
trong hai dudng tron d6 thi ti€p xiic tai mot diém da cho.

15) Dung moét diém chia mot doan thang cho truée theo mot ti s6 cho truée.
b) M6t s6 bai tap dung hinhcoban
1) Cho truée doan thang c6 d6 dai 1. Hay dung céc doan thing c6 do dai
D2 i) -21- iii) % iv5 v 4.
Huong ddn : |
iii) Dung dinh 1i Thales.
. iv) Dung dinh 1i Pythagoras.

I4

v) Dung tinh chat cia tam gidc vuéng : Tam gidc ABC vuodng tai A ¢6 du’o’ng
cao AH thi AH* BH CH.
2) Dung tam gidc ABC biéta, b vam,.

Hu}o’ng dan : Gia st dung dugc tam gidc ABC. Néi dai trung tuyén CP mot
doan PC' = CP thi dugc tam gidc CAC' ¢c6 CA=b, AC' = a vaCC' =2m,.

3) Dung tam gidc ABC biét b, a + ¢ va C. |

Huong dan : Gia si tam gidc ABC da dung dugc. N6i dai CB vé phia B t6i
diém D sao cho BD = BA. Khi d6 tam gidac ACD c6 gbc C di cho, AC = b va
CD = a + ¢ nén hoan toan xdc dinh. Dinh B 1a dinh cia tam gidc can BDA, do
dé la giao diém clia trung truc doan AD véi CD.

4) Dung tam giac ABC biét m,, ~mb, m,
Huong ddn : Gia sir tam gidgc ABC da dung xong. Trung tuyén AM, BN, CP

cat nhau tai G. Goi D 1a trung diém cia AG thi tam gidc GDN ¢6 GD = Lng’i,

GN = % vaDN = 1;— hoan toan xéc dinh. Tir d6 tiép tuc x4c dinh A, B va C.
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30.

31.

32.
33.
34,

35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.

43.

44

4s.

5) Dung tam gidc ABC biét h,, hy, h,.
Hudng ddn : St dung ah, = bhy, = ch, = 2S.

BAI TAP
Dung mét tam gidc biét canh ddy a, géc & dinh A va diém D 1a giao diém coa

canh ddy véi phan gidc cla géc trong & dinh A.

Qua diém A, hday dung mot duo‘ng tron bén kinh R sao cho ti€p tuyén tr mot
diém B cho truéc t6i né c6 do dai cho trude.

Dung mot hinh binh hanh biét mét canh va hai chiéu cao.

Dung mot hinh binh hanh biét ddy, chiéu cao va gdc giita hai duong chéo.
Dung mot tam gidc biét ddy, goc d6i dién va chiéu cao thudéc mét canh bén
nao do. '

Dung mot tam gidc biét a, A va m,,.

Dung mot tam gidc ¢6 chu vi 2p, gc A va chiéu cao h,,.

Dung mét tam gidc biét goc B, goc C v trung tuyén m,.

Dung mot tam giac biét géc A, hy, va }na.

Dung mot tam gidc biét day a, géc A va trung tuyén m,,.

Dung mot tam gidc biét goc A, ddy a va ban kinh r ciia dudng tron ndi ti€p.
Dung mot tam gi4c biét c4c ban kinh R, r va mot gbc cua tam gidc.

Trong mot dudng tron di cho, dung mot day sao cho né duge nhin tir ba diém

"da cho dudi nhiing géc bang nhau.

Trong mot dudng tron da cho, noi ti€p mot hinh chit nhat sao cho hai canh ciia
n6 di qua hai di€ém da cho.

. Trong mot dudng tron da cho, noi ti€p mot tam gidc vudng bi€t mot géc nhon

va mot diém ma mot trong cac canh géc vudng di qua.

Trong mot dudng tron da cho, noi ti€p mot tam gidc c6 mot géc da biét sao
cho hai canh ctia n6 di qua hai diém da cho.

. Cho mot diém & trong dudng tron. Dung qua diém d6 mot day sao cho hiéu

céc doan thiang dugc chia boi diém d6 bang mot do dai cho trude.
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47.
48.
49.
50.
51.
52,

. 83.
54.
55.
56.

57.

58.
59.

Dung mot hinh binh hanh sao cho hai dinh lién ti€p & tai hai dlém da cho va
hai dinh khac ndm trén mot dudng tron da cho.

Qua hai di€ém cho truéc trén mot duo’ng tron, du‘ng hai day song song sao cho
tdng ca chiing bing mot doan thing di cho.

Dung mot hinh binh hanh c6é d¢ dai dudng chéo di cho va c6 cung dién tich
voi mot it gidc da cho.

Dung mot hinh chit nhat ¢6 do6 dai dubﬁg chéo da cho va c6 cung dién tich véi
mot tam gidc da cho. '
Dung mét tam gidc biét a, h, va b +c°
DLj’ng mot tam gidc biét a, h, va b2
Dung mot tam gidc biét a, A va b* — ¢2.

Dung mot tam gidc biét a, A va ti s6 hai canh bva c.
Dung mot tam gic biét a, &, va ti s6 hai canh b va c.

Dung mot tam gidc ABC biét phan gidc BD va cic-doan thf‘mg AD, DC ma né
chia canh d6i dién.

Dung mét tam gidc biét ddy va cic giao diém cta ddy véi phan gidc va duong
cao.

Dung tam gidc ABC biét a, b, m,.
Dung tam gidc ABC biét B, a + b, C.
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