1 KIEN THUC CO BAN

G161 HAN CUA HAM SO

1 Kién thitc co ban

1.1 Gidi han ctia ham sb tai mot diém

Gia stt 7o € (a;b) va f(x) xac dinh trén (a;b) c6 thé trit diém z. Néu moi day (,,) thuoc khodng (a;b)
ma limz,, = zo ta déu c6 lim f(x,) = L thi ta n6i ham sé f(z) c6 giéi han 1a L khi x — x¢. Khi day
ta viét

lim f(z)=1L

T—T0

Vi du 1. Tinh giéi han ctia f(z) = 22 + 1 khi z — 2
Xét day (zy,) thy ¥ ma z, — 2, ta ¢6 lim f(z,) = lim(22 + 1) =22+ 1 =5.
Vay lim (2% 4+ 1) = 5.
z—2
Chi y ring, cach lam trén 1a ching ta xét bat ky day s6 (z,,) mién 1a x,, — 2 ching han c6 thé xét cu
. 2n% — 2 )
theé (xn) cod cong thitc Ty, =2+ % hay Ty = "?‘27_'_1 hay bat ct déy nao khac cé gl(jl han la 2.
n

Nhan xét:

e lim C = C v6i C la hing s6, lim z = zg
Tr—xTQ T—rT0

e Néu f(z) 1a cac ham da thiic, phan thitc xac dinh tai zg thi gi6i han ctia f(z) tai zo chinh bang

f(zo)

1.2 Gidi han ctia ham sé tai vo cuc
Gia st f(z) xac dinh tréen (a; +00). Néu moi day () thuodc khoang (a;+o00) ma limz,, = 400 ta déu
¢6 lim f(x,) = L thi ta n6i ham s6 f(x) c¢6 gidi han 1a L khi z — +o00. Khi day ta viét

lim f(z)=1L

T—r+00

Vazr + 2
Vr+1

Ta c6 f(z) xac dinh trén [0; +00). Xét day s6 (x,,) bat ki tren [0; +00) ma x, — +oo thi ta co:

Vi du 2. Tinh gi6i han ctia ham s6 f(x) = khi z — 400

2
lim f () = I Lo, £2 _ 4+ )
1m X = m-—-=1m — =
" VT + 1 1+ A=

4o + 2
Vr+1

Vay ham s6 f(x) = c6 gidi han 1a 2 khi 2 — +oo
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Hoan toan tuong tu, ching ta c6 dinh nghia gi6i han ctia ham s6 f(x) khi z — —co.
Gia st f(z) xac dinh trén (—oo;a). Néu moi day (z,,) thuoc khoang (—oo;a) ma limz,, = —oo ta déu

¢6 lim f(x,) = L thi ta n6i ham s6 f(x) c¢6 gidi han 14 L khi z — —oo. Khi day ta viét

lim f(x)=1L

T—r—00
1.3 Gidéi han mot bén

Gidi han trai: Gid st f(z) xac dinh trén (a;zp). Néu moi day (z,) thuoc khodng (a;zp), tic la
a < x, < xo¥n ma limz, = g ta déu c6 lim f(x,) = L thi ta n6i ham sé f(z) c6 gi6i han trai la L khi

x — xo. Khi day ta viét

lim f(z)=1L
=T
—2013
Vi du 3. Tinh gi6i han trai cta f(z) = Y khiz -3

V3—=x
Ta c6 lim (—2013z) = —6039 < 0, lim v3—x=0vav3—2z>0Vr <3.

T3~ r—3~

—2013x
Do do Ui
xig)l_ VvV 3—=x

Gidi han phai: Gid st f(x) xac dinh trén (zo;b). Néu moi day (x,) thudc khodng (zg;b), tic la

= —0

b >z, > xo¥n ma limz, = x¢ ta déu c¢6 lim f(z,) = L thi ta néi ham s6 f(z) c¢6 gi6i han phai 1a L
khi z — z9. Khi day ta viét
lim f(z)=1L

+

1—
Vi du 4. Tinh giéi han phai cta f(z) = 6|($1|) tai x = 1.
‘r J—

Tacor>1lel—2<0=|1-z=2-1,dodé:

r—1 1
I = lim — = =~
Jm fle) = lm 2o = 5

Chu y: Ham s6 f(z) c6 gidi han tai x¢ khi va chi khi né ¢6 gi6i han trai, giéi han phéi tai zo va hai
gidi han nay phai bang nhau.
2 Cac dang toan va vi du

2.1 Giédi han cg ban

Déi v6i giéi han hitu han:

i. Giéi han ctia tong, hiéu, tich, thuong bang tdng, hiéu, tich, thuong cac giéi han.
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ii. Néu f(z) 14 cac ham da thiic, phan thitc xac dinh tai x¢ thi gidi han ctia f(x) tai zo chinh bang

f (o)

Déi véi giéi han vé cuc:

lim f(z) lim g(z) lim f)
lim f(z) | lim g(z) | lm (f(x)g(z)) | Lzzo o a0 g(x)
T—T0 T—T0 T—T0
L#0 +o00 0
L>0 400 +o00
L>0 |limgs,9(2)=0, g(z) > 0Vz +00
L>0 —00 —00
L>0 lim z)=0, g(x) < OVx —00
I -0 o e z—w0 9(2)=0, g(2)
L<0 lim x)=0, g(x) > 0Vx —00
-0 . . w0 9(2)=0, g(2)
L <0 |limgs, g9(2)=0, g(z) < O0Vz +0o0
Mot s6 gidi han thuong gap:
i. lim vz =400
T—>+00
ii. lim 2% =400
T—r+00
iii. lim z¥ =400 v6i k chdn vd lim zF = —oco véi k 16.
T——00 T——00
Bai 1. Tinh cac giéi han sau:
1. 1in12(a:4 — 52+ 822 — 62 +3) =21 -523+822-62+3=—1
Tr—r
. 20% —42? + 92 -3 4
2. lim =.==
r—1 x+ 2 3
3. lim Va2 +3=+112+3=2
r—1—
4. lim 323 —1)=313-1=—4
rz—1—
5. lim —— =+ocovi lim (z—1)=0vaz—1<0Ve <1
rz—1- T — rz—1—
3z +2 _ 3z 42 , ot
6. im ———= lm ———= Ilim = _
e+ 22— 1  ans-Dr (z+1D)(z—1) anC-nr\z+1
.. 3x+2 1 . .
vi lim =->0, lim (z4+1)=0vaz+1>0Ve>—1
z——1t ©x —1 2 e
. _5x2 < 1. 2 . 3 N 3
7. lim ———— = 400 vi lim,_,5- (—5z%) = =20 < 0, lim,_,»-(z —2)° =0va (x — 2)° < 0Vz < 2
T2~ (I’ — 2)3
. —5l'2 < 9. 2 . 2 N 2
8 lim ——5 = —oovi lim (—52) = -20<0, lim (z—2)"=0va (z —2)* <0Vx <2
T2~ (.’E - 2)2 T—27 T—27
0. qim PEFO_ g, BrEOl_g
z—(-2)- T+ 2 z—=(=2)t T+ 2

1 1 1
10. lim (2342 -z +1)= lim <:C3(1+332M+$3)>:+oo

T—+00 T—+00
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2.2 Cac dang giéi han v6 dinh

Khi tinh cac giéi han lim P(x)
3% Qla)

chung ta thuong gip cac dang sau:

2.2.1 Dang %

Phuong phap:

- Phan tich P(z) va Q(z) thanh nhan t va gidn udc.

- Nhan va chia véi biéu thitc lien hop clia tit, mau hoiic ca tit va mau.

- Tach thanh cac giéi han dang vo dinh % don gian hon (Phuong phap goi hang sé vang hoic dat
an phu)

Bai 2. Tinh céc gidi han sau:

.2 —da? +4x -3 (r—3)(2® —x +1) . 2l —x+1 7
1. lim 3 = lim =lim —=—
T—3 - — 3x z—3 ( ) z—3 T 3
, 8% — 1 . (2 —1)(42? + 22+ 1) .4zt + 2w +1
2. lim ——— = lim = lim — =6
e—1/2622 —br+1 25172 (22 —1)(3z—1) z—1/2 3z —1
1 1+2z)(1 -1 622 + 11z + 6
3l UFDAF2)A+30) =1 2O +6) ) 62 11,4 6) =6
z—0 xT z—0 T z—0
20t =B34 322+ -1 . (z—-1)3QR2x+1) .. 2z+1 3
4. lim = lim : = lim = -
a—1 3zt — 823 + 622 — 1 1 (x—1)3Bx+1) 2213x+1 4
2 _ .. 9)20 200, _ 9)20 20 10
5 lim (x* —x —2) — lim (x+1)*(x—-2) — lim (z+1)* 3 3
=2 (23 — 120+ 16)10 a2 (z — 2)0(z +4)10 22 (z +4)10 610 ~ 210
22— 3z +2 (1-2z)(2—1x)
6. lim ———— = lim ———F——— = 1i 1- 2—x2=0
A A a—e i movEe
— 5 — )
7. lim 5\f = lim —\/5(5 V2) = lim 7\/5 = —
z—0t \/2x + $~>0+ \/E(ﬁ +x) =0t V2 + N3 V2
2?4 2% — 4| 2% — 4|
. lim ——
8l g Kheng ton taivi lim o7 7 lim T

Bai 3. Tinh cac gidi han sau:

 V1I+22-1 (V1+a22)?2-1 T
1. lim ——————— = lim = lim ———— =
z—0 x =0g(V1+a2+1) =201+ 22+41

5 1 V32 +1-2x i (V322 +1)% — (21)? A 1
. lim ——— = lim = - - © __Z
z—1 z—1 a=1 (z—1)(V322 + 1+ 22) ==1/322 41422 2
z?2 -1
3. lim e =—4
w127 + /322 + 1
. ve+1-—-1 3
4. lim ———— = ——
@03 — 2z +9 2
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5 lim V2R lovE 1
r—1 rx—1 2
. Vr+2—+22x 1
6. lim = —-
2 x—l—\/3—x 4
22 —Br—2 . (z-D@+at P42 -2 3
7. lim ————— = lim = .= =
z—1 r—1 z—1 (m—l)(m3+\/3x—2) 2
o 1=¥122+1
8 lim—>——— = ... =~-1
z—0 4z
o VAxr -2 1
9. im —— = ...= -
z—2 T — 2 3
3/
10, m YL
a—1 Y —2+1

Bai 4. Tinh cac gidi han sau:

VT H+I+Vr+16-7 T
1. lim =

x—0 €T _ﬂ
. VB3 Va2 +T7 . [(VE—a3-2 V22472
2. lim = lim — .
rx—1 352—1 rx—1 .’E2—1 I2—1
.. Vh—a3—2 3. Va?+7-2 1 Va3 —Va24+7 11
Vit lm ——— = ——, lim ————+— = — nén lim =
r—1 $2—1 8 z—1 .%'2—1 12 r—1 1132—1 24
L N+ T -V +3 L VT H+T7T-24+2—Vz+3 1
3. lim = lim =..=-
z—1 2 —3x+2 x—1 2 -3+ 2 6
4. [DHQG 97A]
I 2\/1+x—\3/8—a:_1_ 2\/1—|—ﬂ$—2—i—2—\3/8—x_ 13
B+ 11—V +T . B +11-3+3—Vr+7 7
5. lim = lim =..=—
T2 2 -3z +2 T2 2 -3z +2 54
3 2 3 2
6. lim Jx +x tao+l i (Y +1)+ (z +a;):m:_g
r——1 x4+ 1 r——1 r+1 3

7. [DH Thiy Loi 2001]
lim V1422 - V143 lim V1i42z—(142)+(14+2)—-V1+3z 1

x—0 $2 z—0 $2 2

2.2.2 Dang %

) ) N 1 1
Phuong phap: Chia cd P(z) vad Q(z) cho x v6i s6 mi cao nhat cia Q(z) roi sit dung —,
x

cac day c6 gi6i han bang 0 khi 2 — oo

Bai 5. Tinh cac gidi han sau:

1

(a) Chii ¥ cach trinh bay, chi dugc viét lim(A + B) = lim A & lim B khi lim A va lim B déu ton tai vi hitu han.

RN
xk’ \Jx
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228 da? — 41 o2+4-L 4L 9
1. lim = lim T e =
z—+oo  Hrd +x + 10 z—too 54 % 4+ 3 5
20 + 1)3(—z + 1)2 222+ 1)3 (=14 1)2 24+ L¥(—14+1)2
a0 x(2x +5) z=¥oo 25(2+ 2) @ oo 2+ 2) 2
1 1
3.1 Y =1 = lim =1
svboo okl emiee g fip 1 evde 1l
34 2 1 §+L_i 0
4. lim 1‘5—|—$ = lim Z m13 335:7:0
z——o00 x°+x —1 r——00 1 + = — =5 1
X x

1
ooy VERL o Tt o AT
t5too 22 422 +1 zodoo ;,;2(1 +

T T 2
4 1 1
(1 + =% 1+
6. h & lim ( 1””2)1 = lim xliﬁl = —00
1+ % 1
Vi lim z=-oc0ova lim 1:’321:7>0
T——00 :v—>—002—|-96—2—|-F
3 3 1 1
1 z2(1+ = I+ =
7. lim Tt = lim TS): lim | 22 $13 = 400
z——o00 x + 1 T——00 x1—|-g) T——00 1—|-§
1+ 4%
Vi lim 22 = 4o0ova lim "” =1>0
r——00 r—— ool-|-
3 2 3 2 1 2 1
—a3 4 2% — 1 (-1+2 - % —-1+2- %
8. lim x;——x: im ( lz 1””3): lim xlixfs = 400
z——00 24+ x+1 T——00 1'2(2-{-54-?) T—>—00 2-}-54—?
2 _ 1
_1+x_x3
Vi lim z=-ocova lim T —=-1<0
T——00 T——00 2—|-I-|-m—2
2.2.3 Dang vo6 dinh co — oo
Phuong phap: Dua vé dang 2 bang cach nhan lién hop
Bai 6.
— 1
L lim (yo+ve-Ve)= lim rhvE—T o \/51 =3
T—4-00 T— 400 \/F-F\F T—+00 \/SE( /1_{_%_}_1)
2 lm (Vo —T-a)= lim Sl gy, Ly s 0
x—g—l{loo r r :E—1>r—|{loo\/ 1+2x w—1>r—{{loo‘/$2_1+x_r—l>r—l?oo 1_L+1_2_
2

r+1—=x

1
lim ————— =
z—>+o<>\/ﬁ+f T oSt T+ 14

4. lim \/$2+$+1—\/1'2—$_1) lim T T A+ (22 —2—1)
peo a—=too /2t x4+ 14+Ve2 —z—1

2x(1
= lim x(—i—) =1

T—+00 \/1+ _1_332_’_\/1_,_*

3. hm (\/a:+ — V) =




2.2

Céc dang gidi han vo dinh 2 CAC DANG TOAN VA VI DU

hgl (Va3 +322 — Va2 —z +1) 1i1;1_1 ((\3/x3+3x27m)+(x7\/x2fx+1)>
T—+00 T—+00
( 23 + 32?2 — 23 +x2—(2—x+1)>
(V1322 1oV s+ 22 | sivii—nt1
2

= lim
T—+00

3z z—1 1 3
g lim + :...:1—’_7:7
$—>+00<(\3/x3+3x2)2+x\3/x3+3x2+x2 m+\/x2—x+1> 2 2
2.2.4 Dang v6 dinh 0.c0
Phuong phap: Dua vé dang 32 hoac 8
Bai 7.
. +1—2) 1
11 Va2 41— lim = 1
RIS L EL 8 FH
1 1 —2)2 _ 2)2
2. Jim (2—2)y/ 2" = lim \/(x+3)(‘” - \/ —a)
T—4-00 x° — T T—400 > — T x—>+oo ;1;3 1——
3 1 2 1\2
z—1 L VE+Y@-12 7 \/333(1—1—5)(1—5) B
SRVt RN mes . TR Bavgy !
x x
4. i 341 = i 1 — ),/ —————
im0ty = (e oy
1
= lim (Vz+i(@?—z+1),/—— _0.1.\[_0
r——171 x—l 2
5. lim (22 — 16) L — lim 4)(xz +4)
w4t 3 — 64  poat (x —4) x2+4x+16)

1
= lim (vVz —4(z+4),/ =084/ —
mfiﬁ( v A\ +16) 12~

Xuan Truong, ngay 19/01/2014

Break All Rules



