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phÇn I: më ®Çu

1.Lý do chän ®Ò tµi:

· To¸n häc cã vÞ trÝ ®Æc biÖt trong viÖc n©ng cao vµ ph¸t triÓn d©n trÝ. To¸n häc kh«ng chØ cung cÊp cho häc sinh (ng­êi häc To¸n) nh÷ng kü n¨ng tÝnh to¸n cÇn thiÕt mµ cßn lµ ®iÒu kiÖn chñ yÕu rÌn luyÖn kh¶ n¨ng t­ duy l«gic, mét ph­¬ng ph¸p luËn khoa häc.

Trong viÖc d¹y häc To¸n th× viÖc t×m ra nh÷ng ph­¬ng ph¸p d¹y häc vµ gi¶i bµi tËp To¸n ®ßi hái ng­êi gi¸o viªn ph¶i chän läc, hÖ thèng bµi tËp, sö dông ®óng ph­¬ng ph¸p d¹y häc ®Ó gãp phÇn h×nh thµnh vµ ph¸t triÓn t­ duy cña häc sinh. §ång thêi qua viÖc häc To¸n häc sinh cÇn ®­îc båi d­ìng, rÌn luyÖn vÒ phÈm chÊt ®¹o ®øc, c¸c thao t¸c t­ duy ®Ó gi¶i c¸c bµi tËp To¸n trong ®ã cã c¸c bµi to¸n vÒ bÊt ®¼ng thøc còng lµ mét trong nh÷ng bµi to¸n hay gióp häc sinh ph¸t huy cao ®é tÝnh t­ duy, trÝ tuÖ cho häc sinh.

Tuy nhiªn gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc lµ bµi to¸n khã v× ph¹m v× kiÕn thøc réng, ®Æc biÖt lµ víi häc sinh T.H.C.S. Lµ gi¸o viªn d¹y ë THCS t«i thÊy thùc tr¹ng khi d¹y to¸n bÊt ®¼ng thøc ®ã lµ: 

- Gi¸o viªn khi d¹y vÒ bÊt ®¼ng thøc chØ ch÷a bµi tËp lµ xong, Ýt khai th¸c, ph©n tÝch ®Ò tµi më réng bµi to¸n míi dÉn ®Õn khi häc sinh gÆp bµi to¸n kh¸c mét chót lµ kh«ng gi¶i ®­îc.

- Häc sinh th­êng ng¹i häc to¸n bÊt ®¼ng thøc v× kiÕn thøc kh«ng liÒn m¹ch, ph­¬ng ph¸p gi¶i h¹n chÕ, c¸c bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc th­êng khã, ph¶i ¸p dông c¸c kiÕn thøc khã nh­: quy n¹p to¸n häc, ph¶n chøng,... nªn häc sinh hay ng¹i vµ häc sinh ch­a vËn dông ®­îc to¸n bÊt ®¼ng thøc vµo ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n khã nh­ cùc trÞ, hµm sè,... ViÖc thùc hiÖn ®Ò tµi nh»m:
· Nh»m gióp häc sinh n¾m ®­îc mét sè ph­¬ng ph¸p  chøng minh B§T c¬ b¶n gi¶i c¸c bµi to¸n trong ch­¬ng tr×nh.
· Gióp häc sinh ph¸t triÓn n¨ng lùc to¸n häc, ph¸t triÓn lßng yªu thÝch m«n häc.
· ChuÈn bÞ kiÕn thøc nh»m phôc vô kú thi HSG huyÖn, tØnh trong n¨m häc vµ kú thi vµo líp 10 s¾p tíi.
2.Môc ®Ých nghiªn cøu:
a. §èi víi gi¸o viªn: 
- N©ng cao tr×nh ®é chuyªn m«n phôc vô cho qu¸ tr×nh gi¶ng d¹y.
 - Lµm quen víi c«ng t¸c nghiªn cøu khoa häc n©ng cao kiÕn thøc.

b. §èi víi häc sinh:

- Gióp häc sinh häc tËp m«n to¸n nãi chung vµ viÖc gi¶i bµi tËp vÒ chøng minh bÊt ®¼ng thøc nãi riªng. Trang bÞ cho häc sinh mét sè kiÕn thøc míi nh»m n©ng cao n¨ng lùc häc m«n to¸n gióp c¸c em tiÕp thu bµi mét c¸ch chñ ®éng, s¸ng t¹o vµ lµm c«ng cô gi¶i quyÕt mét sè bµi tËp cã liªn quan ®Õn bÊt ®¼ng thøc.

- G©y ®­îc høng thó cho häc sinh khi lµm bµi tËp trong SGK, s¸ch tham kh¶o, gióp häc sinh tù gi¶i ®­îc mét sè bµi tËp.

- Gi¶i ®¸p nh÷ng th¾c m¾c, söa ch÷a nh÷ng sai lÇm hay gÆp khi gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc trong qu¸ tr×nh d¹y häc.

- Gióp häc sinh n¾m v÷ng mét c¸ch cã hÖ thèng c¸c ph­¬ng ph¸p c¬ b¶n vµ vËn dông thµnh th¹o c¸c ph­¬ng ph¸p ®ã ®Ó gi¶i bµi tËp.

Th«ng qua viÖc gi¶i c¸c bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc gióp häc sinh thÊy râ môc ®Ých cña viÖc häc to¸n vµ häc tèt h¬n to¸n bÊt ®¼ng thøc.
· ChuÈn bÞ cho häc sinh mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ B§T ®Ó häc sinh cã thÒ gi¶i ®­îc 1 sè bµi to¸n c¬ b¶n.

· Ph¸t triÓn lßng say mª m«n häc, më réng vèn hiÓu biÕt cña häc sinh vÒ to¸n häc.

· Ph¸t triÓn t­ duy cho häc sinh, n©ng cao vèn kiÕn thøc tõ SGK.

· Gãp phÇn ®µo t¹o cho ®Êt n­íc nguån nh©n lùc cã tri thøc v÷ng vµng.

3.NhiÖm vô nghiªn cøu:

· T×m hiÓu néi dung d¹y häc vÒ B§T trong SGK líp 8

· T×m hiÓu m¹ch kiÕn thøc vÒ B§T tõ líp 6 ®Õn líp 9

· §iÒu tra thùc tr¹ng:

- Nghiªn cøu c¸c bµi to¸n vÒ bÊt ®¼ng thøc trong ch­¬ng tr×nh thcs
- KiÓm tra nhËn thøc cña häc sinh vÒ d¹ng to¸n bÊt ®¼ng thøc

- Trao ®æi víi ®ång nghiÖp vÒ ph­¬ng ph¸p gi¶ng d¹y chuyªn ®Ò B§T cho häc sinh.

4.Ph¹m vi vµ ®èi t­îng nghiªn cøu:
- §Ò tµi nµy t«i ®· nghiªn cøu t¹i tr­êng THCS V¨n Lang –H¹ Hßa_Phó Thä víi 1 sè häc sinh khèi 9.
-Ph¹m vi: 10 em häc sinh kh¸ giái cña líp 9
-Do thời gian cã hạn, nªn đề tài này t«i chỉ nghiªn cøu một số tÝnh chất của bất đẳng thức, c¸ch chứng minh một số dạng bất dẳng thức thường gặp trong chương tr×nh tãan ở bậc THCS .
5.Ph­¬ng ph¸p nghiªn cøu:

Ph­¬ng ph¸p chñ yÕu ®­îc sö dông lµ ph­¬ng ph¸p thùc nghiÖm khoa häc
PhÇn II: Néi dung

Ch­¬ng I : C¬ së lý luËn vµ thùc tiÔn cã liªn quan ®Õn ®Ò tµi nghiªn cøu

· KÕ thõa kiÕn thøc vÒ tÝnh s¾p thø tù ®· häc ë líp 8
· Sö dông kiÕn thøc c¬ b¶n trong ch­¬ng bÊt ph­¬ng tr×nh bÆc nhÊt 1 Èn ë líp 8.
· T×m hiÓu mét sè d¹ng to¸n n©ng cao trong s¸ch tham kh¶o.
· Môc ®Ých gióp häc sinh gi¶i mét sè bµi to¸n c¬ b¶n vÒ bÊt ®¼ng thøc. §µo t¹o ®éi tuyÓn häc sinh giái to¸n 9.
· §iÒu tra thùc tr¹ng:
 Qua quan s¸t t×nh h×nh học tập bất đẳng thức  cũng như kiểm tra học sinh về phần này t«i thấy rằng, đại đa số học sinh lóng tóng khi đứng trước bài tãan chứng minh bất đẳng thức. Cụ thể nghiªn cứu như sau:
Ở  mức độ kiến thức cơ bản, trong 72 học sinh th× cã 30học sinh (42%) chứng minh được.
Ở mức độ n©ng cao th× trong 72 em chỉ cã 2 em (3%) chứng minh được.
-Nguyªn nh©n cơ b¶n: một số nguyªn nh©n dẫn đến mức độ nắm bắt kiến thức về bất đẳng thức và vận dụng kiến thức về bất đẳng thức để chứng minh bất đẳng thức ở học sinh kÐm như sau:

·      Häc sinh häc kÐm m«n to¸n
· Học sinh chưa nắm vững kh¸i niệm, cũng như c¸c tÝnh chất của bất đ¼ng thức.

· Chưa vận dụng linh hoạt lý thuyết về bất đẳng thức vào giải c¸c bài tãan cụ thể.

· Kinh nghiệm giả tãan bất đẳng thức  cßn Ýt.

· Hệ thống bµi tập tự giải tự tÝch lũy của c¸c em chưa nhiều.

· C¸c em chưa ph©n loại được c¸c dạng tãan cïng phương ph¸p chứng minh.
Ch­¬ng II: C¸c biÖn ph¸p s­ ph¹m cÇn thùc hiÖn ®Ó n©ng cao chÊt l­îng d¹y häc bÊt ®¼ng thøc:
1.BiÖn ph¸p 1: ĐiÒu tra thùc nghiÖm 

-T×m hiÓu nhËn thøc cña häc sinh ®éi tuyÓn ®· chän vÒ B§T.

-T×m hiÓu nhu cÇu kiÕn thøc cña häc sinh vÒ néi dung B§T.

2.BiÖn ph¸p 2: H­íng dÉn tõng d¹ng to¸n cô thÓ:
I/ Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ bÊt ®¼ng thøc.

1. §Þnh nghÜa:

Cho 2 sè a vµ b ta nãi:

a lín h¬n b, kÝ hiÖu: a > b 
[image: image1.wmf]Û

 a - b > 0.

a nhá h¬n b, kÝ hiÖu: a < b 
[image: image2.wmf]Û

 a - b < 0.

2. C¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc:

2.1. a > b 
[image: image3.wmf]Û

 b < a.
[image: image4.wmf]
2.2. TÝnh chÊt b¾c cÇu: a > b, b > c 
[image: image5.wmf]Þ

 a > c.

2.3. TÝnh chÊt ®¬n ®iÖu cña phÐp  céng: Céng cïng mét sè vµo hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc: a > b 
[image: image6.wmf]Þ

  a + c > b + c.

2.4. Céng tõng vÕ hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu ®­îc bÊt ®¼ng thøc míi cïng chiÒu víi bÊt ®¼ng thøc ®· cho: a > b, c > d 
[image: image7.wmf]Þ

  a + c > b + d.

Chó ý: kh«ng ®­îc trõ tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu.

2.5. Trõ tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc ng­îc chiÒu ®­îc bÊt ®¼ng thøc míi cïng chiÒu víi bÊt ®¼ng thøc bÞ trõ.

NÕu a > b, c > d th× a - c > b - d 

2.6. TÝnh chÊt ®¬n ®iÖu cña phÐp nh©n:

a) Nh©n hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc víi cïng mét sè d­¬ng.

 a > b, c > 0 
[image: image8.wmf]Þ

  a.c > b.c

b) Nh©n hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc víi cïng mét sè ©m.

 a > b, c < 0 
[image: image9.wmf]Þ

  a.c < b.c

2.7. Nh©n tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu mµ hai vÕ kh«ng ©m

 
NÕu a > b 
[image: image10.wmf]³

 0, c > d 
[image: image11.wmf]³

 0 th× ac > bd.

2.8. N©ng lªn luü thõa bËc nguyªn d­¬ng hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc

a > b > 0 
[image: image12.wmf]Þ

  an > bn.

a > b 
[image: image13.wmf]Þ

  an > bn víi n = 2k ( k 
[image: image14.wmf]Î

 Z).

2.9. So s¸nh hai luü thõa cïng c¬ sè víi sè mò nguyªn d­¬ng

Víi m > n > 0:

- NÕu a > 1 th× am > an.

- NÕu a = 1 th× am = an.

- NÕu 0 < a < 1 th× am < an.

2.10. LÊy nghÞch ®¶o hai vÕ vµ ®æi chiÒu bÊt ®¼ng thøc nÕu hai vÕ cïng dÊu

NÕu a > b > 0 hoÆc a < b < 0 th× 
[image: image15.wmf]<
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]b

1


Chó ý: Ngoµi c¸c bÊt ®¼ng thøc chÆt (a > b) ta cßn gÆp c¸c bÊt ®¼ng thøc kh«ng chÆt (a 
[image: image17.wmf]³

 b) tøc lµ a > b hoÆc a = b.

Trong c¸c tÝnh chÊt nªu trªn nhiÒu tÝnh chÊt dÊu “>” (hoÆc dÊu “ <”) cã thÓ thay bëi dÊu “
[image: image18.wmf]³

” ( hoÆc dÊu “
[image: image19.wmf]£

”)

3. C¸c bÊt ®¼ng thøc cÇn nhí.

3.1. a2 
[image: image20.wmf]£

 0, -a2 
[image: image21.wmf]£

 0. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi a = 0.

3.2. 
[image: image22.wmf]a

 
[image: image23.wmf]³

 0. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi a = 0.

3.3. -
[image: image24.wmf]a

 
[image: image25.wmf]£

 a 
[image: image26.wmf]£

 
[image: image27.wmf]a

. DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi a = 0.

3.4. 
[image: image28.wmf]b

a

+

 
[image: image29.wmf]£

 
[image: image30.wmf]a

 + 
[image: image31.wmf]b

. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khhi ab 
[image: image32.wmf]³

 0.

3.5. 
[image: image33.wmf]b

a

-

 
[image: image34.wmf]³

 
[image: image35.wmf]a

 - 
[image: image36.wmf]b

. X¶y ra dÊu d¼ng thøc khhi ab 
[image: image37.wmf]³

 0; 
[image: image38.wmf]a

 
[image: image39.wmf]³

 
[image: image40.wmf]b

.

(C¸c ®iÒu kiÖn nµy cßn cã thÓ diÔn ®¹t l¹i lµ a 
[image: image41.wmf]³

 b 
[image: image42.wmf]³

 0 hoÆc a 
[image: image43.wmf]£

 b 
[image: image44.wmf]£

 0).

Chó ý: Mét sè bÊt ®¼ng thøc quan träng:

a/ 
a2 + b2 
[image: image45.wmf]³

 2ab.

b/ 
(
[image: image46.wmf]2

b

a

+

)2 
[image: image47.wmf]³

 ab 
hay (a + b)2 
[image: image48.wmf]³

 4ab (BÊt ®¼ng thøc C« si).

c/ 

[image: image49.wmf]a

1

 + 
[image: image50.wmf]b

1

 
[image: image51.wmf]³

 
[image: image52.wmf]b

a

+

1

 
víi a; b > 0.

d/
 
[image: image53.wmf]b

a

 + 
[image: image54.wmf]a

b

 
[image: image55.wmf]³

 2 

víi ab > 0.

e/ 
(ax + by)2 
[image: image56.wmf]³

 (a2 + b2).(x2 + y2). (BÊt ®¼ng thøc Bunhia - C«pxki)

II. Mét sè ph­¬ng ph¸p chøng minh bÊt ®¼ng thøc trong ®¹i sè

1. Ph­¬ng ph¸p dïng ®Þnh nghÜa

 1.1 C¬ së to¸n häc:

§Ó chøng minh A > B ta chøng minh A - B > 0.

§Ó chøng minh A < B ta chøng minh A - B < 0.

 1.2 VÝ dô minh ho¹.

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 
[image: image57.wmf]³

 -1.

Gi¶i

XÐt hiÖu: (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) - (-1) = [(x-1)(x-2)].[(x-2)(x-3)] 

                                                                     = (x2-5x+4)(x2-5x+6) + 1.

§Æt (x2-5x+5) = y, biÓu thøc trªn ®­îc viÕt l¹i nh­ sau:

    (y-1)(y+1) + 1 = y2-1+1 = y2 
[image: image58.wmf]³

 0.


[image: image59.wmf]Þ

(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) - (-1) 
[image: image60.wmf]³

 0 hay (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 
[image: image61.wmf]³

 -1.

VÝ dô 2: Chøng minh: 2(x2 + y2) 
[image: image62.wmf]³

 (x + y)2.

Gi¶i

XÐt hiÖu 2 vÕ: 

2(x2 + y2)- (x + y)2 = 2x2 + 2y2 - x2 - 2xy - y2 = x2 - 2xy + y2 = (x - y)2 
[image: image63.wmf]³

 0.

VËy 2(x2 + y2) 
[image: image64.wmf]³

 (x + y)2.

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng nÕu a vµ b lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m th×:

                                               
[image: image65.wmf]2

b

a

+
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[image: image67.wmf]ab

.

Gi¶i

XÐt hiÖu: 
[image: image68.wmf]2

b

a

+

 - 
[image: image69.wmf]ab

 = 
[image: image70.wmf]2

ab

b

a

-

+

 = 
[image: image71.wmf]2

()

2

ab

-

 
[image: image72.wmf]³

 0. 
§óng víi mäi a; b 
[image: image73.wmf]³

 0.

DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b.

VÝ dô 4: Cho a > 0; b > 0. Chøng minh r»ng: 
[image: image74.wmf].
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Gi¶i 

XÐt hiÖu: A = 
[image: image75.wmf](
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V× a > 0; b > 0; (a - b)2 
[image: image77.wmf]³

 0 nªn A 
[image: image78.wmf]³

 0.

VËy 
[image: image79.wmf].
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1.3. Bµi tËp tù gi¶i. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:
1/ 
[image: image80.wmf].
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2/ x3 + 4x + 1 > 3x2 víi x 
[image: image81.wmf]³

 3.

3/ Cho a + b = c + d. Chøng minh r»ng: c2 + d2 + cd 
[image: image82.wmf]³
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4/  Víi 
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2. Ph­¬ng ph¸p dïng c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc.

2.1. C¬ së to¸n häc.

- XuÊt ph¸t tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc ®· biÕt vËn dông c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc ®Ó suy ra bÊt ®¼ng thøc ph¶i chøng minh.

- Th­êng lµ ¸p dông c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña bÊt ®¼ng thøc. (§· nªu ë phÇn trªn)

2.2 VÝ dô minh ho¹

VÝ dô 1: Cho a + b > 1. Chøng minh a4 + b4 > 
[image: image85.wmf]8
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Ta cã a + b > 1 > 0.  (1) 

B×nh ph­¬ng 2 vÕ cña (1) ta ®­îc:

(a + b)2 > 1 
[image: image86.wmf]Þ

 a2 + 2ab + b2 > 1.  (2)

           MÆt kh¸c: (a - b )2 
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 0  
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a2 -  2ab + b2 
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 0.  (3)

Céng tõng vÕ cña (2) vµ (3) ta ®­îc: 2(a2 + b2) > 1 
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 (a2 + b2) > 
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B×nh ph­¬ng hai vÕ cña (4) ta ®­îc: a4 + 2a2b2 + b4 > 
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MÆt kh¸c: (a2 - b2)2 
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 a4 - 2a2b2 + b4 
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Céng tõng vÕ cña (5) vµ (6) ta ®­îc: 2(a4 + b4) > 
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VÝ dô 2: Cho a, b, c lµ ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng:
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¸p dông bÊt ®¼ng thøc C« si cho x; y > 0, ta cã: 
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V× vËy ta ®­îc: 
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]b

2

4

 = 
[image: image117.wmf]b

2


T­¬ng tù ta cã: 
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 EMBED Equation.3  [image: image125.wmf]a
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Céng tõng vÕ cña 3 bÊt ®¼ng thøc råi chia c¶ hai vÕ cho 2 ta ®­îc:
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DÊu b»ng x¶y ra khi a = b = c.

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng nÕu 
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Suy ra 
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 2.

MÆt kh¸c (a + b)2 = a2 + 2ab + b2       (1)
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Tõ (1), (2), (3) suy ra 
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2.3. Chó ý: Khi sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc ta cÇn tr¸nh nh÷ng sai lÇm sau:

1. a > b; c > d 
[image: image145.wmf]Þ

  a - c > b - d.

2. a > b; c > d 
[image: image146.wmf]Þ

  ac > bd. (Nh©n vÕ víi vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc mµ ch­a biÕt hai vÕ cã kh«ng ©m hay kh«ng)

3. B×nh ph­¬ng hai vÕ cña mét bÊt ®¼ng thøc mµ ch­a biÕt hai vÕ  kh«ng ©m:

a > b 
[image: image147.wmf]Þ

  a2 > b2.

4. Khö mÉu mµ ch­a biÕt dÊu cña chóng: 
[image: image148.wmf]b
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  ad > bc.

5. LÊy nghÞch ®¶o hai vÕ vµ ®æi chiÒu bÊt ®¼ng thøc mµ ch­a biÕt hai vÕ cã cïng dÊu hay kh«ng: a > b 
[image: image151.wmf]Þ
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1

  > 
[image: image153.wmf]b

1

.

6. Khi lµm tréi mét biÓu thøc ®«i khi ph¶i chia biÓu thøc thµnh nhiÒu nhãm råi lµm tréi tõng nhãm.

Ta xÐt vÝ dô sau:

Chøng minh r»ng: Víi mäi sè tù nhiªn n 
[image: image154.wmf]³

 2 th×: 1 + 
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Gäi vÕ tr¸i cña bÊt ®¼ng thøc lµ A, ta cã:

A = 1 + (
[image: image158.wmf]2
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ë mçi nhãm ta lµm tréi b»ng c¸ch thay c¸c ph©n sè nhá h¬n trong nhãm b»ng ph©n sè lín nhÊt trong nhãm ta ®­îc:

A < 1 + 
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2.4 Bµi tËp tù gi¶i: Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:
1/ 
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2/ a2 + b2 + c2 + d2 
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3/ Cho a + b =1. Chøng minh r»ng: a4 + b4 
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3. Ph­¬ng ph¸p biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng.

3.1. C¬ së to¸n häc.

- §Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc A 
[image: image181.wmf]³

 B ta biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng (dùa vµo c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc) A 
[image: image182.wmf]³

 B 
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 C 
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 D. Vµ cuèi cïng ®¹t d­îc bÊt ®¼ng thøc ®óng hoÆc hiÓn nhiªn lµ C 
[image: image185.wmf]³

 D.

V× c¸c phÐp biÕn ®æi ®Òu lµ t­¬ng ®­¬ng nªn A 
[image: image186.wmf]³

 B.

- §Ó dïng phÐp biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng ta cÇn chó ý c¸c h»ng ®¼ng thøc sau:
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(A + B + C)2 = A2 + B2 + C2 + 2AB + 2BC + 2CA.

3.2. C¸c vÝ dô minh ho¹.

VD 1: Chứng minh rằng:

a2+b2+c2
[image: image188.wmf]³

 ab+ac+bc
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Bất đẳng thức (2) hiển nhiên đúng suy ra (1) đúng .Dấu “=” x ảy ra khi a=b=c

VD 2: Chứng minh rằng 2a2+b2+c2 
[image: image190.wmf]³
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HiÓn nhiên đúng với mọi a,b,c. dấu “=” xảy ra khi a=b=c

vậy 2a2+b2+c2 
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VD 3:  chứng minh rằng 
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VD 4:  chứng minh rằng :
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VD 5: chứng minh rằng: 
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(1+a2).(1+ab)+(1+b2). (1+ab)
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b2(ab-1) + a2(ab-1)-2ab(ab-1) 
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VD 6: Chøng minnh x2 + x + 1 > 0 víi 
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Ta cã: x2 + x  + 1 = (x2 + 2.x.1 + 
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VD 7 :Chøng minh r»ng: Víi mäi a, b, c, d, e 
[image: image228.wmf]Î

 R th×:

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 
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 a(b + c + d + e)   (1)

Gi¶i

Nh©n c¶ hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc  (1) víi 4 ta ®­îc:

4a2 + 4b2 + 4c2 + 4d2 + 4e2 
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 4a(b + c + d + e).


[image: image231.wmf]Û

 (a2 - 4ab + 4b2) + (a2 - 4ac + 4c2) + (a2 - 4ad + 4d2) + (a2 - 4ae + 4e2) 
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 (a - 2b)2 + (a - 2c)2 + (a - 2d)2 + (a - 2e)2 
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V× 
(a - 2b)2 
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BÊt ®¼ng thøc (2) ®óng víi 
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. VËy bÊt ®¼ng thøc (1) ®­îc chøng minh.

VD 8: Chøng minh r»ng víi 4 sè bÊt k× a; b; x; y ta cã:

(a2 + b2)(x2 + y2) 
[image: image245.wmf]³

 (ax + by)2. (1)

DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi 
[image: image246.wmf]y
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Gi¶i 

Ta cã: (1) 
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 a2x2 + a2y2 + b2x2 + b2y2 
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 a2x2 + 2abxy + b2y2.
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a2y2 - 2abxy + b2x2 
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 0 
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 (ay - bx)2 
[image: image252.wmf]³

 0  (2).

Ta thÊy bÊt ®¼ng thøc (2) ®óng nªn  bÊt ®¼ng thøc (1) ®óng.

3.3 Chó ý.

- SÏ m¾c sai lÇm nÕu trong lêi gi¶i trªn thay c¸c dÊu “
[image: image253.wmf]Û

” b»ng c¸c dÊu “
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”.

ThËt vËy, nÕu (1) 
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(2) mµ bÊt ®¼ng thøc (2) kh«ng ®óng th× ch­a thÓ kÕt luËn ®­îc bÊt ®¼ng thøc (1) cã ®óng hay kh«ng.

- Khi sö dông phÐp biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng, häc sinh th­êng bá qua c¸c phÐp biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng cã ®iÒu kiÖn dÉn ®Õn kh«ng chÆt chÏ. V× vËy cÇn l­u ý c¸c phÐp biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng cã ®iÒu kiÖn.

Bài tập tự giải
Chứng minh rằng:

bài 1: a2 + b2 +c2+d2 + e2
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  a(b+c+d+e) 
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bài 2: 
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bài 4:  a3+b3 
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4. Ph­¬ng ph¸p dïng bÊt ®¼ng thøc d· biÕt.

4.1. C¬ së to¸n häc.

Trong nhiÒu bµi to¸n®Ó viÖc chøng minh bÊt ®¼ng thøc ®­îc gän ta cã thÓ sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh, nhÊt lµ c¸c bÊt ®¼ng thøc: C« si, Bunhia - C«pxki, ...

DỰA VÀO BẤT ĐẲNG THỨC CAUCHY ĐỂ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC.

Lý thuyÕt:
BÊt ®¼ng thøc cauchy cho 2 sè

Víi a, b
[image: image265.wmf]0
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 ta cã 
[image: image266.wmf]2.
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 dÊu “=” khi vµ chØ khi a=b 

BÊt ®¼ng thøc cauchy cho n sè

Với 
[image: image267.wmf]123
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Ta cũng có thể viết 
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VD1: Chứng minh rằng (a+b) (1+ab) 
[image: image271.wmf]³

4ab với mọi a,b>0
Phân tích: ta không thể áp dụng ngay BĐT cô sy trong trường hợp này vì ở vế trái là một tích . để áp dụng bất đẳng thức cô sy ta phải viết vế trái thành tổng.

CM:
ta có (a+b)(1+ab) = a+a2b+b+ab2. vì a,b>0 nên a,ab2,b,a2b>0

Theo bất đẳng thức cô sy, ta có a+a2b+b+ab2
[image: image272.wmf]2244
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Dấu “=” xảy  ra khi a=b=1

Vậy (a+b)(1+ab) 
[image: image273.wmf]³

4ab với mọi a,b>0.

VD 2 : Chứng minh rằng (
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CM:
(
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. Vì a,b>0 nên 
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Áp dụng BĐT cô sy, ta có (
[image: image280.wmf]ab
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dấu “=” xảy ra khi 
[image: image284.wmf]1
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vậy (
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VD 3:   Chứng minh rằng a+b+1
[image: image287.wmf]  a,b0

abab

³++"³


phân tích: khác với hai ví dụ đã giải ở trên, ở trong B ĐT này cả hai vế đều là một tổng ba hạng tử trong bất đẳng  thức. trong BĐT cô sy chiều nhỏ hơn là n
[image: image288.wmf]12n
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  vì vậy mỗi hạng tử 
[image: image289.wmf],,  
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 là một vế nhỏ hơn của ba bất đẳng thức cô sy khác. Căn cứ vào điều này ta có thể chứng minh bài toán như sau:

CM: 

với a,b>0 ta có:


[image: image290.wmf]
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 . Cộng vế với vế của ba bất đẳng thức trên ta có 
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[image: image293.wmf]
dấu “=” xảy ra khi a=b=1

VD 4: chứng minh rằng 
[image: image294.wmf]1
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Phân tích: Trong BĐT này ở vế trái có ba hạng tử, vế phải có hai hạng tử vì vậy khi chứng minh bất đẳng thức này cần khéo léo tách các hạng tử ở vế trái một cách hợp lí, tuy nhiên nếu chỉ để ý vế trái thôi thì việc phân tích cũng sẽ gặp khó khăn, mà để làm được điều này ta cũng cần để ý vế phải để có cách phân tích phù hợp. 

CM:

vì a,b
[image: image295.wmf]³

0 nên 2a,2b
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0.Áp dụng bất đẳng thức cô sy, ta có 
[image: image297.wmf]1

2

11

2

222

222

.

a

aaa

+

+³Û³

 (1)


[image: image298.wmf]1

2

11

2

222

222

.

b

bbb

+

+³Û³

 (2)

cộng vế với vế của (1) và (2) ta được  
[image: image299.wmf]1

2

2

2

a

+

+
[image: image300.wmf]1

2

2

2

b

+


[image: image301.wmf]ab

³+


 
[image: image302.wmf]1
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 a+b+
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dấu”=” xảy ra khi 2a=2b=
[image: image312.wmf]1
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 a=b=
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Bài tập tự giải: chứng minh rằng:

bài 1: 
[image: image315.wmf]1118
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bài 2: (ax+by)(ay+bx)
[image: image316.wmf]4
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bài 3: 
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bài 4: a+b+c
[image: image318.wmf]   a,b,c>0
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski để chứng minh bất đẳng thức

Với hai bộ số (x1, x2,… ,xn); (y1,y2,…,yn), ta có 
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. Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
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Ví dụ :
VD 1: Chứng minh 
[image: image321.wmf]ux1
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 với x2+y2=u2+v2=1

cm:
Ta có 
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Dấu “=” xảy ra khi 
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VD 2: Chứng minh rằng 
[image: image325.wmf]235
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 với 
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Cm: 
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dấu “=” xảy ra khi  và chỉ khi 
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VD 3: Cho a2 +b2 +c2 =1. 

                   Chứng minh rằng : 
[image: image329.wmf]2314
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CM

Áp dụng BĐT Bunhiacopxki cho 6 số 1,2,3,a,b,c ta được:
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VD 4 : Cho 3 số x,y,z thỏa mãn : 


[image: image331.wmf](

)

(

)

(

)

4

111

3

xxyyzz

-+-+-£


Chứng minh rằng : 
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Từ giả thiết suy ra 
[image: image333.wmf]222
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Áp dụng BĐT Bunhia cho 6 số 1,1,1,x,y,z Ta có:
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Từ (1)và(2) ta được : 
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Hay S2- 3S -4 
[image: image336.wmf]£

0 với S = x +  y + z

(S +1 )( S- 4 ) 
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Vậy x + y +z 
[image: image340.wmf]£
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Bµi tËp tù gi¶i :

Bµi 1:chøng minh r»ng 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image342.wmf] xy2 
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Bµi 2: 
[image: image343.wmf](
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Bài 3:


[image: image344.wmf].
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Gi¶ sö x, y 0 tho¶ m·n: x+y=1

a) Chøng minh r»ng 1x+y2

b) TÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt cña b

iÓu thøc: P = 1+2x+1+2y


bÊt ®¼ng thøc  Svacso
Với 
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Chứng minh:
Với 
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 theo bÊt ®¼ng thøc Bunhia ta có  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image351.wmf](
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[image: image352.wmf]Û

 dấu “=” xảy ra khi  
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VD 1: chứng minh rằng: 
Với a, b, c>0, a+b+c=1 thì 
[image: image354.wmf]111
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Vì a,b,c>0 nên áp dụng bất đẳng thức svacxo  ta có 
[image: image355.wmf]1119
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Mà a+b+c=1 (gt) nên 
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. Dấu “=” xảy ra khi a=b=c=
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VD 2: cho a,b,c >0 chứng minh rằng 
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Phân tích: Nếu dung bất đẳng thức “svacxo” cho 3 số ở vế trái, ta không thể chứng minh được bài toán này.khi thực hiện phép nhân ở vế phải ta thấy vế phải là một tổng vì vậy ta suy nghĩ đến việc dùng ba bất đảng thức “svacxo” sau đó cộng vế với vế của ba bất đẳng thức đó. Ta có thể giải bài toán trên như sau:

Ta có 
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cộng vế với vế của (1),(2) và (3) ta có 
[image: image361.wmf]2
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c.

VD 3: cho a,b,c,d>0 chứng minh rằng: 
[image: image362.wmf]221111
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Phân tích: Nếu viết vế trái thành 
[image: image363.wmf]111111
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 và áp dụng bất đẳng thức “svacxo” ta không được như ý muốn. nếu thực hiện phép nhân ở vế phải ta được 2 biểu thức có tử là 32 còn mẫu của mỗi biểu thức gồm ba số hạng. Do đó ta nghĩ đén việc chứng minh hai bất đẳng thức bằng cách áp dụng bất đẳng thức cộng mẫu rồi cộng vế với vế của hai bất đẳng thức đó. Ta có thể   chứng minh như sau:

Ta có 
[image: image364.wmf]11191119

 (1);  (2)
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 cộng vế với vế của hai bất đẳng thức (1) và (2) ta được 
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.  Dấu “=” xảy ra khi a=b=c=d

Bài tập tự giải: 
Bài 1: Cho a,b>0, a+b=12. Chứng minh rằng: 
[image: image366.wmf]1121
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Bài 2: Với a,b>0, a+b=1. Chứng minh rằng 
[image: image367.wmf]22
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Bài 3:  với a,b,c>0 chứng minh rằng :
[image: image368.wmf]2222
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Bài 4: cho a,b,c>0và a+b+c=
[image: image369.wmf]3
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. Chứng minh a+b+c+
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5. Ph­¬ng ph¸p ph¶n chøng.

5.1. C¬ së to¸n häc.

Gäi mÖnh ®Ò cÇn chøng minh lµ luËn ®Ò “A 
[image: image371.wmf]Þ

 B”. PhÐp to¸n mÖnh ®Ò cho ta:


[image: image372.wmf].
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Nh­ vËy muèn phñ ®Þnh mét mÖnh ®Ò ta ghÐp tÊt c¶ c¸c gi¶ thiÕt cña luËn ®Ò víi phñ ®Þnh kÕt luËn cña nã.

Ta th­êng dïng 5 h×nh thøc chøng minh ph¶n chøng nh­ sau:

1/ Dïng mÖnh ®Ò ph¶n ®¶o: 
[image: image373.wmf].
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2/ Phñ ®Þnh luËn ®Ò råi suy ra ®iÒu tr¸i víi gi¶ thiÕt.

3/ Phñ ®Þnh luËn ®Ò råi suy ra 2 ®iÒu tr¸i nhau.

4/ Phñ ®Þnh luËn ®Ò råi suy ra ®iÒu tr¸i víi mét ®iÒu ®óng.

5/ Phñ ®Þnh luËn ®Ò råi suy ra kÕt luËn cña 
[image: image374.wmf].
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5.2. VÝ dô.

VÝ dô 1:Cho 
[image: image375.wmf]2

2
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. Chøng minh r»ng: a + b 
[image: image376.wmf]£

 2.

Gi¶i

Gi¶ sö a + b > 2.

V× hai vÕ ®Òu d­¬ng nªn b×nh ph­¬ng hai vÕ ta ®­îc: 

(a + b)2 > 4  
[image: image377.wmf]Û

 a2 + 2ab + b2 > 4.  (1)

MÆt kh¸c ta cã: 2ab < a2 + b2 
[image: image378.wmf]Þ

 a2 + 2ab + b2 
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 2(a2 + b2).

Mµ 
[image: image380.wmf]2
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(gt) 
[image: image381.wmf]Þ

 2(a2 + b2) 
[image: image382.wmf]£

 4. Do ®ã a2 + 2ab + b2 < 4. (2)

Ta thÊy (2) m©u thuÉn víi (1).

VËy a + b 
[image: image383.wmf]£

 2.

VÝ dô 2: Cho 3 sè thùc a; b; c tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:
[image: image384.wmf]ï
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Chøng minh r»ng c¶ 3 sè a; b; c lµ sè d­¬ng.

Gi¶i

V× abc > 0 nªn trong 3 sè a; b; c ph¶i cã mét sè d­¬ng.

Gi¶ sö ng­îc l¹i c¶ 3 sè ®Òu ©m th× abc < 0. V« lÝ.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö a > 0.

Mµ abc > 0 nªn bc > 0.

NÕu b < 0; c < 0 th× b + c < 0.

Tõ a + b + c > 0
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§iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt: ab + ac + bc > 0.


[image: image386.wmf]Þ

 b > 0; c > 0.

VËy c¶ 3 sè a; b; c lµ sè d­¬ng.

5.3. Chó ý.

Víi nh÷ng bµi to¸n chøng minh bÊt ®¼ng thøc cã d¹ng nh­ trªn ta nªn sö dông ph­¬ng ph¸p ph¶n chøng. Tuy nhiªn ®Ó sö dông ph­¬ng ph¸p nµy cÇn n¾m v÷ng 5 c¸ch chøng minh vµ c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc ®Ó biÕn ®æi, lËp luËn.

5.4. Bµi tËp tù gi¶i.
1/ Cho a > b > 0 vµ 
[image: image387.wmf]1
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. Chøng minh r»ng kh«ng thÓ cã a < 1; b < 1.

2/ Cho hai sè d­¬ng a; b tho¶ m·n ®iÒu kiÖn a5 + b5 = a3 + b3. 

Chøng minh r»ng: 
[image: image388.wmf].
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3/ Cho ba sè d­¬ng a; b; c tho¶ m·n ®iÒu kiÖn abc = 1. CMR: 
[image: image389.wmf]3
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6. Ph­¬ng ph¸p ®æi biÕn.

         6.1 C¬ së to¸n häc.

B1: §Æt biÕn míi dùa theo bÕn cò.

B2: BiÕn ®æi bÊt ®¼ng thøc theo biÕn míi, chøng minh bÊt ®¼ng thøc theo biÕn míi.

B3: KÕt luËn vµ tr¶ lêi theo biÕn cò.

6.2 VÝ dô minh ho¹.

VÝ dô 1: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau: 
[image: image390.wmf](
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Víi a; b; c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c.

Gi¶i

§Æt: b + c - a = x; a + c - b = y; a + b - c = z, ta cã x; y; z > 0.
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Ta ph¶i chøng minh: 
[image: image392.wmf].
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Ta cã:                 
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V× hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc trªn kh«ng ©m nªn ta nh©n tõng vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®­îc: 
[image: image395.wmf](
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[image: image397.wmf]Þ

 (2) ®­îc chøng minh. DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi x = y = z.

VËy (1) ®­îc chøng minh. DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

VÝ dô 2: Cho a + b+ c = 1. Chøng minh r»ng: 
[image: image398.wmf].
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Gi¶i

§Æt 
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 Do a + b + c = 1 nªn x + y + z = 0.

Ta cã:
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X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi vµ chØ khi 
[image: image402.wmf].
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VÝ dô 3: Cho
[image: image403.wmf]2

1

;

2

1

;

2

1

-

³

-

³

-

³

c

b

a

 vµ a + b + c = 1. CMR:
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Gi¶i

§Æt x = 2a + 1, y = 2b + 1, z = 2c + 1.

DÔ thÊy: 
[image: image405.wmf]0
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Ta cã: x + y + z = 2(a + b + c) + 3 = 5.

Ta ph¶i chøng minh: 
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MÆt kh¸c ta l¹i cã: 
[image: image407.wmf].
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Bëi vËy 
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Chöng tá (2) ®óng. Suy ra (1) ®óng.

VËy: 
[image: image409.wmf].
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6.3 Chó ý: Khi dïng ph­¬ng ph¸p ®æi biÕn ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc cÇn chó ý:

* §Æt biÕn míi theo hÖ biÕn cò, kÌm theo ®iÒu kiÖn cña biÕn míi.

* N¾m ch¾c ®­îc c¸c phÐp biÕn ®æi, c¸c bÊt ®¼ng thøc c¬ b¶n ®Ó ¸p dông.

* §æi vÒ biÕn cò.

6.4 Bµi tËp tù gi¶i.

1/ Cho a; b; c lµ ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng:
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2/Cho a; b; c 
[image: image411.wmf]0
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. Chøng minh r»ng: 
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7. Phương pháp làm trội:
§Ó chøng minh A ≥ B nhiÒu khi ta ph¶i chøng minh A ≥ C víi C lµ biÓu thøc lín h¬n hoÆc b»ng B, tõ ®ã ta cã A ≥ B; HoÆc chøng minh D ≥ B Víi D lµ biÓu thøc nhá h¬n hoÆc b»ng A, tõ ®ã ta cã A ≥ B.
VÝ dô:

VÝ dô 1. Chøng minh r»ng: 
[image: image413.wmf]n
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T​¬ng tù: 
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Céng tÊt c¶ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn theo tõng vÕ (l​­u ý tõ sè h¹ng n + 1 ®Õn sè h¹ng thø n + n = 2n, cã tÊt c¶ lµ n sè), ta ®​­îc ®pcm.

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 
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Gi¶i:

Ta cã: 
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 Suy ra ®pcm.

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng víi mäi sè tù nhiªn 

n >0 ta cã 
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  Ta cã (2n+1)2=4n2+4n+1>4n2+4n=4n(n+1) suy ra 
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VÝ dô 4: Chøng minh 
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Ta cã ®pcm

Bµi tËp tù gi¶i:
Bµi 1: Chøng minh r»ng víi mäi sè tù nhiªn n> 0:
[image: image433.wmf]2222
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Bµi 2 : cho n lµ sè tù nhiªn , chøng minh r»ng:
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III. Mét sè øng dông cña bÊt ®¼ng thøc.

A. Mét sè ®Þnh lÝ, bÊt ®¼ng thøc cÇn dïng.

1.MÖnh ®Ò 1: NÕu tæng c¸c sè thùc d­¬ng x1; x2; ... xn b»ng mét sè cho tr­íc th× tÝch cña chóng lín nhÊt khi: x1= x2= ...= xn.
*§Þnh lÝ 1: NÕu cã n sè d­¬ng x1; x2; ... xn cã tæng b»ng S kh«ng ®æi th× tÝch 

P = x1. x2. ... .xn cã gi¸ trÞ lín nhÊt khi: 
[image: image437.wmf].
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Trong ®ã mi lµ c¸c sè h÷u tØ d­¬ng.

2. MÖnh ®Ò 2: NÕu tÝch cña c¸c sè d­¬ng x1; x2; ... xn b»ng mét sè cho tr­íc th× tæng cña chóng bÐ nhÊt khi x1= x2= ... = xn.

*§Þnh lÝ 2: NÕu n sè thùc d­¬ng x1; x2; ... xn cã tÝch P = x1. x2. ... .xn kh«ng ®æi th× tæng S = x1 + x2 + ... + xn cã gi¸ trÞ bÐ nhÊt khi 
[image: image438.wmf].
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Trong ®ã mi (i = 1; 2; ...; n) lµ c¸c sè h÷u tØ d­¬ng cho tr­íc.

3. MÖnh ®Ò 3: Cho x1; x2; ... xn 
[image: image439.wmf]Î

 R ta cã: 
[image: image440.wmf].
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 (1)

DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ  khi xi cïng dÊu. §Æc biÖt: 
[image: image441.wmf].
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B. ¸p dông

1. T×m cùc trÞ cña hµm sè. BiÓu thøc ®¹i sè.

Bµi 1: T×m GTNN cña hµm sè: 
[image: image442.wmf](
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Gi¶i

DÔ thÊy hµm sè x¸c ®Þnh víi 
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¸p dông bÊt ®¼ng thøc: 
[image: image445.wmf]2
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DÊu “=” x¶y ra 
[image: image447.wmf](
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Do ®ã ymin = 1.

Bµi 2: T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè: 
[image: image448.wmf].
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Gi¶i

§iÒu kiÖn ®Ó hµm sè x¸c ®Þnh lµ: 
[image: image449.wmf].
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Khi ®ã: 
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[image: image451.wmf].
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DÊu b»ng x¶y ra 
[image: image452.wmf](

)

(

)

.

2

1

1

0

1

1

1

1

£

£

Û

î

í

ì

³

³

-

-

+

-

Û

x

x

x

x


VËy ymin = 2.

2. Dïng bÊt ®¼ng thøc ®Ó gi¶i ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nh.

VÝ dô 1: Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau: 
[image: image453.wmf].
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Gi¶i

Ta thÊy: 
[image: image454.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image457.wmf].
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DÊu “=” x¶y ra 
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VËy nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho lµ (x = 2; y = 2).

VÝ dô 2: Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh:
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Gi¶i

Tõ (1) suy ra: 
[image: image460.wmf](
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Tõ (2) suy ra:
[image: image461.wmf].
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MÆt kh¸c ta l¹i cã: 
[image: image462.wmf].
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  (**)

Tõ (*) vµ (**) 
[image: image463.wmf]Þ

 x = -1. Thay x = -1 vµo (2) ta cã: y2 – 2y + 1 = 0 
[image: image464.wmf]Þ

 y = 1.

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt (x = -1; y = 1).

Ch­¬ng III: Thùc NghiÖm s­ ph¹m
1.Môc ®Ých thùc nghiÖm:
-KiÓm tra hiÖu qu¶ cña ®Ò tµi nghiªn cøu.

-Muèn hoµn thiÖn ®Ò tµi ®Ó cã thÓ ¸p dông réng r·i h¬n.

2.Néi dung thùc nghiÖm

So¹n:    15/12/2010
Gi¶ng : 20/12/2010
Gi¸o ¸n

Chøng minh bÊt ®¼ng thøc b»ng c¸ch dïng ®Þnh nghÜa vµ tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc
I. Môc tiªu bµi gi¶ng:
- KiÕn thøc:
+ Hs n¾m ®­îc ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc
+Hs n¾m ®­îc mét sè tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc ngoµi s¸ch gi¸o khoa
- Kü n¨ng: Hs biÕt vËn dông lý thuyÕt vµo lµm c¸c bµi tËp.

- Th¸i ®é: rÌn t­ duy logic cho häc sinh
II. Ph­¬ng tiÖn thùc hiÖn :.

- GV: Bµi so¹n.

- HS: «n tËp lý thuyÕt.

III. C¸ch thøc tiÕn hµnh:

 ThÇy tæ chøc + trß ho¹t ®éng

IV. TiÕn tr×nh bµi d¹y

A- Tæ chøc:

B- KiÓm tra bµi cò:

- Nªu 2 tÝnh chÊt vÒ liªn hÖ gi÷a thø tù vµ phÐp nh©n? ViÕt d¹ng tæng qu¸t?

C- Bµi míi:
Ho¹t ®éng cu¶
 gi¸o viªn –häc sinh
               Ghi b¶ng 

-Gv: Yªu cÇu häc sinh nªu ®Þnh nghÜa tÝnh chÊt vÒ bÊt ®¼ng thøc ®· häc.

-Hs : suy nghÜ vµ tr¶ lêi c¸c tÝnh chÊt

-GV nhËn xÐt bæ xung mét sè tÝnh chÊt vµ ghi b¶ng
Yªu cÇu häc sinh lµm vÝ dô 1

-gi¸o viªn yªu cÇu hs quan s¸t vµ nhËn xÐt vÕ tr¸i cña B§T

-yc hs biÕn ®æi vÕ tr¸i cña B§T vµ xÐt hiÖu 2 vÕ.
-Gi¸o viªn h­íng dÉn hs ®Æt Èn phô.

-Gäi hs lªn b¶ng tr×nh bµy

Yªu cÇu lµm bµi tËp vÝ dô 2

-gäi hs tr×nh bµy b¶ng

-yªu cµu nhËn xÐt.

-gi¸o viªn ch÷a bµi vµ cñng cè

Yªu cÇu hs lµm

 vÝ dô 3

_yªu cÇu t×m mèi quan hÖ gi÷a 
[image: image465.wmf]22

ab
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 vµ a+ b

-yªu cÇu t×m lêi gi¶i

Gäi hs tr×nh bµy

Gi¸o viªn nhËn xÐt 
Yªu cÇu hs thùc hiÖn
-gi¸o viªn gîi ý t×m mèi liªn hÖ gi÷a 2 vÕ

-gäi hs tr×nh bµy b¶ng
Gi¸o viªn yc hs lµm bµi
-yc 1 hs nªu c¸ch lµm
-gäi hs lªn b¶ng thùc hiÖn

-gi¸o viªn kiÓm tra bµi lµm cña hs d­íi líp.

-Gi¸o viªn nhËn xÐt 

Gi¸o viªn yc hs lµm bµi
-yc 1 hs nªu c¸ch lµm

(Gîi ý c¸ch lµm mÊt dÊu c¨n)

-gäi hs lªn b¶ng thùc hiÖn

-gi¸o viªn kiÓm tra bµi lµm cña hs d­íi líp.

-Gi¸o viªn nhËn xÐt
A/ Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ bÊt ®¼ng thøc.

1. §Þnh nghÜa:

Cho 2 sè a vµ b ta nãi:

a lín h¬n b, kÝ hiÖu: a > b 
[image: image466.wmf]Û

 a - b > 0.

a nhá h¬n b, kÝ hiÖu: a < b 
[image: image467.wmf]Û

 a - b < 0.

2. C¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc:

2.1. a > b 
[image: image468.wmf]Û

 b < a.
[image: image469.wmf]
2.2. TÝnh chÊt b¾c cÇu: a > b, b > c 
[image: image470.wmf]Þ

 a > c.

2.3. TÝnh chÊt cña phÐp  céng:  a > b 
[image: image471.wmf]Þ

 

a + c > b + c.

2.4. a > b, c > d 
[image: image472.wmf]Þ

  a + c > b + d.

Chó ý: kh«ng ®­îc trõ tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu.

2.5. Trõ tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc ng­îc chiÒu ®­îc bÊt ®¼ng thøc míi cïng chiÒu víi bÊt ®¼ng thøc bÞ trõ. NÕu a > b, c < d th× a - c > b - d 

2.6. TÝnh chÊt ®¬n ®iÖu cña phÐp nh©n:

a)  a > b, c > 0 
[image: image473.wmf]Þ

  a.c > b.c

b)a > b, c < 0 
[image: image474.wmf]Þ

  a.c < b.c

2.7. Nh©n tõng vÕ cña hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu mµ hai vÕ kh«ng ©m

 
NÕu a > b 
[image: image475.wmf]³

 0, c > d 
[image: image476.wmf]³

 0 th× ac > bd.

2.8. N©ng lªn luü thõa bËc nguyªn d­¬ng hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc

a > b > 0 
[image: image477.wmf]Þ

  an > bn.

a > b 
[image: image478.wmf]Þ

  an > bn víi n = 2k ( k 
[image: image479.wmf]Î

 Z).

2.9. So s¸nh hai luü thõa cïng c¬ sè víi sè mò nguyªn d­¬ng.Víi m > n > 0:

- NÕu a > 1 th× am > an.

- NÕu a = 1 th× am = an.

- NÕu 0 < a < 1 th× am < an.

2.10. LÊy nghÞch ®¶o hai vÕ vµ ®æi chiÒu bÊt ®¼ng thøc nÕu hai vÕ cïng dÊu

NÕu a > b > 0 hoÆc a < b < 0 th× 
[image: image480.wmf]<
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 EMBED Equation.3  [image: image481.wmf]b
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3. C¸c bÊt ®¼ng thøc cÇn nhí.

3.1. a2 
[image: image482.wmf]£

 0, -a2 
[image: image483.wmf]£

 0. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi a = 0.

3.2. 
[image: image484.wmf]a

 
[image: image485.wmf]³

 0. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi a = 0.

3.3. -
[image: image486.wmf]a

 
[image: image487.wmf]£

 a 
[image: image488.wmf]£

 
[image: image489.wmf]a

. DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi a = 0.

3.4. 
[image: image490.wmf]b
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[image: image491.wmf]£
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 + 
[image: image493.wmf]b

. X¶y ra dÊu ®¼ng thøc khi ab 
[image: image494.wmf]³

 0.

3.5. 
[image: image495.wmf]b

a

-
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[image: image497.wmf]a

 - 
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. X¶y ra dÊu d¼ng thøc khhi ab 
[image: image499.wmf]³

 0; 
[image: image500.wmf]a

 
[image: image501.wmf]³

 
[image: image502.wmf]b

.(C¸c ®iÒu kiÖn nµy cßn cã thÓ diÔn ®¹t l¹i lµ a 
[image: image503.wmf]³

 b 
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 0 hoÆc a 
[image: image505.wmf]£

 b 
[image: image506.wmf]£

 0).

B.Bµi tËp
VÝ dô 1: Chøng minh r»ng (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 
[image: image507.wmf]³

 -1.

Gi¶i

XÐt hiÖu: (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) - (-1) 
= [(x-1)(x-4)].[(x-2)(x-3)] 

          = (x2-5x+4)(x2-5x+6) + 1.

§Æt (x2-5x+5) = y, biÓu thøc trªn ®­îc viÕt l¹i nh­ sau:

    (y-1)(y+1) + 1 = y2-1+1 = y2 
[image: image508.wmf]³

 0.


[image: image509.wmf]Þ

(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) - (-1) 
[image: image510.wmf]³

 0 hay (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 
[image: image511.wmf]³

 -1.

VÝ dô 2: Chøng minh: 2(x2 + y2) 
[image: image512.wmf]³

 (x + y)2.

Gi¶i

XÐt hiÖu 2 vÕ: 

2(x2 + y2) - (x + y)2 = 2x2 + 2y2 - x2 - 2xy - y2 
= x2 - 2xy + y2 = (x - y)2 
[image: image513.wmf]³

 0.
VËy 2(x2 + y2) 
[image: image514.wmf]³

 (x + y)2.

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng nÕu 
[image: image515.wmf]2
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Gi¶i

Ta cã: 
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Suy ra 
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 2.

MÆt kh¸c (a + b)2 = a2 + 2ab + b2       (1)

                
[image: image521.wmf]2
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Tõ (1), (2), (3) suy ra 
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VÝ du 4: Chứng minh rằng:

a2+b2+c2
[image: image527.wmf]³

 ab+ac+bc
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                          CM: 


Bất đẳng thức (2) hiển nhiên đúng suy ra (1) đúng .Dấu “=” x ảy ra khi a=b=c

VD 5: Chứng minh rằng 2a2+b2+c2 
[image: image529.wmf]³

2(ab+ac) với mọi a, b, c


[image: image530.wmf]2222

2222

22

2220

220

0

()

     ()()

     ()()

abcaabac

aabbaacc

abac

Û+++--³

Û-++-+³

Û-+-³


HiÓn nhiên đúng với mọi a,b,c. dấu “=” xảy ra khi a=b=c

vậy 2a2+b2+c2 
[image: image531.wmf]³

2(ab+ac) với mọi a,b,c

VD 6:  chứng minh rằng 
[image: image532.wmf]221
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cm: 
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hiển nhiên đúng .vậy 
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D.Cñng cè:
Gi¸o viªn tæng kÕt bµi häc
E.H­íng dÉn häc bµi ë nhµ:Yªu cÇu lµm c¸c bµi tËp:

Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:
1/ 
[image: image536.wmf].
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2/ x3 + 4x + 1 > 3x2 víi x 
[image: image537.wmf]³

 3.

3/ Cho a + b = c + d. Chøng minh r»ng: c2 + d2 + cd 
[image: image538.wmf]³

 3ab.

4/  Víi 
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So¹n:    15/12/2010
Gi¶ng : 25/12/2010
Gi¸o ¸n

Chøng minh bÊt ®¼ng thøc b»ng c¸ch dïng mét sè bÊt ®¼ng thøc quen thuéc
I. Môc tiªu bµi gi¶ng:
- KiÕn thøc:
+Hs nhí l¹i c¸c B§T ®· ®­îc nh¾c trong SGK vµ SBT

+ Hs n¾m mét sè  bÊt ®¼ng thøc quen thuéc

+Hs n¾m ®­îc c¸ch chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc ®ã
- Kü n¨ng: Hs biÕt vËn dông lý thuyÕt vµo lµm c¸c bµi tËp.

- Th¸i ®é: rÌn t­ duy logic cho häc sinh
II. Ph­¬ng tiÖn thùc hiÖn :.

- GV: Bµi so¹n.

- HS: «n tËp lý thuyÕt.

III. C¸ch thøc tiÕn hµnh:

 ThÇy tæ chøc + trß ho¹t ®éng

IV. TiÕn tr×nh bµi d¹y

A- Tæ chøc:

B- KiÓm tra bµi cò:

ViÕt B§T cosi trong tr­êng hîp 2 sè
C- Bµi míi:
Ho¹t ®éng cu¶
 gi¸o viªn –häc sinh
               Ghi b¶ng 

-Gv: Yªu cÇu häc sinh nªu bÊt ®¼ng thøc cauchy
-Hs : suy nghÜ vµ tr¶ lêi 
-GV nhËn xÐt bæ xung bÊt ®¼ng thøc vµ ghi b¶ng
Yªu cÇu häc sinh lµm vÝ dô 1

-gi¸o viªn yªu cÇu hs quan s¸t vµ nhËn xÐt vÕ tr¸i cña B§T

-Gîi ý Hs sö dông B§T cosi
-Gäi hs lªn b¶ng tr×nh bµy

Yªu cÇu lµm bµi tËp vÝ dô 2

-Gîi ý HS sö dông B§T Bunhia

-gäi hs tr×nh bµy b¶ng

-yªu cÇu nhËn xÐt.

-gi¸o viªn ch÷a bµi vµ cñng cè

Yªu cÇu hs lµm

 vÝ dô 3

 - GV  gîi ý ta không thể áp dụng ngay BĐT cô sy trong trường hợp này vì ở vế trái là một tích . để áp dụng bất đẳng thức cô sy ta phải viết vế trái thành tổng.

yªu cÇu t×m lêi gi¶i

Gäi hs tr×nh bµy

Gi¸o viªn nhËn xÐt 
Yªu cÇu hs thùc hiÖn
-Gi¸o viªn yc hs lµm bµi
-yc 1 hs nªu c¸ch lµm

-gäi hs lªn b¶ng thùc hiÖn

-gi¸o viªn kiÓm tra bµi lµm cña hs d­íi líp.

-Gi¸o viªn nhËn xÐt 

Gi¸o viªn yc hs lµm bµi
-yc 1 hs nªu c¸ch lµm

(Gîi ý dïng B§T Svacxo)

-gäi hs lªn b¶ng thùc hiÖn

-gi¸o viªn kiÓm tra bµi lµm cña hs d­íi líp.

-Gi¸o viªn nhËn xÐt

Gi¸o viªn yc hs lµm bµi
-Gv gîi ý Nếu dung bất đẳng thức “svacxo” cho 3 số ở vế trái, ta không thể chứng minh được bài toán này.khi thực hiện phép nhân ở vế phải ta thấy vế phải là một tổng vì vậy ta suy nghĩ đến việc dùng ba bất đảng thức “svacxo” sau đó cộng vế với vế của ba bất đẳng thức đó.
-gäi hs lªn b¶ng thùc hiÖn

-gi¸o viªn kiÓm tra bµi lµm cña hs d­íi líp.

-Gi¸o viªn nhËn xÐt
A/ Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n .

1. BÊt ®¼ng thøc Cauchy :
BÊt ®¼ng thøc cauchy cho 2 sè

Víi a, b
[image: image541.wmf]0
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 ta cã 
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 dÊu “=” khi vµ chØ khi a=b 

BÊt ®¼ng thøc cauchy cho n sè

Với 
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Ta cũng có thể viết 
[image: image545.wmf]123

0

,,,...,

n

aaaa

³

 ta có 
[image: image546.wmf]123123

......

n

nn

aaaanaaaa

++++³


2. BÊt ®¼ng thøc  Svacso
Với
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[image: image549.wmf]Û

 dấu “=” xảy ra khi  
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3. Bất đẳng thức Bunhiacopski 

Với hai bộ số (x1, x2,… ,xn); (y1,y2,…,yn), ta có 
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. Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
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B.Bµi tËp
 VÝ dô 1: Chøng minh r»ng: 
[image: image553.wmf]2
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Gi¶i

V× 
[image: image554.wmf]a
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 ®Òu d­¬ng nªn ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C« si cho hai sè d­¬ng ta ®­îc:


[image: image555.wmf].
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DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi 
[image: image556.wmf].
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VÝ dô 2: Cho a; b tho¶ m·n 3a - 4b = 7. Chøng minh r»ng 3a2 + 4b2 
[image: image557.wmf]³

 7.

Gi¶i

Cã 3a - 4b = 
[image: image558.wmf]a
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 - 2.2.b = 7.

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhia - C«pxki cho bèn sè 
[image: image559.wmf]a
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; -2; 2b ta ®­îc:

72 = (3a - 4b)2=(
[image: image560.wmf]a
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 (3 + 4)(3a2 + 4b2) 
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 3a2 + 4b2.

DÊu “=” x¶y ra 
[image: image563.wmf]Û
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a = 1; b = -1.
VÝ dô 3: Chứng minh rằng (a+b) (1+ab) 
[image: image566.wmf]³

4ab với mọi a,b>0
CM:
ta có (a+b)(1+ab) = a+a2b+b+ab2. vì a,b>0 nên a,ab2,b,a2b>0

Theo bất đẳng thức cô sy, ta có a+a2b+b+ab2
[image: image567.wmf]2244
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Dấu “=” xảy  ra khi a=b=1

Vậy (a+b)(1+ab) 
[image: image568.wmf]³

4ab với mọi a,b>0.

VÝ dô 4: Chứng minh rằng (
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CM:
(
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Áp dụng BĐT cô sy, ta có (
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dấu “=” xảy ra khi 
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VÝ dô 5: chứng minh rằng: 
Với a, b, c>0, a+b+c=1 thì 
[image: image582.wmf]111

9

abc

++³


CM
Vì a,b,c>0 nên áp dụng bất đẳng thức svacxo 

 ta có 
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Mà a+b+c=1 (gt) nên 
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VÝ dô 6: cho a,b,c >0 chứng minh rằng 
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Ta có 
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cộng vế với vế của (1),(2) và (3) ta có 
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c.
D.Cñng cè:

Gi¸o viªn tæng kÕt bµi häc
E.H­íng dÉn häc bµi ë nhµ:Yªu cÇu lµm c¸c bµi tËp:

Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:
1/ Chøng minh r»ng nÕu c¸c sè d­¬nng a; b; c cã tæng a + b + c = 1 th×:
[image: image590.wmf].
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2/ Cho 
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. Chøng minh r»ng: 
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3/ Cho 
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 Chøng minh r»ng: 
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3.KÕt qu¶ thùc nghiÖm
Bµi tËp kiÓm tra

(Thêi gian : 60’)

Bµi 1: Chøng minh r»ng: Víi x, y > 0. Ta cã :     ( 1 + x) (1 + y) 
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Bµi 2 : Cho 
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 vµ  3a + 4 = 5 . Chøng minh r»ng 
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Bµi 3 : Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc x , y ta cã : 
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Bµi 4: a)  Cho hai sè thùc d­¬ng a vµ b . Chøng minh r»ng : 
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          b) Cho 0 < x < 2 vµ x 
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 1 . Chøng minh r»ng :
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KÕt qu¶ kiÓm tra
STT

Hä vµ tªn

Líp

§iÓm

NguyÔn TuÊn Vò

9A2

8
Ph¹m TiÕn DÜnh

9A2

6

NguyÔn ThÕ C¶nh

9A1

6
NguyÔn ViÖt Dòng

9A1

2
Hoµng Thu HiÒn

9A2
4
NguyÔn ThÞ Thu H­¬ng

9A1
5
Tr­¬ng Kh¸nh Ly

9A1
6
NguyÔn ThÞ H¶i HuÕ

9A1
2
Lª V¨n Dòng

9A1
5
NguyÔn Quèc TriÖu

9A2
4
Thèng kª

-§iÓm giái 1 em/10( tØ lÖ 10% )

-§iÓm kh¸: 0 em

-§iÓm TB : 5 em/ 10 ( tØ lÖ 50%)

-§iÓm yÕu : 4em/ 10 ( tØ lÖ 40% )

DuyÖt kÕ ho¹ch d¹y häc vµ kÕt qu¶ thùc nghiÖm
DuyÖt cña tæ cm                                         duyÖt cña bgh
PhÇn III : kÕt luËn

ViÖc ph¸t triÓn n¨ng lùc, t­ duy cña häc sinh THCS th«ng qua viÖc gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc trong ®¹i sè th× néi dung t«i ®· tr×nh bµy ë trªn cßn rÊt h¹n hÑp so víi toµn bé chuyªn ®Ò vÒ bÊt ®¼ng thøc. ViÖc ¸p dông mét sè ph­¬ng ph¸p gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc vµo ch­¬ng tr×nh to¸n THCS lµ mét vÊn ®Ò réng, lµ néi dung phong phó vµ ®a d¹ng. Nh­ng trªn t«i chØ tr×nh bµy ®­îc mét sè ph­¬ng ph¸p, mét sè bµi tËp c¬ b¶n nhÊt trong ch­¬ng tr×nh to¸n THCS .Với thời lượng chương trình có hạn tôi không thể truyền đạt hết những kinh nghiệm mà mình tích lũy được cho học sinh chỉ trong 2 tiết học.Vì vậy để học sinh học tốt hơn chuyên đề này tôi đề nghị các nhà trường cần phải có kế hoạch phụ đạo học sinh yếu kém, bồi dưỡng học sinh khá, giỏi; mỗi giáo viên phải không ngừng tự học, phải thương yêu học sinh,tận tâm với nghề có như thế thì chất lượng đại trà và chất lượng mũi nhọn mới tăng lên được.

                Ch¾c ch¾n r»ng ®©y lµ cuèn t­ liÖu cã thÓ gióp t«i hiÓu mét c¸ch s©u s¾c h¬n, c¬ b¶n h¬n trong viÖc gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc. Qua viÖc lµm ®Ò tµi t«i cµng thÊy gi¶i to¸n bÊt ®¼ng thøc lµ mét ho¹t ®éng trÝ tuÖ cao vµ gian khæ. Nh­ng ®ång thêi t«i cµng thªm s¸ng tá nhiÒu vÊn ®Ò míi vµ bæ Ých, nh÷ng øng dông s¸ng t¹o, v÷ng tin h¬n trong viÖc gi¶i to¸n cÊp THCS.


Trong phạm vi đề tài này, bản than tôi đã có nhiều cố gắng nhưng vì khả năng có hạn nên chắc chắn không tránh khỏi sai sót.Rất mong được sự đóng góp ý kiến của các thầy cô giáo để đề tài này được hoàn thiện hơn.
Tài liệu tham khảo

Trong quá trình viết đề tài này tôi đã tham khảo một số tài liệu sau:

1) Sách toán 8 tập 2 (Phan Đức Chính tổng chủ biên)

2) Toán nâng cao chọn lọc đại số 8 (Nguyễn Vĩnh Cận –Lê Khắc Bảo-vũ Thế Hựu-Lê Đình Phi-Phan Thanh Quang-Phạm Đan Quế)

3) Tài liệu ôn thi vào lớp 10 chuyên Lê hồng phong (2003-2004) môn toán .

4) Bất đẳng thức chọn lọc cấp 2 (Nguyễn Vũ Thanh)

5) Toán nâng cao và các chuyên đề đại số 8- Vũ Dương Thụy

6) Bài tập nâng cao và một số chuyên đề toán 9 – Bùi Văn Tuyên

                                                        Phú Thọ ,ngày 30/12/2010
                                                        Người viết

                                                        Đặng Thùy Dung
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