Phần I



ĐẶT VẤN ĐỀ
Hệ phương trình đại số là mảng kiến thức quan trọng trong chương trình toán học phổ thông, nó thường gặp trong các kì thi tuyển sinh vào lớp 10; tuyển sinh đại học, cao đẳng; thi học sinh giỏi. Mặc dù học sinh được cọ sát phần này khá nhiều song phần lớn các em vẫn thường lúng túng trong quá trình tìm ra cách giải. Nguyên nhân là vì

Thứ nhất, hệ phương trình là mảng kiến thức phong phú và khó, đòi hỏi người học phải có tư duy sâu sắc, có sự kết hợp nhiều mảng kiến thức khác nhau, có sự nhìn nhận trên nhiều phương diện.

Thứ hai, sách giáo khoa trình bày phần này khá đơn giản, các tài liệu tham khảo đề cập đến phần này khá nhiều song sự phân loại chưa dựa trên cái gốc của bài toán nên khi học, học sinh chưa có sự liên kết, định hình và chưa có cái nhìn tổng quát về hệ phương trình.

Thứ ba, đa số học sinh đều học một cách máy móc, chưa có thói quen tổng quát bài toán và tìm ra bài toán xuất phát, chưa biết được bài toán trong các đề thi do đâu mà có nên khi người ra đề chỉ cần thay đổi một chút là đã gây khó khăn cho các em.

Sáng kiến kinh nghiệm của tôi về mặt hình thức là không mới. Cái mới ở đây chính là sự phân loại có tính chất xuyên suốt chương trình nhưng vẫn bám vào các kĩ thuật quen thuộc, phù hợp với tư duy của học sinh. Thêm vào đó, với mỗi bài toán đều có sự phân tích lôgic, có sự tổng quát và điều đặc biệt là cho học sinh tìm ra cái gốc của bài toán, các bài toán từ đâu mà có, người ta đã tạo ra chúng bằng cách nào.

Thông qua các việc làm thường xuyên này, học sinh đã dần dần thích nghi một cách rất tốt, có tư duy sáng tạo, có năng lực làm toán và tạo ra các bài toán mới. Học sinh thường hiểu sâu và thích nghi khi học phần này.

Mặc dù đã có sự đầu tư và thu được những thành công đáng kể song vì điều kiện thời gian còn hạn chế nên sự phân loại có thể chưa được triệt để và chỉ mang tính chất tương đối, rất mong được các bạn bè đồng nghiệp góp ý kiến chỉnh sửa để đề tài này được hoàn thiện hơn.

Tôi xin chân thành cảm ơn!

Phần II


GIẢI QUYẾT VẤN ĐỀ

A. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

I. Hệ phương trình bậc nhất hai ẩn

I.1. Định nghĩa. Hệ phương trình bậc nhất hai ẩn là hệ phương trình có dạng
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với 
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I.2. Ví dụ
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I.3. Cách giải. Ngoài các phương pháp giải đã học ở lớp 9 ta có thêm phương pháp sau:

+ Bước 1. Tính các định thức
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+ Bước 2.

· Nếu 
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· Nếu 
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· Nếu 
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II. Hệ phương trình đối xứng loại I

II.1. Định nghĩa. Hệ phương trình đối xứng loại I là hệ pt có dạng 
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Trong đó 
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 là những đa thức chứa hai biến x, y thỏa mãn 
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II.2. Cách giải phổ biến

· Bước 1. Biểu diễn từng pt theo tổng 
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 và tích 
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· Bước 2. Đặt 
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· Bước 3. Giải hệ mới theo S và P

· Bước 4. x và y là hai nghiệm của pt 
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III. Hệ phương trình đối xứng loại II

III.1. Định nghĩa. Hệ phương trình đối xứng loại II là hệ phương trình có dạng
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trong đó 
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 là một biểu thức chứa hai biến x và y.

III.2. Cách giải.

· Bước 1. Trừ vế hai pt ta được 
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· Bước 2. Đưa phương trình (*) về dạng tích 
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· Bước 3. Xét hai trường hợp.

TH 1. x = y thế vào một trong hai phương trình của hệ và giải tiếp

TH 2. 
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 ta được hệ đối xứng loại I
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* Chú ý. Nếu 
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 phức tạp ta sẽ tìm cách chứng minh nó vô nghiệm.

IV. Hệ phương trình có vế trái đẳng cấp bậc hai

IV.1. Định nghĩa. Hệ phương trình có vế trái đẳng cấp bậc hai là hệ có dạng
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IV.2. Cách giải

· Bước 1. Cân bằng hệ số tự do ta được 
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· Bước 2. Trừ vế hai phương trình ta được 
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· Bước 3. Giải phương trình (*) ta sẽ biểu diễn được x theo y

· Bước 4. Thế vào một trong hai phương trình của hệ và giải tiếp

* Chú ý

· Cách giải trên có thể áp dụng cho pt có vế trái đẳng cấp bậc cao hơn.

· Cách giải trên chứng tỏ rằng hệ phương trình này hoàn toàn giải được bằng cách đặt 
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· Ta cũng có thể cân bằng số hạng chứa 
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 (hoặc chứa 
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B. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH

1. Phương pháp thế

* Cơ sở phương pháp. Ta rút một ẩn (hay một biểu thức) từ một phương trình trong hệ và thế vào phương trình còn lại.

* Nhận dạng. Phương pháp này thường hay sử dụng khi trong hệ có một phương trình là bậc nhất đối với một ẩn nào đó.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 
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Lời giải.

Từ (1) ta có 
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 thế vào (2) ta được 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
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Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Phương trình (2) là bậc nhất đối với y nên ta dùng phép thế.

Lời giải. 

x = 0 không thỏa mãn (2)
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 thế vào (1) ta được 
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Do 
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 nên hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
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Chú ý.

+ Hệ phương trình này có thể thế theo phương pháp sau:

Hệ 
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+ Phương pháp thế thường là công đoạn cuối cùng khi ta sử dụng các phương pháp khác

2. Phương pháp cộng đại số

* Cơ sở phương pháp. Kết hợp 2 phương trình trong hệ bằng các phép toán: cộng, trừ, nhân, chia ta thu được phương trình hệ quả mà việc giải phương trình này là khả thi hoặc có lợi cho các bước sau.

* Nhận dạng. Phương pháp này thường dùng cho các hệ đối xứng loại II, hệ phương trình có vế trái đẳng cấp bậc k.

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 
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Lời giải.

ĐK: 
[image: image49.wmf]0
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Hệ 
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. Trừ vế hai phương trình ta được
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TH 1. 
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TH 2. 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (1 ; 1)

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 
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Lời giải.

ĐK: 
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Trừ vế hai pt ta được 
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TH 1. 
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 thế vào (1) ta được 
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Đặt 
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 và 
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TH 2. 
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. TH này vô nghiệm do ĐK.

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (1; 1)

Ví dụ 5. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Đây là hệ phương trình có vế trái đẳng cấp bậc hai nên ta sẽ cân bằng số hạng tự do và thực hiện phép trừ vế.

Lời giải.

Hệ 
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Giải phương trình này ta được 
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 thế vào một trong hai phương trình của hệ ta thu được kết quả.

* Chú ý

· Cách giải trên có thể áp dụng cho pt có vế trái đẳng cấp bậc cao hơn.

· Cách giải trên chứng tỏ rằng hệ phương trình này hoàn toàn giải được bằng cách đặt 
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Ví dụ 6. Tìm các giá trị m để hệ 
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 có nghiệm.

Phân tích. Để có kết quả nhanh hơn ta sẽ đặt ngay 
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Lời giải.

TH 1. 
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Vậy hệ có nghiệm 
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TH 2. 
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Ta có 
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[image: image86.wmf]53635363

m

Û-££+


Kết luận. 
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Ví dụ 7. Tìm các giá trị của m để hệ 
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 (I) có nghiệm.

Lời giải.

Nhân 2 vế của bpt thứ hai với -3 ta được 
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Cộng vế hai bpt cùng chiều ta được 
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Điều kiện cần để hệ bpt có nghiệm là 
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Điều kiện đủ. Với 
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  (II)

Giả sử 
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Vậy mọi nghiệm của hệ (II) đều là nghiệm của hệ (I)

(II) 
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Thay 
[image: image97.wmf]2
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 vào pt thứ 2 của hệ (II) ta được 
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Hệ (II) có nghiệm, do đó hệ (I) cũng có nghiệm. Vậy 
[image: image99.wmf]1
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Ví dụ 8. Giải hệ phương trình 
[image: image100.wmf]1
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Phân tích. Các biểu thức trong ngoặc có dạng a + b và a – b nên ta chia hai vế pt thứ nhất cho 
[image: image101.wmf]3
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 và chia hai vế pt thứ hai cho 
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Lời giải.

ĐK: 
[image: image103.wmf]0,0,0
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Dễ thấy 
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Hệ 
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Nhân theo vế hai pt trong hệ ta được 
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TH 1. 
[image: image110.wmf]6
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TH 2. 
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Vậy hệ pt có nghiệm duy nhất 
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Chú ý. Hệ phương trình có dạng 
[image: image115.wmf]2
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. Trong trường hợp này, dạng thứ nhất có vế phải chứa căn thức nên ta chuyển về dạng thứ hai sau đó nhân vế để mất căn thức.

Tổng quát ta có hệ sau: 
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Ví dụ 9. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Nếu chia hai vế của mỗi phương trình cho 
[image: image118.wmf]222
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 thì ta được hệ mới đơn giản hơn.

Lời giải.

TH 1. 
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Tương tự với 
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TH 2. 
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. Cộng vế 3 phương trình của hệ ta được
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Từ (4) và (1) ta có 
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Tứ (4) và (2) ta có 
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. Từ (4) và (3) ta có 
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Tương tự, từ (5), (1), (2), (3) ta có 
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Vậy hệ có tập nghiệm là

S = 
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Nhận xét. Qua ví dụ trên ta thấy: từ một hệ phương trình đơn giản, bằng cách đổi biến số (ở trên là phép thay nghịch đảo) ta thu được một hệ phức tạp. Vậy đối với một hệ phức tạp ta sẽ nghĩ đến phép đặt ẩn phụ để hệ trở nên đơn giản.

3. Phương pháp đặt ẩn phụ

Ví dụ 10. Giải hệ phương trình 
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Lời giải. Đây là hệ đối xứng loại I đơn giản nên ta giải theo cách phổ biến.

Hệ 
[image: image137.wmf]2

()1

()37

xyxy

xyxy

++=-

ì

Û

í

+-=

î


Đặt 
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xyP

+=

ì

í

=

î

 
[image: image139.wmf](

)

2

,4

xySP

$Û³

 ta được 
[image: image140.wmf]2

1

1,2

4,3

37

SP

SP

SP

SP

+=-

==-

ì

é

Û

í

ê

=-=

-=

ë

î


TH 1. 
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TH 2. 
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. Vậy tập nghiệm của hệ là

S = 
[image: image143.wmf]{

}

(1;2);(2;1);(1;3);(3;1)

------


Chú ý.

· Nếu hệ pt có nghiệm là 
[image: image144.wmf](;)
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 thì do tính đối xứng, hệ cũng có nghiệm là 
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. Do vậy, để hệ có nghiệm duy nhất thì điều kiện cần là 
[image: image146.wmf]xy
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· Không phải lúc nào hệ đối xứng loại I cũng giải theo cách trên. Đôi khi việc thay đổi cách nhìn nhận sẽ phát hiện ra cách giải tốt hơn.

Ví dụ 11. Giải hệ phương trình 
[image: image147.wmf]22
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Phân tích. Đây là hệ đối xứng loại I

Hướng 1. Biểu diễn từng pt theo tổng 
[image: image148.wmf]xy
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 và tích 
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Hướng 2. Biểu diễn từng pt theo 
[image: image150.wmf]2
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Lời giải.

Hệ 
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TH 1. 
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TH 2. Đổi vai trò của a và b ta được 
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. Vậy tập nghiệm của hệ là

S = 
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Nhận xét. Bài toán trên được hình thành theo cách sau

Xuất phát từ hệ phương trình đơn giản 
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1) Thay 
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(1)  
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2) Thay 
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 vào hệ (I) ta được hệ

(2)  
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3) Thay 
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4) Thay 
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5) Thay 
[image: image167.wmf]22
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· Như vậy, với hệ xuất (I), bằng cách thay biến ta thu được rất nhiều hệ pt mới.

· Thay hệ xuất phát (I) bằng hệ xuất phát (II) 
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 và làm tương tự như trên ta lại thu được các hệ mới khác. Chẳng hạn

6) Thay 
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7) Thay 
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8) Thay 
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9) Thay 
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(9)  
[image: image177.wmf]222

()19

(2)211

xyyy

xyyy

++=

ì

í

+--=

î


10) Thay 
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Như vậy, nếu chúng ta biết cách tạo ra bài toán thì chúng ta có thể nghĩ ra cách giải của những bài toán khác.

Ví dụ 12. Giải các hệ pt sau

a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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Lời giải.

a) ĐK. 
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Đặt 
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b) Hệ 
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TH 1. 
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TH 2. 
[image: image192.wmf]2
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Vậy tập nghiệm của hệ pt là S =  
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c) ĐK: 
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Hệ 
[image: image195.wmf]33

22(1)(1)162114

xyxyxyxy

xyxyxyxyxy

ìì

+-=+-=

ïï

ÛÛ

íí

+++++=+++++=

ïï

îî


Đặt 
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d) Hệ 
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Kết luận. Hệ có 4 nghiệm như trên

4. Phương pháp đưa về dạng tích

* Cơ sở phương pháp. Phân tích một trong hai phương trình của hệ thành tích các nhân tử. Đôi khi cần tổ hợp hai phương trình thành phương trình hệ quả rồi mới đưa về dạng tích.

* Cách thành lập hệ dạng này 
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 được chọn sao cho 
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 giải được; 
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 được chọn sao cho 
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 giải được và thỏa mãn kết hợp được với 
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Ví dụ 13. Giải hệ phương trình 
[image: image217.wmf]22

2(1)

2122(2)

xyxyxy

xyyxxy

++=-

ì

ï

í

--=-

ï

î


Phân tích. Rõ ràng, việc giải phương trình (2) hay kết hợp (1) với (2) không thu được kết quả khả quan nên chúng ta tập trung để giải (1).

Lời giải.
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Chú ý. Do có thể phân tích được thành tích của hai nhân tử bậc nhất đối y (hay x) nên có thể giải pt (1) bằng cách coi (1) là pt bậc hai ẩn y (hoặc x).

Ví dụ 14. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Từ cấu trúc của pt (1) ta thấy có thể đưa (1) về dạng tích.

Lời giải.
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Ví dụ 15. Giải hệ phương trình 
[image: image236.wmf]33

11

(1)

(4)(24)36(2)

xy

xy

xyxy

ì

-=-

ï

í

ï

--+=-

î


Lời giải.


[image: image237.wmf]22

22

3333

33

11()()

()

1

xy

yxyxyx

xyxy

yxyx

xyxy

xy

=

é

-++

ê

-=-Û-=Û

++

ê

=-

ê

ë


TH 1. 
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 thế vào pt thứ hai ta được 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là S = 
[image: image243.wmf]{

}

(2;2);(6;6)

--


Ví dụ 16. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Rõ ràng, việc giải phương trình (2) hay kết hợp (1) với (2) không thu được kết quả khả quan nên chúng ta tập trung để giải (1)

Lời giải.
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TH 2. 
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5. Phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số
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 giải được trên tập xác định của chúng.

· Lập hệ phương trình 
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Ví dụ 17. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Nếu thay 
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Lời giải. Thay 
[image: image266.wmf]22

2

xy

=+

 vào phương trình thứ nhất ta được


[image: image267.wmf]223333

22()()2222

xyxyxy

yxxyxyyxxy

-=-++Û-=-Û+=+

 (1)

Xét hàm số 
[image: image268.wmf]3

()2,

t

fttt

=+Î

¡

 có 
[image: image269.wmf]2

'()2ln230,

t

fttt

=+>"Î

¡

 suy ra 
[image: image270.wmf]()

ft

 đồng biến trên 
[image: image271.wmf]¡

. (1) 
[image: image272.wmf]()()

fxfyxy

Û=Û=

 thế vào pt thứ hai ta được


[image: image273.wmf]1

xy

==±

. Vậy tập nghiệm của hệ là S = 
[image: image274.wmf]{

}

(1;1);(1;1)

--


Ví dụ 18. Giải hệ phương trình 
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Lời giải. ĐK: 
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Thế vào pt (2) ta được 
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Với 
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Ví dụ 19. Giải hệ phương trình 
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Phân tích. Ta có thể giải hệ trên bằng phương pháp đưa về dạng tích. Tuy nhiên ta muốn giải hệ này bằng phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số. Hàm số 
[image: image287.wmf]3

()3

fttt

=-

 không đơn điệu trên toàn trục số, nhưng nhờ có (2) ta giới hạn được x và y trên đoạn 
[image: image288.wmf][

]

1;1

-

.

Lời giải.

Từ (2) ta có 
[image: image289.wmf][

]

22

1,1,1;1

xyxy

££ÛÎ-


Hàm số 
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Nhận xét. Trong trường hợp này ta đã hạn chế miền biến thiên của các biến để hàm số đơn điệu trên đoạn đó.

Ví dụ 20. Tìm các giá trị của m để hệ phương trình sau có nghiệm
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Lời giải.

Điều kiện. 
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Thế vào pt (2) ta được 
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Ví dụ 21. Giải hệ phương trình 
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Lời giải. Trừ vế hai pt ta được 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất x = y = 0

Ví dụ 22. Chứng minh hệ 
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Lời giải. ĐK: 
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Ví dụ 23. Giải hệ phương trình 
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Lời giải. ĐK: 
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Phần 3


KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Sáng kiến kinh nghiệm của tôi đã giải quyết được những vấn đề sau:

· Giúp học sinh có cái nhìn tổng quát và có hệ thống về hệ phương trình đại số, từ đó có kĩ năng giải thành thạo các bài toán thuộc chủ đề này và hơn thế học sinh không còn cảm giác e sợ khi gặp hệ phương trình.

· Tạo cho học sinh có thói quen tổng quát bài toán và tìm ra bài toán xuất phát, biết được bài toán trong các đề thi do đâu mà có và người ta đã tạo ra chúng bằng cách nào.

· Thông qua việc tìm ra bài toán gốc, việc tổng quát bài toán, việc tạo ra bài toán mới, dần dần hình thành cho các em khả năng làm việc độc lập, sáng tạo, phát huy tối đa tính tích cực của học sinh theo đúng tinh thần phương pháp mới của Bộ Giáo dục và Đào tạo. Điều quan trọng là tạo cho các em niềm tin, hứng thú khi học tập bộ môn.

Qua thực tế giảng dạy chuyên đề này tôi thấy các em học sinh không những nắm vững được phương pháp, biết cách vận dụng vào các bài toán cụ thể mà còn rất hứng thú khi học tập chuyên đề này. Khi học trên lớp và qua các lần thi thử đại học, số học sinh làm được bài về giải hệ phương trình cao hơn hẳn các năm trước và tốt hơn nhiều so với các em không được học chuyên đề này.

Một số đề xuất

Mỗi bài toán thường có cái gốc của nó, việc học sinh phát hiện ra bài toán gốc sẽ thấy toán học rất thực tế, tự nhiên và không khó như các em nghĩ đồng thời tạo niềm tin và hứng thú học tập với các em. Với tinh thần như vậy và theo hướng này các thày cô giáo và các em học sinh có thể tìm ra được nhiều kinh nghiệm hay với nhiều đề tài khác nhau. Chẳng hạn, các bài toán về tích phân, các bài toán về tổ hợp – xác suất, các bài toán về phương pháp tọa độ trong mặt phẳng, trong không gian.

Cuối cùng xin chân thành cảm ơn Ban giám hiệu và các đồng nghiệp đã giúp đỡ và góp ý kiến cho tôi hoàn thành đề tài sáng kiến kinh nghiệm này.
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