DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC SU PHAM

NGUYEN THI HUONG

BIEN DPOI FOURIER PHAN
VA TICH CHAP

LUAN VAN THAC SI KHOA HQC TOAN HOQC

Thai Nguyén - Nam 2012



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC SU PHAM

NGUYEN THI HUONG

BIEN POI FOURIER PHAN
VA TICH CHAP

Chuyén nganh: TOAN GIAI TiCH
Ma sb: 60.46.01

LUAN VAN THAC SI KHOA HQC TOAN HOQC

Nguoi huéng dan khoa hoc
TS. NGUYEN VAN NGOC

Thai Nguyén - Nam 2012

S6 hoa boi Trung tdm Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



Mé dau ii
1 BIEN POI FOURIER PHAN 1
1.1 Bién doi tich phan Fourier thong thusng . . . . . . . .. .. 1
1.1.1 Dinh nghia ctia bién doi Fourier . . . .. ... ... 1

1.1.2 Cactinhchatcoban . . ... ... ... ... ... 2
1.1.3 Cap cong thiic thuan - nguge . . . . . . . . . . . .. 5
1.1.4 Bién doi Fourier va da thic Hermite . . . . . . . . . 5

1.2 Bién doi Fourier phan Naminas . . . . . . . ... ... ... 6
1.2.1 DBinhnghia . . . .. ... ... 6

1.2.2 Céc tinh chat co ban ctia bién déi Fourier phan . . . 8

1.3 Phép tinh toan ti tong quat . . . . . . . ... .. ... .. 9
1.3.1 Phép bién doi cha tich . . . . . ... ... ... .. 9
1.3.2 Phép bién doi cta viphan . . . . . ... ... ... 11
1.3.3 Phép bién ddi ctia tich hén tap . . . . . . . . . . .. 12
1.3.4 Phép bién ddi cha thuong . . . . . . . .. ... ... 12
1.3.5 Phép bién doi ctia tich phan . . . . . . .. ... .. 12
1.3.6 Phéptinhtién . . ... .. ... ... ... .... 12
1.3.7 Phépmu . ... ... ... ... 13

1.4 Bang cac bién doi Fourier phan ctia mot s6 ham don gian . 13
1.5 Bién d6i Hartley phan . . . . . . . . . ... ... ... ... 13
1.5.1 Bién doi Hartley thong thusng . . . . . . . ... .. 13
1.5.2 Bién doi Hartley phan Pei. . . . . . . .. ... ... 14

S6 hoa boi Trung tdm Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



ii

1.5.3 Bién doi Hartley phan Sontakke . . . . .. ... .. 14

1.6 Bién do6i Fourier phan dang luy thita LMT . . . . . . . . .. 14
1.6.1 Khong gian Lizorkin . . . . . . . . . ... ... ... 15
1.6.2 Bién doi Fourier phan LMT . . . . . . . . ... ... 16
1.6.3 Cac he thiic toan ti clia bién doi Fourier phan . . . 17

1.7 Bién doi Fourier phan dang luy thta RCL . . . . . . .. .. 23
1.71 Danluan . . . . . . . . ... 23
1.7.2 Bién doi Fourier dang luy thita phan RCL . . . . . . 23
1.7.3 Tinh chit clia bién déi Fourier dang luj thita phan

RCL . . . . 25

2 TICH CHAP CUA CAC BIEN POI FOURIER PHAN 27

2.1 Tich chap cta bién d6i Fourier thong thusng . . . . . . . . 27
2.2 Bién doi Fourier phan cta tich chap théng thusng . . . . . 28
2.3 Bién ddi Fourier phan ciia tich thong thuong . . . . . . . . 29
2.4 Dinh 1y vé tich chap cua bién déi Fourier phan . . . . . . . 31
241 Chuanbi .. ... ... ... ... ... ... 31
2.4.2 Dinh Iy veé tich chap ctia bién ddi Fourier phan . . . 32
2.5 Tich chap ctia bién d6i Hartley phan . . . . . . . . ... .. 34
2.5.1 Dinh Iy tichchap . .. ... ... ... ... .... 34
2.5.2 Tich chap ctia sy td6 hgp khac nhau giita ham chin
vahamlée . ... ... ... 36
2.6 Dinh Iy bién diéu ctia bién doi Hartley phan . . . . . . . . 37
2.7 Déng thitc Parseval ctia bién doi Hartley phan: . . . . . . . 39

2.8 Tich chap ctia phép bién ddi Fourier phan dang luy thita RCL 41
2.9 Ung dung bién d6i Fourier dang lu§ thita phan ddi véi tich

phan phan Riemann-Liouville . . . . . .. ... ... ... 42
Két luan 46
TAI LIEU THAM KHAO 47

S6 hoa boi Trung tdm Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



iii

MG DAU

1. Ly do chon luan van

Nhitng bién ddi Fourier, Laplace 1a nhitng céng cu cé tac dung to lén
trong toan hoc 1y thuyét va ting dung. Vo sb cac ting dung trong vat 1y 1y
thuyét, ki thuat dién va nhiéu linh vuc khac da khién cho nhitng bién doi
nay la mot trong ba tién bo quan trong nhat ctia toan hoc trong mot phan
tu cubi cing ctia thé ky XIX. Bén canh nhitng bién déi Fourier va Laplace,
cac nha Toan hoc va Vat 1y hoc con s hitu mot kho tang cidc phép bién
doi tich phan khac cho timg pham vi riéng ctia minh véi nhitng tng dung
trong thuc té. Trong s6 cac bién doi d6, bién doi Fourier c6 vai tro noi bat
nhat.

Bién do6i Fourier phan la su khai quét cia toan ti tich phan Fourier
thong thuong bang cach cho né phu thuoc lién tuc vao mot tham sé a
(dugc chita trong to hop %T) Trong toan hoc, bac a clia bién doi Fourier
phan 13 luy thita a clia toan ti trong bién doi Fourier thong thuong. Bién
doi Fourier bac 1 chinh 1a bién d6i Fourier thong thuong. Bién doi bac —a
chinh 14 bién doi ngudc ctia bién doi bac a.

V6i sy phat trién ciia bién doi Fourier phan va cac khai niem c6 lien
quan, ching ta thiy ring mién tan s6 thong thuong chi 1a truong hop
dac biet ctia su lién tuc cdc mién Fourier phan doan. Trong 1y thuyét ve
viéc thay thé tin hieu dai dién, ching ta ciing thay dudc su lien quan dén
viec phan bo thoi gian va tan s6. Do d6, tat ca cac tinh chat ctia bién
doi Fourier thong thuong tré thanh mot trudng hop diic biét ctia bién doi
Fourier phan.

Nhitng bai viét dau tién vé bién doi Fourier phan dude thuc hién bai:
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Wiener 1929, Condon 1937, Bargmann 1961, de Bruijn 1937. Diéu quan
trong 1a trong sudt thap nién 80 ctia thé ki XX da xuat hién nhiéu bai viét
di theo hai chiéu huéng khac biet: Namias 1980, McBride va Kerr 1987 va
Mustard 1987, 1989, 1991, 1996. Tuy nhién, sé luong cac an pham chi thuc
st biing no sau khi phép bién ddi ap dung trong quang hoc va xit 1y tin hieu
duge cong bo. Trong do, c¢6 cac bai viét ciia: Lohmann 1993, Ozaktas va
nhitng ngusi khac 1994; Alieva va nhiing ngusi khac 1994; Almeida 1994.
Viéc nghién ctu phép bién doi Fourier phan déng mot vai tro quan trong
xay dung mot trong nhitng ki thuat thuan tien cho viéc gidi quyét cac 16p
nhat dinh ctia phuong trinh vi phan thuong va mot phan phat sinh trong
co hoc luong tit co dien Hamiltonias bac hai. K§ thuat méi nay sau doé
duge mé rong dén cac van dé ba chiéu va duge ap dung dé mo ta co hoc
lugng t1t clia cac chuyén dong ctlia electron trong tit trudng déu. Cac két
qua nghién ctu chi ra rang phép bién doi Fourier phan c¢é nhiéu tng dung
trong vat 1y, co hoc, ki thuat dién va mot s6 nganh khoa hoc khéac. Sy ting
dung rong dai trén nhiéu linh vuce khoa hoc va toan hoc ctia phép bién doi
Fourier phan va tich chap di néi nén tam quan trong ciia van dé nay. Vi
thé, t6i lua chon luan van nay la muén dudc tiép can, tim hiéu va nghien
cttu vé van dé nay.
2. Phuong phap nghién ctu
Suu tam va doc tai liéu tir cic tap chi toan hoc trong nudc va quoc té lien
quan dén phép bién doi Fourier va tich chap. Qua dé, tim hiéu va nghién
cttu vé van dé nay.
3. Muc dich cua luan van
Muc dich ctia luan van nay 1a hoc tap va gidi thieu cac két qua noi bat veé
cac bién doi Fourier vi dang Fourier phan dude quan tam nhiéu va phét
trien trong khoang hai thap nién gan day.
4. Noi dung cta Luan van

Luan van bao gom phan M4 dau, hai chuong noi dung chinh, Két luan
va Tai liéu tham khéo.

Chuong 1. Gi6i thieu tong quan mot sé6 phép bién doi Fourier phan.
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Truéc hét trong muc 1.1 t6i trinh bay khai quat vé bién déi Fourier théng
thuong. Trong cac muc tiép theo ching t6i gisi thieu bién doi Fourier
phan Naminas [13], bién d6i Hartley phan [10], bién d6i Fourier phan dang
luy thita LMT [14] (Y. Luchko, H. Martinez, J. Trujillo), bién do6i Fourier
phan dang luy thita RCL [9] (Luis Guillermo Romero, Ruben Alejandro
Cansform and Luciano Leonardo Luque).

Chuong 2. Gidi thieu vé tich chap clia cac bién doi Fourier phan va
bién doi Hartley phan. Tich chap ciia cac bién déi Fourier phan va bién
doi Hartley phan 1a su mé rong ctia tich chap c¢o dién ctia cac phép bién
doi tich phan thong thuong tuong tng. Tich chap clia cac phép bién doi
tich phan nay ngay cang dudc quan tam vi da tim thay nhiing ing dung
clia ching trong mot s6 linh viie, bao gom 1y thuyét tin hieu, x1t Iy anh va
quang hoc [3].

Luan van nay dugc hoan thanh dudi sy huéng dan va nhiét tinh chi bao
ctia Tién si Nguyén Van Ngoc, Vien Toan hoc. Em xin dugce bay t6 long
biét on sau sac dén Thay. Tac gia cling xin gt 161 cAm on chan thanh dén
Ban giam hiéu, phong Dao tao, khoa Toan-truong Dai hoc su pham, Dai
hoc Thai Nguyén da tao diéu kién thuan 1gi trong suét qua trinh hoc tap
tal truong.

Xin chan thanh cAm on gia dinh, ban beé dong nghiép va cac thanh vien
trong 16p cao hoc toan K18B da luon quan tam, dong vién, giap do toi
trong sudt thoi gian hoc tap va qua trinh lam luan van.

Tuy c6 nhicu c6 gang, song thoi gian va nang luc ciia ban than cé han
nén luan van khoé tranh khoi nhitng thiéu s6t. Rat mong duge su déng gép

v kién ctia cac thay co ciing toan thé ban doc.
Thai Nguyén, thang 04 nam 2012

Tac gia

Nguyén Thi Huong
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Chuong 1

BIEN DOI FOURIER PHAN

Trong chuong nay gidi thieu tong quan mot sé6 phép bién ddi Fourier phan.
Trude hét trong muc 1.1 t6i trinh bay khai quat vé bién déi Fourier thong
thuong. Trong cac muc tiép theo ching toi gisi thieu bién déi Fourier phan
Naminas [13], bién d6i Hartley phan [10], bién ddi Fourier phan dang luy
thita LMT [14] ( Y. Luchko, H. Martinez, J. Trujillo), bién déi Fourier
phan dang luy thtta RCL [9] (Luis Guillermo Romero, Ruben Alejandro

Cansform and Luciano Leonardo Luque).

1.1 Bién déi tich phan Fourier thong thudng

Dé c6 thé hiéu vé bién doi Fourier phan, truéc hét ching ta xét bién doi
Fourier thong thudng trong L'(R). Cac két qua dudi day c6 thé thay trong

nhiéu tai lieu, thi du [4].

1.1.1 Dinh nghia citia bién doi Fourier

Dinh nghia 1.1. Néu f € LY(R), ta dinh nghia bién doi Fourier cia f

la:

f(x) = F[f](z) = \/%/_ Oof(t)e“'xdt,x € R. (1.1)
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Vi bién doi Fourier nguoc la

7 -1 _ L o et
fla) = P = o= [ st (12)
Tw cic cong thic (1.1), (1.2), suy ra
f(x) = f(=2), F'[f(8)] = F[f(~t)]. (1.3)

1.1.2 Céac tinh chat co ban

Xét mot s6 tinh chat cta bién doi Fourier

Tinh chét 1 (Tinh bi chin). F[f] = f(x) 12 ham bi chan tren R.

Chitng minh. That vay, theo (1.1), ta c6

(Oldt = —=Ilfllz,-

1 wﬁ/ﬂo i

]

Tinh chét 2 (Tinh lien tuc déu). f(z) = F[f] 1a ham lien tuc déu tren

R.
Chitng minh. That vay, v6i x,h € R, ta c6
+oo '
Fath) =@l <<= [ 1ol e -
+00
= — |f()]|(costh — 1) —isinthl|dt
V 27‘(’ /

+oo
< 2— sm —|dt
2V 27r / | |

<o b / |t + R|h / )|
o Jon (1)) A e (1))

Tit d6 suy ra, v6i € > 0 c6 thé chon duge R = R(e) > 0 va 6 = d(e) > 0,
sao cho |h| < §, c6 bat dang thiic

|f(z+h)— f(z)| < e Vo €R,

nghia 1a f(z) 1a lien tuc déu tren R.
Tt d6 suy ra dicu phai chiing minh. ]
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Tinh chat 3 (Tinh lién tuc ctia toan tit Fourier). Toan tit F lién tuc theo
nghia sau day: Néu {fy} € L'(R), fr — f € L}(R), k — oo trong L'(R),
thi

lim F[fi] = F[f].

k—o0

Ching manh. That Vay, ta co

+oo 1
PN = FL < <= [ 10 = fitlde = <=f = Sl

Tt d6 suy ra dieu phai chu’ng minh. []

Tinh chat 4 (Dinh Iy Riemann-Lebesgue). Néu f(¢) € LY(R), thi
f(x) = F[f] = 0, khi |z| — oo.
Tinh chat 5 (Dang thic Parseval). Véi f1, fo € LY(R), c6 dang thiic

“+00 “+00

A

fi(y) f2(y)dz = fi(@) folz)dz

Ching manh. That vay, vi

/RX]R | f1(@)|] fo(y)|dody = /:O | f1(x)|dx /_;Oo | fo(y)|dy

= Al f2lly < oo,

nén theo Dinh 1y Fubini, ta c6
400

. +m .
[ @) tyydady = fz(y){ ﬁ(w)e”-ydw}dy
RxR —00

+00 +o0 _
= fl(x){ fg(y)e”'ydy}dx.
Tt d6 suy ra dicu phai chiing minh. ]
Tinh chat 6 (Bién doi Fourier ctia tich chap). Néu f(¢), g(t) € L'(R), thi
Flf *g] = F[f].Flg].

Ching minh. That vay, ta co

F[f % gl(x (f * g)(t)e" dt

r/
-/ :( [ rate = oy )t
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Doi bién t —y = z, ta co

1 oo : oo o
Fif edle) = <= [ fedy [ o)z = Flf@) Plol(o)
[]
Tinh chat 7. Bién d6i Fourier ctia dich chuyén:
F(f(t - a)l(z) = " F[f](x).
Ching manh. That vay, ta co:
FIft - a)w) = o= [ e (e - ajat
a)\xr) = \/ﬁ . e a .
Doi bién t — a = 7, ta dugc:
Flft = a)lw) = = [ 7 F)er gy — ()
V27 oo '
]

Tinh chat 8. (Bién doi Fourier cfia dao ham). Cho f(t) € LY(R) véi
Df € LY(R) va f lién tuc tuyét d6i trong moi khodng hitu han theo titng
bién. Khi do:

FID* fl(x) = (—iz)" F[f](x),

trong d6 o 14 mot da chi sob.

Tinh chat 9. (Dao ham ctlia bién ddi Fourier). Néu t*f € L(R), thi

DF[fl(x) = Fl@)" f({))(z).

Chitng minh. That vay, theo gia thiét ta co:

A

o o L e o eit.x
Dife) == [ Drfeteas
== [ Ot = i f o) o). (1.4)

0]
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1.1.3 Cap cong thitc thuan - ngudc

Gi st f(t) va f(z) thuoe L'(R). Khi d6 tich phan Fourier ciia f(t) tring
véi f(t). Trong truong hgp nay cac cong thic (1.1) va (1.2) tuong tng la:

¢ 1 e it.x

fl@) = Fifla) = —= [ setar (15)
—1r ¢ _ 1 e e T dy

0= FA0 = o= [ f@etin ()

trong do cong thitc (1.5) dude goi 1a cong thitc bién déi Fourier thuan, con
cong thitc (1.6) duge goi 1 bién ddi Fourier nguge. Cac tich phan trén hoi
tu, vi du déi véi f(¢), f(z) € LY(R). Hién nay ly thuyét ctia bién ddi tich
phan Fourier da dugce xay dung cho cac ham suy rong tang cham. Trong

luan vin nay chi xét cic bién doi Fourier thong thuong trong L'(R).

1.1.4 Bién déi Fourier va da thitc Hermite

Ky hieu H,(z) 1a da thiic Hermite bac n. Ham Hermite chuan ho4 trong
L*(R) béi cong thiic:
1 2
O, () = ——=e " 2H,(x),n=0,1,2,...
V2mn!\/m
Céac ham Hermite ®,(z);n = 0,1,2,... tao thanh hé tryc chuan day du
trong L*(R). Véi f € L*(R) ta co:

f(z) = Zan@n(x)7 (L.7)
trong do .
an = | f(x)®,(z)dx. (1.8)

Ham Hermite ®,,(z) 1a ham riéng ciia toan tit Fourier v6i s6 rieng /2

F[®,](z) = ™ /2®,(z). (1.9)
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1.2 Bieén doi Fourier phan Naminas

1.2.1 Dinh nghia

Naminas da xay dung bién doi Fourier phan (FrFT) nhu sau. Xét toan ti
tuyén tinh F,(a € R) thod man phuong trinh ham riéng-tri riéng:
Fal®,] = @, (2). (1.10)

Tac dong toan tit F, vao hai vé ctia (1.7), st dung phuong trinh (1.10), ta

co

Fo = Z e ®,,(z), (1.11)
n=0

trong do céc he s6 a, duge xac dinh theo cong thic (1.8).
Thay (1.8) vao (1.11) ta duge

= [0l e wenn)a (112)

- n=0
Dat
Ky(z,t) = Z P, (2)D, (1)
n=0
> . 1 2 2
= Z e —— S M LS N (3] (1.13)

Stt dung cong thitc Mehler duge:

I e (T
£ 2mly/m m(1—2?) bos
va cac dang thic
( 2xte™ . vt
e = wirtcsca = — )
1 — e2ic Sl (v
1 ¢~/ 2la=m/2sgn(sina)
< - p—
ﬁm | \/m
e 1
| 1_ 2 §_§C0t&’
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Bién dbi vé phai ctia (1.13) vé dang

—i/2[a—m/2sgn(sin a)]

. 1t i(2? + t?) cot o
Ko(x,t) = ina
(z,1) \/m x (sma 2 )
() 2 4 ¢
_ ex iala 2b T _|_t , 115
g 0 {ia(@)2b(@)at - (& + £)]} (1.15)
trong do
a4 ig, kr, k —nguyen
( ) cot «
a\ox) = )
7T (1.16)
b(Oé) == COS )
) e—i/%a—ﬂ/%gn(sin a)] JTicota
o) = = + 1 cot .
| m

Nhu vay, v6i diéu kién (1.16), tir (1.12)-(1.15), ta ¢6 cong thiic
fulz) = /‘fot (). (1.17)

Ngudi ta da ching minh dugdc ring, néu « la s6 thuc thi f,(z) va f_a(2)
la lién hogp phiic v6i nhau. Ngoai ra c6 cong thic

Fa‘/—';a:FfaFazln (118)

trong d6 I 1a toan tit dong nhat.

Chi ¥ rang khi o = 5 va a = —7, ta lai c¢6 nhiing bién doi Fourier
thong thusng 1 cong thiic (1.1)va cong thite (1.2). Khi a = 0, v& bién doi
trd vé anh xa dong nhat. That vay, khi @ — 0 ching ta thay sin a bdi «
va cot o béi é va stt dung két luan dudi day [theo nghia ham suy rong]

1

im e~ 2/ie — §(x .
lao (7‘(‘)i8 5( ), (1 19)
/ 5(x — a) f(z)dz = f(a). (1.20)
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Trén co sé cac cong thiic (1.20), (1.19) ta c6
(1/3/2m)ett o = +7/2,
Ko(z,t) = < 6(x — t), a=2kn, (1.21)
oz +1t), a=2k+1)r.
Ta dua vao dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.2. Gid s f(t) € L'(R) N L*(R),« € R. Bién doi Fourier
phan F,, duge xdc dinh bdi cong thic (1.17), trong dé hach K, (x,t) cia
phép bién doi dugc zdc dinh béi cdc cong thiic (1.15) va (1.21). Todn ti
ngugc F. U duge zdic dinh theo cong thic

Fl=F.. (1.22)

Chu ¥y 1.3. Trong nhiéu tai liu vé bién doi Fourier phan hach ctia phép
bién doi thuan la K_.(x,t), con hach cia phép bién doi nguoc lai la
K. (z,t). Khi dé bién doi Fourier phan thudn va nguoc tuong tng duoc

xac dinh theo cac cong thic

Folfl(z) = /_ T HOK (), (1.23)
Ff](z) = /_ T K (. ). (1.24)

1.2.2 Céc tinh chit co ban ciia bién d6i Fourier phan

Tu dinh nghia suy ra bién doi Fourier phan F, c6 cac tinh chat sau day.

1 F,=1, (1.25)
2. Fpp=F F  p=F" (1.26)
3. Fr=1I, I[f](x) = f(—=), (1.27)
4. Forn = Fa, (1.28)
5 Forp = FoFs = FpFa. (1.29)

Dinh ly 1.4. . Néu 0 < |a| < 7, thi F, la mot dong ciu cia L*(R) vdi
Fol=F.,.
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Dinh 1y 1.5. . Néu K, (xz,t) la hach cia FrFT thi

L. Ky(z,t) = K, (t, x), (1.30)
2. K_(z,t) = K(x,t), (1.31)
3. Ky(—x,t) = Ky(x,—t), (1.32)
L / T K6 DKy (L 2)dE = Ky (€. 7). (1.33)

Dinh 1y 1.6. (Parseval). Gid st f,g € L'(RY) N L*(RY). Khi dé c6 ding
thitc Parseval

| sws@a = [ Fin@F . (1.34)

trong do g la lién hgp phic cia g.

1.3 Phép tinh toan ti& tong quat

Ciing nhu trong truéng hgp phép bién déi Fourier va phép bién doi Laplace,
phép tinh toan tit co thé xay dung dua trén phép bién doi Fourier phan.

1.3.1 Phép bién dbi cua tich
Cho f(x) 1a mot ham bat ky thudc 16p ham L?(R), ta can chi ra phép bién
doi Fourier phan ctia " f (). Stt dung cong thic truy hoi
Hy1(x) +2nH, 1(x) —2xH,(x) = 0.
ta suy ra
Folwe ™ P H,(2)](t) = te™" /e iV, (1)
+ ne t/? (e_i(”_l)o‘ — e_i(”ﬂ)a) H, (). (1.35)

Mat khéc, H) (t) = 2H,,1(t), nén
d

G Felwe " P H (2)]

= —te*m‘)‘e*tzmHn(t) + Qne*mae*ﬂ/?)Hn_l(t). (1.36)
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Rut gon ne e "/2H, _(t) gitta phuong trinh (1.35) va (1.36) ta dugc

2 d 2
Folze ™ ?H,(x)] (t cos o + 7 sin aa) Fole " P H,(z)].

Suy ra
Falxf] = (t cos v + ¢ sin a%)]—“a (1.37)
Dang toan tit ctia phuong trinh nay la:
Fox = <t cos a 4 7 sin Oédit) Fa. (1.38)
Lap lai cong thic (1.38) ta co:
Foax™ = (t cos o + 7 sin ozjt)m}"a (1.39)

Tt phuong trinh (1.39) ta co:

Folz?f] = —81n2a(z+t2(:otoz)}" [f]

2

d d
+ ztstcvd Folf] —sin ozp}" o f]- (1.40)

Bay gio ta xét ham s6 g(x) véi gid thiét khai trién thanh chudi Taylo
g(x) = > bpx™. St dung phuong trinh (1.39) ta tim duge phuong trinh
toan tit tong quat hon

Falg(z)] = g(t cos o + 7 sin a%) Fao. (1.41)
Tac dong toan tit nay lén ham f ta dugc:

Falgf] :g<tcosoz+z'sinoz%>]—"a[f]. (1.42)
Doi thi tu ctia f va g, ta ciing tim dudc:

Folgf] = f<tcosoz+z’sin&%)]:a[g]. (1.43)

Vay bién doi Fourier phan ctia 2™ f(z) trong dé f(x) thuoc 16p ham
Lebesgue L? trong khoang (—oo, +00) duge cho bdi cong thiic

Folxz" f(x)] = (tcosa + isin a%)m]:a[f(x)]. (1.44)
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Dac biét trong truong hgp m = 2

Fola?f(z)] :% sin 20(i + £ cot @) Fo[f ()]
d2

d
+gitsin20 LT (@] - s a @) (145)

1.3.2 Phép bién déi cta vi phan
Quy téc chi ra phép bién doi Fourier phan ctia dao ham mot s6 ham so.
Bing cach st dung bicu dién tich phan (1.17) v phuong phap tich phan
tiing phan véi gia thiét ham f(x) — 0 khi x — 400, ta tim duge:

it

Sin «v

il
Fa [%] = —icotaF,[zf] — (

>]—"a[f]. (1.46)

Tt phuong trinh (1.37) ta dugc:

a1l (., . d
Fo [%] — <zt sin o + cos a%> Falf]- (1.47)

Dang toan tit ctia phuong trinh (1.47) la:
d

d o
Fa [EI = [zt sin v + cos a%] Fa (1.48)

va ¢6 the md rong dén dao ham cap cao.

dm . d\"
Fa [dx—m] = (ztsma+cos aa) Fa. (1-49)

Trong truong hop dao ham cap 2, ta c6 cong thiic

d2f]

3 = (—t2 sin v 4 7 cos ) sin aF, [ f]

7|
+ it sin 2 df[f]+ 2d2]__m (1.50)
it sin 2a—F, cos” — Fo[f]- :
dt dt?
V6i ham g(t) khai trién duge thanh chudi Taylo, ta cé:

Falg (%) fl= g(it sin v + cos a%) Falf]- (1.51)
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1.3.3 Phép bién d6i cuia tich hén tap

Bang cach sit dung cong thite (1.37) va (1.47) trong trudng hop m =1 ta
tim dugc cong thic phép bién ddi ctia tich hén tap
d
Fa (xd—f) = (—sina + it cos @) sin aF, (f)
T
T teos20-LF(F) + Lsin2 de(f) (1.52)
cos 2a—F, —sin 2a——=F,(f). .
dt 2 dt?

1.3.4 Phép bién déi ctia thuong
Dé tim Fa(g), ta bat dau tir cong thite (1.17) bang cach thay f boi %Céng

thiic phép bién déi clia thuong dude cho dudi day

f —1 ﬁcota ! —ﬁcota
F ()= = / o O E (F)dt. (1.53)

T sin « o

1.3.5 Phép bién ddi ctia tich phan

Xét ham g(z) = [ f(2)dz, ta suy ra f(z) = Lg(z). Ap dung cong thitc
(1.47), ta co

Folf] = Fa [%g(m)] = (it sin v + cos a)%fa[g]. (1.54)

Dat go = Fulg] va fo = Fulf], ta thu duge phuong trinh vi phan
it sin g (t) + cos gl (t) = fa(t).

Giai phuong trinh nay ta thu duge cong thic

v it? t 2
}'a</ f(:z:)da:) :sec&egtana/ ez e T (f)dt. (1.55)

1.3.6 Phép tinh tién

Bing cach thay bién x trong cong thitc (1.17) biéu dién tich phan ctia phép
bién dbi Fourier phan béi y = = + k ta c6 két qua:

Folf(x + k) = eikSina(choso‘)fa [f(2)](t + k cos a). (1.56)
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1.3.7 Phép mu

Fole™ f(z)] = eFeoselttssine Fof f(4)](t + ksin ). (1.57)
1.4 BAang cac bién déi Fourier phan ctia mot sé ham don gian

(v6i cac dieu kién thich hgp cia tham s6 )

Ham f(x) Bién doi Fourier phan F,f(z)
p(—2/2) | exp(—22/2)
H, () exp(—12/2) | e H, (x) exp(—a%/2)

exp(—2%/2 + ax) |exp < — %2 — %em sin o + axeia>

6(x) %exp — %cotoz

d(x —a) % exp | — % cot a(z? + a?)

+1ax Ccos eca]

—ia/2 2
eike % exp % tan a(k? + 2?) + ikx sec o

1.5 Bién déi Hartley phan

1.5.1 Bién doi Hartley thong thudng

Phép bién doi tich phan Hartley (thong thuong) dudc dua ra vao nam 1942
va dugc dinh nghia theo cong thiic:

fi(z) = Hilf](z) = \/% /_00 cas(+xt) f(t)dt, (1.58)

trong do, ky hiéu:

cas(x) = cosx + sin . (1.59)
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Bién doi Hartley nguge duge cho bdi cong thiic

fx) = H'[f)(t cas(tat) f+(x)dz (1.60)

-7 L

Nhan xét rang cac cong thiic bién doi Hartley thuan (1.58) va ngude (1.60)

14 giong nhau.

1.5.2 Bién d6i Hartley phan Pei

Trong [10, 11] Pei da dua ra cong thitc cho bién doi Hartley phan nhu sau:

@) = [ P )i (161)
trong dob:
Palt, ) =\ TP e o
x%[(l — ie)cas(csc d.st) + (1 + ¢®)cas(— csc dst)],  (1.62)
trong d6 ¢ = %

1.5.3 Bién d6i Hartley phan Sontakke

Mot dang don gian khéc ctia bién doi Hartley dugce Sontakke dua ra trong

10,11):
400
HUUf ()} (s) = | f(O)Salt, s)dt, (1.63)
trong do
Salt,s) = 1 _;;‘W 5 ot it cot
x [cos(csc ¢.st) — ie'®) sin(csc ¢.st)], ¢ = %. (1.64)

1.6 Bién déi Fourier phan dang luy thita LMT

Trong muc nay trinh bay co sé ctia bién doi Fourier phan dang luy thita

do Y. Luchko, H. Martinez, J. Trujillo dua ra trong [14], ma ta tam goi
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1 bién d6i Fourier phan dang luy thita MLT. Phép bién doi nay dugc xét

trong khong gian Lizorkin.

1.6.1 Khong gian Lizorkin

Khoéng gian Lizorkin la mot khong gian con ctia khong gian cac ham giam
nhanh S, vi vay trudc hét ching toi trinh bay khai niem vé khong gian S.
Dinh nghia 1.7. ([7]). Ky hieu S = S(R) la tap hop cia tit cd cac khd

vi v0 han trén R, sao cho

[ellmn= sup (14 xQ)m\D”go(:c)\ < o00,D =d/dx,

n<m,r€R

m,n = 0,1,... Day {¢x} cdc ham trong S dugc goi hoi tu trong S dén
ham p, € S, néu |[or — @o]| — 0 khi k — 400.

Dinh nghia 1.8. Bién doi Fourier 4(§) cia ham u(t) € S dugc cho bdi

cong thic
+00 '
i(6) =3 = [ (e (1.65)
va bién doi Fourier nguoc co thé duge cho nhu sau
1 +00 )
S0 = o [ el (1.66)

Dinh nghia 1.9. Ky hiéu V(R) la tap hop cia cdic ham
VR) ={veSR):v™0)=0,n=1,2,...}. (1.67)
Khong gian Lizorkin dudgc dinh nghia nhu sau
®(R) = {¢ € S(R) : Fl¢] € V(R)}. (1.68)
Ta co
+00 1 +00 )
/ xo(x)dr = ,—/ i"x" eV (x)dr
S 1" ) o
1 [t 1

= (iz)"e™p(z)dr = —($)™(0) = 0. (1.69)

in
U J -
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Tt phuong trinh (1.69) ta thiy, khong gian Lizorkin c6 thé c6 thé duge
mo t4 nhu khong gian con ciia khong gian Schwarz gom cac ham trong S
tryc giao véi tat ca cac da thiic.

Nhan xét rang, khong gian Lizorkin va khong gian déi ngau clia né co
dugc nhiéu ngusi quan tam. N6i cu thé, né dude chi ra ring khong gian
Lizorkin 1& bat bién d6i véi tich phan phan va cac toan tit vi phan (khong
gian S khong c6 tinh chat trén vi cdc tich phan phan va cac dao ham cla

cac ham trong S khong phai luon thudce §).

1.6.2 Bién d6i Fourier phan LMT

Dinh nghia 1.10. V4i ham u € ®(R), bién doi Fourier phan bic o
(0 < a < 1), 1y, duge dinh nghia nhu sau
+00

() = (Fau)(w) = / w(t)ealw, )dt, w € R, (1.70)

—0o0
trong do

—ilw|V/
e i|w] t) w < 07

ea(w,t) = (1.71)

: 1/
eilel’?t -y > 0.

Néu a = 1, hach e, dugc xac dinh bdi cong thiic (1.71) trung khép véi
hach ctia bién doi Fourier thong thuong:

e—i|W|1/°‘t7 w < O, ot
er(w,t) =9 | =" weRteR.
ez|<ﬂ\ /at’ w>0.

Nghia 1a bién d6i Fourier phan bac 1 la bién doi Fourier thong thuong
F1 = F. Quan hé gitta bién ddi Fourier phan va bién ddi Fourier théng

thuong dugce cho bdi cong thitc don gian nhu sau:
lo(w) = (Fau)(w) = (Fu)(x) = i(z), (1.72)
trong do

T = - (1.73)
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Vi du 1.11. Tim bién doi Fourier phan ctia ham

A, |t < T,
u(t) =
0, [t|>T.
Lot giai. Ta co
. Asin(—T|w|"/®)
B ~Asin(Tx) ) ——pgme > w=0,
(*FO/U’) (CL}) - (.FU)(I') - T _ Asin(T|w|1/°‘) w
7| w| /e ) —
 Asin(T|w|V/®)
T rlw|Ve
[]
Vi du 1.12. Gia si
(Fau)(w) = lia(w) = g(w)
Khi do
—Jw|V, w <0,
(Fau)(w) = (Fu)(z) = gi(2), 2= q
lwte w>0
va
u(t) = (F, ) (t) = (Fg1)(t). (1.74)

1.6.3 Cac hé thic toan tit ctia bién d6i Fourier phan

Trong muc nay ta sé xét mdi quan hé cic toan ti gitta bién doi Fourier

phan va dao ham phan duge xac dinh nhu sau:
(Dju)(x) = (1 - B)(D%u)(z) — B(D u)(x), 0<a<1BER, (L75)

trong d6 D¢ va D2 la dao ham phan Riemann-Liouville trén truc thuc

dugce xac dinh theo cong thic

(DS)(@) = (%) (1)) (176
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o) day I 1a toan tit tich phan phan Riemann-Liouville

(1) () = ﬁ / ;(x L)t (1.77)
(I%u)(x) = ﬁ /+00(t — ) u(t)dt. (1.78)

['(a) 1a ham duge xac dinh theo cong thic
[Na) = / t*te~tdt, Re(a) > 0
0

va ¢6 cac tinh chét

Fn+1)=nl,T(1)=T(2) =1, (1.79)
T(a+1) = al(a), (1.80)
['(1 — a)l'(«) = weosec(ma). (1.81)

Nhan xét rang dao ham phan Dj dong nhat v6i dao ham thong thudng
v6i gia tri B bat ky, néu o = 1 :

(Dju)(z) = (1= B)(Dyu)(z) — B(Du)(x)

du du du

:<1_5)%+5%:%-

Cac truong hgp riéng can chu y ctia dao ham phan (1.75) nhu sau:
1) B=0:Dy = DS,
2) f=1:D}=-D2,

o 1 « «

Cho cac ham wu,v tu khong gian Lizorkin ®(R). Lay tich phan ting
phan ta c6 hé thic:

[ = [ oma 1)

Bo6 dé 1.13. Gid st w € R,w #0va 0 < o < 1. Khi do

(12" () = ™" |w|~*(cos(am/2) — isign(w) sin(am/2)). (1.83)
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Ching minh. Doi bién 7 = x — ¢ thi tich phan (/%e™")(z) dugc biéu
dién dudi dang

. 1 z . . 1 +o0 .
T wi — _p\o—1 _jiwt e / oa—1 _—iwTt
(I%e™")(x) —F(a)/ (x — ) e“dt.e () J, T e T dt

—00

iwx( 1 /+oo a—1 ( )d 1 /+OO a—1 _: ( )d )
= € e — T COS\wWT )aT — 1 T SIN\wWT )aTt |.
I'(a) Jo ['(a) Jo

C4 hai tich phan trong biéu thitc déu hai tu dudi diéu kien w € R, w # 0,
0 < o < 1 va c6 the duge bicu dién & dang giai tich nhd st dung cac cong

thic:
1 +00 .
— 7 " cos(wT)dr = |w| % cos(am/2),
i/ (wr)dr = || cos(am/2)
L [ sy = sign(@)le - sinfar/2)
— T4 sin(wT)dT = sign(w)|w|”*sin(amr/2).
I'(a) Jo
Cong thiic (1.83) dudc suy ra tit 3 phuong trinh sau dé. Bo dé duge chiing
minh. []

Tuong tu nhu trén ta ciing ching minh duge bd dé sau:
Bo6 dé 1.14. Gid st w € R,w # 0 va 0 < o < 1. Khi do
(I*e™") (x) = " |w|~*(cos(am/2) + isign(w) sin(an/2)). (1.84)
Ta c6 thé tinh dao ham phan cia ham s6 €', w € R, w # 0.
B6 dé 1.15. Gid st w € R,w #0va 0 < a < 1. Khi dé
(DYe™")(z) = e“"|w|*(cos(am/2) + isign(w) sin(am/2)). (1.85)

Chitng minh. St dung bo dé 1.13 ta duge

(D)) = (I e0)(2) =
_ %eiwx|w‘—(1—a)(cos((l — a)/2) — isign(w)sin((1 — )7 /2))

= eiwx(iw)\wr(l_a)(cos((l — a)7/2) — isign(w)sin((1 — a)7/2))
= " sign(w)|wl|w| " Yi(sin(ar/2) — isign(w) cos(am/2))

= "“"|w|*(cos(am/2) + isign(w) sin(am/2)).
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Tuong tu ta ching minh duge bo deé
B6 dé 1.16. Gid st w € R,w #0va 0 < a < 1. Khi dé
(D%e™")(z) = e™"|w|*(cos(am /2) — isign(w) sin(ar/2)). (1.86)

Nhan xét 1.17. Cong thic (1.83)-(1.86) c6 thé duge zem nhu la sy md

rong cua cac cong thic sau

[9eM)(z) = A%, ReX) > 0,a > 0,
Y™ (x) = X%, Re()\) >0,a >0,
DYeM)(x) = A% Re(A) > 0,a > 0,
D M) = X% Re()\) > 0,a >0,
trong truong hop Re(A) = 0,Im(A\) # 0,0 < o < 1.

Dudi day 1a két qua chinh ctia phan nay.

Dinh 1y 1.18. Gid st 0 < a < 1 va u la mot ham thuoc khong gian
Lizorkin ®(R). Khi dé, vdi gid tri bat ky cia tham s6 (3 ta cé hé thic:

(FaDju)(w) = (—icaw)(Fou)(w), w € R, (1.87)
trong dé c, la hang s6 dugc zdc dinh nhu sau:
Co = sin(am/2) + isign(w)(1 — 28) cos(am/2). (1.88)
Trong truong hop riéng, doi vdi dao ham phan
Dy =1/2(D§ — D)
hé thic todn i (1.87) c6 thé dugc biéu dién dudi dang
(FaDipu)(w) = (—isin(am/2)w)(Fau)(w),w € R. (1.89)

Nhan xét 1.19. Néu a = 1, hé thic todn ti (1.87) dugc dua vé hé thic
todn ti clia bién doi Fourier thong thudng vdi gid tri bat ky cia (3

(.FlDﬁu)( w) = (]—"di J(w) = (—iw)(Fu)(w),w € R. (1.90)
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Ching minh. Ta c6 cac truong hgp xay ra sau:

Truong hop 1. Néu a = 1, khang dinh ctia Dinh 1y (1.18) ding véi két qua
co dién clia bién doi Fourier thong thuong (xem Nhan xét 1.19).

Truong hgp 2: Néu w = 0 ta chi ra réng
(FoD5u)(0) =0, (1.91)

voi ham bat ky u tit khong gian Lizorkin ®(R). That vay

(FoD5u)(0) = i (Dgu)(z)dx
= [0 B ) + () @)

Biéu thiic cudi ciing bing 0 vi tich phan phan ctia ham u trong khong gian
Lizorkin ®(R) thudc khong gian ®(R) [12].

Truong hop 3: Ta st dung cong thic (1.82) tich phan ting phan cho
ham v = ¢/“""* vy u € ®(R). Tat nhien, ham v khong thuoc khong
gian Lizorkin ®(R) tham chi L, va vi vay ta khong c6 cong thitc nay
mot cach tic thi. Nhung v 13 mot ham bi chan déi véi cac bién x va
w: |v] =1 Vo,w € R vi viiy cong thic (1.82) c¢6 thé ching minh tric
tiép tit dinh 1y Fubini v6i ham bat ky u € ®(R). Sit dung (1.82), (1.85) va
(1.86) ta co:

+00

(FaDiu)w) = [ e (Dgu) )

—0o0

~-9) | (D) (a)da - / e (o) ()

—00
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o

—(-5) [ o @ -5 [0 @t
=(1-5) /_ m 1|yl (cos(ar /2) — i sin(ar/2))u(z)dx

o0

—p /_J:O e““"l/%\w\(cos(onr/Q) + isin(am/2))u(x)dz

+00

= (1 —26)(cos(ar/2) — isin(om/Q))w/ ei|w|1/%u(x)dx

—0Q

= (—iw)(sin(am/2) + i(1 — 28) cos(am/2)) (Fau)(w).

Truong hop 4: o # 1,w < 0 tuong tu truong hop 3, néu 1ay ham

v = etk thay thé vai tro clia v = ei‘“‘l/ax, ta co
+00 e
(FaDlu)(w) = / e (DY) (2) da
—00

= (—iw)(sin(am/2) —i(1 — 23) cos(an /2))(Fau)(w).
]

Nhan xét 1.20. Truong hop: 3 = 1/2 (vem hé thic (1.89)). C6 thé tong
qudt hod cho bién doi Fourier thong thuong tu (1.90).
Ngoar ra, ta zét cac truong hop dac biét sau
1) =0,Df = DY :
(FuD%u) () = (—icow) (Fou)(w).w € B,
Co = (sin(arm/2) + isign(w) cos(am/2)).

2)p=1,Df =—-D:
(FoaD%u)(w) = (—icqw)(Fau)(w),w € R,
Co = (sin(am/2) — isign(w) cos(am/2)).
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1.7 Bién déi Fourier phan dang luy thita RCL

1.7.1 Dan luan

Trong muc trude da xét bién déi Fourier phan dang luy thita bac o, 0 <
a < 1 ctia ham s6 thuoc khong gian Lizorkin do Y. Luchko, H. Martinez
va J. Trujillo (LMT) dé xuét trong [14 | . Luis Guillermo Romero, Ruben
Alejandro Cenrutti, Luciann Leonardo Luque (RCL) trong [9] d& mé rong
cac két qua ctia LMT. Bién d6i Fourier phan RCL ciing vAn dugc nghién
cttu trong khong gian cac ham co ban Lizorkin da duge dua vao cac muc

trude.

1.7.2 Bién d6i Fourier dang luy thira phan RCL

Pinh nghia 1.21. Bién doi Fourier phan bic o, 0 < a < 0, dugc dinh
nghia nhu sau
+00

10(9) = Balul(©) = [ ¢ tugtyat (192
Nhan xét 1.22. Nhan xét rang, khi o = 1 cong thiic (1.92) trung vdi cong
thatc (1.65) ctia bién doi Fourier thong thuong, con khi & > 0 FrFT zdc
dinh theo cong thite (1.92) trung vdi cong thic dugc dinh nghia boi LMT
[14]. Khi € < 0, dugc hiéu theo nghia

Va _ (_ la _ z . z 1/«
£/ = (~Jel)/* = (cos T +isin T) el
Khi dé tich phdan & vé phdi ciia (1.92) c6 thé dua vé dang

00 . s 1/« in( T 1/a
/ ezcos(a) €] e~ sin(%) t[¢] u(t)dt (193)

(0.9]

Nhu vay, néu sin(X) # 0, thi chua thay ro tich phan (1.93) hoi tu vdi moi
u € ®(R). Vi vay, tu nay vé sau ching ta chi han ché xét truong hop
a = %, trong dé m la s6 nguyén duong. Trong truong hop nay mién xzdc
dinh ctia bién doi Fourier phan RCL chi can khong gian L*(R) la di, cing

lam la khong gian gidm nhanh S.
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B6 dé 1.23. Gid st u la mot ham cia khong gian ®(R), gid st o la mot
so thue. 0 < o < 1, th

Falul(§) = Blul(x), cho = = ¢/ (1.94)
Chiing minh. Dugc suy ra tit cac phuong trinh (1.65) va (1.92). O

Ta c6 thé tim cong thiic cho bién doi Fourier phan nguge. That vay, cho
u 14 mot ham thudce ¢(R). T phuong trinh (1.92) ta c6

Falu](€) = §lu)(z) = gi(x), khi @ = £/

Thi
u(t) = Fo ' (Falul) = F (g1(2))(@).
Ta co
5 Hgu(2))(t) = % /_ " ety ()i = % _m e i(z)dz.  (1.95)

Thay = = £V, va dx = taa~'dé, vao (1.95)thi

§ @) = 4 [ e o e ae
g1 o P @ Q
1 oo _sel/ag 1—a
= % B e i& tua(f)g @ dg (196)

Dinh nghia 1.24. Cho u la mot ham cia ¢(R),0 < o < 1. Bién doi
Fourier phan nguoc cia biac o dugc cho boi
1 +00

SN (O)t) = — | e M, (6)¢ de. (1.97)

2o )

Cha § rang khi o = 1, thi phuong trinh (1.95) trung v6i phuong trinh
(1.66).

Nhan xét 1.25. Khi doi bién © = £, va chi § ring dua vao cong thic
dugc thiét lap moi lien hé gitia dao ham va bién doi Fourier phan, ta co

thé dé dang ching minh dugc:

3o [Balull = u, (1.98)
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tic la
52 [8a) = 1d. (1.99)
0] day Id la todan ti dong nhat.

1.7.3 Tinh chét ctia bién doi Fourier dang luy thira phan RCL

Cho u la mot ham thuoc vao khong gian Lizorkin ¢(R), va = € R. Thi, tu
(1.94) dé dang ta c6 thé chitng minh cic cong thiic sau 1 ding:

1. Falut — 2)](€) = € *Fa[u] (€)

2. B[ Lu(0](O) = ~i€ " F[ul)]©
3 Bl u(](©) = (€7 Falu())©
L B ful](©) = Sl ©)

Ching manh. 1. Tt dinh nghia 1.21, ta ¢6
+oo e
Salult = 0)(©) = [ (e~ a)at,
—0o0
va doi bién v =t — z, ta dudc

Bolutt D)@ = [ )

oo

00 ‘el/a iel/a el/a
= / & it “u(v)dv = e’ Falul(€).

2. Tinh chat 2 1a truong hgp riéng clia tinh chat 3 khi n = 1. Ta chiing
minh tinh chat 3.

3. Tu dinh nghia 1.21 ta c6

d" 400 T,
Fa [%u(t)] (€) = /_ ) () dt.
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Dung phuong phap tich phan timg phan ta duge

B dn +oo 1o dn
o | ==ult — gt t)dt
S| ] © = [ et
i n—1 +00 +oo n—1
o Z‘é-l/at d . 1/a Zfl/at d
— _6 WU(t>:| . — /_OO Zf/ e WU(t)dt
1 dn 1
= (— Vo t .
- (ig | T ©
[]
. 1 o0
Nhan xét 1.26. [ezgl/atir;_ﬂ(t)] =0, v dtn 1U( ) € ¢(R). Tich phan

tung phan n lan, ta dugc
dn
Balou()(©) = (i€ Falu(®)] (©)

4. Ap dung dinh nghia 1.21 va lay dao ham theo tham s6 dudi dau tich
phan ta dugc

d 1/
d_gga u(t dg / f ! t
+00
- js ()t = / (it)1 fag/* e )

11—« .

e [ i = o))
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Chuong 2

TiCH CHAP CUA CAC BIEN
POI FOURIER PHAN

Trong chuong nay gidi thieu vé tich chap ctia cac bién doi Fourier phan va
bién doi Hartley phan. Tich chap ciia cac bién déi Fourier phan va bién
doi Hartley phan la su md rong cta tich chap co dién ctia cac phép bién
doi tich phan thong thuong tuong tng. Tich chap clia cac phép bién doi
tich phan nay ngay cang dugc quan tam vi da tim thay nhiing ting dung
clia ching trong mot s6 linh vie, bao gom 1y thuyét tin hieu, xit Iy anh va

quang hoc [3].

2.1 Tich chap cta bién d6i Fourier théng thudng

Dinh nghia 2.1. Tich chdp cia cic ham s6 f(z),g(x) € L*(R) (déi vdi
bién doi Fourier thong thuong) dugc xdc dinh theo cong thiic

(f * 9)(a / f(z = 1)g(y)dy 2.1)

Dinh ly 2.2. Néu f,g € L'(R), thi f x g € L'(R).

Ching minh. Theo Dinh 1y Fubini, ta c6

[l < [T {1 - vatwlay)ar

—0oQ o0 o0
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_ /OO {/Oo f(z — y)ldfv}g(y)dy

—0o0 —0o0

— [ 1r@lds [ lgwldy = |11l

o0

Dinh 1y 2.3. Néu f(x),g(z) € LY(R) th
FIf g = V2rF(f].Flg]. 2.2)
Ching manh. That vay, ta co

Fip € - = [ (g (@) Eda

+00

= V% /_ :O( n f(y)g(z — y)dy)e™ dz.

Doi bién x — y = t, ta c6

+00 _ +00 i,
FIfed©) = o= [ ey [ owea
= V21 F[f](€).Flg)(&).
Dinh 1y dugc ching minh. []

Dinh 1y 2.4. Néu F; la bién doi Fourier cia fi,i = 1,2 thi

Fi(p)Fx(p) = \/% /_+Oo(f1 * fo)(x)e P da.

Mot dang khac tuong duong vdi phuong trinh trén la:

@ iy = [ R@RE- 9l 23

.¢]

2.2 Bién d6i Fourier phan cua tich chap thong thudng

Gia sit hai ham f va g déu thuoe L'(R) N WV (tap hop ciia cdc ham trong
LY(R) c6 bién doi Fourier thude LY(R).) Tich chap thong thuong ctia chiing
duge xac dinh theo cong thiic (2.1)

400

w(t)= (F9)(t) = [ S(r)gle—)ar 2.4)

—0oQ
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13 mot ham trong L!(R). Bién do6i Fourier (thong thuong) ctia w duge cho
béi cong thic

W(w) = V21 F(w)G(w).
O day F, G, W la bién déi Fourier tuong ting ctia cac ham f, g, w va thuoc
LYR)NW. Trong Almedia déi v6i bién doi Fourier phan Naminas & dang:

Flfl) = [ Zf(t)Ka@,t)dt, (2.5)

trong d6 K_,(z,t) dudc cho bdi cong thitc (1.13), xay dung bién déi Fourier
phan cta tich chap w ta duge cong thic sau:

Wa(u) - Fa[w] (U) = |S€C O{|€_i(u2/2) tan a

400 -
X / E,(v)g[(u — v) sec a]e!v/Dtanagy, (2.6)

(0.¢]
trong do F,, W, tuong tng ky hiéu bién doi Fourier phan cip o — /2 ctia
cac ham s6 f(t), g(t). Tit bieu dién nay ta sé tim duge mot s6 dang bicu
dién khac don gian hon. Céach tht nhat, déi bién v — u — v, ta dudc

Wa(u) = |sec a]e—i(u2/2) tan o

+00 .
X / Fo(u —v)g(vsec oz)el[(”LZ“”)/Q] Ay, (2.7)

Cach tht hai, d6i bién vseca — v, ta dudc

+m . 2 . . .
Wa(u) _ / Fa(u — U COS a)g(v)ez(v /2)smacosa—wvcosadv. (28)
Phuong trinh (2.6)-(2.7) 14 ding néu a@ — 7/2 khong 1a boi clia 7.

2.3 Bién d6i Fourier phan cua tich théng thudng

Muc nay trinh bay bién déi Fourier phan ctia tich thong thusng hai ham
s6 z(t),y(t) € LY(R) N W. Xét tich hai ham s6 sau day
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Chon hai goc 8 va v sao cho cot 5 + coty = cot a. Ta ciing sé st dung
bién d6i Fourier phan (2.5).Ta c6

) “+o00
Zo(u) = mewm / (1)l (/) cot B

2m -
Xy(t)ei(tQ/Q) cot’yefitucsc @t (29)
a(t) = gj(t)ei(tz/Q) COtﬁ) b(t) — y(t)ei(tQ/Q) cot'y’
Aw) = Fal(w). B(w) = F ().
Khi d6 cong thitc (2.9) duge viét & dang

1l —icota ;2
Zo(u) = %e’(“ /2ot A« B)(ucsca). (2.10)

Tuy nhién
1 . 2 .
A(W) - x(t)ez(t /2)c0tﬁ—ztwdt
=/

+00
— / I(t)ei<t2/2) cot f—it(wsin f) cscﬁdt

_ e—i(w2/2) sin? B cot BX@ (UJ sin ﬁ)

_ —i(w?/2) sin B cos B :
= e Xg(wsin ),
Vv1—1icotp s 2

(2.11)

va do6i v6i B(w) ta cling ¢6 cong thitc tuong tu:

1 9 .
B(w) = e W' /2) STCOST X (wsiny). (2.12)

V1 —1icoty

Do do, ta co:

v1—1cota i(u?/2)(sin a cos a—sin 7y cos )

Zo(u) = e
() V27y/1 — 1 cot B+/1 — i coty
+00
X Xs(vsin B)Y,[(ucsca — v) sinvy]
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> e—i(v2/2)(sin6 cos B+siny cos ) eiuv siny cosy/ sin adu (2 13)

Két qua nay 1a dang néu o, 8 va v khong 14 boi s6 clia 7. Ta xét hai truong
hgp dac biét sau day.
1. Trudng hgp = o,y = /2. Ta c6:

| . oo
Zo(u) = ——=¢!W/Pcota Xo(vsina)Y (ucsca — v)

AV 27T —0

Xe—i(v2/2) sinacosad,u. (214)

2. Trudng hop = 7/2,7 = «. Ta ¢

Z(u) = \/LZ_W/_(:X(U)YQ(u —vsina)

Xe—i(v2/2) sinacosa—l—iuvcosadv' (215)

2.4 Dinh 1y vé tich chap cta bién déi Fourier phan

2.4.1 Chuan bi

Bién ddi Fourier phan véi géc a clia 1 tin hieu (ham) f(¢) duge xac dinh

nhu sau: oo

Faolflw) = Falw) = fOKL(E w)dt, (2.16)

trong d6 hach K (t,w) dugc xéc duge xac dinh theo cong thiic:
¢
[c(a) /v 27] exp{ia(a)[(t? + w?) — 2b(a)tw]},
néu o # km, +m/2,
K (t,w) = 6(t — w), néu o = 0, (2.17)
Ot +w), néu o = T,

\(1/\/27r)e*“w, néu o = /2,
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trong do:
( s
a # :|:§, km, k — nguyén

t
a(a) = cot «

< - (2.18)

cos o’ .

e—z/%[—a—Hr/ngn(sm a)]

cla) = _ =1 —icota.
\ V| sin a|

Nhan xét 2.5. Nhan zét rang K. (t,w) = K_,(t,w), trong dé K, (t,w)
dugc xdc dinh theo cong thic (1.15).

2.4.2 Dinh 1y vé tich chap ctia bién déi Fourier phan

Dinh nghia 2.6. V4 ham f(x) bdt ky trong L' (R), ta dat:
f(2) = f(@)e @, (2.19)
f(z) = f(x)e @1 (2.20)
Véi hai ham f va g trong LY(R), ta dinh nghia tich chdp * cta cdic ham
nay nhu sau:

hw) = (Fr)@) = S (Frg)@),  (221)

trong do x la todn ti tich chap doi vdi bién doi Fourier thong thuong xdc
dinh theo cong thic (2.2). Tuong tu, ta dinh nghia todn ti @ nhu sau:

eia(a)xQ ~

rz)=( ®g)(r) = + g)(x). 2.22

(@) = (f @ o)) = + D)) 222

Dinh 1y 2.7. Gid st h(x) = (f xg)(z) va Fy, Ga, Ha, la ky hiéu bién
doi Fourier phan cia f, g, h tuong ung. Khi do:

2

Ho(u) = Fo(u)Gy(u)e™ @ (2.23)
Fo[f(@)g(2)e™ 7] (u) = e(=a)(Fo ® Ga)(u). (2.24)
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Ching minh. Tt dinh nghia vé bién doi Fourier phan va céc cong thiic
(2.19)-(2.22), ta co

+oo o2 02
Ha(u) _ \/02_77-/ h(t)ez(a(t +u )—2abut)dt
_ /+oo ei(a(t2+u2)72abut)eiatzdt

C

+w . 2 . 2
\/%/ f(SU)wa g(t - x)eza(t—x) dr

C2 +00 +00

= f(@)g(t — )

2m —oo J—00

exp{i[a(t® + u*) — 2abut + 2az® — 2atx]}ddt.

Do6i bién t — x = v, ta dugc:

CQ +00 +00

) = & F()g()
x explia(z? + u? + v?) — 2iabu(x 4 v)|dzdv
62€—z'au2 +00 (e )i
_ o f(x>e(za(m +u®)—2ia um)dx

+00
X / g(v)eia(v2+u2)—2mbuvdv

—00

= ¢ " F (1) Gal(u).

Cong thite (2.23) duge ching minh. Theo cong thic (2.22), ta c6

ia(a)u?

2T
e

ia(a)u®  ptoo a(a)a? (o 2)
= e "NV (x)e MU E  (u — x)d.
V 27T /—oo

N

€

(Fo® Go)(u) = (Fo * Ga)(u)
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Nhung tit dinh nghia ciia bién ddi Fourier phan, ta dugc:

eia(a)UQC o +o00
(Faw G = 2 [ gt

X Golu — x) exp{—ial(u — z)? — 2* + 2bx2]}dw

eza(a)zﬂc(&) “+o0 pial 2 C(—Oé)

_ ialz®—bzu] d

c(—a)V2m /—oo ‘ fz)dz V2r
400

X Go(v) exp{—ia[v? + 2% — 2bvz]}dv.

—0o0

Theo cong thiic cia bién déi Fourier phan ngudc, ta co

ia(a)u? ( ) +o0 _
e cla 2
F,®G,)(u) = —/ 2)g(2)e% el b=l gy
(7o G = T8 [ gt
Cong thic trén day tuong duong v6i cong thiic (2.24). Dinh 1y duge chiing
minh. []

Nhan xét 2.8. Ddng thiic (2.23) trong lij thuyét tich chdap thuong duoc
goi la ding thitc "nhan té hod .

2.5 Tich chap cua bién d6i Hartley phan

2.5.1 Dinh ly tich chap

Ta dinh nghia loai tich chap Hartley phan nhu sau: Cho ham f(¢) bat k¥,
xac dinh ham f(t) = f(t)e’°*?Z. Cho hai ham f vi ¢ ta xéc dinh toan
tt tich chap * nhu sau

h(t) = (F > 9)(1) = ||+ e (Fag)(0)

Dinh 1y 2.9. Gid st h(t) = (f x g)(t) va H*{h(t)}, H*{f(t)} va
H{g(t)} lan luegt la cdc bién doi Hartley phan cia h(t), f(t) va g(t), thy
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2/ OO HO{R(t) }(s) = H{g(t) )
< [(HO{F()}(s) = H{F (=) }(s)
e cos p(H{F(1)}(s) + H{F(—)}(s))]

+ e sin GH {g(—#)}(s)(H{ F(—D)}(s) — HO{F(D)}(s)).

Ching minh. Tt phuong trinh (1.63) va (1.64) va dinh nghia cta tich

)
)
(

chap ta co:

H () (5) = e Cei e

+00 42 )
X / ez ¢[COS(CSC ¢.st) — ie" sin(csc ¢.st)|h(t)dt

B 1—zcot<b it Cow
B 27

+00
X / e COw[cos.(csc ¢.st) — ie'? sin(csc p.st)]el ™ ; cotd
—0o0

00 , (t—u)?
> f( ) 14 cot¢g(t_u)ezcot¢ > dudt

:< /1 — ZCOt¢> z Cot¢/+oo oe f ) ZCOt¢§eicot¢(t_2")2

x [cos(csc ¢.st) — ie' sin(csc ¢. st)]dtdu

Do6i bién t — u = v, ta dudgc:

Ha{h<t>}<s>=< L= ;jow) 2 o

+o0 +o0 N ,2
/ f zcotd)2 zcot(b?

X [cos(csc ¢ s(u +v)) — ie"sin(csc ¢.s(u + v))]dvdu.

Suy ra

&7 H (1)} (s) = C{f ()} H {g(v) }(s) — ¢ O DS f(u)}
x[i cos $H*{g(v)}(s) — isin pH" {g(—v) }(s)].
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Trong d6 C“ va S® tuong ting la cac bién ddi Fourier-cosine phan va
Fourier-sine phan. St dung hé thiic ctia Fourier-cosine phan va Fourier-

sine phan vé6i bién doi Fourier phan, ta co:

26 O HO (1)} (s) = H {g(v)}

X[(HO{f ()} = HOF(—u)}) + . cos g(HO{f(w)} + HO{f(—u)})]

e sin g H{g(—v) }(HO{f(—u)} — H{f(u)}),

tic 1a

27 O H{h(t)}(s) = H{g(t)}(s) [(HLF (1) }(s) — HLF(=1)}(s))

e 1% cos p(HO{F(1)}(s) + HLF (=) }(s))]

e sin gH{g(—t)}(s) (HO{F(=t)}(s) — H{F(O)}(s)).  (2.25)
]

2.5.2 Tich chap cua sy to hop khac nhau gita ham chin va ham 1é
Tiép theo ta xét dén cac truong hgp khac nhau cta tich chap cho ham
chdn va ham 1é.
Truong hop 1. Néu cd hai ham f va g déu 1 ham 1é, tic 1a
f(=t) = —f(t) va g(—t) = —g(¢) thi
H{h(t)}(s) = H*{f * g}(s)

= (L4 ) e T HA f (1)} (s) H {9 (1)} (s).  (2.26)
Truong hop 2. Néu cd hai ham f va g déu 1a ham chén, tic 1a :
f(=t) = f(t) va g(—t) = g(t) thi

H{h(t)}(s) = H*{f * g}(s)
82

= e Wcosg.e” T Hf(t)}(s) H {g(t)}(s)
= e T cos . H{ f(1)}(5) H {g () }(s).
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Truong hop 3. Néu f 1a ham chén, g 13 ham 1é thi

HO{f * g}(s) = H{h(t)}(s)
— 5 cos GHOLF(1)}(s) HO{g (1) (s).

Trudng hop 4. Néu [ 1a ham 1é, g 13 ham chén thi

H{h(t)}(s) = H{f * g}(s)
= (1 — e “sing)e = H g(t)}(s) H{f(£)}(5)-

Trudng hop 5. Néu f 1a ham chan, ¢ 1a ham bat ky thi

H{h(t)}(s) = H{f * g} (s)
= ¢ 30 cos . HU{ f(1) }(5)- H {g(t) }(5).

Truong hop 6. Néu f 1a ham 1é, ¢ 1a ham bat ky thi

HO{h(1)}(s) =H*{f * g}(s)
—e OO (1)} (s)
X (H{g(t)}(s) — e sin gH {g(—1)}(s)).
Trudng hop 7. Néu f 1a ham bét ky thi, ¢ 1a ham chin thi
2e7F (1)} (s) = HLf * g}(s)
—H{g(t) ) [HL (D) }(s)(1 + e (cos ¢ — sin 6))
+ HO{f(—1)}s)(e ™ (cos 6 +sin g) — 1))
Trudng hop 8. Néu f 1 ham bat ki thi, ¢ 1a ham 18 thi
2% O H ()} (s) = H{g(1)}(s)
X [HOLS (D) H(s)(1+ e (sin é + cos 6)
— H{f(=t)}(s)(1 + e (sin ¢ — cos §))].

2.6 Dinh ly bién diéu ctia bién d6i Hartley phan

1. Néu H{h(t)}(s) 1a bién doi Hartley phan ctia f(t) thi
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H*{f(t)cosut}(s) = %ei“f sin 2¢
X {e—isucos¢[—]a{f(t)}(s + usin ¢)
+eisucos¢HO‘{f(t)}(3 — usin ¢)} (227)

Chitng minh. St dung dinh nghia ctia bién doi Hartley phan

1— t
HYF(t) cosut) (5) \/ ptC s [ e

[cos(csc ¢.st) — ie'? sin(csc ¢.st)] f(t) cos utdt,

(2.28)
suy ra
H{f(t)cosut}(s) = %ei“f sin 26
X {e—isucos¢[—]a{f(t)}(s + usin ¢)
_|_€isucos¢H0‘{f(t)}(3 — usin ¢)} (229)
[]

2. Néu H{h(t)}(s) 1a bién d6i Hartley phan ctia f(¢) thi

1 .2
Ha{f(t) sin ut}(s) — 56—17 sin 2¢

x{[e™"" (i cos pH{ f ()} (s + usin @)
—singH{f(=t)}(s + usin ¢))]

—[e™<(j cos pH{ f(t)} (s — usin ¢)

—singpH*{ f(—t)}(s — using))]}. (2.30)

Chitng minh. St dung dinh nghia ctia bién doi Hartley phan

HOLF(t) sinut} (s) = % 2 ot

+00 2 .
v / e’ © 9lcos(csc ¢.st) — ie' sin(csc ¢.st)] f(¢) sin utdt.

e.¢]
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suy ra
H{f(t)sinut}(s) = %e—i“f sin 2¢
x { e (5 cos pH{ f () } (5 + u sin ¢)

—sin pH*{f(—t)}(s + usin ¢))]
—[e™<5(j cos pH{ f(t)} (s — usin ¢)

—sinpH*{f(—1t)}(s — usin¢))]}. (2.31)

3. Néu H*{h(t)}(s) 1a bién ddi Hartley phan ctia f(¢) thi

H L (0"} ) = e T3 (1 = cot g)e o

x H{ f(£)}(s + usin @) + (1 4 cot @)™ P H{ f(¢)}(s — usin ¢)

—isin G(HO{F(—)} (s + usin @) — H{f(—£)}(s — usin))}.
Ching minh. Sit dung (2.27) va (2.30) O

2.7 Dang thic Parseval ctia bién d6i Hartley phan:

Dinh ly 2.10. Néu bién doi Hartley phan cia f(t) va g(t) lan lugt la
He{f(t)}(s) va H*{g(t)}(s) thi

D[ s = o [T HS@) ) H (g0} (+5)ds
woin’ S [ ON ) H g0} -s)ds

“aising [ IO H (o0} —)ds

+2isin ¢ H{f(8)}(=s)H {g(t) }(s)ds.

—0oQ

Va4

) [ lrora= oS [ ) s

(e.¢]
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2
trong do g*(t) la mot lien hop phic cia g(t).

+sin?? / ;oo(HO‘{ F()}(—s))2ds. (2.32)

Chiung minh. He thiic Parseval ctia bién doi Fourier phan nhu sau
+o00 +o0
/ F(t)g" (t)dt / F(5)G" ()ds. (2.33)

St dung hé thic giita bién doi Fourier phan va bién doi Hatley phan nhu

Fo{ F(8)}(s) = %[(1 +e ) HYF)}(s) + (1= eV H{f (1)} (=s5)].
Thc 1a
Fo{ F(8)}(s) = %[H“{f(t)}(é‘) + H{f(¢)}H—s)
+cos p(H{f(t)}(s) = H*{f(t)}(—s))
—isin g(H*{f(t)}(s) — H*{f(t)}(—s))],

Golf(0)}(s) = %[Ho‘{g(t)}(S) + H{g(t)}(—5)
+cos p(H {g(t)}(s) — H*{g(t)}(—s))
+ising(H{g(t)}(s) — H*{g(t)}(=5))].
O day G*(s) 1a mot lien hop phiic ciia Gy, do d6 phuong trinh (2.33) trd

thanh
“+00 ) ¢ +00

N f(t)g"(t)dt = cos” 5 HE{f(8)}(s)-H {g(t)} (+s)ds

—00

woin’ S [ ON ) H g0} -s)ds
Saising [ HUION6)H (0} -5)ds
+2i sin ¢ /:o HYf(t)}(—s).H g(t)}(s)ds.

Trong truong hgp f = ¢ thi,
+00 +00
2) [ IfPd = o] [0}

—00
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+sin? g / :O (H (71} (~s)) ds.

]

2.8 Tich chap ciia phép bién doi Fourier phan dang luy thira
RCL
Trong muc nay chiing ta sé xét cac tich chap *x va o dugc cho bdi cac dinh
nghia sau day.
Dinh nghia 2.11. Gid st f va g la cdc ham so thuoe L*(R™Y). Ldp tich
chap Laplace dugc cho boi cong thic:
t
(9O = [ fla=tgl)dz, t>0 (2.34)

Dinh nghia 2.12. Gid st f va g la cdc ham thuoe LY(RT). Miana gidi
thiéu tich chap o bdi cong thic:

(Fog)t) = [ fla—tglads, t>0 (2.35)
t
Ta biét ring tich chap ciia bién doi Fourier thod méan dang thitc nhan
t1t hoa:
SLf = g = 3[f].3lg]- (2.36)
Dinh 1y 2.13. Cho f va g la cdac ham so thuoe ¢(R). Thi
Falf * gl = Salf]-Balgl. (2.37)
Ching manh. Tt dinh nghia ta c6:

+

0 e +00
Salf *g] = / e t/ flz —t)g(x)dxdt. (2.38)
Ap dung dinh 1§ ctia Fubini va déi bién u = t — , ta dudc

+0oo +o0
Salf * 9] :/ g(x)/_ eigl/a(uﬂ)f(u)dudx

—0o0 o0

+00 100
= [ [ ) duds = 301130

—00 o
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D6 1a diéu ta phai ching minh. ]

Dinh ly 2.14. Cho f va g la cac ham thuoc ¢(R),0 < a < 1. Thi

§1F o gl(¢) = ( [ - e“—é”‘%f(u)du) o). (230)

Ching manh. Tu dinh nghia 2.12, ta c¢6
+00
i 1/«
Salfeal©= [ e o gty
+00 /e #2
:/ e't t/ f(s—1t)g(s)dsdt
0

—00

400 +oo 1a
:/ /0 e f (s —t)g(s)dsdt. (2.40)
Ap dung dinh 1y Fubini, doi bién © = s — ¢, ta c6

Salfea© = [

+00

400 N
g(s)/ e (=) £ (w)duds
—00 0

00 -1/ oo . 1/
:/ e Sg(s)ds/ e 8 f (1) du
- 0

+00
i(—E1 )y
= ([ e ) G
Dinh 1y dugc ching minh. []

Trudng hop riéng. Néu Domf = R, ta dugc

alf 0 g)(€) = FLf1(—=€Y)Falgl(€). (2.41)

2.9 Ung dung bién d6i Fourier dang luy thira phan dbi véi
tich phan phan Riemann-Liouville
Dinh nghia 2.15. Cho u la mot ham khd tich bo phan trén (a,00). Tich

phan Riemann-Liouville bac o,0 < o« < 1 cuia ham u duoc cho boi

Jou(z) = ﬁ /l(x — ) u(t)dt. (2.42)
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Tuong tu, cho f 1a mot ham kha tich bo phan trén (—oo, b), ta c6
I )
) = o / (t— )™ Lu(t)dt. (2.43)

Khi a = —o0 trong (2.42), vd b = +0o trong (2.43) va néu u 1a mot ham
trong khong gian S(R), ta c6

o Tu(x) = Wou(z) = ﬁ /_ ;(;c S lu(de (2.44)
O ul) = WO _u(z) = ﬁ / o undl (245)

Cong thiic nay 1a tich phan phan Weyl bac a. O day, ['(cv) 1a ham Euler
Gamma dugc dinh nghia nhu sau:

['(2) :/ e "t*7ldt, Re(z) >0
0

tozfl

Choa > 1,vat > 0, xét i,(t) = o) 1& hach ki di ctia Riemann-Liouville.
Thay vao (2.42), (2.43), ta co

Tu(a) = GZYI) *u) (2), (2.46)

trong do * biéu thi 16p tich chap, va

0 u(z) = GCZ; o u) (2). (2.47)

Thong thuong tich phan _ISu(z) duge ki hieu I§u(x), va ,1¢ ju(x)
duge ki hieu I“u(z). T biéu dién nay ctia tich phan phan ta c6 thé cé

dugce bién déi Fourier phan ctia né. That vay, ta c6 cac két qua sau.

Bo dé 2.16. Cho u la mot ham thuoc ¢(R), khong gian Lizorkin. Khi
0<a<l,0<B<1uvié+#0. Th

BalI{ul(€) = || caBalu(t)](€). (2.48)
g day
cg = COS(%T) + isgn(€Y) sin(é—ﬂ). (2.49)
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Chitng minh. T cac cong thic (1.92), ta ¢

¢! to1
FallLu)(€) = Fa [m *u](§) = a [m] (&) Balu(®)](€).  (2.50)
Thi, ta co
6—1 +oo "™
RS R !
“w ),
_ +OO cos(EY/ )P 7 +OO sin(£Y/)P1
v [/0 (or) P 1ds + /O (el dt] (2.51)
Ta co ~
/ cos(EY )P 1dt = 1 (B)|eV/ | F cos(ﬁ—;), (2.52)
0
Ta co

/OO sin(€Y°0)tP~1dt = (B)]€Y%| P sin (%) sgn(EY). (2.53)
0

Thé (2.52) va (2.53) vao (2.51), ta dugc

S 1] € = 1 11 eon (2 006)

isgn(€*) |6 s Sr()|

— |¢| 7P/ [cos(%r) + isgn(€Y?) sin(%r)] : (2.54)
Thay (2.51) vao (2.50)
Solt2u) = €1 | cos (57 ) + isgulee)sin () [3ulut )
(2.55)
L]
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Trudng hop riéng Néu 3 = a, ta ducgc

Sal13ul(€) = s €717 x cos (5 )(o)
isgnie el sin () [safuld](©)

— € cos (%) + isgn(€)sin (57 ) [Bulute©)
(2.56)
Nhan xét 2.17. Néu & = 0, thay vao [¢u € ¢(R), dugc:
Fall7u)(0) = F[I7u)(0) = 0. (2.57)

Bo6 dé 2.18. Cho u la mot ham thuoc ¢(R), khong gian Lizorkin. Khi
0<a<1l,0<pB<1wva&#0. Th

FalI7u)(€) = |67 esFalu()](€). (2.58)
g day
Cp = COS (%T) — isgné“sin (%) (2.59)
Chitng minh. T cac cong thite (1.92) va (2.39), ta ¢6
81 B—1
BalI24)(€) = B | £ 0 0 = § | | (€ Bulul(©). 200

Bién do6i Fourier ctia hach ig = tﬁ( ) tad diém (—¢Y*). Thi
A PRV T S
il e —a e
I
- i€ A =1 gy
r@Jo
b [ / - cos(V )t 1dt — i / - sin(ﬁl/o‘t)tﬁ_ldt}
I'(B) L Jo 0
1
— €71 cos (5 )T8) = isgn( )i sin (5 )|
_ \ﬁ\ﬁ/a[cos (5%) _Z'Sgn(é'l/a) sin (%)] (2.61)
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Thay (2.61) vao (2.60), ta c6

B

Salt?u)©) = €7 cos (57 ) = dsgn(esin () [Bulutt)©)
(2.62)
Trudng hop riéng Néu 3 = «a ta dugc:
Sallul(€) = s €71 cos (5 ) (o)
isgn(€ I sin ()Pl aluto)e)

— 1€l [ eos () = isgntetsin (57 |Sulute)©)
(2.63)

Nhan xét 2.19. Néu & = 0, thay vao [°u € ¢(R), dugc:

Fall’u] = §1°0] = 0. (2.64)
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KET LUAN

Luan van da trinh bay cac van dé sau day:

1. Bién ddi Fourier phan Naminas va céc tinh chat co ban. Day la mot
trong nhitng phép bién doi Fourier phan duge quan tam nhiéu hon ca vé Iy
thuyét cting nhu tng dung. Trinh bay mot s6 nghién ctu ciia cidc chuyén

gia vé tich chap ctia phép bién doi nay.

2. Chiing ta biét rang cac bién ddi Fourier thong thudng, Fourier-cosine,
Fourier-sine va bién doi Hartley thong thuong c¢6 méi quan hé mat thiét
v6i nhau va ciing phat trién. Trong luan van nay da gisi thieu bién doi
Fourier phan ciia bién doi Hartley thong thusng, bién doi Hartley phan va

céac tich chap ctia phép bién doi nay

3. Gi6i thieu cac phép bién doi Fourier phan dang luy thita LMT va
RCL, céc tinh chat va mot s6 ng dung clia cac phép bién dbi nay trong 1y
thuyét tich phan phan Riemann-Liouville, tich chap Laplace va tich chap

Miana.
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