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Lêi c¶m ¬n

T«i xin göi lêi biÕt ¬n ch©n thµnh nhÊt ®Õn PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn.

C« ®· dµnh rÊt nhiÒu thêi gian vµ t©m huyÕt trong viÖc h­íng dÉn t«i. Cho

®Õn h«m nay, luËn v¨n th¹c sÜ cña t«i ®· ®­îc hoµn thµnh còng chÝnh lµ

nhê sù nh¾c nhë, ®«n ®èc, sù gióp ®ì nhiÖt t×nh cña C«.

T«i xin tr©n träng c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu, Khoa To¸n - Tin vµ Phßng

§µo t¹o - Khoa häc vµ Quan hÖ quèc tÕ cña tr­êng §¹i häc Khoa häc -

§¹i häc Th¸i Nguyªn. T«i xin tr©n träng c¶m ¬n c¸c ThÇy C« ®· tËn t×nh

truyÒn ®¹t nh÷ng kiÕn thøc quý b¸u còng nh­ t¹o mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi

nhÊt ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n nµy.

T«i xin ch©n thµnh bµy tá lßng biÕt ¬n ®Õn gia ®×nh, b¹n bÌ, nh÷ng

ng­êi ®· kh«ng ngõng ®éng viªn, hç trî vµ t¹o mäi ®iÒu kiÖn tèt nhÊt cho

t«i trong suèt thêi gian häc tËp vµ thùc hiÖn luËn v¨n.

3Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



3

Lêi nãi ®Çu

Trong lý thuyÕt ®a thøc, ®a thøc bÊt kh¶ quy ®ãng mét vai trß quan

träng gièng nh­ vai trß cña sè nguyªn tè trong tËp c¸c sè nguyªn. NÕu

§Þnh lý c¬ b¶n cña Sè häc cho phÐp coi c¸c sè nguyªn tè nh­ lµ nh÷ng

viªn g¹ch x©y nªn tËp c¸c sè nguyªn, th× c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy chÝnh lµ

nh÷ng viªn g¹ch x©y nªn tËp tÊt c¶ ®a thøc. Bëi v× mçi ®a thøc bËc d­¬ng

d¹ng chuÈn (tøc lµ hÖ sè cao nhÊt b»ng 1) víi hÖ sè trªn mét tr­êng ®Òu

viÕt ®­îc thµnh tÝch cña h÷u h¹n ®a thøc bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn vµ sù

ph©n tÝch ®ã lµ duy nhÊt nÕu kh«ng kÓ ®Õn thø tù c¸c nh©n tö.

Bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña c¸c ®a thøc trªn tr­êng phøc C vµ

trªn tr­êng thùc R ®· ®­îc gi¶i quyÕt tõ ®Çu thÕ kØ 19, khi ng­êi ta chøng

minh ®­îc §Þnh lý c¬ b¶n cña §¹i sè. Cô thÓ, c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy

trªn C lµ vµ chØ lµ c¸c ®a thøc bËc nhÊt; c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn R
lµ vµ chØ lµ c¸c ®a thøc bËc nhÊt hoÆc bËc hai víi biÖt thøc ©m. Tuy nhiªn

bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc trªn tr­êng h÷u tû Q hoÆc trªn

tr­êng thÆng d­ Zp (víi p lµ sè nguyªn tè) vÉn ®ang thö th¸ch c¸c nhµ

to¸n häc trªn thÕ giíi.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ ®a thøc bÊt kh¶

quy trªn mét tr­êng, ®Æc biÖt lµ trªn tr­êng Q vµ tr­êng Zp. Néi dung cña

luËn v¨n ®­îc viÕt dùa theo cuèn s¸ch ``Lý thuyÕt Galois" cña J. Rotman

[Rot], cuèn s¸ch ``§a thøc vµ tÝnh bÊt kh¶ quy" cña A. Schinzel [Sc], bµi

b¸o ``TÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc" ®¨ng trªn T¹p chÝ §¹i sè cña I. Seres

[S] vµ bµi b¸o ``Tiªu chuÈn bÊt kh¶ quy cña ®a thøc" ®¨ng trªn t¹p chÝ næi

tiÕng Ann. Math cña H. L. Dorwart - O. Ore [DO].

LuËn v¨n gåm 3 ch­¬ng. Ch­¬ng 1 tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së vÒ

®a thøc bÊt kh¶ quy vµ sö dông ®a thøc bÊt kh¶ quy ®Ó chøng minh §Þnh
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lý Kronecker vÒ sù tån t¹i cña tr­êng ph©n r· cña ®a thøc (§Þnh lý 1.3.2)

vµ §Þnh lý cña Galois vÒ sù tån t¹i mét tr­êng cã h÷u h¹n phÇn tö (§Þnh

lý 1.3.5). Ch­¬ng 2 tr×nh bµy mét sè ph­¬ng ph¸p xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy

cña ®a thøc trªn tr­êng Q nh­ ph­¬ng ph¸p t×m nghiÖm h÷u tû, ph­¬ng

ph¸p dïng Bæ ®Ò Gauss, tiªu chuÈn Eisenstein vµ ph­¬ng ph¸p rót gän

theo m«®un mét sè nguyªn tè. B»ng c¸ch sö dông §Þnh lý Kronecker vÒ

sù tån t¹i tr­êng ph©n r· vµ §Þnh lý Lagrange vÒ cÊp cña nhãm h÷u h¹n

(§Þnh lý 3.1.7), tÝnh bÊt kh¶ quy cña mét sè ®a thøc trªn tr­êng Zp (víi p

lµ mét sè nguyªn tè) ®­îc tr×nh bµy trong Ch­¬ng 3.
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Ch­¬ng 1

§a thøc bÊt kh¶ quy

Tr­íc khi tr×nh bµy kh¸i niÖm vµ mét sè kÕt qu¶ vÒ ®a thøc bÊt kh¶ quy,

chóng ta tr×nh bµy kiÕn thøc c¬ së vÒ ®a thøc.

1.1 Kh¸i niÖm ®a thøc

1.1.1 §Þnh nghÜa. Mét tËp F cïng víi hai phÐp to¸n, kÝ hiÖu lµ phÐp céng

vµ phÐp nh©n, ®­îc gäi lµ tr­êng nÕu c¸c tÝnh chÊt sau tháa m·n

(i) KÕt hîp: a + (b + c) = (a + b) + c vµ (ab)c = a(bc) víi mäi

a, b, c ∈ F.
(ii) Giao ho¸n: a+ b = b+ a vµ ab = ba víi mäi a, b ∈ F.
(iii) LuËt ph©n phèi: a(b+ c) = ab+ ac víi mäi a, b, c ∈ F.
(iv) Tån t¹i phÇn tö ®¬n vÞ 1 ∈ F sao cho a1 = 1a = a víi mäi a ∈ F.
(v) Tån t¹i phÇn tö 0 ∈ F sao cho a+ 0 = 0 + a = a víi mäi a ∈ F.
(vi) Mçi a ∈ F , tån t¹i phÇn tö ®èi −a ∈ F sao cho a+ (−a) = 0.

(vii) Mçi 0 6= a ∈ F , tån t¹i phÇn tö nghÞch ®¶o a−1 ∈ F sao cho

aa−1 = 1.

1.1.2 §Þnh nghÜa. Cho F lµ mét tr­êng vµ a0, a1, . . . , am ∈ F . Mét biÓu

thøc cã d¹ng f(x) = amx
m+am−1x

m−1+. . .+a1x+a0 ®­îc gäi lµ mét ®a

thøcmét biÕn x. TËp c¸c ®a thøc víi hÖ sè trªn F ®­îc kÝ hiÖu lµ F [x]. NÕu

5
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am 6= 0 th× ta nãi bËc cña f(x) lµm vµ kÝ hiÖu lµ deg f(x) = m. HÖ sè am

®­îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt cña f . NÕu am = 1 th× f(x) ®­îc gäi lµ ®a thøc

d¹ng chuÈn (monic polynomial). Hai ®a thøc lµ b»ng nhau nÕu nã cã cïng

bËc vµ c¸c hÖ sè t­¬ng øng lµ b»ng nhau. Víi hai ®a thøc f(x) =
∑
aix

i

vµ g(x) =
∑
bix

i, ta ®Þnh nghÜa tæng f(x) + g(x) =
∑

(ai + bi)x
i vµ tÝch

f(x)g(x) =
∑
ckx

k, trong ®ã ck =
∑

i+j=k aibj.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay c¸c tÝnh chÊt sau ®©y.

1.1.3 Bæ ®Ò. Cho f(x), g(x), h(x) ∈ F [x]. Khi ®ã

(i) deg(f(x) + g(x)) 6 max{deg f(x), deg g(x)}.
(ii) NÕu f(x) 6= 0 vµ g(x) 6= 0 th× f(x)g(x) 6= 0 vµ

deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

(iii) NÕu f(x) 6= 0 vµ f(x)g(x) = f(x)h(x) th× g(x) = h(x).

1.1.4 §Þnh nghÜa. Cho f(x), g(x) ∈ F [x]. NÕu f(x) = q(x)g(x) víi

q(x) ∈ F [x] th× ta nãi r»ng g(x) lµ ­íc cña f(x) hay f(x) lµ béi cña g(x)

vµ ta viÕt g(x)|f(x). TËp c¸c béi cña g(x) ®­îc kÝ hiÖu lµ (g).

Ta cã ngay c¸c tÝnh chÊt ®¬n gi¶n sau ®©y.

1.1.5 Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) Víi c ∈ F vµ k lµ sè tù nhiªn ta cã (x− c)|(xk − ck).
(ii) NÕu f(x) ∈ F [x] vµ c ∈ F th× tån t¹i q(x) ∈ F [x] sao cho

f(x) = q(x)(x− c) + f(c).

1.1.6 §Þnh nghÜa. Cho f(x) = amx
m + . . . + a0 ∈ F [x]. Gi¶ sö K lµ

mét tr­êng chøa F . Mét phÇn tö c ∈ K ®­îc gäi lµ nghiÖm cña f(x)

nÕu f(c) = amc
m + . . . + a0 = 0. Trong tr­êng hîp nµy ta còng nãi c lµ

nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh f(x) = 0.
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1.1.7 Bæ ®Ò. Cho f(x) ∈ F [x] vµ c ∈ F. Khi ®ã
(i) c lµ nghiÖm cña f(x) nÕu vµ chØ nÕu f(x) lµ béi cña x− c.
(ii) Sè nghiÖm cña f(x) kh«ng v­ît qu¸ deg f(x).

1.1.8 MÖnh ®Ò. (ThuËt to¸n chia víi d­). Cho f(x), g(x) ∈ F [x] víi

g(x) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ F [x] sao cho

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

trong ®ã r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

1.1.9 §Þnh nghÜa. Mét tËp con I 6= ∅ cña F [x] ®­îc gäi lµ mét i®ªan cña

F [x] nÕu nã tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) NÕu f(x), g(x) ∈ I th× f(x) + g(x) ∈ I;
(ii) NÕu f(x) ∈ I vµ q(x) ∈ F [x] th× q(x)f(x) ∈ I .

Chó ý r»ng tËp con I 6= ∅ cña F [x] lµ i®ªan nÕu vµ chØ nÕu f − g ∈ I
vµ fh ∈ I víi mäi f(x), g(x) ∈ I vµ h(x) ∈ F [x].

1.1.10 MÖnh ®Ò. NÕu I 6= {0} lµ mét i®ªan trong F [x] vµ d(x) 6= 0 lµ ®a

thøc cã bËc bÐ nhÊt trong I th×

I = (d) = {d(x)q(x) | q(x) ∈ F [x]}.

Chøng minh. Cho ®a thøc f(x) ∈ I. ViÕt f(x) = d(x)q(x) + r(x) trong

®ã r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg d(x). V× f(x), d(x) ∈ I nªn ta cã

r(x) = f(x) − d(x)q(x) ∈ I . Do ®ã r(x) = 0 theo c¸ch chän d(x). Suy

ra f(x) = d(x)q(x). Ng­îc l¹i, v× d(x) ∈ I nªn d(x)q(x) ∈ I víi mäi

q(x) ∈ F [x].

1.1.11 §Þnh nghÜa. Mét ®a thøc d¹ng chuÈn d(x) ∈ F [x] ®­îc gäi lµ ­íc

chung lín nhÊt cña f(x), g(x) ∈ F [x] nÕu d(x)|f(x), d(x)|g(x) vµ nÕu

h(x)|f(x) vµ h(x)|g(x) th× h(x)|d(x). Ta kÝ hiÖu ­íc chung lín nhÊt cña
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f(x) vµ g(x) lµ gcd(f(x), g(x)). NÕu gcd(f(x), g(x)) = 1 th× ta nãi f(x)

vµ g(x) lµ nguyªn tè cïng nhau.

Tõ MÖnh ®Ò 1.1.10 ta cã kÕt qu¶ sau.

1.1.12 MÖnh ®Ò. NÕu f(x), g(x) lµ hai ®a thøc kh«ng ®ång thêi b»ng 0

th× gcd(f(x), g(x)) lu«n tån t¹i vµ lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña f(x) vµ g(x),

tøc lµ tån t¹i a(x), b(x) ∈ F [x] sao cho

gcd(f(x), g(x)) = a(x)f(x) + b(x)g(x).

1.1.13 HÖ qu¶. Cho p(x), f(x), g(x) ∈ F [x]. NÕu gcd(p(x), f(x)) = 1

vµ p(x)|f(x)g(x) th× p(x)|g(x).

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt, 1 = p(x)a(x) + f(x)b(x). Suy ra

g(x) = p(x)a(x)g(x) + f(x)b(x)g(x).

Do p(x) lµ ­íc cña ®a thøc ë vÕ ph¶i nªn p(x)|g(x).

Víi 0 6= g(x) ∈ F [x], kÝ hiÖu g∗(x) = g(x)/an trong ®ã an lµ hÖ sè

cao nhÊt cña g(x). Chó ý r»ng g∗(x) lµ ®a thøc d¹ng chuÈn. §Ó t×m ­íc

chung lín nhÊt ta cã thuËt to¸n sau:

1.1.14 MÖnh ®Ò. (ThuËt to¸n Euclid t×m ­íc chung lín nhÊt). Cho hai ®a

thøc f(x), g(x) ∈ F [x] víi g(x) 6= 0. NÕu g(x)|f(x) th×

gcd(f(x), g(x)) = g∗(x).

NÕu ng­îc l¹i, chia liªn tiÕp ta ®­îc

f(x) = q(x)g(x) + r(x), r(x) 6= 0, deg r(x) < deg g(x).

g(x) = q1(x)r(x) + r1(x), r1(x) 6= 0, deg r1(x) < deg r(x).

. . . . . . . . .

rn−2(x) = qn(x)rn−1(x) + rn(x), rn(x) 6= 0, deg rn(x) < deg rn−1(x).

rn−1(x) = qn+1(x)rn(x).
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Khi ®ã gcd(f(x), g(x)) = r∗n(x).

Chøng minh. Tõ ®¼ng thøc cuèi ta cã rn(x)|rn−1(x). Thay vµo ®¼ng thøc

thø hai tõ d­íi lªn ta cã rn(x)|rn−2(x). Cø tiÕp tôc lËp luËn víi c¸c ®¼ng

thøc tõ d­íi lªn trªn ta suy ra rn(x)|g(x) vµ rn(x)|f(x). Do ®ã r∗n(x)|f(x)

vµ r∗n(x)|g(x). Gi¶ sö h(x)|f(x) vµ h(x)|g(x). Tõ ®¼ng thøc ®Çu tiªn

ta cã h(x)|r(x). Tõ ®¼ng thøc thø hai ta cã h(x)|r1(x). Cø tiÕp tôc lËp

luËn trªn víi c¸c ®¼ng thøc tõ trªn xuèng d­íi ta cã h(x)|rn(x). Do ®ã

h(x)|r∗n(x).

1.2 §a thøc bÊt kh¶ quy

1.2.1 §Þnh nghÜa. Mét ®a thøc f(x) ∈ F [x] ®­îc gäi lµ bÊt kh¶ quy nÕu

deg f(x) > 0 vµ f(x) kh«ng ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc cã

bËc bÐ h¬n. NÕu deg f(x) > 0 vµ f(x) lµ tÝch cña hai ®a thøc cã bËc bÐ

h¬n th× ta nãi f(x) lµ kh¶ quy.

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô vÒ ®a thøc bÊt kh¶ quy.

1.2.2 Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) §a thøc bËc nhÊt lu«n bÊt kh¶ quy.

(ii) NÕu f(x) bËc lín h¬n 1 vµ cã nghiÖm trong F th× f(x) kh¶ quy.

(iii) §a thøc bËc 2 vµ bËc 3 lµ bÊt kh¶ quy nÕu vµ chØ nÕu nã kh«ng cã

nghiÖm trong F.

(iv) §a thøc f(x) cã bËc d­¬ng lµ bÊt kh¶ quy nÕu vµ chØ nÕu f(x+a)

lµ bÊt kh¶ quy víi mäi a ∈ F.

Chøng minh. (i) Râ rµng ®a thøc bËc nhÊt kh«ng thÓ lµ tÝch cña hai ®a

thøc bËc thÊp h¬n.

(ii) NÕu deg f(x) > 1 vµ f(x) cã nghiÖm x = a ∈ F th× f = (x− a)g

trong ®ã deg g = deg f − 1 ≥ 1. V× thÕ f kh¶ quy.

10Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



10

(iii) Cho f(x) cã bËc 2 hoÆc 3. NÕu f kh¶ quy th× nã ph©n tÝch ®­îc

thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc thÊp h¬n, mét trong hai ®a thøc ®ã ph¶i cã

bËc 1, do ®ã f(x) cã nghiÖm trong F . NÕu f(x) cã nghiÖm trong F th×

theo (ii), f(x) lµ kh¶ quy.

(iv) Cho ®a thøc f(x) ∈ F [x] cã bËc d­¬ng vµ a ∈ F. Víi mçi h ∈ F ,

®Æt h1(x) = h(x − a). Chó ý r»ng deg h1(x) = deg h(x) víi mäi h ∈ F .

V× thÕ f(x + a) = k(x)g(x) lµ ph©n tÝch cña f(x + a) thµnh hai ®a thøc

cã bËc thÊp h¬n khi vµ chØ khi f(x) = k1(x)g1(x) lµ ph©n tÝch cña f(x)

thµnh tÝch cña hai ®a thøc cã bËc thÊp h¬n. V× vËy f(x) kh¶ quy khi vµ

chØ khi f(x+ a) kh¶ quy.

TiÕp theo, chóng ta ®Þnh nghÜa kh¸i niÖm ®a thøc bÊt kh¶ quy cña mét

phÇn tö chøa F trong mét tr­êng. Tr­íc hÕt ta cÇn kÕt qu¶ sau.

1.2.3 §Þnh nghÜa. Cho K lµ mét tr­êng chøa F vµ a ∈ K. Ta nãi a lµ

phÇn tö ®¹i sè trªn F nÕu tån t¹i mét ®a thøc 0 6= f(x) ∈ F [x] nhËn a

lµm nghiÖm. NÕu a kh«ng ®¹i sè trªn F th× ta nãi a lµ siªu viÖt trªn F .

1.2.4 MÖnh ®Ò. Cho K lµ mét tr­êng chøa F vµ a ∈ K lµ phÇn tö ®¹i

sè trªn F . Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt mét ®a thøc p(x) ∈ F [x] bÊt kh¶ quy

d¹ng chuÈn nhËn a lµm nghiÖm, vµ mäi ®a thøc g(x) ∈ F [x] nhËn a lµm

nghiÖm ®Òu lµ béi cña p(x).

Chøng minh. V× a lµ nghiÖm cña mét ®a thøc kh¸c 0 víi hÖ sè trong F

nªn tån t¹i ®a thøc kh¸c 0 víi hÖ sè trong F cã bËc bÐ nhÊt nhËn a lµm

nghiÖm. Gäi p(x) ∈ F [x] lµ d¹ng chuÈn cña ®a thøc nµy. Khi ®ã a lµ

nghiÖm cña p(x). Ta chøng minh p(x) bÊt kh¶ quy. Gi¶ sö p(x) kh«ng

bÊt kh¶ quy. Khi ®ã p(x) ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc trong

F [x] víi bËc bÐ h¬n, vµ do ®ã mét trong hai ®a thøc nµy ph¶i nhËn a lµm

nghiÖm, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi c¸ch chän p(x). Gi¶ sö g(x) ∈ F [x]
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nhËn a lµm nghiÖm. NÕu p(x) kh«ng lµ ­íc cña g(x) th× v× p(x) bÊt

kh¶ quy nªn gcd(g(x), p(x)) = 1, do ®ã 1 = p(x)q(x) + g(x)h(x) víi

q(x), h(x) ∈ F [x]. Thay x = a vµo c¶ hai vÕ ta ®­îc 1 = 0, ®iÒu nµy lµ v«

lÝ. VËy g(x) chia hÕt cho p(x). Gi¶ sö q(x) ∈ F [x] còng lµ ®a thøc bÊt kh¶

quy d¹ng chuÈn nhËn a lµm nghiÖm. Theo chøng minh trªn, q(x) lµ béi

cña p(x). ViÕt q(x) = p(x)k(x). V× q(x) bÊt kh¶ quy nªn k(x) = b ∈ F.
Do ®ã q(x) = bp(x). §ång nhÊt hÖ sè cao nhÊt cña hai vÕ víi chó ý r»ng

q(x) vµ p(x) ®Òu cã d¹ng chuÈn, ta suy ra b = 1. V× thÕ p(x) = q(x).

1.2.5 §Þnh nghÜa. §a thøc p(x) ∈ F [x] bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn x¸c ®Þnh

nh­ trong mÖnh ®Ò trªn ®­îc gäi lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy cña a.

1.2.6 VÝ dô. §a thøc x3 − 2 ∈ Q[x] lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy cña 3
√

2 ∈ R;
®a thøc x2 + 1 ∈ R[x] lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy cña i ∈ C.

§a thøc bÊt kh¶ quy cã tÝnh chÊt t­¬ng tù nh­ tÝnh chÊt cña sè nguyªn

tè. Tr­íc hÕt, chóng ta ®· biÕt, Bæ ®Ò Euclid ph¸t biÓu r»ng sè tù nhiªn

p > 1 lµ sè nguyªn tè nÕu vµ chØ nÕu p|ab kÐo theo p|a hoÆc p|b víi mäi

sè tù nhiªn a, b. MÖnh ®Ò sau ®©y lµ ®iÒu t­¬ng tù cho ®a thøc bÊt kh¶

quy.

1.2.7MÖnh ®Ò. NÕu p(x) ∈ F [x] bÊt kh¶ quy vµ p(x)|a(x)b(x) th× p(x)|a(x)

hoÆc p(x)|b(x) víi mäi a(x), b(x) ∈ F [x]. §Æc biÖt, mét ®a thøc bÊt kh¶

quy lµ ­íc cña mét tÝch h÷u h¹n ®a thøc th× nã ph¶i lµ ­íc cña Ýt nhÊt

mét trong c¸c ®a thøc ®ã.

Chøng minh. Cho p(x)|a(x)b(x). Gi¶ sö p(x) kh«ng lµ ­íc cña a(x) vµ

còng kh«ng lµ ­íc cña b(x). Khi ®ã gcd(p(x), a(x)) = 1. Do ®ã tån t¹i

s(x), r(x) ∈ F [x] sao cho 1 = s(x)p(x) + r(x)a(x). T­¬ng tù, tån t¹i

e(x), f(x) ∈ F [x] sao cho 1 = e(x)p(x) + f(x)b(x). Nh©n vÕ víi vÕ cña
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hai ®¼ng thøc nµy ta cã

1 = p(x)g(x) + r(x)f(x)a(x)b(x)

víi g(x) ∈ F [x]. §a thøc bªn vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trªn lµ béi cña p(x),

trong khi ®ã ®a thøc bªn vÕ tr¸i lµ 1 kh«ng chia hÕt cho p(x). §iÒu nµy lµ

v« lÝ.

TiÕp theo, §Þnh lý c¬ b¶n cña Sè häc nãi r»ng mçi sè tù nhiªn lín h¬n

1 ®Òu ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch c¸c thõa sè nguyªn tè vµ sù ph©n tÝch nµy

lµ duy nhÊt nÕu kh«ng kÓ ®Õn thø tù c¸c thõa sè. KÕt qu¶ sau ®©y lµ mét

sù t­¬ng tù cña ®Þnh lý nµy ®èi víi ®a thøc.

1.2.8 §Þnh lý. Mçi ®a thøc d¹ng chuÈn bËc d­¬ng cã thÓ ph©n tÝch ®­îc

thµnh tÝch c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn vµ sù ph©n tÝch nµy lµ duy

nhÊt nÕu kh«ng kÓ ®Õn thø tù c¸c nh©n tö.

Chøng minh. Tr­íc hÕt, chóng ta chøng minh sù tån t¹i ph©n tÝch b»ng

quy n¹p theo bËc cña ®a thøc. Gi¶ sö f(x) ∈ F [x] lµ ®a thøc d¹ng chuÈn

bËc d > 0. NÕu d = 1 th× f(x) lµ bÊt kh¶ quy nªn sù ph©n tÝch bÊt kh¶

quy cña f(x) lµ f(x) = f(x), kÕt qu¶ ®óng cho tr­êng hîp d = 1. Cho

d > 1 vµ gi¶ sö kÕt qu¶ ®· ®óng cho c¸c ®a thøc bËc nhá h¬n d. NÕu

f(x) bÊt kh¶ quy th× f(x) cã sù ph©n tÝch bÊt kh¶ quy lµ f(x) = f(x).

V× thÕ ta gi¶ thiÕt f(x) kh«ng bÊt kh¶ quy. Khi ®ã f(x) = g(x)h(x) víi

deg g(x), deg h(x) < deg f(x). §Æt g∗(x) = g(x)/ak víi ak lµ hÖ sè cao

nhÊt cña g(x). Khi ®ã ta cã f(x) = g∗(x)(akh(x)). §ång nhÊt hÖ sè cao

nhÊt ë hai vÕ ta ®­îc 1 = akbt, trong ®ã bt lµ hÖ sè cao nhÊt cña h(x).

§Æt h∗(x) = akh(x). Khi ®ã f(x) = g∗(x)h∗(x) víi g∗(x), h∗(x) lµ c¸c

®a thøc d¹ng chuÈn cã bËc nhá h¬n d. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, g∗(x) vµ

h∗(x) ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn. V×
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thÕ f(x) ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña h÷u h¹n ®a thøc bÊt kh¶ quy d¹ng

chuÈn.

B©y giê ta chøng minh tÝnh duy nhÊt cña ph©n tÝch. Gi¶ sö f(x) cã hai

sù ph©n tÝch thµnh nh©n tö bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pn(x) = q1(x)q2(x) . . . qm(x).

Ta chøng minh b»ng quy n¹p theo n r»ng n = m vµ sau mét phÐp ho¸n

vÞ ta cã pi(x) = qi(x) víi mäi i = 1, . . . , n. Cho n = 1. Khi ®ã ta cã

p1(x) = q1(x)q2(x) . . . qm(x). Suy ra p1(x)|q1(x)q2(x) . . . qm(x). Do p1(x)

lµ bÊt kh¶ quy nªn p1(x) lµ ­íc cña mét nh©n tö qi(x) nµo ®ã, kh«ng mÊt

tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ thiÕt p1(x)|q1(x). BiÓu diÔn q1(x) = p1(x)t1(x).

V× q1(x) bÊt kh¶ quy nªn t1(x) = a ∈ F . §ång nhÊt hÖ sè cao nhÊt cña

hai vÕ cña ®¼ng thøc q1(x) = ap1(x) víi chó ý r»ng p1(x) vµ q1(x) lµ d¹ng

chuÈn, ta cã 1 = 1.a. Suy ra a = 1 vµ do ®ã p1(x) = q1(x). NÕum > 1 th×

1 = q2(x) . . . qm(x), ®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy, kÕt qu¶ ®óng cho n = 1. Cho

n > 1. V× p1(x)|q1(x)q2(x) . . . qm(x) vµ p1(x) lµ bÊt kh¶ quy nªn kh«ng

mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ thiÕt p1(x)|q1(x). L¹i do q1(x) lµ bÊt kh¶

quy vµ p1(x), q1(x) ®Òu cã d¹ng chuÈn nªn t­¬ng tù nh­ lËp luËn trªn ta

cã p1(x) = q1(x). Gi¶n ­íc c¶ hai vÕ cho p1(x) ta ®­îc

p2(x)p3(x) . . . pn(x) = q2(x)q3(x) . . . qm(x).

Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã n− 1 = m− 1 vµ b»ng viÖc ®¸nh sè l¹i c¸c

nh©n tö qi(x) ta suy ra pi(x) = qi(x) víi mäi i = 2, . . . , n.

1.3 Tr­êng ph©n r· cña ®a thøc

Trong tiÕt nµy, dùa vµo tÝnh chÊt bÊt kh¶ quy, chóng ta chØ ra r»ng víi mçi

®a thøc f(x) ∈ F [x], tån t¹i mét tr­êng K tèi thiÓu chøa tr­êng F vµ
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chøa tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña f(x). Tr­êng K cã tÝnh chÊt trªn ®­îc gäi lµ

tr­êng ph©n r· cña ®a thøc f(x) trªn F .

1.3.1 §Þnh nghÜa. Cho F vµ F ′ lµ hai tr­êng.

(i) Mét tËp con T cña F ®­îc gäi lµ tr­êng con cña F nÕu x−1 ∈ T
víi mäi 0 6= x ∈ T vµ x+y, xy,−1 ∈ T víi mäi x, y ∈ T. Chó ý r»ng tËp

con T cña F lµ tr­êng con cña F nÕu phÐp céng vµ nh©n ®ãng kÝn trong

T vµ T lµ mét tr­êng víi hai phÐp to¸n nµy.

(ii) Mét ¸nh x¹ ϕ : F → F ′ ®­îc gäi lµ mét ®ång cÊu nÕu ϕ(1) = 1,

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) vµ ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) víi mäi x, y ∈ F .

(iii) Mét ®ång cÊu ϕ : F → F ′ ®­îc gäi lµ ®¬n cÊu nÕu ϕ lµ ®¬n ¸nh.

Trong tr­êng hîp nµy ϕ(F ) lµ mét tr­êng con cña F ′. V× thÕ ta nãi F

nhóng ®­îc vµo F ′ vµ ta còng cã thÓ coi F ′ lµ mét tr­êng chøa F .

(iv) Mét ®ång cÊu ϕ : F → F ′ ®­îc gäi lµ toµn cÊu nÕu ϕ lµ toµn ¸nh.

(v) Mét ®ång cÊu ϕ : F → F ′ ®­îc gäi lµ ®¼ng cÊu nÕu ϕ lµ song ¸nh.

Trong tr­êng hîp nµy ta nãi F vµ F ′ lµ ®¼ng cÊu víi nhau vµ ta cã thÓ

®ång nhÊt hai tr­êng F vµ F ′ víi nhau.

1.3.2 §Þnh lý. (Kronecker). Cho f(x) ∈ F [x] lµ mét ®a thøc cã bËc d­¬ng.

Khi ®ã tån t¹i mét tr­êng tèi thiÓu chøa F vµ chøa tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña

f(x). §Æc biÖt, mçi ®a thøc trªn mét tr­êng ®Òu cã tr­êng ph©n r·.

Chøng minh. KÝ hiÖu f ∗(x) lµ ®a thøc d¹ng chuÈn cña f(x). V× c¸c nghiÖm

cña f(x) còng lµ c¸c nghiÖm cña f ∗(x) nªn ta cã thÓ gi¶ thiÕt f(x) cã d¹ng

chuÈn. Ta chøng minh ®Þnh lý b»ng quy n¹p theo deg f(x) = n. Gi¶ sö

n = 1. Khi ®ã f(x) = x−a víi a ∈ F. Do a lµ nghiÖm duy nhÊt cña f(x)

nªn ta chØ viÖc chän K = F. Gi¶ thiÕt r»ng n > 1 vµ ®Þnh lý ®· ®óng cho

tr­êng hîp ®a thøc bËc nhá h¬n n. Tr­íc hÕt ta chøng minh cho tr­êng

hîp f(x) bÊt kh¶ quy. §Æt

I = (f) = {g(x)f(x) | g(x) ∈ F [x]}.
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DÔ kiÓm tra ®­îc I lµ mét i®ªan cña F [x]. Víi mçi g(x) ∈ F [x] ta ®Æt

g(x) + I = {g(x) + h(x) | h(x) ∈ I}.

Ta cã thÓ chØ ra r»ng g(x) + I = h(x) + I nÕu vµ chØ nÕu g(x)−h(x) ∈ I.
§Æt K = {g(x) + I | g(x) ∈ F [x]}. Tr­íc hÕt ta kiÓm tra quy t¾c céng

(g(x) + I) + (h(x) + I) = (g(x) + h(x)) + I

lµ mét phÐp to¸n trªn K. ThËt vËy, nÕu g + I = g1 + I vµ h+ I = h1 + I

th× g − g1 ∈ I vµ h − h1 ∈ I. Do ®ã g − g1 vµ h − h1 lµ béi cña f.

Suy ra (g + h) − (g1 + h1) = (g − g1) + (h − h1) lµ béi cña f . V× thÕ

(g + h)− (g1 + h1) ∈ I hay (g + h) + I = (g1 + h1) + I. Suy ra quy t¾c

céng ë trªn lµ mét phÐp to¸n trªn K. Hoµn toµn t­¬ng tù, ta cã thÓ chØ ra

r»ng quy t¾c nh©n

(g + I)(h+ I) = gh+ I

lµ mét phÐp to¸n trªn K. DÔ thÊy phÐp céng vµ phÐp nh©n trªn K cã

tÝnh chÊt kÕt hîp, giao ho¸n; PhÐp nh©n ph©n phèi víi phÐp céng; PhÇn tö

kh«ng cñaK lµ 0+I; PhÇn tö ®¬n vÞ cñaK lµ 1+I; PhÇn tö ®èi xøng cña

g + I ∈ K lµ −g + I ∈ K. Ta chøng minh mäi phÇn tö kh¸c 0 + I ∈ K
®Òu cã nghÞch ®¶o. LÊy g + I ∈ K víi g + I 6= 0 + I. Khi ®ã g /∈ I . Do
®ã g kh«ng lµ béi cña f . V× f bÊt kh¶ quy nªn gcd(f, g) = 1. V× thÕ ta

cã biÓu diÔn 1 = f(x)p(x) + g(x)q(x) víi p(x), q(x) ∈ F [x]. Chó ý r»ng

fp ∈ I . Do ®ã fp+ I = 0 + I . Suy ra

1 + I = (fp+ gq) + I = (fp+ I) + (gq+ I) = gq+ I = (g+ I)(q+ I).

Do ®ã g + I kh¶ nghÞch trong K. VËy K lµm thµnh mét tr­êng víi phÐp

céng vµ nh©n ë trªn. XÐt ¸nh x¹ ϕ : F → K cho bëi ϕ(a) = a + I. Râ

rµng ϕ lµ mét ®ång cÊu. NÕu ϕ(a) = ϕ(b) víi a, b ∈ F th× a+ I = b+ I.

V× thÕ a − b ∈ I. Suy ra a − b lµ béi cña f(x). NÕu a − b 6= 0 th× a − b
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lµ ®a thøc cã bËc 0 nªn nã kh«ng thÓ lµ béi cña ®a thøc f(x) bËc d­¬ng,

®iÒu nµy lµ v« lÝ. Do ®ã a − b = 0. Suy ra a = b. V× vËy ϕ lµ ®¬n cÊu,

do ®ã ta cã thÓ xem K lµ mét tr­êng chøa F . §Æt α = x + I ∈ K. Gi¶
sö f(x) = xn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0. §ång nhÊt phÇn tö a ∈ F víi

phÇn tö a+ I ∈ K, khi ®ã trong tr­êng K ta cã

f(α) = (x+ I)n + (an−1 + I)(x+ I)n−1 + . . .+ (a0 + I)

= (xn + I) + (an−1x
n−1 + I) + . . .+ (a0 + I)

= (xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0) + I

= f(x) + I = 0 + I.

V× vËy α lµ mét nghiÖm cña ®a thøc f(x) trong tr­êng K. Do ®ã tån t¹i

f1(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = (x− α)f1(x), trong ®ã deg f1(x) = n− 1.

Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, tån t¹i mét tr­êng K1 chøa K vµ chøa tÊt c¶ c¸c

nghiÖm cña f1(x). Do ®ã K1 chøa F vµ chøa tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña f(x).

Gäi K∗ lµ giao cña tÊt c¶ c¸c tr­êng con cña K1 chøa F vµ chøa tÊt c¶

c¸c nghiÖm cña f(x). Khi ®ã K∗ lµ tr­êng tèi thiÓu chøa F vµ chøa c¸c

nghiÖm cña f(x).

TiÕp theo, ta chøng minh cho tr­êng hîp f(x) kh¶ quy. Trong tr­êng

hîp nµy, tån t¹i hai ®a thøc d¹ng chuÈn bËc d­¬ng g(x), h(x) ∈ F [x] sao

cho f(x) = g(x)h(x) vµ deg g, deg h < n = deg f. Theo gi¶ thiÕt quy

n¹p, tån t¹i mét tr­êng K chøa F vµ chøa tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña g(x). Ta

coi h(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè trong K. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, tån t¹i mét

tr­êng chøa K1 vµ chøa tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña h(x). V× thÕ K1 lµ tr­êng

chøa F vµ chøa c¸c nghiÖm cña f(x). LÊy giao cña tÊt c¶ c¸c tr­êng con

cña K1 chøa F vµ chøa c¸c nghiÖm cña f(x), ta ®­îc tr­êng tèi thiÓu

chøa F vµ c¸c nghiÖm cña f(x).

1.3.3 VÝ dô. KÝ hiÖu Q(i
√

3, 3
√

2) lµ giao cña c¸c tr­êng con cña C chøa
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Q vµ chøa c¸c phÇn tö i
√

3, 3
√

2. Khi ®ã tr­êng ph©n r· cña f(x) = x3− 2

trªn Q lµ Q(i
√

3, 3
√

2). ThËt vËy, dÔ thÊy 3 nghiÖm cña x3 − 2 lµ

x1 =
3
√

2, x2 =
3
√

2(−1

2
+
i
√

3

2
), x3 =

3
√

2(−1

2
− i
√

3

2
).

Do ®ã x1, x2, x3 ∈ Q(i
√

3, 3
√

2). Ng­îc l¹i, tr­êng bÐ nhÊt chøa Q vµ c¸c

nghiÖm x1, x2, x3 ph¶i chøa i
√

3 vµ 3
√

2.

Sö dông §Þnh lý 1.3.2 vÒ sù tån t¹i tr­êng ph©n r· cña ®a thøc, chóng

ta cã thÓ chØ ra sè phÇn tö cña mét tr­êng h÷u h¹n vµ sù tån t¹i mét tr­êng

cã h÷u h¹n phÇn tö. Chó ý ®¬n gi¶n sau ®©y lµ rÊt cã Ých. NÕu T lµ mét

tr­êng con cña tr­êng F th× F cã cÊu tróc lµ kh«ng gian vÐc t¬ trªn T víi

phÐp céng lµ phÐp céng cña F vµ tÝch v« h­íng lµ phÐp nh©n c¸c phÇn tö

cña T víi c¸c phÇn tö cña F.

1.3.4 MÖnh ®Ò. NÕu F lµ mét tr­êng h÷u h¹n th× sè phÇn tö cña F lµ lòy

thõa cña mét sè nguyªn tè.

Chøng minh. Víi mçi sè tù nhiªn n, kÝ hiÖu n1 = 1+ . . .+1 lµ tæng cña n

phÇn tö 1 vµ (−n)1 lµ tæng cña n phÇn tö −1. Quy ­íc 01 = 0. Ta kh¼ng

®Þnh r»ng tån t¹i mét sè nguyªn d­¬ng k sao cho k1 = 0. Gi¶ sö ng­îc

l¹i, khi ®ã t­¬ng øng ϕ : Q → F cho bëi ϕ(n/m) = (n1)(m1)−1 lµ ®¬n

cÊu tr­êng. Do Q cã v« h¹n phÇn tö nªn F cã v« h¹n phÇn tö, ®iÒu nµy

lµ v« lÝ. VËy, tån t¹i sè nguyªn d­¬ng k ®Ó k1 = 0. Gäi p lµ sè nguyªn

d­¬ng bÐ nhÊt cã tÝnh chÊt p1 = 0. Ta chøng minh p lµ sè nguyªn tè. ThËt

vËy, v× p1 = 1 6= 0 nªn p > 1. NÕu p kh«ng nguyªn tè th× p = nm trong

®ã 1 < n,m < p. Suy ra 0 = p1 = (n1)(m1). Do n,m < p nªn n1 6= 0

vµ m1 6= 0. Do ®ã n1 vµ m1 kh¶ nghÞch. Gäi a, b ∈ F lÇn l­ît lµ nghÞch

®¶o cña n1 vµ m1. Khi ®ã

0 = 0(ab) = (n1)a(m1)b = 1.1 = 1,
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®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy p lµ sè nguyªn tè. TiÕp theo ta kh¼ng ®Þnh m1 = 0

nÕu vµ chØ nÕu m ∈ pZ. ThËt vËy, nÕu m ∈ pZ th× râ rµng m1 = 0. NÕu

m1 = 0 th× ta viÕt m = ps + r víi s, r ∈ Z vµ 0 6 r < p, vµ do ®ã

0 = m1 = ps1 + r1 = r1. Do r < p nªn r = 0 theo c¸ch chän p, kh¼ng

®Þnh ®­îc chøng minh. §Æt

T = {(n1)(m1)−1 | n ∈ Z,m /∈ pZ} ⊆ F.

DÔ kiÓm tra ®­îc T lµ tr­êng con cña F . Ta chøng minh T cã ®óng p

phÇn tö. ThËt vËy, víi mçi m /∈ pZ, do p nguyªn tè nªn gcd(m, p) = 1.

Suy ra 1 = ms+ pt víi s, t ∈ Z. Suy ra

1 = 1.1 = (m1)(s1) + pt1 = (m1)(s1).

Do ®ã (m1)−1 = s1 víi s ∈ Z. Suy ra T = {n1 | n ∈ Z}. Víi mçi

n ∈ Z, viÕt n = pt+ r víi 0 6 r < p ta ®­îc n1 = pt1 + r1 = r1. Do ®ã

T = {n1 | 0 6 n < p}. NÕu 0 6 n, n′ < p vµ n1 = n′1 th× (n− n′)1 = 0

vµ do ®ã n − n′ lµ béi cña p, do ®ã n = n′. Suy ra T lµ tr­êng con cña

F cã ®óng p phÇn tö. Chó ý r»ng F lµ kh«ng gian vÐc t¬ trªn T . Gäi q lµ

sè phÇn tö cña F vµ d = dimT F lµ chiÒu cña T−kh«ng gian vÐc t¬ F .

Gäi {e1, . . . , ed} lµ mét c¬ së cña F. Khi ®ã mçi phÇn tö x ∈ F ®­îc biÓu

diÔn mét c¸ch duy nhÊt d­íi d¹ng x = a1e1 + . . .+ anen, trong ®ã ai ∈ T
víi mäi i = 1, . . . , n. V× thÕ, sè phÇn tö cña F lµ q = pd.

1.3.5 §Þnh lý. (Galois). Víi mçi sè nguyªn tè p vµ mçi sè nguyªn d­¬ng

d, tån t¹i mét tr­êng cã ®óng pd phÇn tö.

Chøng minh. §Æt q = pd. Do p nguyªn tè nªn Zp lµ mét tr­êng. Theo

§Þnh lý Kronecker, tån t¹i mét tr­êng K chøa Zp vµ chøa c¸c nghiÖm

cña ®a thøc xq − x. §Æt E = {α ∈ K | g(α) = 0}, tøc lµ E lµ tËp tÊt

c¶ c¸c nghiÖm cña g(x) trong K. KÝ hiÖu g′(x) = qxq−1 − 1 lµ ®¹o hµm
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cña g(x). V× 1 ∈ Zp nªn ta cã p1 = 0. Do ®ã q1 = pd1 = 0. Suy ra

g′(x) = (q1)xq−1 − 1 = −1. Do ®ã ­íc chung lín nhÊt cña g(x) vµ g′(x)

b»ng 1. Suy ra g(x) kh«ng cã nghiÖm béi trong K. §iÒu nµy còng cã

nghÜa lµ E cã ®óng q phÇn tö. Nh­ vËy, ®Þnh lý ®­îc chøng minh nÕu ta

chØ ra E lµ mét tr­êng. NÕu p lÎ th× q lÎ vµ do ®ã g(−1) = −1 + 1 = 0

vµ v× thÕ −1 ∈ E. NÕu p ch½n th× v× p nguyªn tè nªn p = 2. Suy ra

g(−1) = (−1)q + 1 = 1 + 1 = 2.1 = p.1 = 0.

Do ®ã −1 ∈ E. VËy trong mäi tr­êng hîp ta ®Òu cã −1 ∈ E. Cho

a, b ∈ E. Khi ®ã g(a) = g(b) = 0. Suy ra aq = a vµ bq = b. Suy ra

(ab)q = ab. Do ®ã g(ab) = 0 vµ v× thÕ ab ∈ E. Chó ý r»ng

(a+ b)q = aq + C1
qa

q−1b+ . . .+ Cq−1
q abq−1 + bq = a+ b,

trong ®ã Ck
q lµ sè tæ hîp chËp k cña q phÇn tö. V× q = pd vµ p nguyªn

tè nªn b»ng quy n¹p ta dÔ dµng kiÓm tra ®­îc Ck
q lµ béi cña p víi mäi

k = 1, . . . , q − 1. Do ®ã ta cã Ck
q a

q−kbk = (Ck
q 1)aq−kbk = 0 víi mäi

k = 1, . . . , q − 1. V× thÕ (a+ b)q = aq + bq. Theo trªn ta ®· cã aq = a vµ

bq = b. Do ®ã (a+ b)q− (a+ b) = 0, vµ v× thÕ a+ b ∈ E. Cho 0 6= a ∈ E
Khi ®ã aq = a. Do a 6= 0 nªn nh©n c¶ hai vÕ víi a−1 ta ®­îc aq−1 = 1.

Suy ra aq−2 lµ nghÞch ®¶o cña a trong E. VËy E lµ mét tr­êng.

Tõ ®Þnh lý trªn ta suy ra c¸c tÝnh chÊt sau.

1.3.6 VÝ dô. Tån t¹i tr­êng cã 81 phÇn tö. Kh«ng tån t¹i tr­êng cã 100

phÇn tö.
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Ch­¬ng 2

Mét sè ph­¬ng ph¸p xÐt tÝnh bÊt kh¶

quy trªn Q

§Þnh lý c¬ b¶n cña §¹i sè ph¸t biÓu r»ng mçi ®a thøc bËc d­¬ng víi hÖ

sè phøc lu«n cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc. Chó ý r»ng nÕu f(x) ∈ C[x] cã

nghiÖm x = α ∈ C th× f(x) = (x − α)g(x) víi g(x) ∈ C[x]. V× thÕ nÕu

deg f(x) ≥ 2 th× f(x) cã thÓ ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc cã

bËc thÊp h¬n. Do ®ã c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn C lµ vµ chØ lµ c¸c ®a

thøc bËc nhÊt. Gi¶ sö f(x) ∈ R[x]. Chó ý r»ng nÕu sè phøc α = a + bi

lµ nghiÖm cña f(x) víi α /∈ R th× sè phøc liªn hîp α = a − bi còng lµ

nghiÖm cña f(x). V× thÕ f(x) chia hÕt cho (x−a−bi)(x−a+bi). Râ rµng

(x−a− bi)(x−a+ bi) = x2−2ax+a2 + b2 ∈ R[x] vµ x2−2ax+a2 + b2

kh«ng cã nghiÖm thùc. Do ®ã c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn R lµ vµ chØ lµ

c¸c ®a thøc bËc nhÊt hoÆc ®a thøc bËc hai kh«ng cã nghiÖm thùc.

MÆc dï bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña c¸c ®a thøc trªn C vµ trªn R
®· ®­îc gi¶i quyÕt tõ khi ng­êi ta chøng minh ®­îc §Þnh lý c¬ b¶n cña

§¹i sè (chøng minh hoµn chØnh ®Çu tiªn cho §Þnh lý c¬ b¶n cña §¹i sè

®­îc ®­a ra bëi Gauss n¨m 1816), nh­ng bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña

c¸c ®a thøc trªn Q cho ®Õn nay vÉn lµ bµi to¸n më. Môc tiªu cña ch­¬ng

nµy nh»m tr×nh bµy mét sè tiªu chuÈn ®Ó mét ®a thøc lµ bÊt kh¶ quy trªn

Q.

20
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Gi¶ sö f(x) ∈ Q[x]. Chó ý r»ng f(x) lµ bÊt kh¶ quy trªn Q khi vµ

chØ khi af(x) lµ bÊt kh¶ quy víi mäi 0 6= a ∈ Z. V× thÕ, b»ng viÖc

nh©n víi mÉu sè chung cña c¸c hÖ sè cña f(x), ta ®­îc mét ®a thøc víi

hÖ sè nguyªn mµ tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña nã t­¬ng ®­¬ng víi tÝnh

bÊt kh¶ quy cña f(x). Do ®ã ta chØ cÇn xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cho

c¸c ®a thøc víi hÖ sè nguyªn. Tõ nay ®Õn hÕt ch­¬ng nµy, lu«n gi¶ thiÕt

f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x], trong ®ã an 6= 0 vµ n > 0.

2.1 NghiÖm h÷u tû vµ tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q

Nh­ ®· tr×nh bµy trong ch­¬ng tr­íc, ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó mét ®a thøc bËc lín

h¬n 1 kh¶ quy trªn Q lµ nã cã nghiÖm trong Q. V× vËy, ®Ó xÐt tÝnh kh¶

quy cña ®a thøc, trong nhiÒu tr­êng hîp ta cã thÓ dïng ph­¬ng ph¸p t×m

nghiÖm h÷u tû. Tr­íc hÕt chóng ta ®­a ra c¸ch t×m nghiÖm h÷u tû cho c¸c

®a thøc víi hÖ sè nguyªn.

2.1.1 MÖnh ®Ò. NÕu
r

s
lµ ph©n sè tèi gi¶n vµ lµ nghiÖm h÷u tû cña f(x)

th× r lµ ­íc cña a0 vµ s lµ ­íc cña an.

Chøng minh. Gi¶ sö
r

s
∈ Q trong ®ã r, s lµ c¸c sè nguyªn, s > 0 vµ

(r, s) = 1. NÕu
r

s
lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) th× f(

r

s
) = 0. Ta cã

0 = f(
r

s
) = an(

r

s
)n + an−1(

r

s
)n−1 + . . .+ a1

r

s
+ a0.

Suy ra 0 = anr
n + an−1r

n−1s+ . . .+ a1rs
n−1 + a0s

n. V× thÕ ta cã

anr
n = −(an−1r

n−1s+ . . .+ a1rs
n−1 + a0s

n).

VÕ ph¶i cña ®a thøc nµy lµ béi cña s. V× (r, s) = 1 nªn s lµ ­íc cña an

T­¬ng tù ta cã a0sn = −(anr
n + an−1r

n−1s+ . . .+ a1rs
n−1). VÕ ph¶i cña

®a thøc nµy lµ béi cña r. V× (r, s) = 1 nªn r lµ ­íc cña a0.

22Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



22

2.1.2 HÖ qu¶. NghiÖm h÷u tû (nÕu cã) cña f(x) = xn + . . .+ a1x+ a0 lµ

nghiÖm nguyªn vµ sè nguyªn nµy lµ ­íc cña sè h¹ng tù do.

2.1.3 MÖnh ®Ò. NÕu ph©n sè tèi gi¶n
r

s
lµ nghiÖm cña f(x) th× r −ms

lµ ­íc cña f(m) víi m lµ sè nguyªn bÊt k×. §Æc biÖt, (r + s) lµ ­íc cña

f(−1) vµ (r − s) lµ ­íc cña f(1).

Chøng minh. Ph©n tÝch f(x) theo c¸c luü thõa cña x−m ta ®­îc

f(x) = an(x−m)n + bn−1(x−m)n−1 + . . .+ b1(x−m) + b0.

C¸c hÖ sè b0, b1, . . . , bn−1 ∈ Z v× m ∈ Z. Ta cã f(m) = b0 vµ cho x =
r

s
ta ®­îc f(

r

s
) = 0. Chó ý r»ng

0 = f(
r

s
) = an(

r

s
−m)n + bn−1(

r

s
−m)n−1 + . . .+ b1(

r

s
−m) + f(m).

Tõ ®ã ta cã

0 = an(r−ms)n + bn−1(r−ms)n−1s+ . . .+ b1(r−ms)sn−1 + f(m)sn.

Suy ra

f(m)sn = −{an(r−ms)n + bn−1(r−ms)n−1s+ . . .+ b1(r−ms)sn−1}.

VÕ ph¶i cña ®a thøc lµ béi cña r −ms. Do ®ã f(m)sn lµ béi cña r −ms
hay r −ms lµ ­íc cña f(m).

Tr­êng hîp ®Æc biÖt, víi m = 1 th× r − s lµ ­íc f(1), m = −1 th× r + s

lµ ­íc f(−1).

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô minh häa vÒ viÖc xÐt tÝnh kh¶ quy cña ®a thøc

b»ng ph­¬ng ph¸p t×m nghiÖm h÷u tû.

2.1.4 VÝ dô. XÐt tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña c¸c ®a thøc sau.

(i) 10x3 + 3x2 − 106x+ 21;
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(ii) 9x3 + 6x2 − 8x+ 7;

(iii) x3 − x2 + x− 6;

(iv) 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12.

Gi¶i. (i) Gi¶ sö ®a thøc f(x) = 10x3 + 3x2 − 106x + 21 cã nghiÖm h÷u

tû
r

s
, víi

r

s
lµ ph©n sè tèi gi¶n. Theo MÖnh ®Ò 2.1.1, r|21 vµ s|10. Tõ

®ã suy ra r = ±1,±3,±7,±21 vµ s = ±1,±2,±5,±10. Ta tÝnh ®­îc

f(1) = −72, f(−1) = 120. VËy c¸c sè h÷u tû tho¶ m·n MÖnh ®Ò 2.1.3

lµ ±1

2
,±1

5
,±3,

3

2
,±3

5
,±7,−7

2
,±7

5
. Thö l¹i ta thÊy chØ cã

1

5
, 3,−7

2
lµ

nghiÖm cña f(x). VËy f(x) cã nghiÖm h÷u tû, do ®ã nã kh¶ quy trªn Q.

(ii) §Ó xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc f(x) = 9x3+6x2−8x+7 ta nh©n

hai vÕ cña f(x) víi 3 ta ®­îc f(3x) = 27x3+18x2−24x+21. §Æt y = 3x

ta ®­îc f(y) = y3+2y2−8y+21. Gi¶ sö f(y) cã nghiÖm h÷u tû. V× an = 1

nªn theo HÖ qu¶ 2.1.2, nghiÖm h÷u tû cña f(y) ph¶i lµ nghiÖm nguyªn

vµ r|21. Suy ra r = ±1,±3,±7,±21. Ta thÊy f(1) = 16, f(−1) = 30.

VËy chØ cã c¸c sè −3,−7 tho¶ m·n MÖnh ®Ò 2.1.3 nh­ng thö l¹i ta thÊy

f(−3) 6= 0, f(−7) 6= 0. VËy ®a thøc f(y) kh«ng cã nghiÖm h÷u tû. Suy

ra f(x) bÊt kh¶ quy trªn Q.

(iii) Gi¶ sö ®a thøc f(x) = x3−x2+x−6 cã nghiÖm h÷u tû vµ nghiÖm

®ã ph¶i lµ nghiÖm nguyªn v× an = 1. C¸c ­íc cña 6 lµ r = ±1,±2,±3,±6.

Ta thÊy f(1) = −5 vµ f(−1) = −9 nªn chØ cã r = 2 tho¶ m·n MÖnh ®Ò

2.1.3. Thö l¹i ta thÊy r»ng f(2) = 0. VËy ®a thøc f(x) cã nghiÖm höu tû,

do ®ã nã kh¶ quy.

(iv) Gi¶ sö ®a thøc f(x) = 6x4 +19x3−7x2−26x+12 cã nghiÖm h÷u

tû
r

s
, víi

r

s
lµ ph©n sè tèi gi¶n. Theo MÖnh ®Ò 2.1.1 th× r|12 vµ s|6. Suy

ra r = ±1,±2,±3,±4,±6,±12 vµ s = ±1,±2,±3,±6. Ta tÝnh ®­îc

f(1) = 4 vµ f(−1) = 18. Do ®ã c¸c sè h÷u tû tho¶ m·n MÖnh ®Ò 2.1.3

lµ
1

2
,−1

3
, 2,−3. Thö l¹i ta thÊy f(

1

2
) = 0 vµ f(−3) = 0. VËy f(x) cã
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nghiÖm h÷u tû, do ®ã nã kh¶ quy trªn Q.

2.1.5 Chó ý. §èi víi ®a thøc bËc ≥ 4, ta kh«ng thÓ suy ra tÝnh bÊt kh¶

quy trªn Q tõ viÖc kiÓm tra ®a thøc kh«ng cã nghiÖm h÷u tû. ThËt vËy, ®a

thøc (x2 + 1)(x2 + 1) kh«ng cã nghiÖm h÷u tû, nh­ng nã kh«ng bÊt kh¶

quy.

2.2 Ph­¬ng ph¸p dïng Bæ ®Ò Gauss

Trong tiÕt nµy, chóng ta tr×nh bµy mét tiªu chuÈn bÊt kh¶ quy trªn Q th«ng

qua tiªu chuÈn kh«ng ph©n tÝch ®­îc trªn Z[x].

2.2.1 §Þnh lý. (Bæ ®Ò Gauss). Cho p(x) ∈ Z[x]. NÕu p(x) = g(x)f(x) lµ

sù ph©n tÝch p(x) thµnh tÝch cña hai ®a thøc g(x), f(x) víi hÖ sè trong Q
th× p(x) còng ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc g∗(x), f∗(x) víi

hÖ sè trong Z víi deg g(x) = deg g∗(x), deg f(x) = deg f∗(x). §Æc biÖt,

nÕu p(x) lµ kh¶ quy trªn Q th× nã ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a

thøc víi hÖ sè nguyªn cã bËc thÊp h¬n.

§Ó chøng minh ®Þnh lý trªn, chóng ta cÇn nh¾c l¹i kh¸i niÖm ®a thøc

nguyªn b¶n vµ mét tÝnh chÊt cña ®a thøc nguyªn b¶n.

2.2.2 §Þnh nghÜa. §a thøc f(x) ∈ Z[x] ®­îc gäi lµ nguyªn b¶n nÕu ­íc

chung lín nhÊt cña c¸c hÖ sè cña f(x) lµ 1.

2.2.3 Bæ ®Ò. TÝch cña hai ®a thøc nguyªn b¶n lµ ®a thøc nguyªn b¶n.

Chøng minh. Gi¶ sö f(x) = g(x)h(x), trong ®ã

g(x) = bnx
n + . . .+ b1x+ b0

h(x) = ckx
k + . . .+ c1x+ c0.

25Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



25

lµ c¸c ®a thøc nguyªn b¶n. ViÕt f(x) = amx
m + . . . + a1x + a0 ∈ Z[x].

NÕu f(x) kh«ng nguyªn b¶n th× tån t¹i mét sè nguyªn tè p sao cho nã lµ

­íc cña mäi hÖ sè cña f . V× h(x), g(x) lµ nguyªn b¶n nªn tån t¹i chØ sè

bÐ nhÊt s sao cho bs kh«ng lµ béi cña p vµ tån t¹i chØ sè t bÐ nhÊt sao cho

ct kh«ng lµ béi cña p. Chó ý r»ng

as+t = bs+tc0 + bs+t−1c1 + . . .+ bsct + bs−1ct+1 + . . .+ b0ct+s.

Theo c¸ch chän s vµ t ta cã bi, cj lµ béi cña p víi mäi i > s vµ j > t. V×

as+t lµ béi cña p nªn ta suy ra bsct lµ béi cña p, ®iÒu nµy lµ v« lÝ víi c¸ch

chän bs vµ ct.

B©y giê ta cã thÓ chøng minh §Þnh lý 2.2.1.

Chøng minh §Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö p(x) ∈ Z[x] vµ p(x) = f(x)g(x) víi

f, g ∈ Q[x]. Ta cã thÓ viÕt f = af1 vµ g = bg1 trong ®ã a, b ∈ Q vµ

f1, g1 ∈ Z[x] lµ c¸c ®a thøc nguyªn b¶n. Theo Bæ ®Ò 2.2.3, f1g1 ∈ Z[x]

lµ ®a thøc nguyªn b¶n. Râ rµng p = abf1g1 ∈ Z[x]. Ta chøng minh

ab ∈ Z. ThËt vËy, gi¶ sö ab /∈ Z. Khi ®ã ab =
r

s
víi r, s ∈ Z, s > 1 vµ

gcd(r, s) = 1. ViÕt f1g1 = anx
n + . . .+ a1x+ a0. V× f1g1 lµ nguyªn b¶n

nªn gcd(an, an−1, . . . , a1, a0) = 1. V× p(x) ∈ Z[x] nªn

ran
s
, . . . ,

ra1
s
,
ra0
s
∈ Z.

Suy ra s lµ ­íc chung cña an, . . . , a1, a0, ®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy, ab ∈ Z.
Do ®ã p = (abf1)g1. §Æt f∗ = abf1 vµ g∗ = g1. Khi ®ã p = f∗g∗ lµ sù

ph©n tÝch cña p thµnh tÝch cña hai ®a thøc víi hÖ sè nguyªn f∗ vµ g∗ víi

deg f = deg f∗ vµ deg g = deg g∗.

D­íi ®©y lµ mét sè vÝ dô minh häa viÖc xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña

c¸c ®a thøc b»ng viÖc sö dông Bæ ®Ò Gauss.
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2.2.4 VÝ dô. XÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc f(x) = x4 + 3x3 + x2 + 3

trªn Q.

Gi¶i. Ta chøng minh ®a thøc nµy bÊt kh¶ quy trªn Q. Gi¶ sö ng­îc l¹i, khi

®ã theo §Þnh lý 2.2.1, f(x) cã sù ph©n tÝch thµnh tÝch g(x)h(x) trong ®ã

g(x) ∈ Z[x] cã bËc 1 hoÆc bËc 2, h(x) ∈ Z[x] cã bËc 3 hoÆc bËc 2. V× hÖ

sè cao nhÊt cña f(x) lµ 1 nªn ta cã thÓ gi¶ thiÕt hÖ sè cao nhÊt cña g(x)

vµ h(x) còng lµ 1. NÕu g(x) bËc 1 th× theo HÖ qu¶ 2.1.2 f(x) cã nghiÖm

nguyªn lµ 3 hoÆc −3. Tuy nhiªn, thay vµo ta cã f(3) 6= 0 vµ f(−3) 6= 0.

Do ®ã g(x) cã bËc 2 vµ v× thÕ h(x) cã bËc 2. ViÕt g(x) = x2 + ax+ b vµ

h(x) = x2 + cx+ d víi a, b, c, d ∈ Z. §ång nhÊt hÖ sè ë hai vÕ cña ®»ng

thøc f = gh ta ®­îc

bd = 3, bc+ ad = 0, ac+ d+ b = 1, c+ a = 3.

V× bd = 3 vµ vai trß cña b, d lµ nh­ nhau nªn kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta

cã thÓ gi¶ thiÕt b = 1, d = 3 hoÆc b = −1, d = −3. NÕu b = 1, d = 3 th×

c + 3a = 0, ac = −3, a + c = 3. Suy ra a = −3

2
/∈ Z, v« lÝ. NÕu b = −1

vµ d = −3 th× −c− 3a = 0, ac = 5, c+ a = 3. Suy ra a = −3

2
/∈ Z, v« lÝ.

Nh­ vËy, f(x) kh«ng ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc nhá

h¬n 4 víi hÖ sè nguyªn. Suy ra f(x) bÊt kh¶ quy trªn Q.

2.2.5 VÝ dô. XÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc f(x) = x5 + x3 + x2 + 5

trªn Q.

Gi¶i. Ta sÏ chøng minh f(x) lµ bÊt kh¶ quy trªn Q. ThËt vËy, gi¶ sö f(x)

kh¶ quy trªnQ. Khi ®ã, theo §Þnh lý 2.2.1 ta cã f(x) = g(x)h(x) trong ®ã

g(x) ∈ Z[x] cã bËc 1 hoÆc bËc 2, h(x) ∈ Z[x] cã bËc 4 hoÆc bËc 3. Theo

HÖ qu¶ 2.1.2, c¸c nghiÖm h÷u tû cña f(x) chØ cã thÓ lµ ±5. Tuy nhiªn

f(5) 6= 0 vµ f(−5) 6= 0. Do ®ã g(x) kh«ng thÓ cã bËc 1. VËy g(x) cã bËc
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2 vµ h(x) cã bËc 3. ViÕt g(x) = x2 + ax+ b vµ h(x) = x3 + cx2 + dx+ e

víi a, b, c, d, e ∈ Z. §ång nhÊt hÖ sè ë hai vÕ cña ®¼ng thøc f = gh ta

®­îc

a+ c = 0, b+ d+ ac = 1, bc+ ad+ e = 1, ae+ bd = 0, be = 5.

V× be = 5 nªn c¸c kh¶ n¨ng sau x¶y ra:

Tr­êng hîp 1: b = 1, e = 5. Khi ®ã

a+ c = 0, d+ ac = 0, c+ ad = −4, 5a+ d = 0.

Suy ra hoÆc a = −5, c = 5, d =
9

5
/∈ Z, v« lý; hoÆc a = 0, c = 0 thay vµo

c+ ad = −4, v« lÝ.

Tr­êng hîp 2: NÕu b = −1, e = −5. Khi ®ã

a+ c = 0, d+ ac = 2,−c+ ad = 6,−5a− d = 0.

Suy ra a =
−5±

√
17

2
/∈ Z, v« lÝ.

Tr­êng hîp 3: NÕu b = 5, e = 1. Khi ®ã

a+ c = 0, d+ ac = −4, 5c+ ad = 0, a+ 5d = 0.

Suy ra d =
1±
√

401

50
/∈ Z, v« lÝ.

Tr­êng hîp 4: NÕu b = −5, e = −1. Khi ®ã

a+ c = 0, d+ ac = 6,−5c+ ad = 2, a+ 5d = 0.

Suy ra d =
−25±

√
585

10
/∈ Z, v« lÝ.

VËy kh«ng cã c¸c sè nguyªn a, c, d nµo tho¶ m·n c¸c tr­êng hîp trªn. V×

vËy f(x) kh«ng ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc nhá h¬n 5

víi hÖ sè nguyªn. Do ®ã nã bÊt kh¶ quy trªn Q.
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2.3 Ph­¬ng ph¸p dïng tiªu chuÈn Eisenstein

2.3.1 §Þnh lý. [Tiªu chuÈn Eisenstein]. Gi¶ sö

f = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

lµ ®a thøc víi hÖ sè nguyªn sao cho cã mét sè nguyªn tè p tho¶ m·n c¸c

tÝnh chÊt

(i) p kh«ng lµ ­íc cña hÖ sè cao nhÊt an.

(ii) p lµ ­íc cña c¸c hÖ sè cßn l¹i.

(iii) p2 kh«ng lµ ­íc cña hÖ sè tù do a0.

Khi ®ã f lµ bÊt kh¶ quy trªn Q.

Chøng minh. Gi¶ sö f kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Q. Theo §Þnh lý 2.2.1 ta

cã thÓ biÓu diÔn

f = gh = (b0 + b1x+ . . .+ bmx
m)(c0 + c1x+ . . .+ ckx

k),

trong ®ã g, h ∈ Z[x] víi deg g = m < n vµ deg h = k < n. Do p lµ ­íc

cña a0 = b0c0 nªn p lµ ­íc cña b0 hoÆc c0. L¹i do p2 kh«ng lµ ­íc cña a0

nªn trong hai sè b0 vµ c0, cã mét vµ chØ mét sè chia hÕt cho p. Gi¶ thiÕt c0

chia hÕt cho p. Khi ®ã b0 kh«ng chia hÕt cho p. V× an = bmck vµ an kh«ng

chia hÕt cho p nªn bm vµ ck ®Òu kh«ng chia hÕt cho p. Gäi r lµ chØ sè bÐ

nhÊt sao cho cr kh«ng lµ béi cña p. Chó ý r»ng sè r nh­ vËy lu«n tån t¹i

v× ck kh«ng lµ béi cña p. Tr­íc hÕt ta xÐt tr­êng hîp r < n. Khi ®ã p lµ

­íc cña ar. V× b0cr = ar − (b1cr−1 + b2cr−2 + . . . + brc0) víi chó ý r»ng

c¸c sè c0, . . . , cr−1 ®Òu lµ béi cña p nªn b0cr lµ béi cña p. §iÒu nµy lµ v«

lÝ v× c¶ hai sè b0 vµ cr ®Òu kh«ng lµ béi cña p. XÐt tr­êng hîp r = n. Khi

®ã n = r 6 k 6 n. Suy ra k = n, v« lÝ. VËy f lµ bÊt kh¶ quy trªn Q.

Chóng ta còng dïng tiªu chuÈn Eisenstein ®Ó kiÓm tra tÝnh chÊt bÊt kh¶

quy cña c¸c ®a thøc sau ®©y gäi lµ ®a thøc chia ®­êng trßn: Cho p lµ sè
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nguyªn tè. §a thøc chia ®­êng trßn thø p lµ

Φp(x) = xp−1 + . . .+ x+ 1.

2.3.2 HÖ qu¶. Víi mçi sè nguyªn tè p, ®a thøc chia ®­êng trßn thø p lµ

bÊt kh¶ quy trªn Q.

Chøng minh. Chó ý r»ng ®a thøc chia ®­êng trßn Φp(x) lµ bÊt kh¶ quy

khi vµ chØ khi Φp(x+ 1) lµ bÊt kh¶ quy. Ta cã

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
.

Suy ra

Φp(x+ 1) = xp−1 + C1
px

p−2 + . . .+ Ck
px

p−k−1 + . . .+ Cp−2
p x+ p,

trong ®ã Ck
p lµ sè tæ hîp chËp k cña p phÇn tö. Do p nguyªn tè nªn Ck

p lµ

béi cña p víi mäi k = 1, . . . , p− 2. V× thÕ Φp(x+ 1) lµ bÊt kh¶ quy theo

tiªu chuÈn Eisenstein.

HÖ qu¶ ®¬n gi¶n sau ®©y chØ ra r»ng víi mçi sè tù nhiªn n lu«n tån t¹i

c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn Q bËc n.

2.3.3 HÖ qu¶. Cho a = pn1
1 p

n2
2 . . . pnk

k lµ sù ph©n tÝch tiªu chuÈn cña sè tù

nhiªn a thµnh tÝch c¸c thõa sè nguyªn tè. NÕu nj = 1 víi mét sè j nµo

®ã, 1 6 j 6 k, th× xn − a lµ bÊt kh¶ quy víi mäi n.

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt, a lµ béi cña sè nguyªn tè pj nh­ng kh«ng lµ

béi cña p2j . V× thÕ theo tiªu chuÈn Eisenstein ta cã kÕt qu¶.

2.3.4 VÝ dô. Theo tiªu chuÈn Eisenstein víi p = 2 ta suy ra ®a thøc

x5−4x+2 lµ bÊt kh¶ quy trªn Q. Chó ý r»ng tÝnh chÊt bÊt kh¶ quy cña ®a

thøc nµy kh«ng dÔ kiÓm tra b»ng Bæ ®Ò Gauss trong §Þnh lý 2.2.1. Ng­îc

l¹i, tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc trong VÝ dô 2.2.5 ®· ®­îc kiÓm tra b»ng
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viÖc dïng Bæ ®Ò Gauss, nh­ng kh«ng dÔ kiÓm tra tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a

thøc nµy b»ng tiªu chuÈn Eisenstein.

2.3.5 VÝ dô. XÐt tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña c¸c ®a thøc sau.

(i) x10 + 50;

(ii) 5x11 − 9x4 + 12x3 + 36x+ 6;

(iii) x4 − 8x3 + 10x2 − 12x+ 3.

Gi¶i. (i) DÔ thÊy víi p = 2 ®a thøc x10 + 50 bÊt kh¶ quy trªn Q (theo tiªu

chuÈn Eisenstein).

(ii) §a thøc 5x11− 9x4 + 12x3 + 36x+ 6 bÊt kh¶ quy trªn Q theo tiªu

chuÈn Eisenstein víi p = 3.

(iii) §Æt x = y + 3 ta cã

f(x) = x4− 8x3 + 10x2− 12x+ 3 = y4 + 4y3− 8y2− 60y− 78 = f(y).

§a thøc f(y) bÊt kh¶ quy trªn Q theo tiªu chuÈn Eisenstein víi p = 2. Do

®ã suy ra ®a thøc f(x) = x4 − 8x3 + 10x2 − 12x+ 3 bÊt kh¶ quy trªn Q.

2.4 Rót gän theo m«®un mét sè nguyªn tè

Cho p lµ mét sè nguyªn tè. KÝ hiÖu Zp = {a|a ∈ Z}, trong ®ã a = b ∈ Zp

khi vµ chØ khi a − b chia hÕt cho p. Ta cã thÓ kiÓm tra ®­îc Zp lµ mét

tr­êng víi phÐp céng a+ b = a+ b vµ phÐp nh©n ab = ab. PhÇn tö kh«ng

lµ 0, phÇn tö ®¬n vÞ lµ 1. Tr­êng Zp cã p phÇn tö.

Trong tiÕt nµy, chóng ta tr×nh bµy mét ph­¬ng ph¸p xÐt tÝnh bÊt kh¶

quy trªn Q cña ®a thøc b»ng c¸ch dùa vµo Bæ ®Ò Gauss vµ xÐt nã trªn

tr­êng Zp víi p lµ mét sè nguyªn tè phï hîp. Gi¶ sö

f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x].
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Víi mçi sè nguyªn tè p, kÝ hiÖu ai ∈ Zp lµ sè nguyªn ai m«®un p (hay

líp thÆng d­ cña ai theo m«®un p). KÝ hiÖu

f(x) := anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Zp[x].

2.4.1 §Þnh lý. Cho f(x) ∈ Z[x]. NÕu tån t¹i mét sè nguyªn tè p sao cho

deg f(x) = deg f(x) vµ f(x) bÊt kh¶ quy trªn Zp th× f(x) bÊt kh¶ quy

trªn Q.

Chøng minh. Gi¶ sö f(x) bÊt kh¶ quy trong Zp[x] vµ deg f(x) = deg f(x).

Khi ®ã deg f(x) > 0. Suy ra deg f(x) > 0. Ta cÇn chøng minh f(x) bÊt

kh¶ quy trªn Q. Gi¶ sö f(x) kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Q. Theo Bæ ®Ò

Gauss, f(x) cã sù ph©n tÝch f(x) = g(x)h(x) trong ®ã g(x), h(x) ∈ Z[x],

deg f(x) > deg g(x) vµ deg f(x) > deg h(x). Chó ý r»ng víi mäi sè

nguyªn a, b ta cã ab = a b vµ a+ b = a + b. V× thÕ ta cã thÓ kiÓm

tra ®­îc f(x) = g(x)h(x). Do ®ã deg f(x) = deg g(x) + deg h(x). V×

deg f(x) = deg f(x), deg g(x) ≥ deg g(x) vµ deg h(x) ≥ deg h(x) nªn

ta suy ra deg g(x) = deg g(x) vµ deg h(x) = deg h(x). V× thÕ f(x) ph©n

tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc g(x), h(x) cã bËc thÊp h¬n, m©u thuÉn

víi tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Zp cña f(x).

2.4.2 Chó ý. Gi¶ thiÕt deg f(x) = deg f(x) trong §Þnh lý 2.4.1 lµ cÇn

thiÕt. Ch¼ng h¹n, xÐt ®a thøc f(x) = 5(x − 1)9 + (x − 1) ∈ Z[x]. §a

thøc nµy kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Q v× nã cã ­íc thùc sù lµ x − 1. Ta cã

f(x) = x − 1 ∈ Z5[x]. V× f(x) cã bËc 1 nªn râ rµng nã lµ bÊt kh¶ quy

trªn Z5.

2.4.3 VÝ dô. XÐt tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña c¸c ®a thøc sau.

(i) 5x2 + 10x+ 4;

(ii) 3x3 + 7x2 + 10x− 5;

(iii) 11x4 − 5x3 + 21x2 − 9x+ 6.
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Gi¶i. (i) §a thøc f(x) = 5x2 + 10x + 4 ∈ Z[x]. Chän p = 3, ta cã

f(x) = 2x2 + x + 1 ∈ Z3[x]. §a thøc f(x) kh«ng cã nghiÖm trong Z3

nªn lµ bÊt kh¶ quy. V× deg f(x) = 2 = deg f(x) nªn theo §Þnh lý 2.4.1

®a thøc f(x) bÊt kh¶ quy trªn Q.

(ii) Rót gän trong Z2[x], ®a thøc f(x) = 3x3 + 7x2 + 10x − 5 ∈ Z[x]

trë thµnh f(x) = x3 + x2 − 1 ∈ Z2[x]. §a thøc f(x) bÊt kh¶ quy trªn Z2

v× nã kh«ng cã nghiÖm trong Z2. V× deg f(x) = 3 = deg f(x) nªn theo

§Þnh lý 2.4.1 ®a thøc f(x) bÊt kh¶ quy trªn Q.

(iii) Rót gän trªn Z5, ®a thøc f(x) = 11x4−5x3+21x2−9x+6 ∈ Z[x]

trë thµnh f(x) = x4 +x2 +x+ 1 ∈ Z5[x]. DÔ thÊy f(x) kh«ng cã nghiÖm

trªn Z5 nªn nã kh«ng cã nh©n tö bËc mét. Gi¶ sö nÕu f(x) kh¶ quy trong

Z5[x] th× f(x) = (x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) víi a, b, c, d ∈ Z5. §ång nhÊt

hÖ sè ë hai vÕ cña ®¼ng thøc nµy ta ®­îc

a+ c = 0, b+ ac+ d = 1, ad+ bc = 1, bd = 1.

V× bd = 1 vµ vai trß cña b, d lµ nh­ nhau nªn kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã

thÓ gi¶ thiÕt (b, d) = (1, 1) hoÆc (b, d) = (2, 3) hoÆc (b, d) = (4, 4). NÕu

(b, d) = (1, 1) th× a+ c = 0, ac = −1, a+ c = 1, v« lÝ. NÕu (b, d) = (2, 3)

th× a + c = 0, ac = −4, 3a + 2c = 1. Suy ra a = 1, c = −1 nh­ng thay

vµo ph­¬ng tr×nh ac = −4 ta ®­îc −1 = −4, v« lÝ. NÕu (b, d) = (4, 4)

th× a + c = 0, ac = −7, a + c =
1

4
, v« lÝ. VËy f(x) bÊt kh¶ quy trªn Z5.

V× deg f(x) = 4 = deg f(x) nªn theo §Þnh lý 2.4.1 ®a thøc f(x) bÊt kh¶

quy trªn Q.

2.4.4 Chó ý. Peter Cameron ®· sö dông Bæ ®Ò Gauss vµ dïng ph­¬ng

ph¸p rót gän theo m«®un mét sè nguyªn tè ®Ó ®­a ra mét chøng minh

kh¸c cho tiªu chuÈn Eisenstein nh­ sau: Gi¶ sö f = gh, trong ®ã g, h lµ

c¸c ®a thøc víi hÖ sè nguyªn vµ deg g = m < n, deg h = k < n. Gäi

at, t = 0, 1, . . . , n; bi, i = 0, 1, . . . ,m vµ cj, j = 0, 1, . . . , k t­¬ng øng lµ
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c¸c hÖ sè cña f , g vµ h. V× c¸c hÖ sè a0, . . . , an−1 cña f ®Òu chia hÕt cho

p nªn ta cã f(x) = anx
n. Chó ý r»ng n = m + k vµ an = bmck. Do an

kh«ng lµ béi cña p theo gi¶ thiÕt nªn bm vµ ck ®Òu kh«ng lµ béi cña p. V×

thÕ

g(x) = bmx
m + ®a thøc bËc thÊp h¬n ∈ Zp[x],

h(x) = ckx
k + ®a thøc bËc thÊp h¬n ∈ Zp[x].

Ta cã thÓ kiÓm tra ®­îc f(x) = g(x)h(x). Do ®ã anxn = g(x)h(x). Chó

ý r»ng anxn chØ cã duy nhÊt mét ­íc bÊt kh¶ quy lµ x. V× thÕ g(x) vµ

h(x) còng chØ cã ®óng mét ­íc bÊt kh¶ quy lµ x. Do ®ã g(x) = bmx
m vµ

h(x) = ckx
k. Do ®ã bi = 0 vµ cj = 0 víi mäi i < m vµ j < k. §Æc biÖt,

c0 vµ b0 ®Òu chia hÕt cho p. Do ®ã a0 chia hÕt cho p2, v« lÝ.
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Ch­¬ng 3

TÝnh bÊt kh¶ quy trªn tr­êng Zp

Môc ®Ých cña ch­¬ng nµy lµ xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña c¸c ®a thøc trªn

tr­êng Zp víi p lµ mét sè nguyªn tè. §Ó chøng minh c¸c kÕt qu¶ trong

ch­¬ng nµy, ngoµi viÖc sö dông §Þnh lý Kronecker vÒ sù tån t¹i tr­êng

ph©n r· cña mét ®a thøc, chóng ta cÇn chuÈn bÞ thªm mét sè kÕt qu¶ vÒ lý

thuyÕt nhãm, ®Æc biÖt lµ nhãm nh©n Z∗p.

3.1 KiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ nhãm nh©n Z∗p

3.1.1 §Þnh nghÜa. Nhãm lµ mét tËp G cïng víi mét phÐp to¸n (kÝ hiÖu

theo lèi nh©n) tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn

(i) PhÐp to¸n cã tÝnh kÕt hîp: a(bc) = (ab)c víi mäi a, b, c ∈ G.
(ii) G cã ®¬n vÞ: ∃e ∈ G sao cho ex = xe = x víi mäi x ∈ G.
(iii) Mäi phÇn tö cñaG ®Òu kh¶ nghÞch: Víi mçi x ∈ G, tån t¹i x−1 ∈ G

sao cho xx−1 = x−1x = e.

Mét nhãm G ®­îc gäi lµ nhãm giao ho¸n (hay nhãm Abel) nÕu phÐp

to¸n lµ giao ho¸n, tøc lµ ab = ba víi mäi a, b ∈ G. NÕu G cã h÷u h¹n

phÇn tö th× sè phÇn tö cña G ®­îc gäi lµ cÊp cña G. NÕu G cã v« h¹n

phÇn tö th× ta nãi G cã cÊp v« h¹n.

3.1.2 VÝ dô. Cho m > 1 lµ mét sè nguyªn. Víi a, b ∈ Z, ta ®Þnh nghÜa

34
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a = b nÕu vµ chØ nÕu a− b chia hÕt cho m. KÝ hiÖu Zm = {a | a ∈ Z} lµ
tËp c¸c sè nguyªn m«®unm (hay tËp c¸c líp thÆng d­ theo m«®unm). KÝ

hiÖu Z∗m = {a ∈ Zm | (a,m) = 1} lµ tËp c¸c sè nguyªn m«®un m nguyªn

tè cïng nhau víi m. Khi ®ã Z∗m víi phÐp nh©n a b = ab lµ mét nhãm giao

ho¸n cÊp ϕ(m), trong ®ã ϕ lµ hµm Euler, tøc lµ ϕ(1) = 1 vµ khi m > 1

th× ϕ(m) lµ sè c¸c sè tù nhiªn nhá h¬n m vµ nguyªn tè cïng nhau víi m.

PhÇn tö ®¬n vÞ cña Z∗m lµ 1. Râ rµng nÕu m lµ sè nguyªn tè th× cÊp cña

Z∗m lµ m− 1.

3.1.3 §Þnh nghÜa. TËp con H cña mét nhãm G ®­îc gäi lµ nhãm con cña

G nÕu e ∈ H , a−1 ∈ H vµ ab ∈ H víi mäi a, b ∈ H.

Cho G lµ mét nhãm víi phÐp to¸n kÝ hiÖu theo lèi nh©n. Cho a ∈ G.
§Æt (a) = {an | n ∈ Z}. Khi ®ã (a) lµ nhãm con cña G. Ta gäi (a) lµ

nhãm con xyclic sinh bëi a. CÊp cña nhãm con (a) ®­îc gäi lµ cÊp cña

phÇn tö a.

3.1.4 Bæ ®Ò. Cho G lµ mét nhãm víi ®¬n vÞ e. Víi mçi a ∈ G, c¸c ph¸t

biÓu sau lµ t­¬ng ®­¬ng

(i) a cã cÊp n.

(ii) n lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt sao cho an = e.

(iii) an = e vµ nÕu ak = e th× k lµ béi cña n víi mäi k ∈ Z.

Chøng minh. (i)⇒(ii). Tr­íc hÕt ta kh¼ng ®Þnh tån t¹i mét sè nguyªn

d­¬ng k sao cho ak = e. Gi¶ sö ng­îc l¹i, víi mäi cÆp sè tù nhiªn k < k′

ta cã ak
′−k 6= e. Suy ra ak 6= ak

′
. §iÒu nµy chøng tá (a) cã cÊp v« h¹n,

v« lÝ víi gi¶ thiÕt (i). Do ®ã, tån t¹i nh÷ng sè nguyªn d­¬ng k sao cho

ak = e. Gäi r lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt cã tÝnh chÊt ar = e. Ta thÊy

r»ng c¸c phÇn tö e, a, a2, . . . , ar−1 lµ ®«i mét kh¸c nhau. ThËt vËy, nÕu

ai = aj víi 0 6 i 6 j < r th× aj−i = e vµ 0 6 j − i < r, do ®ã theo c¸ch
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chän cña r ta cã i = j. B©y giê ta chøng minh G = {e, a, a2, . . . , ar−1}.
Râ rµng G ⊇ {e, a, a2, . . . , ar−1}. Cho b ∈ G. Khi ®ã b = ak víi k ∈ Z.
ViÕt k = rq + s trong ®ã q, s ∈ Z vµ 0 6 s 6 r − 1. Ta cã

b = ak = arq+s = (ar)qas = as ∈ {e, a, a2, . . . , ar−1}.

V× thÕ G = {e, a, a2, . . . , ar−1} lµ nhãm cÊp r. Suy ra r = n vµ (ii) ®­îc

chøng minh.

(ii)⇒(iii). Gi¶ sö ak = e. ViÕt k = nq + r víi 0 6 r < n. V× an = e

nªn e = ak = anqar = ar. Theo c¸ch chän n ta ph¶i cã r = 0, suy ra k

chia hÕt cho n.

(iii)⇒(i). Gäi r lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt sao cho ar = e. Theo (iii),

r lµ béi cña n. Do ®ã n lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt tháa m·n an = e.

T­¬ng tù nh­ chøng minh (i)⇒(ii) ta suy ra cÊp cña a lµ n.

3.1.5 VÝ dô. XÐt nhãm nh©n Z∗7. CÊp cña Z∗7 lµ ϕ(7) = 6. Nhãm con

xyclic sinh bëi 2 lµ (2) = {1, 2, 4}. Do ®ã cÊp cña 2 trong nhãm nh©n Z∗7
lµ 3. Chó ý r»ng 3 lµ sè nguyªn d­¬ng bÐ nhÊt tháa m·n (2)3 = 1 ∈ Z7.

V× thÕ theo bæ ®Ò trªn ta còng suy ra cÊp cña 2 lµ 3.

3.1.6 §Þnh nghÜa. Cho H lµ nhãm con cña G víi phÐp to¸n kÝ hiÖu theo

lèi nh©n. Víi a ∈ G, kÝ hiÖu Ha = {ha | h ∈ H}. Chó ý r»ng Ha = Hb

nÕu vµ chØ nÕu ab−1 ∈ H. Ta gäi Ha lµ líp ghÐp tr¸i cña H trong G øng

víi phÇn tö a. Khi H chØ cã h÷u h¹n líp ghÐp tr¸i th× sè c¸c líp ghÐp tr¸i

cña H ®­îc gäi lµ chØ sè cña H trong G.

3.1.7 §Þnh lý. (Lagrange). Trong mét nhãm h÷u h¹n, cÊp vµ chØ sè cña

mét nhãm con lµ ­íc cña cÊp cña toµn nhãm.

Chøng minh. Gi¶ sö G lµ nhãm cã cÊp n vµ H lµ nhãm con cña G cã

cÊp m. Víi mçi a ∈ G ta cã a = ea ∈ Ha. V× thÕ, mçi phÇn tö cña G
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®Òu thuéc mét líp ghÐp tr¸i cña H. Gi¶ sö Ha ∩Hb 6= ∅. Khi ®ã tån t¹i

h, h′ ∈ H sao cho ha = h′b. Suy ra a = h−1h′b. Cho xa ∈ Ha, trong

®ã x ∈ H. Khi ®ã xa = (xh−1h′)b ∈ Hb. Suy ra Ha ⊆ Hb. T­¬ng tù,

Hb ⊆ Ha vµ do ®ã Ha = Hb. VËy hai líp ghÐp tr¸i bÊt k× cña H nÕu

kh¸c nhau th× ph¶i rêi nhau. Víi mçi a ∈ G, râ rµng ¸nh x¹ f : H → Ha

x¸c ®Þnh bëi f(h) = ha lµ mét song ¸nh. V× thÕ mçi líp ghÐp tr¸i cña H

®Òu cã ®óng m phÇn tö. Gäi chØ sè cña H lµ s. Tõ c¸c lËp luËn trªn ta suy

ra n = sm. V× thÕ s vµ m ®Òu lµ ­íc cña n.

3.1.8 VÝ dô. XÐt nhãm nh©n Z∗7. CÊp cña Z∗7 lµ 6. CÊp cña nhãm con

(2) = {1, 2, 4} lµ 3. Theo chøng minh §Þnh lý Lagrange, chØ sè cña nhãm

con {1, 2, 4} lµ 6 : 3 = 2.

3.2 TÝnh bÊt kh¶ quy trªn tr­êng Zp

Trong suèt tiÕt nµy, lu«n gi¶ thiÕt p lµ mét sè nguyªn tè. Khi ®ã Zp lµ

mét tr­êng víi phÐp céng vµ phÐp nh©n c¸c sè nguyªn m«®un p. §Ó thuËn

tiÖn, c¸c phÇn tö cña Zp vÉn ®­îc kÝ hiÖu nh­ c¸c sè nguyªn, trong ®ã ta

hiÓu hai phÇn tö a, b ∈ Zp lµ b»ng nhau nÕu vµ chØ nÕu a− b lµ béi cña p.
Gi¶ sö f(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè nguyªn. Coi f(x) nh­ ®a thøc trong

Zp[x]. Trong tr­êng hîp khi bËc cña f(x) kh«ng lín vµ p lµ sè nguyªn tè

nhá th× ta cã thÓ kiÓm tra tÝnh bÊt kh¶ quy cña f(x) trªn Zp trùc tiÕp tõ

®Þnh nghÜa ®a thøc bÊt kh¶ quy. Sau ®©y lµ mét vÝ dô minh häa.

3.2.1 VÝ dô. §a thøc x4 + x+ 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn Z2.

Chøng minh. Gi¶ sö f(x) = x4 + x + 1 kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Z2. V×

f(x) kh«ng cã nghiÖm trong Z2 nªn nã kh«ng cã nh©n tö bËc nhÊt. V× thÕ

nã ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc hai: f(x) = g(x)h(x)

víi g(x), h(x) ∈ Z2[x] vµ deg g(x) = deg h(x) = 2. C¸c ®a thøc bËc hai
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trong Z2[x] lµ x2, x2 + x, x2 + 1, x2 + x+ 1. DÔ thÊy ®a thøc bËc hai duy

nhÊt trong Z2[x] kh«ng cã nghiÖm trong Z2 lµ x2 + x+ 1. V× f(x) kh«ng

cã nghiÖm trong Z2 nªn g(x) vµ h(x) còng kh«ng cã nghiÖm trong Z2.

Do ®ã g(x) = h(x) = x2 + x+ 1. Râ rµng x4 + x+ 1 kh«ng chia hÕt cho

x2 + x + 1, tøc lµ f(x) kh«ng chia hÕt cho g(x), ®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy,

x4 + x+ 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn Z2.

Trong tr­êng hîp tæng qu¸t, khi p lµ sè nguyªn tè bÊt k×, viÖc kiÓm tra

tÝnh bÊt kh¶ quy trªn tr­êng Zp nh×n chung kh«ng thùc hiÖn ®­îc. Môc

®Ých cña tiÕt nµy lµ sö dông §Þnh lý Kronecker vÒ tr­êng ph©n r· (§Þnh

lý 1.3.2) vµ §Þnh lý Lagrange trong lý thuyÕt nhãm (§Þnh lý 3.1.7) ®Ó xÐt

tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc trªn Zp trong mét sè tr­êng hîp ®Æc biÖt.

3.2.2 MÖnh ®Ò. §a thøc x2 + 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn Zp víi mäi sè nguyªn

tè p tháa m·n p ≡ 3(mod 4).

Chøng minh. Cho p lµ sè nguyªn tè tháa m·n p ≡ 3(mod 4). Gi¶ sö x2+1

kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Zp. Khi ®ã x2 + 1 ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña

hai ®a thøc bËc 1. Do ®ã x2 + 1 cã nghiÖm α ∈ Zp. V× thÕ α2 = −1.

Suy ra α4 = 1. Do p ≡ 3(mod 4) nªn p 6= 2. V× thÕ 1 6= −1 ∈ Zp. Suy

ra α 6= ±1 vµ α2 6= 1. Ta kh¼ng ®Þnh α3 6= 1. ThËt vËy, nÕu α3 = 1 th×

α2α = 1. Do ®ã −α = 1 hay α = −1. §iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy αn 6= 1 víi

mäi n = 1, 2, 3 vµ α4 = 1. Chó ý r»ng α 6= 0 v× 0 kh«ng lµ nghiÖm cña

x2 + 1. Do ®ã α ∈ Z∗p. Theo Bæ ®Ò 3.1.4, cÊp cña phÇn tö α trong nhãm

nh©n Z∗p lµ 4. V× p lµ sè nguyªn tè nªn cÊp cña nhãm nh©n Z∗p lµ p − 1.

Theo §Þnh lý Lagrange, cÊp cña α lµ ­íc cña cÊp cña nhãm nh©n Z∗p. Do
®ã 4 lµ ­íc cña p−1. Tõ gi¶ thiÕt ta ta cã p−1 ®ång d­ víi 2 theo m«®un

4. §iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy x2 + 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn Zp.

3.2.3 MÖnh ®Ò. §a thøc x2 + x + 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn Zp víi mäi sè

nguyªn tè p tháa m·n p ≡ 2(mod 3).
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Chøng minh. Cho p lµ sè nguyªn tè tháa m·n p ≡ 2(mod 3). Gi¶ sö

f(x) = x2 + x + 1 kh«ng bÊt kh¶ quy trªn Zp. Khi ®ã f(x) lµ tÝch cña

hai ®a thøc bËc 1. Do ®ã f(x) cã nghiÖm α ∈ Zp. Chó ý r»ng 0 kh«ng lµ

nghiÖm cña f(x). V× thÕ α 6= 0 vµ do dã α ∈ Z∗p. V×

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1) = (x− 1)f(x),

vµ v× α lµ nghiÖm cña f(x) nªn α lµ nghiÖm cña x3 − 1. Suy ra α3 = 1.

Ta kh¼ng ®Þnh 1 kh«ng lµ nghiÖm cña f(x). ThËt vËy, nÕu 1 lµ nghiÖm

cña f(x) th× 1 + 1 + 1 = 0 ∈ Zp vµ do ®ã 3 lµ béi cña p. Tuy nhiªn,

p ≡ 2(mod 3). §iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy 1 kh«ng lµ nghiÖm cña f(x) vµ do

®ã α 6= 1. NÕu α2 = 1 th× 1 = α3 = α2α = α, ®iÒu nµy lµ v« lÝ. Nh­

vËy, αn 6= 1 víi n = 1, 2 vµ α3 = 1. Theo Bæ ®Ò 3.1.4, cÊp cña α trong

nhãm nh©n Z∗p lµ 3. Chó ý r»ng Z∗p cã cÊp lµ p − 1 ®ång d­ víi 1 theo

m«®un 3. Theo §Þnh lý Lagrange, 3 lµ ­íc cña p− 1. §iÒu nµy v« lÝ. Do

®ã, x2 + x+ 1 lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn Zp.

3.2.4 MÖnh ®Ò. §a thøc f(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 lµ bÊt kh¶ quy trªn

Zp víi mäi sè nguyªn tè p tháa m·n p 6= 5 vµ p 6≡ ±1(mod 5).

Chøng minh. Cho p lµ sè nguyªn tè tháa m·n p 6= 5 vµ p 6≡ ±1(mod 5).

Theo §Þnh lý 1.3.2 (Kronecker), tån t¹i mét tr­êng K chøa Zp vµ chøa

c¸c nghiÖm cña f(x). Gäi α lµ mét nghiÖm cña f(x). Râ rµng 0 kh«ng lµ

nghiÖm cña f(x), v× thÕ α 6= 0.

• Kh¼ng ®Þnh 1: αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4 vµ α5 = 1. ThËt vËy, râ

rµng x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1) = (x− 1)f(x). Do ®ã α lµ

nghiÖm cña x5 − 1. Suy ra α5 = 1. NÕu α = 1 th× 5 = 0 ∈ Zp vµ do ®ã

5 lµ béi cña p, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt p 6= 5. Suy ra α 6= 1.

NÕu α2 = 1 th× 1 = α5 = (α2)2α = α, ®iÒu nµy lµ v« lÝ. NÕu α3 = 1

th× 1 = α5 = α3α2 = α2, v« lÝ. NÕu α4 = 1 th× 1 = α5 = α4α = α, v«
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lÝ. Nh­ vËy, αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4 vµ α5 = 1. Kh¼ng ®Þnh ®­îc

chøng minh.

• Kh¼ng ®Þnh 2: f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc nhÊt trong Zp[x]. ThËt vËy,

gi¶ sö f(x) cã nh©n tö bËc nhÊt. Khi ®ã f(x) cã nghiÖm α ∈ Zp. V× α 6= 0

nªn α ∈ Z∗p. Theo Kh¼ng ®Þnh 1, αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4 vµ α5 = 1.

V× thÕ, theo Bæ ®Ò 3.1.4, cÊp cña α trong nhãm nh©n Z∗p lµ 5. Theo §Þnh

lý Lagrange, 5 lµ ­íc cña cÊp cña Z∗p. Tõ gi¶ thiÕt, Z∗p cã cÊp p− 1 kh«ng

chia hÕt cho 5. §iÒu nµy lµ v« lÝ.

• Kh¼ng ®Þnh 3: f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc hai trong Zp[x]. ThËt

vËy, gi¶ sö f(x) cã nh©n tö bËc hai. Khi ®ã f(x) = q(x)r(x), trong ®ã

q(x), r(x) ∈ Zp[x] vµ deg q(x) = deg r(x) = 2. Chó ý r»ng q(x), r(x) lµ

bÊt kh¶ quy trªn Zp v× nÕu ng­îc l¹i th× q(x) hoÆc r(x) cã nh©n tö bËc

nhÊt vµ do ®ã f(x) cã nh©n tö bËc nhÊt, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi Kh¼ng

®Þnh 2. Do α lµ nghiÖm cña f(x) nªn nã lµ nghiÖm cña q(x) hoÆc r(x).

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ thiÕt α lµ nghiÖm cña q(x). §Æt F = Zp

vµ T = {a + bα | a, b ∈ Zp}. Râ rµng phÐp céng ®ãng kÝn trong T .

Cho u = a + bα, v = c + dα ∈ T. ViÕt q(x) = a0 + a1x + a2x
2 víi

a0, a1, a2 ∈ Zp. Do α lµ nghiÖm cña q(x) nªn a0 + a1α + a2α
2 = 0. L¹i

do q(x) cã bËc hai nªn a2 6= 0. V× thÕ α2 = −a−12 (a0 + a1α). Do ®ã

uv = ac+ bdα2 + (ad+ bc)α

= ac− bda0a−12 + (ad+ bc− bda1a−12 )α ∈ T.

V× thÕ T ®ãng kÝn víi phÐp céng vµ phÐp nh©n. DÔ kiÓm tra ®­îc T lµ

mét tr­êng con cña tr­êng K. XÐt T nh­ F−kh«ng gian vÐc t¬. Râ rµng

{1, α} lµ mét hÖ sinh cña F−kh«ng gian vÐc t¬ T . Gi¶ sö a.1 + bα = 0

víi a, b ∈ F . NÕu b = 0 th× a = 0. NÕu b 6= 0 th× α = −ab−1 ∈ F = Zp,

v« lÝ víi Kh¼ng ®Þnh 2. Do ®ã {1, α} lµ mét c¬ së cña F−kh«ng gian

vÐc t¬ T , vµ v× thÕ chiÒu cña kh«ng gian nµy lµ 2. Do F cã p phÇn tö vµ
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dimF T = 2 nªn T cã p2 phÇn tö. Suy ra nhãm nh©n T ∗ = T \ {0} cã cÊp

lµ p2 − 1 = (p − 1)(p + 1). V× α 6= 0 nªn α ∈ T ∗. Theo Kh¼ng ®Þnh 1

ta cã αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4 vµ α5 = 1. V× thÕ, theo Bæ ®Ò 3.1.4,

cÊp cña α trong nhãm nh©n T ∗ lµ 5. Theo §Þnh lý Lagrange, 5 lµ ­íc cña

(p− 1)(p+ 1). V× p 6≡ ±1(mod 5) theo gi¶ thiÕt nªn 5 kh«ng lµ ­íc cña

(p− 1)(p+ 1), v« lÝ. VËy f(x) bÊt kh¶ quy trªn Zp.

3.2.5 MÖnh ®Ò. §a thøc f(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 lµ bÊt

kh¶ quy trªn Zp víi mäi sè nguyªn tè p ≡ 3(mod 7) hoÆc p ≡ 5(mod 7).

Chøng minh. Cho p ≡ 3(mod 7) hoÆc p ≡ 5(mod 7) víi p lµ sè nguyªn

tè. Theo §Þnh lý 1.3.2 (Kronecker), tån t¹i mét tr­êng K chøa Zp vµ chøa

tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña f(x). Gäi α ∈ K lµ mét nghiÖm cña f(x). Râ rµng

0 kh«ng lµ nghiÖm cña f(x), v× thÕ α 6= 0.

• Kh¼ng ®Þnh 1: αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 vµ α7 = 1. ThËt

vËy, râ rµng x7− 1 = (x− 1)f(x). Do ®ã α lµ nghiÖm cña x7− 1. Suy ra

α7 = 1. NÕu α = 1 th× 7 = 0 ∈ Zp vµ do ®ã 7 lµ béi cña p, ®iÒu nµy lµ

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt vÒ p. NÕu α2 = 1 th× 1 = α7 = (α2)3α = α, ®iÒu

nµy lµ v« lÝ. NÕu α3 = 1 th× 1 = α7 = (α3)2α = α, v« lÝ. NÕu α4 = 1 th×

1 = α7 = α4α3 = α3, v« lÝ. NÕu α5 = 1 th× 1 = α7 = α5α2 = α2, v«

lÝ. NÕu α6 = 1 th× 1 = α7 = α6α = α, v« lÝ. Nh­ vËy, αn 6= 1 víi mäi

n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 vµ α7 = 1.

• Kh¼ng ®Þnh 2: f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc nhÊt trong Zp[x]. ThËt vËy,

nÕu f(x) cã nh©n tö bËc nhÊt th× f(x) cã nghiÖm trong α ∈ Zp. Theo

Kh¼ng ®Þnh 1, αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 vµ α7 = 1. V× α 6= 0 nªn

α ∈ Z∗p. Do ®ã cÊp cña α trong nhãm nh©n Z∗p lµ 7. Theo gi¶ thiÕt, Z∗p cã
cÊp p − 1, trong ®ã p − 1 ®ång d­ víi 2 theo m«®un 7 hoÆc ®ång d­ víi

4 theo m«®un 7. Theo §Þnh lý Lagrange, 7 lµ ­íc cña p − 1, ®iÒu nµy lµ

v« lÝ.
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• Kh¼ng ®Þnh 3: f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc hai trong Zp[x]. ThËt vËy,

gi¶ sö f(x) cã nh©n tö q(x) ∈ Zp[x] bËc hai. Theo Kh¼ng ®Þnh 2, f(x)

kh«ng cã nh©n tö bËc nhÊt. V× thÕ q(x) kh«ng cã nh©n tö bËc nhÊt. Suy ra

q(x) lµ bÊt kh¶ quy trªn Zp. LÊy α ∈ K lµ mét nghiÖm cña q(x). T­¬ng

tù nh­ chøng minh MÖnh ®Ò 3.2.4, ta suy ra tËp T = {a+ bα | a, b ∈ Zp}
lµ mét tr­êng con cña K, tr­êng nµy cã p2 phÇn tö. V× α 6= 0 nªn α ∈ T ∗.
Theo Kh¼ng ®Þnh 1, ta cã αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 vµ α7 = 1.

V× thÕ cÊp cña α trong nhãm nh©n T ∗ lµ 7. Theo §Þnh lý Lagrange, 7 lµ

­íc cña cÊp cña nhãm nh©n T ∗. Chó ý r»ng T ∗ cã cÊp p2 − 1. Tuy nhiªn

p2 − 1 kh«ng chia hÕt cho 7 v× nã ®ång d­ víi 1 hoÆc 3 theo m«®un 7.

§iÒu nµy lµ v« lÝ.

• Kh¼ng ®Þnh 4: f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc ba trong Zp[x]. ThËt vËy,

gi¶ sö f(x) cã nh©n tö bËc ba q(x) ∈ Zp[x]. Theo c¸c Kh¼ng ®Þnh 2, 3,

®a thøc q(x) bÊt kh¶ quy trªn Zp. T­¬ng tù nh­ chøng minh Kh¼ng ®Þnh

3, ta cã thÓ chøng minh ®­îc tËp

T = {a+ bα + cα2 | a, b, c ∈ Zp}

lµ mét tr­êng con cña K, tr­êng nµy cã p3 phÇn tö. V× α 6= 0 nªn α ∈ T ∗.
Theo Kh¼ng ®Þnh 1, ta cã αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 vµ α7 = 1.

V× thÕ cÊp cña α trong nhãm nh©n T ∗ lµ 7. Theo §Þnh lý Lagrange, 7 lµ

­íc cña cÊp cña nhãm nh©n T ∗. Nhãm nh©n T ∗ cã cÊp p3− 1. Chó ý r»ng

p3 − 1 kh«ng chia hÕt cho 7 v× nã ®ång d­ víi 5 theo m«®un 7, v« lÝ.

VËy f(x) kh«ng cã nh©n tö bËc mét, bËc hai hay bËc ba, do ®ã nã bÊt

kh¶ quy trªn Zp.

3.2.6 MÖnh ®Ò. §a thøc f(x) = x10 + x9 + . . . + x + 1 lµ bÊt kh¶ quy

trªn tr­êng Zp víi mäi sè nguyªn tè p sao cho p ≡ 2, 6, 7, 8 (mod 11).

Chøng minh. Cho p lµ sè nguyªn tè sao cho p ≡ 2, 6, 7, 8 (mod 11). Theo

§Þnh lý Kronecker, tån t¹i mét tr­êng K chøa Zp vµ chøa c¸c nghiÖm cña
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f(x). Gäi α ∈ K lµ mét nghiÖm cña f(x). T­¬ng tù nh­ chøng minh

MÖnh ®Ò 3.2.5, ta cã thÓ chØ ra r»ng αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, . . . , 10 vµ

α11 = 1. Râ rµng 0 kh«ng lµ nghiÖm cña f(x), do ®ã α 6= 0.

Cho d ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Gi¶ sö f(x) cã nh©n tö q(x) bÊt kh¶ quy bËc d.

Gäi α ∈ K lµ mét nghiÖm cña q(x). §Æt

T =
{ d−1∑

i=0

aiα
i | ai ∈ Zp, ∀i

}
.

Do deg q(x) = q nªn T lµ mét tr­êng. XÐt T nh­ mét Zp−kh«ng gian vÐc

t¬. Do q(x) bÊt kh¶ quy nªn ta cã thÓ chØ ra r»ng {1, α, . . . , αd−1} lµ mét

c¬ së cña T . Do ®ã dimZp
T = d vµ v× thÕ T cã pd phÇn tö. Do α 6= 0 nªn

α ∈ T ∗. V× αn 6= 1 víi mäi n = 1, 2, . . . , 10 vµ α11 = 1 nªn α cã cÊp 11

trong nhãm nh©n T ∗. Theo §Þnh lý Lagrange, 11 lµ ­íc cña pd − 1. Theo

gi¶ thiÕt, ta cã

(i) p− 1 ®ång d­ víi mét trong c¸c sè 1, 5, 6, 7 theo m«®un 11.

(ii) p2 − 1 ®ång d­ víi mét trong c¸c sè 3, 2, 4, 8 theo m«®un 11.

(ii) p3 − 1 ®ång d­ víi mét trong c¸c sè 7, 6, 1, 5 theo m«®un 11.

(iii) p4 − 1 ®ång d­ víi mét trong c¸c sè 4, 8, 2, 3 theo m«®un 11.

(iv) p5 − 1 ®ång d­ víi 9 theo m«®un 11.

Nh­ vËy, pd− 1 kh«ng lµ béi cña 11 víi mäi d 6 5. Suy ra f(x) kh«ng

cã nh©n tö bÊt kh¶ quy bËc d víi mäi d 6 5. V× thÕ f(x) bÊt kh¶ quy trªn

Zp.
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KÕt luËn

Trong luËn v¨n nµy, chóng t«i ®· tr×nh bµy c¸c néi dung sau ®©y vÒ ®a

thøc bÊt kh¶ quy trªn mét tr­êng:

• Tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së vÒ ®a thøc bÊt kh¶ quy.

• Sö dông ®a thøc bÊt kh¶ quy ®Ó chøng minh §Þnh lý Kronecker vÒ

sù tån t¹i tr­êng ph©n r· cña mét ®a thøc (§Þnh lý 1.3.2) vµ chøng minh

§Þnh lý cña Galois vÒ sù tån t¹i mét tr­êng h÷u h¹n (§Þnh lý 1.3.5).

• §­a ra mét sè ph­¬ng ph¸p xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc trªn

Q nh­ ph­¬ng ph¸p t×m nghiÖm h÷u tû, ph­¬ng ph¸p dïng Bæ ®Ò Gauss

(§Þnh lý 2.2.1), ph­¬ng ph¸p dïng tiªu chuÈn Eisenstein (§Þnh lý 2.3.1)

vµ ph­¬ng ph¸p rót gän theo m«®un mét sè nguyªn tè (§Þnh lý 2.4.1).

• Sö dông §Þnh lý Kronecker vÒ tr­êng ph©n r· (§Þnh lý 1.3.2) vµ §Þnh

lý Lagrange vÒ cÊp cña nhãm h÷u h¹n (§Þnh lý 3.1.7) ®Ó xÐt tÝnh bÊt kh¶

quy cña mét vµi ®a thøc trªn tr­êng Zp víi p lµ sè nguyªn tè.
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