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Lêi c¶m ¬n

Sau qu¸ tr×nh nhËn ®Ò tµi vµ nghiªn cøu d−íi sù h−íng dÉn khoa häc

cña PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn, luËn v¨n “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè”

cña t«i ®· ®−îc hoµn thµnh. Cã ®−îc kÕt qu¶ nµy, ®ã lµ nhê sù d¹y b¶o

hÕt søc tËn t×nh vµ nghiªm kh¾c cña C«. T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u

s¾c tíi C« vµ gia ®×nh!

T«i còng xin göi lêi c¶m ¬n ch©n thµnh ®Õn Ban Gi¸m hiÖu, Phßng

§µo t¹o-Khoa häc-Quan hÖ quèc tÕ vµ Khoa To¸n-Tin cña Tr−êng §¹i

häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt

trong suèt qu¸ tr×nh häc tËp t¹i tr−êng còng nh− thêi gian t«i hoµn thµnh

®Ò tµi nµy. Sù gióp ®ì nhiÖt t×nh vµ th¸i ®é th©n thiÖn cña c¸c c¸n bé

thuéc Phßng §µo t¹o vµ Khoa To¸n-Tin ®· ®Ó l¹i trong lßng mçi chóng

t«i nh÷ng Ên t−îng hÕt søc tèt ®Ñp.

T«i xin c¶m ¬n Phßng Gi¸o dôc vµ §µo t¹o huyÖn Thñy Nguyªn -

thµnh phè H¶i Phßng vµ Tr−êng trung häc c¬ së D−¬ng Quan - n¬i t«i

®ang c«ng t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn cho t«i hoµn thµnh khãa häc nµy.

T«i xin c¶m ¬n gia ®×nh, b¹n bÌ ®ång nghiÖp vµ c¸c thµnh viªn trong

líp cao häc To¸n K4B (Khãa 2010-2012) ®· quan t©m, t¹o ®iÒu kiÖn,

®éng viªn cæ vò ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh nhiÖm vô cña m×nh.
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Lêi nãi ®Çu

§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè ph¸t biÓu r»ng mçi ®a thøc mét biÕn kh¸c

h»ng víi hÖ sè phøc cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc. §«i khi, §Þnh lÝ c¬

b¶n cña §¹i sè ®−îc ph¸t biÓu d−íi d¹ng: Mçi ®a thøc mét biÕn kh¸c 0

víi hÖ sè phøc cã sè nghiÖm phøc (mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã)

®óng b»ng bËc cña ®a thøc ®ã.

MÆc dï tªn cña ®Þnh lÝ lµ “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè” nh−ng kh«ng cã

mét chøng minh thuÇn tóy ®¹i sè nµo cho ®Þnh lÝ nµy. TÊt c¶ c¸c chøng

minh cho §Þnh lÝ ®Òu cÇn ®Õn tÝnh ®Çy ®ñ cña tËp c¸c sè thùc, hoÆc mét

d¹ng t−¬ng ®−¬ng vÒ tÝnh ®Çy ®ñ, mµ tÝnh ®Çy ®ñ l¹i kh«ng lµ kh¸i niÖm

®¹i sè. H¬n n÷a, §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè kh«ng ph¶i lµ nÒn t¶ng cña

§¹i sè hiÖn ®¹i. Tªn cña ®Þnh lÝ nµy ®−îc ®Æt ra vµo thêi ®iÓm khi mµ

viÖc nghiªn cøu ®¹i sè chñ yÕu lµ ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh ®a thøc.

Peter Roth lµ ng−êi ®Çu tiªn ph¸t biÓu gîi më “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè” trong cuèn s¸ch “Arithmetica Phylosophica” c«ng bè n¨m 1608:

“Mét ®a thøc bËc n víi hÖ sè thùc cã kh«ng qu¸ n nghiÖm”. TiÕp ®Õn lµ

kh¼ng ®Þnh cña Albert Giard (1595-1632) trong cuèn s¸ch “L’invention

nouvelle en l’Algèbre” xuÊt b¶n n¨m 1629: “Ph−¬ng tr×nh ®a thøc bËc

n cã n nghiÖm, trõ khi ph−¬ng tr×nh bÞ khuyÕt”. NhiÒu nhµ to¸n häc ®·

tin §Þnh lÝ lµ ®óng, vµ do ®ã hä tin r»ng mäi ®a thøc víi hÖ sè thùc kh¸c

h»ng ®Òu viÕt d−íi d¹ng tÝch cña c¸c ®a thøc víi hÖ sè thùc bËc mét

hoÆc hai. Bªn c¹nh ®ã l¹i cã nh÷ng ng−êi (Gottfried Wilhelm Leibniz,

Nikolaus II Bernoulli) cè t×m ra nh÷ng ®a thøc bËc 4 víi hÖ sè thùc kh«ng

lµ tÝch cña c¸c ®a thøc bËc 1 hoÆc 2. Tuy nhiªn, c¸c ph¶n vÝ dô cña hä

®Òu ®−îc Leonhard Euler ph¶n b¸c, ®iÒu nµy cµng lµm cho c¸c nhµ to¸n

häc thêi ®ã tin t−ëng tÝnh ®óng ®¾n cña §Þnh lÝ.
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Chøng minh ®Çu tiªn cho §Þnh lÝ thuéc vÒ D’Alembert vµo n¨m 1746,

nh−ng chøng minh nµy kh«ng hoµn chØnh. Euler 1749 cã mét chøng

minh ®óng cho §Þnh lÝ trong tr−êng hîp bËc cña ®a thøc � 6. C¸c chøng

minh kh¸c ®−îc thùc hiÖn bëi Euler 1749, De Foncenex 1759, Lagrange

1772 vµ Laplace 1795 ®Òu cã Ýt nhiÒu chç ch−a chÆt chÏ. KÓ c¶ chøng

minh ®Çu tiªn cña Gauss n¨m 1799 còng kh«ng ®Çy ®ñ. M·i ®Õn n¨m

1816, Gauss míi ®−a ra mét chøng minh chÝnh x¸c cho §Þnh lÝ.

Môc tiªu cña luËn v¨n lµ giíi thiÖu lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè,

trong ®ã nhÊn m¹nh nh÷ng ®ãng gãp quan träng cña D’Alembert, Euler

vµ Gauss, ®ång thêi tr×nh bµy mét sè chøng minh sau nµy cho §Þnh lÝ

b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng cô ®¹i sè, gi¶i tÝch phøc vµ t«p«.

C¸c kÕt qu¶ vµ th«ng tin trong luËn v¨n ®−îc viÕt dùa vµo bµi b¸o [Ba]

cña Baltus trªn “Historia Mathematica” 2004, bµi b¸o [Ca] cña J. Carrera

trªn “Publicions Matematiques” 1992, cuèn s¸ch [MF] cña Miller-File

2003, vµ ®Æc biÖt lµ bµi b¸o [Du] cña Dunham 1991. Dunham ®· ®−îc

Héi To¸n häc Mü trao gi¶i th−ëng Polya n¨m 1992 v× bµi b¸o nµy.

LuËn v¨n gåm 3 ch−¬ng. Ch−¬ng 1 tr×nh bµy kiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ

®a thøc. Ch−¬ng 2 giíi thiÖu lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè víi nh÷ng

®ãng gãp tiªu biÓu cña mét sè nhµ to¸n häc. Ch−¬ng 3 ®−a ra mét sè

chøng minh cho §Þnh lÝ b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng cô §¹i sè, Gi¶i tÝch

phøc vµ T«p«. Ngoµi ra, luËn v¨n cßn cã PhÇn phô lôc tr×nh bµy kiÕn

thøc vÒ sè phøc, më réng tr−êng, tr−êng ph©n r· còng nh− h×nh ¶nh cña

mét sè nhµ to¸n häc cã ®ãng gãp quan träng cho §Þnh lÝ.
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Môc ®Ých cña ch−¬ng nµy lµ nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ liªn

quan ®Õn ®a thøc trªn mét tr−êng nh− phÐp chia víi d−, nghiÖm cña ®a

thøc ®Ó phôc vô viÖc tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ cña c¸c ch−¬ng sau.

1.1 §a thøc trªn mét tr−êng

1.1.1. §Þnh nghÜa. Mét tËp K cïng víi hai phÐp to¸n céng vµ nh©n ®−îc

gäi lµ tr−êng nÕu:

(a) KÕt hîp: a+(b+c) = (a+b)+c vµ (ab)c = a(bc) víi mäi a, b, c ∈ K.
(b) Giao ho¸n: a+ b = b+ a vµ ab = ba víi mäi a, b ∈ K.
(c) Ph©n phèi: a(b+ c) = ab+ ac víi mäi a, b, c ∈ K.
(d) Tån t¹i ®¬n vÞ 1 ∈ K sao cho a1 = 1a = a víi mäi a ∈ K.
(e) Tån t¹i phÇn tö 0 ∈ K sao cho a+ 0 = 0 + a = a víi mäi a ∈ K.
(g) Mçi a ∈ K, tån t¹i phÇn tö ®èi −a ∈ K sao cho a+ (−a) = 0.

(h) Mçi 0 �= a ∈ K, tån t¹i phÇn tö kh¶ nghÞch a−1 ∈ K sao cho

aa−1 = 1 = a−1a.

Ch¼ng h¹n, Q, R, C lµ c¸c tr−êng. TËp Q[
√

7] = {a+b
√

7 | a, b ∈ Q}
lµ mét tr−êng. Q[

√
p] = {a+ b

√
p | a, b ∈ Q} lµ mét tr−êng nÕu p lµ sè

nguyªn tè.

5
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Tõ nay cho ®Õn hÕt ch−¬ng nµy, lu«n gi¶ thiÕt K lµ mét tr−êng.

1.1.2. §Þnh nghÜa. Mét biÓu thøc d¹ng f(x) = anx
n+ . . .+ a0 trong ®ã

ai ∈ K víi mäi i ®−îc gäi lµ mét ®a thøc cña Èn x (hay biÕn x) víi hÖ

sè trong K . NÕu an �= 0 th× an ®−îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt cña f(x) vµ

sè tù nhiªn n ®−îc gäi lµ bËc cña f(x), kÝ hiÖu lµ deg f(x).

Chó ý r»ng hai ®a thøc f(x) =
∑
aix

i vµ g(x) =
∑
bix

i lµ b»ng nhau

nÕu vµ chØ nÕu ai = bi víi mäi i. Ta chØ ®Þnh nghÜa bËc cho nh÷ng ®a thøc

kh¸c 0, cßn ta quy −íc ®a thøc 0 lµ kh«ng cã bËc. KÝ hiÖu K[x] lµ tËp c¸c

®a thøc Èn x víi hÖ sè trong K . Víi f(x) =
∑
aix

i vµ g(x) =
∑
bix

i,

®Þnh nghÜa f(x) + g(x) =
∑

(aibi)x
i vµ f(x)g(x) =

∑
ckx

k, trong ®ã

ck =
∑

i+j=k aibj.

Ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc tÝnh chÊt sau ®èi víi bËc cña c¸c ®a thøc.

1.1.3. Bæ ®Ò. Víi f(x), g(x) ∈ K[x] ta lu«n cã

deg(f(x) + g(x)) � max{deg f(x),deg g(x)}
deg(f(x).g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

§Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ §Þnh lÝ phÐp chia víi d−, ®ãng mét vai trß rÊt

quan träng trong lÝ thuyÕt ®a thøc.

1.1.4. §Þnh lý. Cho f(x), g(x) ∈ K[x], trong ®ã g(x) �= 0. Khi ®ã tån

t¹i duy nhÊt mét cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(x), víi r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta chøng minh tÝnh duy nhÊt. Gi¶ sö

f(x) = g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

trong ®ã r(x), r1(x) b»ng 0 hoÆc cã bËc nhá h¬n bËc cña g(x). Khi ®ã

g(x)(q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x).
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NÕu r(x) �= r1(x) th×

deg(r − r1) = deg
(
g(q − q1)

)
= deg g + deg(q − q1).

§iÒu nµy m©u thuÉn v×

deg(r − r1) � max{deg r,deg r1} < deg g � deg g + deg(q − q1).

Do vËy, r1(x) = r(x). Suy ra g(x)(q(x)− q1(x)) = 0. V× g(x) �= 0 nªn

q(x)− q1(x) = 0, tøc lµ q(x) = q1(x).

B©y giê ta chøng minh sù tån t¹i. NÕu deg f(x) < deg g(x) th× ta

chän q(x) = 0 vµ r(x) = f(x). Gi¶ sö deg f(x) ≥ deg g(x). ViÕt

f(x) = amx
m + . . . + a0 vµ g(x) = bnx

n + . . . + b0 víi am, bn �= 0 vµ

n � m. Chän h(x) =
am
bn
xm−n. §Æt f1(x) = f(x) − g(x)h(x). Khi ®ã

f1(x) = 0 hoÆc f1(x) cã bËc thùc sù bÐ h¬n bËc cña f(x). Trong tr−êng

hîp f1(x) = 0, ta t×m ®−îc d− cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ r(x) = 0

vµ th−¬ng lµ q(x) = h(x). NÕu f1(x) �= 0 th× ta tiÕp tôc lµm t−¬ng tù víi

f1(x) vµ ta ®−îc ®a thøc f2(x). Cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta ®−îc d·y ®a

thøc f1(x), f2(x), . . . , nÕu chóng ®Òu kh¸c 0 th× chóng cã bËc gi¶m dÇn.

V× thÕ sau h÷u h¹n b−íc ta ®−îc mét ®a thøc cã bËc bÐ h¬n bËc cña g(x)

vµ ®ã chÝnh lµ ®a thøc d− r(x). NÕu mét ®a thøc cña d·y b»ng 0 th× d−

r(x) = 0. ThÕ vµo råi nhãm l¹i ta t×m ®−îc q(x).

Trong ®Þnh lý trªn, q(x) ®−îc gäi lµ th−¬ng vµ r(x) ®−îc gäi lµ d−

cña phÐp chia f(x) cho g(x). NÕu d− cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ 0

th× tån t¹i q(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = g(x)q(x). Trong tr−êng hîp nµy

ta nãi r»ng f(x) chia hÕt cho g(x) hay g(x) lµ −íc cña f(x).
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1.2 NghiÖm cña ®a thøc

1.2.1. §Þnh nghÜa. Víi mçi f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ K[x] vµ α

lµ phÇn tö trong mét tr−êng chøa K, ta ®Æt f(α) = anα
n+ . . .+a1α+a0.

NÕu f(α) = 0 th× ta nãi α lµ nghiÖm cña f(x).

Ch¼ng h¹n, sè
√

2 ∈ R lµ nghiÖm cña ®a thøc x2 − 2 ∈ Q[x].

1.2.2. HÖ qu¶. PhÇn tö a ∈ K lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu

vµ chØ nÕu tån t¹i ®a thøc g(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = (x− a)g(x).

Chøng minh. Chia f(x) cho x− a, d− hoÆc b»ng 0 hoÆc lµ mét ®a thøc

bËc 0 v× bËc cña (x−a) b»ng 1. V× vËy, d− lµ mét phÇn tö r ∈ K. Ta cã

f(x) = (x−a)q(x)+r. Thay x = a vµo ®¼ng thøc ta ®−îc r = f(a).

Cho k > 0 lµ mét sè nguyªn. Mét phÇn tö a ∈ K ®−îc gäi lµ mét

nghiÖm béi k cña ®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu f(x) chia hÕt cho (x − a)k

nh−ng kh«ng chia hÕt cho (x−a)k+1. NÕu k = 1 th× a ®−îc gäi lµ nghiÖm

®¬n. NÕu k = 2 th× a ®−îc gäi lµ nghiÖm kÐp.

1.2.3. HÖ qu¶. PhÇn tö a ∈ K lµ nghiÖm béi k cña f(x) ∈ K[x] nÕu vµ

chØ nÕu f(x) = (x− a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x] vµ g(a) �= 0.

Chøng minh. Gi¶ sö a lµ nghiÖm béi k cña f(x). V× f(x) chia hÕt cho

(x − a)k nªn f(x) = (x − a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x]. NÕu g(a) = 0 th×

theo HÖ qu¶ 1.2.2 ta cã g(x) = (x − a)h(x) víi h(x) ∈ K[x] vµ do

®ã f(x) chia hÕt cho (x − a)k+1, v« lÝ. VËy g(a) �= 0. Ng−îc l¹i, v×

f(x) = (x− a)kg(x) nªn f(x) chia hÕt cho (x− a)k. NÕu f(x) chia hÕt

cho (x− a)k+1 th× f(x) = (x− a)k+1h(x) víi h(x) ∈ K[x]. Do ®ã

(x− a)kg(x) = (x− a)k+1h(x).

Do K lµ tr−êng nªn g(x) = (x−a)h(x). Suy ra g(a) = 0, m©u thuÉn.

VËy f(x) kh«ng chia hÕt cho (x− a)k+1.
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1.2.4. HÖ qu¶. Cho a1, a2, . . . , ar ∈ K lµ nh÷ng nghiÖm ph©n biÖt cña

f(x) ∈ K[x]. Gi¶ sö ai lµ nghiÖm béi ki cña f(x) víi i = 1, 2, . . . , r. Khi

®ã f(x) = (x− a1)k1(x− a2)k2 . . . (x− ar)kru(x), trong ®ã u(x) ∈ K[x]

vµ u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng quy n¹p theo r. Tr−êng hîp r = 1

®−îc suy ra tõ HÖ qu¶ 1.2.3. Cho r > 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, tån t¹i

h(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = (x− a1)k1(x− a2)k2 . . . (x− ar−1)kr−1h(x),

trong ®ã h(x) ∈ K[x] vµ h(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. V× ar lµ

nghiÖm cña f(x) nªn ta cã

0 = f(ar) = (ar − a1)k1(ar − a2)k2 . . . (ar − ar−1)kr−1h(ar).

Do ar �= ai víi mäi i = 1, . . . , r − 1 nªn h(ar) = 0. Gi¶ sö h(x) =

(x − ar)tu(x) trong ®ã u(x) ∈ K[x], u(ar) �= 0 vµ t > 0 lµ mét sè

nguyªn. V× h(ai) �= 0 nªn u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. Do ar

lµ nghiÖm béi kr cña f(x) nªn t � kr. H¬n n÷a, f(x) cã sù ph©n tÝch

f(x) = (x− ar)krv(x), trong ®ã v(x) ∈ K[x] vµ v(ar) �= 0. V× thÕ ta cã

f(x) = (x− ar)krv(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1(x− ar)tu(x).

Chó ý r»ng K lµ tr−êng, v× thÕ gi¶n −íc c¶ hai vÕ cho (x− ar)t ta ®−îc

(x− ar)kr−tv(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1u(x).

NÕu t < kr th× khi thay x = ar vµo ®¼ng thøc trªn ta cã vÕ tr¸i b»ng 0,

cßn vÕ ph¶i kh¸c 0, ®iÒu nµy lµ v« lý. VËy t = kr. V× thÕ f cã ph©n tÝch

f(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1(x− ar)kru(x)

trong ®ã u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

1.2.5. HÖ qu¶. Cho 0 �= f(x) ∈ K[x] lµ ®a thøc. Khi ®ã sè nghiÖm cña

f(x), mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã, kh«ng v−ît qu¸ bËc cña f(x).
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Chøng minh. Gi¶ sö a1, . . . , ar lµ c¸c nghiÖm cña f(x) víi sè béi lÇn

l−ît lµ k1, . . . , kr. Theo HÖ qu¶ 1.2.4, tån t¹i g(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = (x− a1)k1(x− a2)k2 . . . (x− ar)krg(x).

V× thÕ deg f(x) = deg g(x) +
r∑

i=1

ki ≥
r∑

i=1

ki, ®iÒu cÇn chøng minh.
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Ch−¬ng 2

LÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè

Môc tiªu cña ch−¬ng nµy lµ tr×nh bµy s¬ l−îc lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè, trong ®ã nhÊn m¹nh nh÷ng ®ãng gãp tiªu biÓu cña mét sè nhµ

to¸n häc, ®ã lµ Jean le Rond D’Alembert (cã c«ng bè ®Çu tiªn mét chøng

minh cho §Þnh lÝ, nh−ng kh«ng chÆt chÏ), Leonhard Euler (c«ng bè mét

chøng minh ®óng cho §Þnh lÝ trong tr−êng hîp bËc nhá h¬n hoÆc b»ng

6), Pierre Simon Laplace (c«ng bè chøng minh cho §Þnh lÝ b»ng c«ng

cô ®¹i sè, nh−ng ch−a ®Çy ®ñ), vµ Carl Friedrich Gauss (ng−êi ®Çu tiªn

c«ng bè mét chøng minh hoµn chØnh cho §Þnh lÝ).

2.1 Mét sè ®ãng gãp ban ®Çu

Trong tiÕt nµy, chóng t«i tr×nh bµy mét sè mèc ban ®Çu trong viÖc ph¸t

biÓu §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

2.1.1. §ãng gãp cña Peter Roth. Cho ®Õn nay, khã cã thÓ biÕt ®−îc

chÝnh x¸c §Þnh lÝ c¬ b¶n b¾t ®Çu tõ ®©u. Ng−êi ta cho r»ng Peter Roth

(1580-1617) lµ ng−êi ®Çu tiªn ph¸t biÓu gîi më §Þnh lÝ, ®−îc viÕt trong

cuèn s¸ch “Arithmetica Phylosophica” c«ng bè n¨m 1608: “Mét ®a thøc

bËc n víi hÖ sè thùc cã kh«ng qu¸ n nghiÖm”. Roth sèng vµ lµm viÖc

ë §øc vµ mÊt n¨m 1617, nh−ng kh«ng ai biÕt chÝnh x¸c ngµy mÊt vµ

11
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n¬i mÊt cña ¤ng. §ãng gãp cña Roth còng kh«ng mÊy ng−êi biÕt ®Õn.

Trong lÞch sö To¸n häc Anh, rÊt Ýt t¸c gi¶ nh¾c ®Õn Roth, ng−êi ta chØ

t×m thÊy mét cuèn s¸ch cña David Eugene Smith trong ®ã cã nh÷ng chó

thÝch vÒ Roth (cuèn s¸ch nµy ®· kh«ng cßn b¶n gèc). Tuy nhiªn, trong

cuèn LÞch sö Quèc gia ë Paris, Peter Roth ®−îc nh¾c ®Õn nhiÒu lÇn víi

mèc thêi gian 1608-1609, cã lÏ trong thêi k× nµy Roth ®−îc coi lµ nhµ

®¹i sè uy tÝn hµng ®Çu cña §øc.

2.1.2. §ãng gãp cña Albert Giard. Albert Giard (1595-1632) lµ nhµ

to¸n häc, ©m nh¹c häc ng−êi Ph¸p. ¤ng chñ yÕu lµm vÒ l−îng gi¸c vµ

lµ ng−êi ®Çu tiªn dïng kÝ hiÖu viÕt t¾t sin, cos, tan. MÆc dï Francois

ViÌte (1540-1603) ®· ®−a ra c¸c ph−¬ng tr×nh bËc n víi n nghiÖm nh−ng

Albert Giard lµ ng−êi ®Çu tiªn kh¼ng ®Þnh sù tån t¹i n nghiÖm cña ®a

thøc bËc n. Trong cuèn s¸ch “L’invention nouvelle en l’Algèbre” cña

Giard xuÊt b¶n n¨m 1629, ¤ng viÕt “Ph−¬ng tr×nh ®a thøc bËc n cã n

nghiÖm, trõ khi ph−¬ng tr×nh bÞ khuyÕt”. ¤ng gi¶i nghÜa côm tõ “ph−¬ng

tr×nh khuyÕt” cã nghÜa lµ ph−¬ng tr×nh ®a thøc trong ®ã cã Ýt nhÊt mét hÖ

sè b»ng 0. ¤ng kh«ng nãi ®Õn ®iÒu kiÖn hÖ sè cña ®a thøc lµ nh÷ng sè

thùc. Ch¾c ch¾n r»ng trong nh÷ng lËp luËn chi tiÕt vÒ ®iÒu nµy, ¤ng ®·

thùc sù tin t−ëng kh¼ng ®Þnh trªn vÉn ®óng khi ph−¬ng tr×nh bÞ khuyÕt.

Ch¼ng h¹n, ¤ng chØ ra r»ng mÆc dï ph−¬ng tr×nh x4 − 4x + 3 = 0 lµ

khuyÕt (c¸c hÖ sè bËc 3 vµ bËc 2 ®Òu b»ng 0) nh−ng nã vÉn cã 4 nghiÖm,

trong ®ã mét nghiÖm kÐp lµ 1 vµ hai nghiÖm cßn l¹i lµ −1 + i
√

2 vµ

−1− i
√

2.

2.1.3. §ãng gãp cña Rene’ Descartes. Rene’ Descartes (1596-1650) lµ

mét nhµ khoa häc, nhµ to¸n häc ng−êi Ph¸p. ¤ng lµ cha ®Î cña TriÕt

häc hiÖn ®¹i. Thêi cña Descartes vÒ c¬ b¶n ®· nhËn biÕt ®−îc §Þnh

lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, nh−ng ch−a chøng minh ®−îc. Descartes kh¼ng
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®Þnh r»ng mét ph−¬ng tr×nh ®a thøc bËc n cã n nghiÖm, trong ®ã mét sè

nghiÖm n»m trong tËp sè thùc, cßn mét sè nghiÖm kh¸c chØ tån t¹i trong

sù h×nh dung cña chóng ta. Trong sè nh÷ng nghiÖm ¶o ®ã cã bao gåm

c¸c nghiÖm cã d¹ng a + b
√
−1 víi a, b lµ thùc, nh−ng ¤ng kh«ng b×nh

luËn vÒ c¸c nghiÖm kh«ng thùc nµy.

2.1.4. Gottfried Wilhelm Leibniz vµ Nikolaus (II) Bernoulli. C¸c

th«ng tin trong môc nµy ®−îc tham kh¶o trong bµi b¸o cña J. Carrera

[Ca] ®¨ng trªn t¹p chÝ “Publicacions Matemµtiques” n¨m 1992. Gottfried

Wilhelm Leibniz (1646-1716) sinh ra ë Leipziz vµ mÊt ë Hannover (n−íc

§øc). Thêi cña ¤ng, rÊt nhiÒu ng−êi cè g¾ng phñ ®Þnh hoÆc chøng minh

§Þnh lÝ C¬ b¶n cña §¹i sè. Leibniz ®· nghÜ ®Õn viÖc t×m ph¶n vÝ dô cho

®Þnh lÝ nµy. N¨m 1702, Leibniz cho r»ng c¸c ®a thøc d¹ng x4+ r4, trong

®ã r lµ sè thùc kh¸c 0, kh«ng thÓ ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch cña c¸c ®a

thøc bËc 1 hoÆc bËc hai víi hÖ sè thùc. Lóc ®ã ¤ng kh«ng nhËn ra r»ng

c¨n bËc hai cña sè phøc i cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng a + bi víi a, b lµ

c¸c sè thùc. Sau ®ã Nikolaus Bernoulli (sinh ra ë Basel - Thôy sÜ n¨m

1687 vµ mÊt ë Basel n¨m 1759) còng cã sai lÇm t−¬ng tù, ¤ng kh¼ng

®Þnh r»ng ®a thøc x4 − 4x3 + 2x2 + 4x + 4 kh«ng thÓ ph©n tÝch ®−îc

thµnh tÝch c¸c ®a thøc bËc nhÊt hoÆc bËc hai. Tuy nhiªn, vµo n¨m 1742

Nikolaus (II) Bernoulli ®· nhËn ®−îc mét bøc th− cña Leonhard Euler

(1707-1783) - mét nhµ To¸n häc vµ VËt lÝ cña Thôy sÜ, trong th− nµy

Euler kh¼ng ®Þnh r»ng ®a thøc mµ Bernoulli ®−a ra cã sù ph©n tÝch
(
x2 − (2 + α)x+ 1 +

√
7 + α

)(
x2 − (2− α)x+ 1 +

√
7− α

)

trong ®ã α lµ mét c¨n bËc hai cña 4 + 2
√

7. H¬n n÷a, Euler còng chó

thÝch r»ng c¸c ®a thøc do Leibniz ®−a ra còng cã sù ph©n tÝch

x4 + r4 = (x2 +
√

2 rx+ r2)(x2 −
√

2 rx+ r2).
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2.2 §ãng gãp cña Jean le Rond D’Alembert

C¸c th«ng tin trong tiÕt nµy ®−îc tham kh¶o tõ c¸c bµi b¸o cña Christopher

Baltus [Ba] vµ cña J. Carrera [Ca]. Bµn luËn nghiªm tóc ®Çu tiªn vÒ §Þnh

lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè thuéc vÒ Jean le Rond D’Alembert (1717-1783), mét

nhµ To¸n häc, C¬ häc, VËt lÝ häc, Thiªn v¨n häc ng−êi Ph¸p. D’Alembert

lµ ng−êi ®Çu tiªn c«ng bè chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè trong

bµi b¸o [DA] “Recherches sur le calcul integral” ®¨ng trªn “Histoire de

l’Acad. Royale Berlin” 1746, vµ kÕt qu¶ nµy thùc sù ®−îc c«ng bè n¨m

1748. Nh−ng chøng minh cña ¤ng lµ mét chøng minh kh«ng hoµn chØnh.

Gi¶ sö p(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè thùc. Chøng minh cña D’Alembert n¨m

1946 (xem [DA]) vÒ sù tån t¹i nghiÖm cña p(x) ®−îc chia lµm hai b−íc.

B−íc 1: Tån t¹i mét ®iÓm x0 ®Ó m«®un |p(x)| cña p(x) ®¹t cùc tiÓu.

B−íc 2 (Bæ ®Ò D’Alembert): NÕu p(x0) �= 0 th× bÊt k× mét l©n cËn nµo

cña x0 ®Òu chøa mét ®iÓm x1 sao cho |p(x1)| < |p(x0)|.
Râ rµng, nÕu B−íc 1 vµ B−íc 2 ®Òu ®óng vµ x0 lµ ®iÓm lµm cho |p(x)|

®¹t cùc tiÓu th× |p(x0)| = 0 vµ do ®ã x0 lµ mét nghiÖm cña p(x).

Chøng minh cña D’Alembert cßn hæng ë mét sè chç. §iÓm yÕu thø

nhÊt lµ D’Alembert ®· c«ng nhËn (kh«ng chøng minh) tÝnh chÊt trong

B−íc 1. Thùc tÕ, tÝnh chÊt nµy ®−îc chÊp nhËn mét c¸ch tù nhiªn vµo

ThÕ kØ 18. Tuy nhiªn m·i ®Õn ®Çu thÕ kØ 19 (n¨m 1821), Augustin Louis

Cauchy (1789-1857) - nhµ to¸n häc ng−êi Ph¸p, míi ®−a ra mét chøng

minh chÆt chÏ cho tÝnh chÊt nµy.

V× thÕ, víi D’Alembert, B−íc 2 míi thùc sù quan träng. Tuy nhiªn,

®iÓm yÕu thø hai cña D’Alembert lµ trong chøng minh kÕt qu¶ ë B−íc

2, ¤ng sö dông mét bæ ®Ò mµ kh«ng chøng minh. Bæ ®Ò ®ã ®−îc ph¸t

biÓu nh− sau: Víi mçi cÆp sè phøc (x0, y0) sao cho y0 − p(x0) = 0 tån

t¹i mét d·y t¨ng c¸c sè h÷u tû {qk} ®Ó trong mét l©n cËn cña y0 ta cã
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x − x0 =
∑

k≥0
ck[y − y0]qk . Tuy nhiªn m·i ®Õn n¨m 1851, Pusieux míi

cã mét chøng minh chÆt chÏ cho bæ ®Ò nµy. §iÓm yÕu thø ba lµ, trong

c¸c diÔn gi¶i, D’Alembert ®· thiÕu kiÕn thøc ®Ó lËp luËn vÒ tÝnh com p¾c

nh»m chØ ra tÝnh héi tô ë phÇn cuèi cña chøng minh. MÆc dï vËy, c¸c ý

t−ëng trong chøng minh cña ¤ng cho §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè vÉn rÊt

quan träng.

Còng trong bµi b¸o cña D’Alembert n¨m 1746 (xem [DA]), ¤ng ®·

ph¸t hiÖn ra hai ®iÒu quan träng. Thø nhÊt, ¤ng chØ ra r»ng r»ng nÕu

z = c + d
√
−1 lµ mét nghiÖm cña p(x) th× sè phøc z = c − d

√
−1

còng lµ mét nghiÖm cña p(x), vµ v× thÕ p(x) lu«n ph©n tÝch ®−îc thµnh

nh÷ng nh©n tö bËc hai cã d¹ng xx +mx + n. §iÒu thø hai, ®−îc xuÊt

hiÖn ë c¸c lËp luËn trong bµi b¸o chø kh«ng ®−îc tr×nh bµy cô thÓ, lµ:

“NÕu thay x bëi sè phøc z = z1 + iz2 vµo ®a thøc p(x) th× ta ®−îc

p(z) = p1(z1) + ip2(z2), trong ®ã p1(x), p2(x) lµ c¸c ®a thøc víi hÖ sè

thùc. Do ®ã p(z) = 0 nÕu vµ chØ nÕu p1(z) = 0 vµ p2(z) = 0.

Mét ®iÒu rÊt thó vÞ ®èi víi D’Alembert vµ c¸c nhµ to¸n häc ®−¬ng thêi

lµ §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè cã mét tÇm quan träng v−ît ra ngoµi lÜnh

vùc ®¹i sè. Trong bµi b¸o n¨m 1746 (xem [DA]), ®Ó lµm cho mäi ng−êi

nh×n thÊy tÇm quan träng cña §Þnh lÝ C¬ b¶n cña §¹i sè, D’Alembert ®·

trÝch c«ng tr×nh cña Johann Bernoulli (n¨m 1703) vÒ sù liªn quan gi÷a

®Þnh lÝ nµy víi mét chñ ®Ò míi “phÐp tÝnh vi tÝch ph©n”, ®Æc biÖt lµ liªn

quan ®Õn kÜ thuËt lÊy nguyªn hµm cña hµm h÷u tû mµ ngµy ta ta gäi lµ

kÜ thuËt t¸ch th−¬ng. Ta xÐt mét vÝ dô ®Ó minh häa ®iÒu nµy. Gi¶ sö ta

cÇn lÊy nguyªn hµm cña mét hµm h÷u tû mµ c¶ tö vµ mÉu lµ nh÷ng ®a

thøc víi hÖ sè thùc, ch¼ng h¹n

28x3 − 4x2 + 69x− 14

3x4 + 5x3 + 10x2 + 20x− 8
.
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D’Alembert ®· kh¼ng ®Þnh r»ng mÉu sè cña hµm h÷u tû cã thÓ ph©n tÝch

thµnh c¸c nh©n tö tuyÕn tÝnh hoÆc bËc hai (víi hÖ sè thùc) vµ tõ ®ã nh÷ng

khã kh¨n trong viÖc lÊy nguyªn hµm cã thÓ v−ît qua. Cô thÓ, víi hµm

h÷u tû trªn, mÉu sè cã ph©n tÝch (3x − 1)(x + 2)(x2 + 4). Do ®ã ta cã

thÓ t¸ch hµm h÷u tû trªn thµnh tæng

a

3x− 1
+

b

x+ 2
+
cx+ d

x2 + 4
.

§ång nhÊt c¸c hÖ sè ta ®−îc a = 1, b = 7 vµ c = 2, d = −3. Tõ ®ã ta

suy ra nguyªn hµm cña hµm h÷u tû trªn lµ

1

3
ln |3x− 1|+ 7 ln |x+ 2|+ ln(x2 + 4)− 3

2
tan−1(x/2) + C.

Nh− vËy, nÕu §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè ®−îc chøng minh th× chóng ta

cã thÓ kÕt luËn r»ng nguyªn hµm cña mçi hµm h÷u tû
P

Q
(víi P vµ Q

lµ nh÷ng ®a thøc víi hÖ sè thùc) lu«n tån t¹i vµ lµ mét tæng cña nh÷ng

nguyªn hµm d¹ng
∫

A

(ax+ b)n
dx hoÆc

∫
Bx+ C

(ax2 + bx+ c)n
dx. Tõ ®ã ta

cã thÓ tÝnh ®−îc nguyªn hµm cña c¸c hµm h÷u tû.

2.3 §ãng gãp cña Leonhard Euler

C¸c th«ng tin trong tiÕt nµy ®−îc tham kh¶o tõ bµi b¸o cña William

Dunham [Du]. Cè g¾ng tiÕp theo ®Ó chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè thuéc vÒ Leonhard Euler. Chøng minh cña Euler ®−îc c«ng bè

trong bµi b¸o “Recherches sur les racines imaginaires des equations” trªn

“Mem. Berlin” n¨m 1749, vµ thùc sù ®−îc ph¸t hµnh n¨m 1751 (xem

[Eu]). MÆc dï chøng minh cña Euler còng kh«ng hoµn chØnh theo mäi

nghÜa, nh−ng nã ®· thiÕt lËp ®−îc c¸c kÕt qu¶ cho tr−êng hîp ®a thøc bËc

thÊp vµ gîi ý cho c¸c nhµ to¸n häc thêi ®ã tin r»ng §Þnh lÝ ®óng trong

tr−êng hîp tæng qu¸t. Tr−íc ®ã, vÉn cã nhiÒu ng−êi cho r»ng §Þnh lÝ c¬
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b¶n cña §¹i sè lµ kh«ng ®óng. Ch¼ng h¹n, nh− ®· tr×nh bµy ë TiÕt 2.1,

Gottfried Wilhelm Leibniz vµ Nikolaus (II) Bernoulli ®· ®−a ra nh÷ng ®a

thøc cô thÓ cã bËc 4 víi hÖ sè thùc vµ kh¼ng ®Þnh r»ng chóng kh«ng thÓ

ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch c¸c nh©n tö bËc nhÊt hoÆc bËc hai víi hÖ sè

thùc. §iÒu nµy còng cã nghÜa r»ng G. Leibniz vµ N. Bernoulli ®· kh«ng

tin vµo tÝnh ®óng ®¾n cña §Þnh lÝ C¬ b¶n cña §¹i sè. Euler còng lµ ng−êi

chØ ra ®−îc tÇm quan träng cña §Þnh lÝ ®èi víi viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh vi

ph©n. Cô thÓ, n¨m 1743 Euler ®· bµn vÒ ph−¬ng tr×nh vi ph©n thuÇn nhÊt

bËc n

0 = Ay +B
dy

dx
+ C

d2y

d2x
+ . . .+ L

dny

dnx

víi A,B,C . . . , L lµ c¸c h»ng sè. ¤ng ph¸t hiÖn ra r»ng nghiÖm tæng

qu¸t cña ph−¬ng tr×nh nµy cã d¹ng y = C1y1 + . . . + Cnyn, trong ®ã

y1, . . . , yn lµ c¸c nghiÖm riªng vµ C1, . . . , Cn lµ c¸c h»ng sè tïy ý. Thay

y = e[
∫
rdx] vµo ph−¬ng tr×nh ta ®−îc mét ph−¬ng tr×nh ®a thøc Èn r

A+Br + Cr2 + . . .+ Lrn = 0.

Thùc tÕ, nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n phô thuéc vµo sù

ph©n tÝch cña ®a thøc nµy vµ b¶n chÊt nghiÖm cña ®a thøc lµ thùc hay

phøc, lµ nghiÖm ®¬n hay nghiÖm béi, vµ nh− vËy, nã râ rµng phô thuéc

vµo §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

PhÇn tiÕp theo cña tiÕt nµy, chóng ta xem xÐt chøng minh cña Euler

n¨m 1749. ¤ng ®· nhanh chãng chøng minh ®−îc mäi ®a thøc bËc n

víi n � 6, cã ®óng n nghiÖm. ¤ng b¾t ®Çu chøng minh b»ng viÖc xÐt

®a thøc bËc 4.

2.3.1. Bæ ®Ò. Víi A,B,C,D lµ c¸c sè thùc, ®a thøc bËc bèn x4+Ax3+

Bx2 + Cx+D lu«n ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc hai

víi hÖ sè thùc.
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Chøng minh. B−íc ®Çu tiªn, Euler quan s¸t thÊy r»ng nÕu thay x = y−A
4

vµo ®a thøc ta sÏ ®−îc mét ®a thøc bËc bèn cña y khuyÕt hÖ sè bËc ba.

ViÖc lµm nµy trong nhiÒu tr−êng hîp lµ cã Ých. Ch¼ng h¹n, muèn ph©n

tÝch ®a thøc x4 + 4x3− 9x2− 16x+ 20, ta thay x = y − 4/4, vµ ta ®−îc

®a thøc y4− 15y2 + 10y+ 24. Kh«ng khã kh¨n ta t×m ®−îc sù ph©n tÝch

y4 − 15y2 + 10y + 24 = (y2 − y − 2)(y2 + y − 12).

Thay l¹i y theo x ta ®−îc

x4 + 4x3 − 9x2 − 16x+ 20 = (x2 + x− 2)(x2 + 3x− 10).

B−íc tiÕp theo lµ ph©n tÝch ®a thøc x4 + Bx2 + Cx +D víi B,C,D lµ

c¸c sè thùc. Ta xÐt hai tr−êng hîp.

Tr−êng hîp C = 0: NÕu B2 − 4D ≥ 0 th× ta cã ph©n tÝch

x4 +Bx2 +D =
(
x2 +

B −
√
B2 − 4D

2

)(
x2 +

B +
√
B2 − 4D

2

)
.

NÕu B2 − 4D < 0 th× D > 0 vµ 2
√
D > B. V× thÕ ta cã ph©n tÝch

x4+Bx2+D =
(
x2+

√
D−x

√
2
√
D −B

)(
x2+

√
D+x

√
2
√
D −B

)
.

Tr−êng hîp C �= 0: Euler thÊy r»ng nÕu cã ph©n tÝch th× nã cã d¹ng

x4 +Bx2 + Cx+D = (x2 + ux+ α)(x2 − ux+ β)

víi u, α, β lµ c¸c sè thùc nµo ®ã. ViÕt vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trªn thµnh ®a

thøc tèi gi¶n råi ®ång nhÊt c¸c hÖ sè ta ®−îc α+β−u2 = B, βu−αu = C

vµ αβ = D. V× C �= 0 nªn u �= 0. Do ®ã, tõ hai ®¼ng thøc ®Çu ta suy

ra α + β = B + u2 vµ α − β = C/u. V× thÕ 2β = B + u2 + C/u vµ

2α = B+u2−C/u. Do ®ã 2D = 4αβ = (B+u2+C/u)(B+u2−C/u).

Nh©n 2 vÕ víi u2 råi chuyÓn vÕ ta ®−îc u6+2Bu4+(B2−4D)u2−C2 = 0.
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§©y lµ ph−¬ng tr×nh bËc 3 ®èi víi u2. V× thÕ nã cã mét nghiÖm u2 lµ sè

thùc, nh−ng ch−a cã g× ®¶m b¶o ®Ó u lµ sè thùc. Tuy nhiªn Euler nhËn

thÊy vÕ tr¸i cña ph−¬ng tr×nh trªn lµ mét ®a thøc bËc 6. §a thøc nµy vµ

lµ mét hµm ch½n nhËn gi¸ trÞ −C2 < 0 khi x = 0 vµ nhËn gi¸ trÞ tiÕn

tíi v« cïng khi x ®ñ lín. Do ®ã Euler (trùc quan) thÊy r»ng cã mét sè

thùc u0 > 0 sao cho u0 vµ −u0 lµ nghiÖm cña ®a thøc bËc 6 nµy. Thay

vµo c¸c ®¼ng thøc trªn ta t×m ®−îc α0 vµ β0 theo u0. Do ®ã, trong mäi

tr−êng hîp Euler ®Òu thiÕt lËp ®−îc sù tån t¹i c¸c sè thùc u0, α0 vµ β0

tháa m·n x4 +Bx2 + Cx+D = (x2 + u0x+ α0)(x
2 − u0x+ β0).

Khi chøng minh ®−îc bæ ®Ò trªn, Euler ngay lËp tøc quan s¸t thÊy ®a

thøc bËc 5 cã thÓ ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch cña mét ®a thøc bËc nhÊt vµ

hai ®a thøc bËc hai víi hÖ sè thùc. LÝ do mµ ¤ng ®−a ra ®¬n gi¶n lµ,

mét ®a thøc bËc lÎ, vµ do ®ã mét ®a thøc p(x) bËc 5 lu«n cã mét nghiÖm

thùc, ch¼ng h¹n x = a, khi ®ã p(x) = (x − a)q(x) víi q(x) lµ ®a thøc

bËc 4 víi hÖ sè thùc. Theo bæ ®Ò trªn, q(x) lµ tÝch cña hai ®a thøc bËc

hai vµ do ®ã p(x) cã sù ph©n tÝch nh− yªu cÇu.

Sau ®ã, mét chiÕn l−îc tæng qu¸t hãa l¹i ®Æt ra trong suy nghÜ cña

Euler. ¤ng nhËn ra r»ng nÕu chøng minh ®−îc sù tån t¹i ph©n tÝch cho c¸c

®a thøc bËc 2, 4, 8, 16, . . . , 2n th× sÏ chøng minh ®−îc cho ®a thøc víi bËc

tïy ý. Ch¼ng h¹n, ®Ó ph©n tÝch ®a thøc x12−3x9+52x8+3x3−2x+ 17,

ta cã thÓ nh©n víi x4 ®Ó ®−îc ®a thøc bËc 16. Gi¶ thiÕt r»ng ®a thøc bËc

16 ®· cã sù ph©n tÝch nh− mong muèn. Khi ®ã ta thu ®−îc sù ph©n tÝch

cña ®a thøc bËc 12 ban ®Çu b¼ng c¸ch bá ®i 4 nh©n tö x, x, x vµ x trong

sù ph©n tÝch cña ®a thøc bËc 16 ®ã. Vµ c¸ch lµm th«ng minh ®iÓn h×nh

cña Euler lµ quy tr−êng hîp tæng qu¸t vÒ c¸c tr−êng hîp ®¬n gi¶n h¬n.

Cô thÓ, khi ®· cã sù ph©n tÝch cña ®a thøc bËc 4, ¤ng tiÕp tôc kh¼ng

®Þnh mçi ®a thøc bËc 8 lµ tÝch cña hai ®a thøc bËc 4. Råi tõ ®ã, ¤ng
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chøng minh mçi ®a thøc bËc 16 lµ tÝch hai ®a thøc bËc 8 vµ . . . mçi ®a

thøc bËc 2n lµ tÝch hai ®a thøc bËc 2n−1. ChiÕn l−îc nµy cña ¤ng d−êng

nh− rÊt hoµn h¶o. Tuy nhiªn, c¸c chøng minh l¹i cã nhiÓu lç hæng kh«ng

mong muèn. Ngay cho tr−êng hîp ph©n tÝch ®a thøc bËc 8 thµnh tÝch hai

®a thøc bËc 4 th× chøng minh cña ¤ng ®· kh«ng chÝnh x¸c.

2.4 Joseph-Louis Lagrange vµ Pierre Simon Laplace

C¸c th«ng tin trong môc nµy ®−îc tham kh¶o trong bµi b¸o cña J. Carrera

[Ca]. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) lµ mét nhµ to¸n häc ng−êi Ph¸p

sinh t¹i Italia. Thêi ®ã, Lagrange ®−îc xem lµ nhµ khoa häc lçi l¹c trong

mäi lÜnh vùc liªn quan ®Õn gi¶i tÝch, lÝ thuyÕt sè vµ c¬ häc. N¨m 1772,

¤ng ®Æt vÊn ®Ò nghiªn cøu chøng minh cña Euler cho §Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè. B»ng c¸c kiÕn thøc vÒ ho¸n vÞ trªn tËp c¸c nghiÖm, Lagrange ®·

hoµn chØnh mäi chç hæng trong chøng minh cña Euler, trõ viÖc ¤ng vÉn

ph¶i gi¶ thiÕt mçi ®a thøc bËc n cã ®óng n nghiÖm trong mét tËp nµo ®ã

mµ «ng cã thÓ lµm viÖc víi c¸c nghiÖm nµy gièng nh− lµm viÖc víi c¸c

phÇn tö cã d¹ng a+ bi, trong ®ã a, b lµ c¸c sè thùc.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) lµ mét nhµ to¸n häc, thiªn v¨n häc

ng−êi Ph¸p. Vµo n¨m 1795, Laplace [La] ®· ®−a ra mét chøng minh cho

§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè “Mçi ®a thøc víi hÖ sè thùc cã bËc d−¬ng ®Òu

chøa nh©n tö bËc nhÊt hoÆc bËc hai víi hÖ sè thùc”. §©y lµ mét chøng

minh hoµn toµn ®¹i sè, kh¸c h¼n víi c¸ch tiÕp cËn cña Euler - Lagrange

®· nªu trong tiÕt tr−íc, nh−ng vÉn cßn chøa nhiÒu lËp luËn kh«ng chÆt

chÏ. Thø nhÊt, ¤ng ph¶i gi¶ thiÕt ®a thøc bËc n cã n nghiÖm (mÆc dï

¤ng kh«ng biÕt c¸c nghiÖm ®ã cã tån t¹i hay kh«ng). Thø hai, ¤ng thõa

nhËn ®a thøc bËc lÎ cã nghiÖm thùc, ®iÒu nµy ch−a ®−îc gi¶i thÝch râ

rµng trong thêi k× ®ã.
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Chøng minh cña Laplace nh− sau: Gäi x1, . . . , xn lµ c¸c nghiÖm cña

®a thøc víi hÖ sè thùc p(x) = xn − b1xn−1 + . . . + (−1)nbn cã bËc

n ≥ 1. ViÕt n = 2kq víi q lÎ. XÐt ®a thøc qt(x) mµ c¸c nghiÖm cña

nã lµ xi + xj + txixj víi t ∈ R vµ i < j tïy ý. §a thøc nµy cã bËc

2k−1q′ víi q′ lÎ. Khi ®ã Laplace tiÕn hµnh chøng minh b»ng quy n¹p

theo k. Víi k = 1 th× qt(x) lµ ®a thøc bËc lÎ nªn cã mét nghiÖm thùc

xi + xj + txixj ∈ R. V× t ch¹y trong tËp v« h¹n R nªn tån t¹i i < j vµ

t1 �= t2 sao cho xi + xj + t1xixj ∈ R vµ xi + xj + t2xixj ∈ R. Suy ra

xixj, xi+xj ∈ R, hay x2− (xi+xj)x+xixj lµ nh©n tö bËc hai cña p(x).

Cho k > 1. Víi lÝ do t−¬ng tù, tån t¹i i < j sao cho xi + xj, xixj ∈ C.
Suy ra (x2 − (xi + xj) + xixj)(x

2 − (xi + xj) + xixj) lµ ®a thøc bËc 4

víi hÖ sè thùc, trong ®ã ta kÝ hiÖu z lµ sè phøc liªn hîp cña z. Râ rµng

®a thøc bËc 4 nµy lµ −íc cña p(x). Do ®ã ¸p dông kÕt qu¶ cña Euler cho

®a thøc bËc 4, ®a thøc (x2 − (xi + xj) + xixj)(x
2− (xi + xj) + xixj) cã

thÓ ph©n tÝch ®−îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc bËc hai víi hÖ sè thùc. Do

®ã p(x) cã nh©n tö bËc hai víi hÖ sè thùc.

2.5 §ãng gãp cña Carl Friedrich Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) lµ mét nhµ To¸n häc, nhµ VËt lÝ häc,

§Þa cÇu häc ng−êi §øc. Gauss ®−îc xem lµ nhµ to¸n häc thiªn tµi nhÊt

trong thêi ®¹i cña ¤ng. Ng−êi ®Çu tiªn chøng minh §Þnh lÝ C¬ b¶n cña

§¹i sè thuéc vÒ D’Alembert, nh−ng chøng minh hîp lÝ vµ hoµn chØnh

®Çu tiªn cho ®Þnh lÝ nµy l¹i thuéc vÒ Gauss. Trong suèt 50 n¨m, tõ 1799

®Õn 1849, ¤ng ®· ®−a ra Ýt nhÊt 4 chøng minh kh¸c nhau cho §Þnh lÝ c¬

b¶n cña §¹i sè. Chøng minh ®Çu tiªn ®−îc viÕt trong luËn ¸n tiÕn sÜ cña

Gauss vµo n¨m 1799, khi ¤ng trßn 22 tuæi, trong ®ã cã chøa ®ùng nh÷ng

phª ph¸n vÒ nh÷ng chøng minh tr−íc ®ã cña D’Alembert vµ Euler. ¤ng
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cho r»ng c¸c chøng minh nµy lµ ch−a hîp lÝ bëi v× hä ®· gi¶ thiÕt tr−íc

r»ng nghiÖm cña ®a thøc lµ nh÷ng sè phøc. Tuy nhiªn chøng minh n¨m

1799 cña Gauss vÉn cã nh÷ng lËp luËn ch−a râ (m·i ®Õn n¨m 1920 míi

®−îc hoµn chØnh) vµ b¶n th©n Gauss còng kh«ng tháa m·n. N¨m 1816,

Gauss c«ng bè hai chøng minh kh¸c cña §Þnh lÝ, trong ®ã chøng minh

thø nhÊt mang tÝnh kÜ thuËt vµ hÇu nh− dïng c«ng cô ®¹i sè, chøng minh

thø hai ®¬n gi¶n h¬n vµ dïng c«ng cô gi¶i tÝch. N¨m 1849, tr−íc khi

mÊt vµi n¨m, Gauss ®· c«ng bè chøng minh thø t− cho §Þnh lÝ vµ chøng

minh nµy t−¬ng tù nh− chøng minh thø nhÊt n¨m 1799.

Hai chøng minh quan träng nhÊt cña Gauss lµ chøng minh thø nhÊt

c«ng bè n¨m 1799 vµ chøng minh thø ba n¨m c«ng bè n¨m 1816. D−íi

®©y, chóng ta tr×nh bµy tãm t¾t hai chøng minh nµy.

2.5.1. Tãm t¾t chøng minh thø nhÊt. N¨m 1799, Gauss c«ng bè chøng

minh thø nhÊt cho §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, tuy nhiªn chøng minh nµy

ch−a ®Çy ®ñ. Gauss xÐt ®a thøc p(x) = xm +Axm−1 + . . .+Lx+m víi

hÖ sè thùc. Thay x = r(cosϕ + i sinϕ) vµo ®a thøc råi t¸ch phÇn thùc

vµ phÇn ¶o:

U = rm cosmϕ+ Arm−1 cos(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr cosϕ+M

T = rm sinmϕ+ Arm−1 sin(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr sinϕ.

Gauss ®· chøng minh trùc tiÕp r»ng U vµ T ®ång thêi b»ng 0 nÕu vµ

chØ nÕu p(x) lµ béi cña x± r hoÆc p(x) lµ béi cña x2 − 2xr cosϕ+ r2.

TiÕp theo, Gauss ®· coi U = 0 vµ T = 0 nh− nh÷ng ®−êng cong ®¹i sè

bËc m trong hÖ to¹n ®é cùc r vµ ϕ, vÏ trong mÆt ph¼ng víi c¸c to¹ ®é

(r cosϕ, r sinϕ). §Ó chøng minh §Þnh lÝ, Gauss muèn chØ ra r»ng tån

t¹i mét giao ®iÓm cña hai ®−êng cong nµy. §Ó t×m giao ®iÓm cña hai

®−êng cong T = 0 vµ U = 0, Gauss ®· nghiªn cøu c¸c giao ®iÓm cña

hai ®−êng cong nµy trong mét ®−êng trßn t©m lµ gèc täa ®é, b¸n kinh
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R vµ chøng minh r»ng khi R ®ñ lín, cã ®óng 2m giao ®iÓm cña ®−êng

trßn víi ®−êng cong T = 0 vµ 2m giao ®iÓm cña ®−êng trßn víi ®−êng

cong U = 0 vµ mçi giao ®iÓm cña ®−êng trßn víi U = 0 n»m gi÷a hai

giao ®iÓm cña ®−êng trßn víi T = 0. §Ó chØ ra ®iÒu nµy, ngµy nay chóng

ta th−êng dïng ®Õn c¸c ®¹i l−îng v« cïng lín, nh−ng Gauss ®· ®−a ra

mét chøng minh rÊt tµi t×nh mµ kh«ng cÇn dïng ®Õn kh¸i niÖm giíi h¹n.

Trong b−íc tiÕp theo, Gauss chØ ra r»ng 4m ®iÓm giao nµy lµ thay ®æi

rÊt Ýt khi R thay ®èi Ýt (theo ng«n ng÷ ngµy nay chóng ta nãi chóng lµ

nh÷ng hµm liªn tôc theo biÕn R, nh−ng kh¸i niÖm liªn tôc thêi ®ã kh«ng

®−îc phæ biÕn). §Õn ®©y, b»ng mét chøng minh rÊt trùc quan h×nh häc,

Gauss kÕt luËn r»ng tån t¹i giao ®iÓm cña hai ®−êng cong n»m trong

®−êng trßn. Tõ ®ã ¤ng chØ ra sù tån t¹i giao ®iÓm cña hai ®−êng cong

T = 0 vµ U = 0, §Þnh lÝ ®−îc chøng minh.

2.5.2. Tãm t¾t chøng minh thø ba. N¨m 1816, Gauss c«ng bè chøng

minh thø ba cho §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè. Chøng minh nµy kh¸ ®¬n

gi¶n vµ lµ mét chøng minh hoµn chØnh. ¤ng xÐt ®a thøc víi hÖ sè thùc

p(x) = xm +Axm−1 + . . .+Lx+m. Thay x = r(cosϕ+ i sinϕ) vµo ®a

thøc råi t¸ch phÇn thùc vµ phÇn ¶o:

u = rm cosmϕ+ Arm−1 cos(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr cosϕ+M ;

t = rm sinmϕ+ Arm−1 sin(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr sinϕ.

Coi u vµ t nh− nh÷ng hµm theo ϕ. ¤ng giíi thiÖu ®¹o hµm cña hai hµm

(theo biÕn ϕ) nµy nh− sau:

t′ = mrm cosmϕ+ (m− 1)Arm−1 cos(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr cosϕ;

u′ = mrm sinmϕ+ (m− 1)Arm−1 sin(m− 1)ϕ+ . . .+ Lr sinϕ.

XÐt tt′ + uu′ nh− mét hµm theo r. Khi ®ã

tt′ + uu′ = mr2m(cos2mϕ+ sin2mϕ) + g(r) = mr2m + g(r),
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trong ®ã g(r) lµ ®a thøc bËc thÊp h¬n 2m. Do ®ã Gauss coi mr2m lµ

thµnh phÇn chÝnh cña tt′ + uu′. Tõ ®ã Gauss kÕt luËn r»ng khi r lín,

tt′ + uu′ lµ d−¬ng. Gauss l¹i tiÕp tôc giíi thiÖu c¸c ®¹o hµm bËc hai cña

t vµ u theo biÕn ϕ, kÝ hiÖu lµ −t′′ vµ u′′

t′′ = m2rm sinmϕ+ . . .+ Lr sinϕ;

u′′ = m2rm cosmϕ+ . . .+ Lr cosϕ.

Nh− ®· chØ ra trong chøng minh thø nhÊt, ®Ó chøng tá r»ng p(x) cã

nghiÖm phøc, ta cÇn chøng minh sù tån t¹i giao ®iÓm (r cosϕ, r sinϕ)

cña hai ®−êng cong t = 0 vµ u = 0. Gi¶ sö kh«ng tån t¹i giao ®iÓm cña

hai ®−êng cong t = 0 vµ u = 0. Khi ®ã u2 + t2 > 0 víi mäi r vµ ϕ. V×

thÕ hµm

y =
(t2 + u2)(tt′′ + uu′′) + (tu′ − ut′)2 − (tt′ + uu′)2

r(t2 + u2)2

lu«n nhËn gi¸ trÞ h÷u h¹n víi mäi r �= 0. TiÕp theo, víi r = R ®ñ l¬n

(sao cho tt′ + uu′ d−¬ng) Gauss xÐt tÝch ph©n kÐp

ω =

∫ 3600

0

∫ R

0

ydrdϕ

Chó ý r»ng tÝch ph©n kÐp kh«ng phô thuéc vµo thø tù lÊy tÝch ph©n.

Tr−íc hÕt, lÊy nguyªn hµm theo ϕ ta cã
∫
ydϕ =

tu′ = ut′

r(t2 + u2)
. V× mçi

thµnh phÇn cña hµm
tu′ = ut′

r(t2 + u2)
®Òu chøa sin kϕ hoÆc cos kϕ víi k lµ sè

tù nhiªn nªn ta dÔ dµng nhËn thÊy
tu′ = ut′

r(t2 + u2)
cã gi¸ trÞ b»ng nhau t¹i

ϕ1 = 0 vµ ϕ2 = 3600. Suy ra ω = 0. Tuy nhiªn, khi lÊy nguyªn hµm

theo r ta l¹i cã
∫
ydr =

tt′ = uu′

t2 + u2
. Thay r = 0 vµo t′ vµ u′ ta ®−îc

t′(0) = 0 = u′(0). Nh−ng theo lËp luËn ë trªn, khi R lín th× tt′ + uu′

d−¬ng. Do ®ã lÊy tÝch ph©n tõ 0 ®Õn R ta ®−îc ω lµ sè d−¬ng, ®iÒu nµy
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lµ v« lÝ. VËy, lu«n tån t¹i giao ®iÓm cña hai ®−êng cong t = 0 vµ u = 0,

tøc lµ ®a thøc p(x) cã nghiÖm.

2.5.3. KÕt luËn. ViÖc ®−a ra mét chøng minh hoµn chØnh cho §Þnh lÝ

c¬ b¶n cña §¹i sè ®· th¸ch thøc c¸c nhµ to¸n häc kho¶ng gÇn 100 n¨m.

Chøng minh ®−îc c«ng bè ®Çu tiªn thuéc vÒ Jean le Rond D’Alembert

n¨m 1746. TiÕp theo lµ chøng minh cña Leonhard Euler n¨m 1749, chøng

minh cña Pierre Simon Laplace n¨m 1795, chøng minh cña Carl Friedrich

Gauss n¨m 1799. C¸c chøng minh nµy dï Ýt hay nhiÒu vÉn cßn nh÷ng lËp

luËn kh«ng chÆt chÏ. M·i ®Õn n¨m 1816, Carl Friedrich Gauss míi ®−a

ra ®−îc mét chøng minh tµi t×nh vµ hoµn chØnh cho §Þnh lÝ (mµ chóng ta

®· tr×nh bµy tãm t¾t trong Môc 2.5.2). Sau ®ã, nhiÒu nhµ to¸n häc vÉn

tiÕp tôc ®−a ra c¸c chøng minh kh¸c nhau cho §Þnh lÝ nµy. Ngay c¶ Carl

Friedrich Gauss, chØ vµi n¨m tr−íc khi mÊt, n¨m 1849, ¤ng vÉn cßn ®−a

ra mét chøng minh kh¸c cho §Þnh lÝ.
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Ch−¬ng 3

Mét sè chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña
§¹i sè

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy mét sè chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n

cña §¹i sè.

3.1 Chøng minh dïng c«ng cô ®¹i sè

§Ó chøng minh §Þnh lÝ, ta cÇn cã c¸c kÕt qu¶ sau:

3.1.1. Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng

(i) Mçi ®a thøc bËc lÎ víi hÖ sè thùc ®Òu cã mét nghiÖm thùc.

(ii) Mçi ®a thøc bËc hai víi hÖ sè phøc ®Òu cã hai nghiÖm phøc.

(iii) NÕu p(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè thùc th× tån t¹i mét tr−êng E sao

cho p(x) ph©n tÝch ®−îc thµnh c¸c nh©n tö tuyÕn tÝnh víi hÖ sè trong E.

3.1.2. Chó ý. (i) Nhê tÝnh liªn tôc cña hµm ®a thøc, ta cã tÝnh chÊt (i)

trong bæ ®Ò trªn. V× thÕ chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè mµ chóng

ta tr×nh bµy sau ®©y chñ yÕu dïng c«ng cô ®¹i sè, nh−ng kh«ng ph¶i lµ

mét chøng minh thuÇn tóy ®¹i sè.

(ii) Tr−êng E cùc tiÓu cã tÝnh chÊt (iii) cña bæ ®Ò trªn ®−îc gäi lµ

tr−êng ph©n r· cña ®a thøc p(x). Sù tån t¹i duy nhÊt (sai kh¸c mét ®¼ng

26
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cÊu) cña tr−êng ph©n r· cña mét ®a thøc ®−îc tr×nh bµy trong phÇn phô

lôc ë cuèi luËn v¨n nµy.

TiÕp theo chóng ta cÇn chuÈn bÞ mét sè kiÕn thøc vÒ ®a thøc ®èi xøng.

Trong tiÕt nµy ta lu«n gi¶ thiÕt K ⊆ C lµ mét tr−êng. Mét biÓu thøc cã

d¹ng xi11 . . . x
in
n ®−îc gäi lµ mét ®¬n thøc cña n biÕn x1, . . . , xn víi bËc

tæng thÓ lµ i1 + . . . + in. Mét biÓu thøc cã d¹ng rxi11 . . . x
in
n víi r ∈ K

®−îc gäi lµ mét tõ ®ång d¹ng víi ®¬n thøc xi11 . . . x
in
n . Hai tõ ®−îc gäi

lµ ®ång d¹ng nÕu chóng cïng ®ång d¹ng víi mét ®¬n thøc. Mét ®a

thøc f(x1, . . . , xn) cña n biÕn x1, . . . , xn víi hÖ sè trong K lµ mét tæng
∑

(i1,... ,in)∈Nn
ri1...inx

i1
1 . . . x

in
n cña h÷u h¹n tõ kh«ng ®ång d¹ng.

3.1.3. §Þnh nghÜa. KÝ hiÖu Sn lµ tËp c¸c song ¸nh tõ tËp {1, 2, . . . , n}
®Õn chÝnh nã. Ta nãi f(x1, . . . , xn) lµ ®a thøc ®èi xøng nÕu

f(x1, . . . , xn) = f(xπ(1), . . . , xπ(n))

víi mäi π ∈ Sn.
Ch¼ng h¹n, c¸c ®a thøc sau ®©y lµ ®èi xøng, gäi lµ c¸c ®a thøc ®èi

xøng s¬ cÊp.

σ1 =
n∑

i=1

xi = x1 + . . .+ xn

σ2 =
∑

i<j

xixj = x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn

. . . . . .

σn = x1x2 . . . xn.

TiÕp theo ta xÐt quan hÖ thø tù tõ ®iÓn ®èi víi c¸c ®¬n thøc: Cho

u = xa11 . . . x
an
n vµ v = xb11 . . . x

bn
n , ta ®Þnh nghÜa u < v nÕu tån t¹i chØ sè

i sao cho ai < bi vµ ak = bk víi mäi k < i. Víi mçi ®a thøc f ta kÝ hiÖu

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



28

In(f) lµ tõ lín nhÊt trong c¸c tõ cña f vµ gäi lµ tõ dÊu cña f. DÔ thÊy

r»ng In(fg) = In(f) In(g) víi mäi f, g.

3.1.4. Bæ ®Ò. NÕu f lµ ®a thøc ®èi xøng th× tån t¹i duy nhÊt ®a thøc ϕ

sao cho f(x1, . . . , xn) = ϕ(σ1, . . . , σn).

Chøng minh. Gi¶ sö In(f) = axa11 . . . x
an
n . Cho i ≥ 1. NÕu ta thay xi bëi

xi+1 vµ thay xi+1 bëi xi, cßn gi÷ nguyªn c¸c xk kh¸c trong ®a thøc f th×

tõ cao nhÊt In(f) cña f trë thµnh tõ axa11 . . . x
ai+1
i xaii+1 . . . x

an
n . V× f lµ ®èi

xøng nªn tõ nµy còng lµ mét tõ cña f vµ do ®ã nã kh«ng thÓ lín h¬n

In(f). V× thÕ ta cã ai ≥ ai+1. Suy ra a1 ≥ . . . ≥ an. DÔ thÊy tõ dÊu cña

®a thøc σa1−a21 σa2−a32 . . . σ
an−1−an
n−1 σann lµ xa11 . . . x

an
n . §Æt

f1 = f − aσa1−a21 σa2−a32 . . . σ
an−1−an
n−1 σann .

Khi ®ã In(f1) < In(f). Râ rµng σa1−a21 σa2−a32 . . . σ
an−1−an
n−1 σann lµ ®a thøc

®èi xøng. V× thÕ f1 lµ ®a thøc ®èi xøng. Gi¶ sö In(f1) = bxb11 . . . x
bn
n .

T−¬ng tù nh− chøng minh trªn ta cã b1 ≥ . . . ≥ bn. H¬n n÷a, tõ dÊu cña

®a thøc σb1−b21 σb2−b32 . . . σ
bn−1−bn
n−1 σbnn chÝnh lµ xb11 . . . x

bn
n . Cø tiÕp tôc qu¸

tr×nh trªn, v× In(f) > In(f1) > . . . nªn c¸c bé (b1, . . . , bn), . . . ®Òu tho¶

m·n tÝnh chÊt bi, . . . � a1 víi mäi i = 1, . . . , n. NhËn xÐt r»ng chØ cã

nhiÒu nhÊt na1+1 bé sè tù nhiªn (d1, . . . , dn) tho¶ m·n tÝnh chÊt di � a1

víi mäi i = 1, . . . , n. Do ®ã qóa tr×nh nµy ph¶i kÕt thóc sau mét sè h÷u

h¹n b−íc. V× vËy ®Õn b−íc thø s nµo ®ã ta cã

fs−1 − dσd1−d21 σd2−d32 . . . σdn−1−dnn−1 σdnn = 0.

Do ®ã ta cã

f = aσa1−a21 σa2−a32 . . . σan−1−ann−1 σann + bσb1−b21 σb2−b32 . . . σbn−1−bnn−1 σbnn

+ . . .+ dσd1−d21 σd2−d32 . . . σ
dn−1−dn
n−1 σdnn ,
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tøc lµ ta ®· biÓu diÔn ®−îc ®a thøc f d−íi d¹ng mét ®a thøc cña σ1, . . . σn.

Gi¶ sö cã hai ®a thøc ϕ1 vµ ϕ2 kh¸c nhau sao cho

f(X1, . . . ,Xn) = ϕ1(σ1, . . . , σn) = ϕ2(σ1, . . . , σn).

§Æt ϕ(σ1, . . . , σn) = ϕ1(σ1, . . . , σn) − ϕ2(σ1, . . . , σn). Khi ®ã ϕ lµ ®a

thøc kh¸c kh«ng cña σ1, . . . , σn vµ sau khi thay σ1, . . . , σn bëi c¸c biÓu

thøc cña chóng qua x1, . . . , xn vµo ϕ ta nhËn ®−îc ®a thøc kh«ng. Chóng

ta sÏ chØ ra ®iÒu nµy lµ v« lÝ. Râ rµng nÕu aσk11 . . . , σ
kn
n vµ bσl11 . . . , σ

ln
n

lµ hai h¹ng tö cña ϕ(σ1, . . . , σn) sao cho (k1, . . . , kn) �= (l1, . . . , ln) th×

khi thay σ1, . . . , σn bëi c¸c biÓu thøc cña chóng qua x1, . . . , xn vµo hai

h¹ng tö nµy, ta sÏ nhËn ®−îc hai ®a thøc cña x1, . . . , xn mµ hai tõ dÊu

cña chóng kh«ng ®ång d¹ng. Víi mçi h¹ng tö cña ϕ(σ1, . . . , σn), ta t×m

tõ dÊu cña ®a thøc cña x1, . . . , xn thu ®−îc tõ h¹ng tö nµy b»ng c¸ch

thay σ1, . . . , σn bëi c¸c biÓu thøc cña chóng qua x1, . . . , xn. Khi ®ã tõ

dÊu lín nhÊt trong c¸c tõ dÊu võa t×m ®−îc sÏ kh«ng ®ång d¹ng víi bÊt

cø mét tõ nµo kh¸c. V× vËy, sau khi thay σ1, . . . , σn bëi c¸c biÓu thøc

cña chóng qua x1, . . . , xn vµo ®a thøc ϕ(σ1, . . . , σn) ta sÏ nhËn ®−îc ®a

thøc kh¸c kh«ng, m©u thuÉn.

3.1.5. HÖ qu¶. Cho f(x) ∈ K[x] lµ mét ®a thøc mét biÕn x bËc n víi

hÖ sè cao nhÊt b»ng 1. Gi¶ sö f cã n nghiÖm α1, . . . , αn trong mét më

réng nµo ®ã cña K . Gi¶ thiÕt r»ng g(x1, . . . , xn) lµ ®a thøc ®èi xøng.

Khi ®ã g(α1, . . . , αn) ∈ K.

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 3.1.4, tån t¹i ®a thøc ϕ(x1, . . . , xn) sao cho

g(x1, . . . , xn) = ϕ(σ1, . . . , σn). V× thÕ

g(α1, . . . , αn) = ϕ(σ1(α1, . . . , αn), . . . , σn(α1, . . . , αn)).

Theo c«ng thøc Viet ta suy ra

g(α1, . . . , αn) = ϕ(−an−1, an−2, . . . , (−1)kan−k, . . . , (−1)na0).
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Do an−1, an−2, . . . , a0 ∈ K nªn ta suy ra g(α1, . . . , αn) ∈ K.

B©y giê chóng ta cã thÓ ®−a ra mét chøng minh cho §Þnh lÝ.

3.1.6. §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè. Cho p(x) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè

phøc cã bËc t > 0. Khi ®ã p(x) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc.

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta kh¼ng ®Þnh r»ng chØ cÇn chøng minh §Þnh lÝ

cho tr−êng hîp ®a thøc víi hÖ sè thùc lµ ®ñ.

ThËt vËy, gi¶ sö p(x) = (at + bti)x
t + . . .+ (a1 + b1i)x+ (a0 + b0i).

§Æt p(x) = (at − bti)xt + . . .+ (a1 − b1i)x+ (a0 − b0). Khi ®ã

p(x)p(x) = (atx
t + . . .+ a1x+ a0)

2 + (btx
t + . . .+ b1x+ b0)

2

lµ mét ®a thøc víi hÖ sè thùc vµ nÕu z = a + bi lµ mét nghiÖm cña

p(x)p(x) th× hoÆc z còng lµ nghiÖm cña p(x) hoÆc z = a− bi lµ nghiÖm

cña p(x). B−íc tiÕp theo lµ chøng minh §Þnh lÝ b»ng quy n¹p theo n,

trong ®ã p(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè thùc cã bËc lµ t = 2n(2m+ 1). Kh«ng

mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ thiÕt p(x) cã hÖ sè cao nhÊt b»ng 1. Cho

n = 0. Khi ®ã p(x) cã bËc 2m+1 lµ sè lÎ. Do ®ã theo Bæ ®Ò 3.1.1(i), p(x)

cã nghiÖm thùc. Gi¶ sö ®· chøng minh §Þnh lÝ cho tr−êng hîp n < N.

Ta chøng minh cho tr−êng hîp bËc cña ®a thøc p(x) lµ d = 2N(2m+ 1).

Theo Bæ ®Ò 3.1.1(ii), tån t¹i mét tr−êng E sao cho p(x) cã sù ph©n tÝch

p(x) = (x − r1) . . . (x − rd) víi r1, . . . , rd ∈ E. §Æt s =
d(d− 1)

2
. Víi

mçi k = 1, . . . , s+ 1, ®Æt

qk(x) =
∏

1�i<j�d

(x− ri − rj − krirj).

BiÓu diÔn ®a thøc qk(x) thµnh tæng cña c¸c tõ kh«ng ®ång d¹ng. Khi ®ã

c¸c hÖ sè cña qk(x) lµ nh÷ng ®a thøc ®èi xøng cña c¸c nghiÖm ri. V×

c¸c hÖ sè cña p(x) lµ c¸c sè thùc nªn theo HÖ qu¶ 3.1.5, c¸c hÖ sè cña

qk(x) ®Òu lµ sè thùc, tøc lµ qk(x) lµ ®a thøc víi hÖ sè thùc.
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Râ rµng sè c¸ch chän cÆp (i, j) sao cho 1 � i < j � d lµ sè c¸ch

chän mét tËp con gåm 2 phÇn tö i, j tõ tËp {1, . . . , d}. Do ®ã bËc cña

qk(x) lµ s = d(d−1)/2. DÔ thÊy s = 2N−1(2m+ 1)(2n(2m+ 1)−1). V×

thÕ, theo gi¶ thiÕt quy n¹p, mçi qk(x) cã mét nghiÖm phøc. Tõ c«ng thøc

cña qk(x), ta thÊy r»ng mçi nghiÖm cña qk(x) ph¶i cã d¹ng ri+rj+krirj

víi i < j nµo ®ã. Nh− vËy, mçi ®a thøc trong sè s + 1 ®a thøc qk(x)

®Òu cã mét nghiÖm phøc, mçi nghiÖm phøc d−îc tÝnh theo mét cÆp i < j

vµ chØ cã tÊt c¶ s cÆp i < j. Theo Nguyªn lÝ nhèt chim bå c©u, tån t¹i

mét cÆp i < j sao cho cã hai sè nguyªn k1 �= k2 ®Ó ri + rj + k1rirj lµ

nghiÖm phøc cña qk1(x) vµ ri + rj + k2rirj lµ nghiÖm phøc cña qk2(x).

§Æt u = ri + rj + k1rirj vµ v = ri + rj + k2rirj. Khi ®ã ri, rj lµ hai

nghiÖm cña ®a thøc bËc hai x2 + bx + c, trong ®ã b = −k2u+ k1v

k1 + k2
vµ

c =
u− v
k1 − k2

. Theo Bæ ®Ò 3.1.1(ii), ri, rj lµ c¸c sè phøc.

3.2 Chøng minh dïng c«ng cô gi¶i tÝch phøc

Tr−íc hÕt chóng ta nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm trong gi¶i tÝch phøc. Mét

hµm phøc f(z) ®−îc gäi lµ gi¶i tÝch trªn mét tËp con më M ⊆ C nÕu

f(z) lµ kh¶ vi phøc t¹i mäi ®iÓm trªn M . Ta nãi f(z) lµ hµm nguyªn

nÕu f(z) lµ kh¶ vi trªn toµn bé C. Hµm phøc f(z) ®−îc gäi lµ bÞ chÆn

trªn miÒn D ⊆ C nÕu tån t¹i mét sè thøc d−¬ng r sao cho |f(z)| � r

víi mäi z ∈ D.

3.2.1. Chøng minh th«ng qua §Þnh lÝ cña Joseph Liouville

Ta cã thÓ dïng §Þnh lÝ Joseph Liouville (1847) ®Ó chøng minh §Þnh

lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè (xem [MF, Trang 2]). Tr−íc hÕt, chóng ta nh¾c l¹i

kÕt qu¶ nµy.

3.2.1.1. §Þnh lÝ (Liouville). NÕu f(z) lµ gi¶i tÝch vµ bÞ chÆn trªn mÆt
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ph¼ng phøc th× f(z) lµ hµm h»ng.

B©y giê ta chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

3.2.1.2. §Þnh lÝ Cho p(z) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè phøc cã bËc n > 0.

Khi ®ã p(z) cã n nghiÖm phøc.

Chøng minh. Ta chØ cÇn chøng minh p(z) cã mét nghiÖm phøc lµ ®ñ.

ThËt vËy, gi¶ sö z1 lµ mét nghiÖm cña p(z). NÕu n = 1 th× p(z) cã 1

nghiÖm, kÕt qu¶ ®óng víi n = 1. Gi¶ sö kÕt qu¶ ®· ®óng cho tr−êng hîp

bËc cña ®a thøc lµ n− 1. Ta chøng minh cho tr−êng hîp p(z) cã bËc n.

B»ng phÐp chia p(z) cho (z− z0) ta viÕt ®−îc p(z) = (z− z0)g(z), trong
®ã g(z) cã bËc n−1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, g(z) cã n−1 nghiÖm phøc

z2, . . . , zn. Do ®ã p(z) cã n nghiÖm phøc z1, . . . , zn.

Gi¶ sö p(z) kh«ng cã nghiÖm phøc. Khi ®ã p(z) �= 0 víi mäi z ∈ C.
Ta chøng minh p(z) bÞ chÆn trªn C. ViÕt

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0.

Tr−íc hÕt, ta kh¼ng ®Þnh khi |z| → ∞ th× |p(z)| → ∞. ThËt vËy, ta cã

p(z) = zn
(
an +

an−1
z

+ . . .+
a0
zn

)
.

Do ®ã

|p(z) = |zn||an +
an−1
z

+ . . .+
a0
zn
|

V× an �= 0 nªn |zn||an| → ∞ khi |z| → ∞. Do ®ã |p(z)| → ∞ khi

|z| → ∞, kh¼ng ®Þnh ®−îc chøng minh. Theo kh¼ng ®Þnh trªn, lÊy

0 < r ∈ R, r ®ñ lín cè ®Þnh, râ rµng 1/p(z) bÞ chÆn víi mäi z ∈ C tháa

m·n |z| > r. V× thÕ 1/p(z) liªn tôc nªn |z| � r. V× thÕ 1/p(z) bÞ chÆn

trong miÒn |z| � r. VËy, 1/p(z) bÞ chÆn trªn toµn bé mÆt ph¼ng phøc.

V× p(z) �= 0 víi mäi z ∈ C nªn 1/p(z) x¸c ®Þnh trªn C. Do ®ã 1/p(z)

kh¶ vi trªn C, tøc lµ nã gi¶i tÝch trªn C. Theo §Þnh lÝ Liouville, p(z) lµ
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hµm h»ng, ®iÒu nµy lµ v« lÝ víi gi¶ thiÕt bËc cña p(z) = n > 0. VËy

p(z) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong C.

3.2.2. Chøng minh th«ng qua §Þnh lÝ Eugene Rouche

§Ó chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, ta cã thÓ sö dông §Þnh lÝ

cña E. Rouche (xem [MF, Trang 3). Tr−íc hÕt ta nh¾c l¹i §Þnh lÝ cña

Rouche.

3.2.2.1. §Þnh lÝ (Rouche) Cho miÒn M ⊆ C víi biªn cña M lµ B(M).

NÕu f(z) vµ h(z) lµ c¸c hµm gi¶i tÝch trong vµ trªn miÒn M sao cho

|h(z)| < |f(z)| trªn biªn B(M) th× f(z) vµ f(z) + h(z) cã cïng sè

nghiÖm trªn miÒn M .

B©y giê ta chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

3.2.2.2. §Þnh lÝ. Cho p(z) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè phøc cã bËc n > 0.

Khi ®ã p(z) cã n nghiÖm phøc.

Chøng minh. Cho p(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 lµ mét ®a thøc víi hÖ

sè phøc bËc n > 0. Ta cÇn chøng minh p(z) cã nghiÖm phøc. §Æt

f(z) = anz
n vµ

h(z) = p(z)− f(z) = an−1z
n−1 + . . .+ a1z + a0.

LÊy sè thùc r > 0. Trªn ®−êng trßn |z| = r ta cã

|f(z)| = |anzn| = |an||z|n = |an|rn; vµ

|h(z)| = |an−1zn−1 + . . .+ a1z+ a0| � |an−1|rn−1 + . . .+ |a1|r+ |a0|. V×

|an| �= 0 nªn ta cã thÓ ®Æt

K =
|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|

|an|
.
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Chän r > max{1,K}. Khi ®ã

|h(z)| � |an−1|rn−1 + . . .+ |a1|r + |a0|
�

(
|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|

)
rn−1

< (r|an|)rn−1 = |an|rn = |f(z)|.

V× thÕ |h(z)| < |f(z)| víi mäi z n»m trªn ®−êng trßn t©m lµ gèc täa

®é, b¸n kÝnh r. Chó ý r»ng ®−êng trßn |z| = r chÝnh lµ biªn cña miÒn

M := {z ∈ C | |z| � r}. Râ rµng f(z) = anz
n cã n nghiÖm phøc (thùc

ra f(z) cã mét nghiÖm z = 0 víi béi n). Do ®ã theo §Þnh lÝ Rouche,

p(z) = f(z) + h(z) cã n nghiÖm phøc.

3.2.3. Chøng minh th«ng qua b¸n kÝnh héi tô

Cho p(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 lµ ®a thøc víi hÖ sè phøc cã bËc

n d−¬ng. NÕu a+ 0 = 0 th× p(z) cã nghiÖm z = 0. Do ®ã ta cã thÓ gi¶

thiÕt a0 �= 0. §Æt f(z) = 1/p(z). Gi¶ sö p(z) �= 0 víi mäi z ∈ C. Khi

®ã lu«n tån t¹i khai triÓn t¹i mäi ®iÓm cña f(z) thµnh chuçi

f(z) = b0 + b1z + b2z
2 + . . .

Tr−íc hÕt, ta kh¼ng ®Þnh lu«n tån t¹i hai sè phøc c, r ∈ R sao cho

|bk| > crk víi nhiÒu v« h¹n k. ThËt vËy, râ rµng 1 = p(z)f(z). §ång

nhÊt hÖ sè tù do cña hai vÕ ta ®−îc a0b0 = 1. Suy ra |b0| = 1/|a0|. Do

®ã lu«n tån t¹i c < 1/|a0| ta cã kÕt qu¶ víi k0 = 0. Gi¶ sö kÕt qu¶ ®·

®óng cho mét sè k, tøc lµ |bk| > crk. Ta cÇn chøng minh tån t¹i mét sè

k′ tiÕp theo ®Ó |bk′| > crk
′

. Gi¶ sö ®iÒu nµy kh«ng ®óng, tøc lµ k lµ sè

lín nhÊt cã tÝnh chÊt |bk| > crk. Khi ®ã hÖ sè cña zn+k trong p(z)f(z)

lµ a0bn+k + a1bn+k−1 + . . .+ anbk, v× thÕ ®ång nhÊt hÖ sè cña zn+k trong

®¼ng thøc 1 = p(z)f(z) ta cã

a0bn+k + a1bn+k−1 + . . .+ anbk = 0.
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Suy ra a0bn+k + a1bn+k−1 + . . . = −anbk. V× m«®un cña tæng c¸c sè

phøc kh«ng v−ît qu¸ tæng c¸c m« ®un cña c¸c sè phøc ®ã vµ víi mäi

i = 0, . . . , n− 1 ta cã

|aibk+n−i| = |ai||bk+n−i| � |ai|crk+n−i.

Tõ ®ã ta dÔ dµng suy ra

|a0|rn + |a1|rn−1 + . . .+ |an−1|r � |an|.

NÕu r � min
{

1,
|an|

|a0 + . . .+ |an−1|
}

th× ta cã

|bk| =
|a0bk+n + . . .+ an−1bk+1|

|an|
�
|a0bk+n|+ . . .+ |an−1bk+1|

|an|
� crk

víi r ®ñ nhá. §iÒu nµy lµ v« lÝ. §Æt z = 1/r. Ta cã

|bkzk| =
|bk|
rk

> c

víi v« h¹n sè tù nhiªn k. Do ®ã chuçi b0 + b1z + b2z
2 + . . . kh«ng héi

tô, ®iÒu nµy lµ v« lÝ. VËy, tån t¹i z ∈ C ®Ó p(z) = 0.

3.3 Chøng minh dïng c«ng cô t«p«

§Ó chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, ta cã thÓ sö dông c«ng cô

t«p« vµ §Þnh lÝ cña Charles E. Picard (xem [MF, Trang 3,4). Tr−íc hÕt

ta nh¾c l¹i Nguyªn lÝ Bolzano - Weierstrasss vÒ d·y sè trong mét miÒn

bÞ chÆn (®©y lµ mét tÝnh chÊt t«p«).

3.3.1. Bæ ®Ò. (Nguyªn lÝ Bolzano - Weierstrasss). Mçi dQy {zn} c¸c sè

phøc trong mét miÒn bÞ chÆn cña mÆt ph¼ng phøc ®Òu trÝch ra ®−îc mét

dQy con héi tô.

TiÕp theo, ta nh¾c l¹i §Þnh lÝ cña Picard.
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3.3.2. Bæ ®Ò. (§Þnh lÝ Picard). Cho f(z) lµ mét hµm nguyªn (tøc lµ f(z)

kh¶ vi trªn toµn bé mÆt ph¼ng phøc). Gi¶ sö tån t¹i z1 �= z2, z1, z2 ∈ C
sao cho f(z) �= z1, f(z) �= z2 víi mäi z ∈ C th× f(z) lµ hµm h»ng.

B©y giê ta chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

3.3.3. §Þnh lý. Cho p(z) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè phøc cã bËc n > 0.

Khi ®ã p(z) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc.

Chøng minh. Râ rµng p(z) lµ kh¶ vi trªn C. Gi¶ sö p(z) kh«ng cã nghiÖm

phøc. Khi ®ã p(z) �= 0 víi mäi z ∈ C. §Æt z1 = 0. Ta cã p(z) �= z1 víi

mäi z ∈ C. Ta sÏ chøng minh tån t¹i ®iÓm z2 �= z1 sao cho p(z) �= z2

víi mäi z ∈ C. Gi¶ sö víi mçi k ∈ N cho tr−íc, tån t¹i zk ∈ C sao

cho p(zk) = 1/k. Chó ý r»ng |p(z)| → ∞ khi |z| → ∞ (xem chøng

minh §Þnh lÝ ë TiÕt 3.1). Do ®ã tån t¹i sè thùc r d−¬ng ®ñ lín sao cho

|p(z)| > 1 víi mäi z /∈ M, trong ®ã M lµ h×nh trßn t©m lµ gèc täa ®é,

b¸n kÝnh r. V× |p(zk)| = 1/k � 1 víi mäi 0 < k ∈ N. Do ®ã zk ∈ M
víi mäi k ∈ N. Theo Nguyªn lÝ Bolzano - Weierstrasss, mçi d·y sè phøc

trong mét miÒn bÞ chÆn ®Òu trÝch ra ®−îc mét d·y con héi tô. Do d·y

{zk} ⊆ M vµ M lµ miÒn bÞ chÆn nªn tån t¹i d·y con {zni} ⊆ {zk} sao

cho zni → z′ ∈ C. Do p(z) lµ hµm liªn tôc nªn

p(z′) = lim
ni→∞

p(zni) = lim
ni→∞

1/ni = 0.

§iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi gi¶ sö p(z) kh«ng cã nghiÖm phøc. Do ®ã tån

t¹i 0 < k ∈ N sao cho p(z) �= 1/k víi mäi z ∈ C. Chän z2 = 1/k. Râ

rµng z1 = 0 �= 1/k = z2 vµ p(z) �= z1, p(z) �= z2 víi mäi z ∈ C. Theo

§Þnh lÝ Picard, p(z) lµ hµm h»ng, v« lÝ víi gi¶ thiÕt bËc cña p(z) = n > 0.

VËy p(z) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc.
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PhÇn phô lôc

KiÕn thøc cña phÇn nµy kh«ng ph¶i lµ môc tiªu chÝnh cña luËn v¨n.

Tuy nhiªn, ®Ó ng−êi ®äc tiÖn theo dâi, chóng t«i tr×nh bµy nh÷ng kh¸i

niÖm vµ kÕt qu¶ ®· nh¾c ®Õn trong Ch−¬ng 2 nh− sè phøc vµ c¸c phÐp

to¸n, më réng tr−êng, tr−êng ph©n r·, tr−êng ®ãng ®¹i sè. Ngoµi ra,

chóng t«i còng ®−a vµo môc nµy nh÷ng th«ng tin cña mét sè nhµ to¸n

häc cã ®ãng gãp cho §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè.

A. Sè phøc vµ c¸c phÐp to¸n trªn tr−êng sè phøc

4.1.1. §Þnh nghÜa sè phøc. Sè phøc lµ biÓu thøc cã d¹ng z = a + bi

trong ®ã a, b ∈ R vµ i2 = −1. Ta gäi a lµ phÇn thùc vµ b lµ phÇn ¶o cña

z. Sè i ®−îc gäi lµ ®¬n vÞ ¶o KÝ hiÖu tËp hîp c¸c sè phøc lµ C. NÕu

a = 0 th× z = bi ®−îc gäi lµ sè thuÇn ¶o, nÕu b = 0 th× z = a lµ sè thùc.

Hai sè phøc ®−îc gäi lµ b»ng nhau nÕu phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña chóng

t−¬ng øng b»ng nhau, tøc lµ a + bi = c + di khi vµ chØ khi a = c vµ

b = d. Sè phøc z = a− bi ®−îc gäi lµ sè phøc liªn hîp cña z = a+ bi

vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ z.

DÔ thÊy z z = a2 + b2 lµ mét sè thùc. Chó ý r»ng liªn hîp cña tæng

(hiÖu, tÝch, th−¬ng) b»ng tæng (hiÖu, tÝch, th−¬ng) cña c¸c liªn hîp, tøc

lµ z ± z′ = z ± z′, z z′ = z z′ vµ nÕu z′ �= 0 th×
z

z′
=
z

z′
.

4.1.2. PhÐp to¸n trªn sè phøc. BiÓu diÔn sè phøc z = a+ bi ®−îc gäi

lµ biÓu diÔn ®¹i sè cña sè phøc z. PhÐp céng, trõ, nh©n vµ chia c¸c sè
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phøc ®−îc thùc hiÖn nh− sau:

(a+ bi)± (c+ di) = (a+ c)± (b+ d)i;

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (bc+ ad)i;

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)
(c+ di)(c− di) =

ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i

TËp C c¸c sè phøc víi phÐp céng vµ phÐp nh©n lËp thµnh mét tr−êng

chøa tr−êng sè thùc R, trong ®ã mçi sè thùc a ®−îc ®ång nhÊt víi mét

sè phøc a+ 0i.

4.1.3. BiÓu diÔn h×nh häc cña sè phøc. Trong mÆt ph¼ng víi hÖ trôc

täa ®é vu«ng gãc xOy, mçi sè phøc z = a+ bi ®−îc ®ång nhÊt víi ®iÓm

Z(a, b). Khi ®ã tËp sè phøc lÊp ®Çy mÆt ph¼ng vµ ta gäi ®ã lµ mÆt ph¼ng

phøc. XÐt gãc α t¹o bëi chiÒu d−¬ng trôc hoµnh víi vÐc t¬
−→
OZ vµ gäi r

lµ ®é dµi cña vÐc t¬
−→
OZ, khi ®ã

z = a+ bi = r(cosα+ i sinα).

Ta gäi r lµ m«®un cña sè phøc z vµ ký hiÖu lµ |z|. Gãc α ®−îc gäi

lµ argument cña z vµ kÝ hiÖu lµ arg(z). Râ rµng |z| =
√
a2 + b2. BiÓu

diÔn z = r(cosα + i sinα) ®−îc gäi lµ biÓu diÔn l−îng gi¸c cña z.

Chó ý r»ng m«®un cña mét sè phøc lµ x¸c ®Þnh duy nhÊt vµ argument

cña mét sè phøc lµ x¸c ®Þnh sai kh¸c mét béi nguyªn lÇn cña 2π, tøc

lµ r(cosα + i sinα) = r′(cosα′ + i sinα′) nÕu vµ chØ nÕu r = r′ vµ

α = α′ + 2kπ víi k ∈ Z.
Sau ®©y lµ mét vµi tÝnh chÊt cña m«®un: |z|=|z|; |z1|.|z2| = |z1|.|z2|

vµ do ®ã |zn| =|z|n; |z1 + z2| � |z1|+ |z2|.

4.1.4. Lòy thõa vµ khai c¨n sè phøc. Cho hai sè phøc d−íi d¹ng l−îng

gi¸c: z = r(cosϕ + i sinϕ), z′ = r′(cosϕ′ + i sinϕ′). Khi ®ã z.z′ =

r.r′
(

cos(ϕ+ϕ′)+ i sin(ϕ+ϕ′)
)
vµ
z

z′
=
r

r′
(

cos(ϕ−ϕ′)+ i sin(ϕ−ϕ′)
)
.
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Tõ ®©y ta dÔ dµng n©ng lªn lòy thõa b»ng c«ng thøc sau (gäi lµ c«ng

thøc Moirve):

zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ).

Chó ý r»ng mçi sè phøc z = r(cosϕ+ i sinϕ) kh¸c 0 ®Òu cã ®óng n c¨n

bËc n, ®ã lµ

ωk = n
√
r(cos

ϕ+ k2π

n
+ i sin

ϕ+ k2π

n
)

víi k = 0, 1, . . . , n− 1.

B. Më réng tr−êng, tr−êng ph©n r·

4.2.1. §Þnh nghÜa. Cho T lµ mét tr−êng. Gi¶ sö K lµ mét tr−êng chøa

T . Khi ®ã ta nãi T ⊆ K lµ mét më réng tr−êng.

4.2.2. VÝ dô. (i) Tr−êng Q[
√

2] lµ më réng cña tr−êng Q.

(ii) Víi T ⊆ C lµ mét tr−êng vµ α ∈ C, ®Æt

T (α) =
{f(α)

g(α)
| f(x), g(x) ∈ T [x], g(α) �= 0

}
.

Khi ®ã T (α) lµ tr−êng nhá nhÊt chøa T vµ α. Ta gäi T (α) lµ tr−êng më

réng cña T b»ng c¸ch ghÐp thªm phÇn tö α.

(iii) Víi T ⊆ C lµ mét tr−êng vµ A ⊆ C, kÝ hiÖu T (A) lµ tËp c¸c sè

nhËn ®−îc tõ T vµ A bëi c¸c phÐp to¸n céng, trõ, nh©n vµ chia cho c¸c

phÇn tö kh¸c 0. Khi ®ã T (A) lµ tr−êng nhá nhÊt chøa T vµ A. Ta gäi

T (A) lµ tr−êng më réng cña T b»ng c¸ch ghÐp thªm tËp A.

4.2.3. §Þnh nghÜa. Cho T ⊆ K lµ mét më réng tr−êng. Khi ®ã K

cã cÊu tróc lµ T -kh«ng gian vect¬. Sè chiÒu cña T -kh«ng gian vect¬ K

®−îc gäi lµ bËc cña më réng tr−êng T ⊆ K vµ ®−îc ký hiÖu lµ [K : T ].

Chó ý r»ng nÕu T ⊆ K ⊆ L lµ mét d·y c¸c më réng tr−êng th×

[L : T ] = [L : K][K : T ].
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4.2.4. §Þnh nghÜa. Cho T ⊆ K lµ mét më réng tr−êng vµ α ∈ K. Ta
nãi α lµ ®¹i sè trªn T nÕu cã mét ®a thøc 0 �= f(x) ∈ T [x] nhËn α lµm

nghiÖm. NÕu α kh«ng ®¹i sè trªn T th× ta nãi α lµ siªu viÖt trªn T .

§Æt T [α] = {f(α) | f(x) ∈ T [x]}. NÕu α lµ ®¹i sè trªn T th× T [α]

lµ mét tr−êng vµ v× thÕ T [α] = T (α). Khi α lµ siªu viÖt trªn T th× T [α]

kh«ng lµ tr−êng, trong khi ®ã T (α) lu«n lµ tr−êng.

4.2.5. §Þnh nghÜa. Cho T lµ mét tr−êng. §a thøc f(x) ∈ T [x] lµ bÊt

kh¶ quy trªn T nÕu deg f(x) > 0 vµ f(x) kh«ng lµ tÝch cña hai ®a thøc

cã bËc bÐ h¬n.

D−íi ®©y lµ c«ng thøc tÝnh bËc cña c¸c më réng b»ng c¸ch ghÐp thªm

mét phÇn tö ®¹i sè.

4.2.6. Bæ ®Ò. Cho T ⊆ K lµ mét më réng tr−êng vµ α ∈ K. Gi¶ sö

L = T (α), trong ®ã α lµ ®¹i sè trªn T . Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt mét ®a

thøc p(x) ∈ T [x] bÊt kh¶ quy nhËn α lµm nghiÖm vµ cã hÖ sè cao nhÊt

b»ng 1. Gi¶ sö deg p = m. Khi ®ã [L : T ] = m.

4.2.7. §Þnh nghÜa. Cho T lµ tr−êng.

(i) Cho f(x) ∈ T [x] lµ ®a thøc bËc n. Mét tr−êng K cùc tiÓu chøa T

vµ chøa n nghiÖm cña f(x) ®−îc gäi lµ tr−êng ph©n rQ cña f(x) trªn T.

(ii) T lµ ®ãng ®¹i sè nÕu mçi ®a thøc mét biÕn bËc n > 0 trªn T ®Òu

cã ®óng n nghiÖm trong T , mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã.

4.2.8. MÖnh ®Ò. Cho T lµ tr−êng. Khi ®ã

(i) Mçi ®a thøc f(x) ∈ T [x] ®Òu cã mét tr−êng ph©n rQ vµ tr−êng

ph©n rQ cña f(x) trªn T lµ x¸c ®Þnh duy nhÊt sai kh¸c mét ®¼ng cÊu.

(ii) Mçi tr−êng ®Òu chøa trong mét tr−êng ®ãng ®¹i sè.

Theo §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, tr−êng C lµ ®ãng ®¹i sè vµ mçi ®a

thøc víi hÖ sè h÷u tû (thùc, phøc) ®Òu cã mét tr−êng ph©n r· trong C.
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KÕt luËn

LuËn v¨n tr×nh bµy lÞch sö vµ mét sè chøng minh §Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè. Néi dung chÝnh cña luËn v¨n lµ:

• Tr×nh bµy kiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ ®a thøc víi hÖ sè trªn mét tr−êng,

nghiÖm cña ®a thøc phôc vô c¸c diÔn gi¶i liªn quan trong Ch−¬ng 2 vµ

Ch−¬ng 3 cña luËn v¨n.

• Tr×nh bµy s¬ l−îc lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè, ®Æc biÖt lµ c¸c

®ãng gãp quan träng cña mét sè nhµ to¸n häc: Jean le Rond D’Alembert,

Leonhard Euler, Pierre Simon Laplace vµ Carl Friedrich Gauss.

• §−a ra mét sè chøng minh quan träng cña §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i

sè (dïng c«ng cô ®¹i sè, c«ng cô gi¶i tÝch phøc, c«ng cô t« p«).

• PhÇn phô lôc chøa ®ùng mét sè kh¸i niÖm vÒ më réng tr−êng, tr−êng

ph©n r· cña mét ®a thøc, sè phøc vµ c¸c phÐp to¸n trªn tr−êng sè phøc,

®ång thêi cã h×nh ¶nh mét sè nhµ to¸n häc liªn quan ®Õn §Þnh lÝ c¬ b¶n

cña §¹i sè.
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