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LGOI CAM ON

Sau qud trinh nhan dé tai va nghién ctu dudi su huéng dan khoa hoc
cia PGS.TS Lé Thi Thanh Nhan, luan van “Pinh 1i co ban cua Dai s6”
cta toi da duogc hoan thanh. C6 duoc két qua nay, d6 1a nho su day bao
hét sitc tan tinh va nghiém khac ctia Co. Toi xin bay td long biét on sau
sac t6i Co va gia dinh!

Toi cling xin glri 16i cam on chan thanh dén Ban Giam hiéu, Phong
Pao tao-Khoa hoc-Quan hé quoc t€ va Khoa Toan-Tin cua Truong Dai
hoc Khoa hoc - Pai hoc Thai Nguyén da tao diéu kién thuan lgi nhat
trong suot qua trinh hoc tap tai truong cling nhu thoi gian t6i hoan thanh
dé tai nay. Su gitip d& nhiét tinh va thdi do than thién cta cdc cin bo
thuoc Phong Pao tao va Khoa Todn-Tin da dé lai trong 1ong mdi chiing
toi nhitng an tugng hét stc tot dep.

To6i xin cam on Phong Gido duc va Pao tao huyén Thuy Nguyén -
thanh phé Hai Phong va Truong trung hoc co s& Duong Quan - noi toi
dang cong tac da tao di€u kién cho to6i hoan thanh khéa hoc nay.

To6i xin cam on gia dinh, ban be dong nghiép va cac thanh vién trong
16p cao hoc Toan K4B (Khéa 2010-2012) da quan tam, tao di€u kién,

dong vién c6 vii dé toi c6 thé hoan thanh nhiém vu ctia minh.
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LOI NOI DAU

Dinh 1i co ban ctia Pai s6 phat biéu riang méi da thic mot bién khac
hiang vGi hé s6 phic ¢6 it nhat mot nghiém phic. Doi khi, Dinh 1i co
ban ctia Pai s6 dugc phat biéu dudi dang: Mbi da thiic mot bien khac 0
vGi hé s6 phiic ¢6 s6 nghiém phic (moéi nghiém tinh véi s6 boi cua nod)
diing bang bac cua da thic do.

Mac du tén cua dinh Ii 1a “Dinh Ii co ban ctia Pai s6”” nhung khong c¢6
mot chiing minh thuan tdy dai s6 nao cho dinh 1i nay. Tat ca cac ching
minh cho Dinh 1i déu can dén tinh diy du cua tap cac s6 thuc, hoac mot
dang tuong duong vé tinh day da, ma tinh diy du lai khong 1a khai niém
dai s6. Hon nita, Dinh 1i co ban ctia Pai s6 khong phai 1a nén tang cta
Dai s6 hién dai. Tén cua dinh If ndy duoc dat ra vao thoi diém khi ma
viéc nghién cttu dai s6 chu yéu la dé giai phuong trinh da thic.

Peter Roth 14 nguoi ddu tién phét biéu goi md “Pinh 1i co ban cua
Pai s0” trong cudn sach “Arithmetica Phylosophica” cong bd nam 1608:
“Mot da thitc bdc n voi hé s6 thuc co khong qud n nghiém”. Tiép dén la
khang dinh ctia Albert Giard (1595-1632) trong cuén sich “L’invention
nouvelle en I’Algebre” xudt ban nam 1629: “Phuong trinh da thiic bdc
n ¢é n nghiém, trir khi phuong trinh bi khuyét”’. Nhi€u nha todn hoc da
tin Dinh Ii 12 ding, va do d6 ho tin rdng moi da thitc v6i hé s thuc khac
hing déu viét dudi dang tich cua cdc da thiic v6i hé s6 thuc bac mot
hoac hai. Bén canh dé lai c6 nhitng nguodi (Gottfried Wilhelm Leibniz,
Nikolaus II Bernoulli) ¢6 tim ra nhitng da thiic bac 4 véi hé s6 thuc khong
la tich ctia cac da thic bac 1 hoac 2. Tuy nhién, cac phan vi du ctua ho
déu dugc Leonhard Euler phan béc, diéu nay cang lam cho cdc nha toan

hoc thoi do tin tudng tinh ding dan cta Dinh Ii.
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Chiing minh d4u tién cho Dinh 1i thudc vé D’ Alembert vao nam 1746,
nhung ching minh nay khong hoan chinh. Euler 1749 c6 mot chiing
minh ding cho Dinh Ii trong trudng hgp bac cua da thic < 6. Cac chiing
minh khac dugc thuc hién boi Euler 1749, De Foncenex 1759, Lagrange
1772 va Laplace 1795 déu c6 it nhiéu chd chua chat ché. Ké ca chiing
minh dau tién ctia Gauss nam 1799 ciing khong day du. Mai dén nam
1816, Gauss méi dua ra mot chitng minh chinh xdc cho Pinh Ii.

Muc tiéu cua luan van la giéi thiéu lich st Dinh 1i co ban cua Dai so0,
trong d6 nhan manh nhiing déng gép quan trong cua D’Alembert, Euler
va Gauss, dong thoi trinh bay mot s6 chiing minh sau nay cho Dinh Ii
bang cdch sir dung cdc cong cu dai so, giai tich phiic va topo.

Cac két qua va thong tin trong luan van dugc viét dua vao bai bao [Ba]
cua Baltus trén “Historia Mathematica” 2004, bai bao [Ca] cua J. Carrera
trén “Publicions Matematiques” 1992, cuén sach [MF] ctua Miller-File
2003, va dac biét 1a bai bao [Du] cia Dunham 1991. Dunham da duoc
Hoi Toan hoc My trao giai thuéng Polya nam 1992 vi bai bdo nay.

Luan van gém 3 chuong. Chuong 1 trinh bay kién thitc chuan bi vé
da thic. Chuong 2 gidi thiéu lich st Dinh 1i co ban ctia Dai s6 v6i nhitng
dong gbp tiéu biéu cia mot s6 nha todn hoc. Chuong 3 dua ra mot s6
chiing minh cho Dinh Ii bang céch str dung cédc cong cu Dai so, Giai tich
phtic va Topd. Ngoai ra, luan van con ¢6 Phan phu luc trinh bay kién
thic vé s6 phic, md rong trudng, truong phan ra ciing nhu hinh anh cta

mot sO nha toan hoc c6 déng gép quan trong cho Dinh 1i.
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Chuong 1

Kién thic chuan bi

Muc dich clia chuong nay 1a nhac lai mot s6 khdi niém va két qua lién
quan dén da thic trén mot truong nhu phép chia v6i du, nghiém cua da

thitc d€ phuc vu viéc trinh bay céc két qua cta céc chuong sau.

1.1 Da thirc trén mot truong

1.1.1. Dinh nghia. Mot tap K cung v6i hai phép todn cong va nhan duoc
goi la truong néu:

(a) Két hop: a+(b+c) = (a+b)+c va (ab)c = a(be) v6i moi a, b, ¢ € K.
(b) Giao hoan: a +b=b+ a va ab = ba v6i moi a,b € K.

(c) Phan phdi: a(b+ ¢) = ab+ ac v6i moi a,b, c € K.

(d) Ton tai don vi 1 € K sao cho al = la = a v6i moi a € K.

(e) Ton tai phan tt 0 € K sao choa+0 =0+ a = a véi moi a € K.
(g) Mbi a € K, ton tai phan tir d6i —a € K sao cho a + (—a) = 0.

(h) Mdi 0 # a € K, ton tai phdn tit khd nghich a=! € K sao cho

aa !l =1=a1la.

Chang han, Q, R, C 1a cic truong. Tap Q[v7] = {a+bVT7 | a,b € Q}
1a mot truong. Q[/p] = {a + b\/p | a,b € Q} 1a mot trudng néu p 1a s6

nguyén to.

5
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T nay cho dén hét chuong nay, luon gia thiét K 1a mot truong.

1.1.2. Pinh nghia. Mot bi€u thiic dang f(z) = a,z" +. ..+ ay trong d6
a; € K v6i moi ¢ dugc goi 1a mot da thiic ctia 4n z (hay bién ) véi he
s trong K. Néu a, # 0 thi a, dugc goi 1a hé s6 cao nhdt cha f(x) va
s6 tu nhién n dugc goi 1a bdc cua f(x), ki hiéu 1a deg f(z).

Chd y ring hai da thic f(z) = > a;z' va g(x) = Y b;x’ 12 bang nhau
néu va chi néu a; = b; v6i moi . Ta chi dinh nghia bac cho nhiing da thiic
khéc 0, con ta quy ude da thic 0 1a khong c6 bac. Ki hiéu K [x] 1a tap cac
da thic 4n z v6i hé s6 trong K. Vé6i f(z) = > ax’ va g(x) = > biat,
dinh nghia f(z) + g(x) = > (a;b;)z’ va f(x)g(x) = Y cpz®, trong dé
Ch = D isjt Qibj-

Ta dé dang kiém tra duoc tinh chat sau d6i v6i bac cta céac da thic.
1.1.3. Bo dé. Vdi f(z),g9(z) € K|[z] ta luon cé
deg(f(z) 4 g(z)) < max{deg f(z), deg g()}
deg(f(z).g(z)) = deg f(z) + deg g().

Dinh Ii sau day, goi la Dinh 1i phép chia véi du, déng mot vai tro rat
quan trong trong i thuyét da thuec.

1.1.4. Pinh ly. Cho f(z),g(z) € K|z], trong do g(x) # 0. Khi do ton
tai duy nhdt mot cdp da thiic q(x),r(x) € Klx] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(z), voi r(x) = 0 hodc degr(z) < degg(x).
Chitng minh. Trudc hét ta ching minh tinh duy nhat. Gia st
fx) = g(x)q(x) +r(2) = 9(z)q1 (z) + 11 (2),
trong d6 r(x),r1(z) bang 0 hodc c6é bac nhd hon bac cua g(z). Khi d6

9(x)(q(z) — qu(2)) = m(z) - r(2).
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Néu r(z) # r(z) thi
deg(r — ) = deg (9(q — q1)) = deg g + deg(q — q1)-
bicu nay mau thuan vi
deg(r — ) < max{degr,degr;} < degg < degg + deg(q — q1).

Do vay, ri(z) = r(z). Suy ra g(z)(q(z) — qi(x)) = 0. Vi g(x) # 0 nén
q(z) — qi(z) =0, tic 1a ¢(x) = ¢1(z).

Bay gio ta ching minh sy ton tai. Néu deg f(z) < degg(x) thi ta
chon ¢(z) = 0 va r(z) = f(z). Gia st deg f(zr) > degg(z). Vit
f(z) = apx™ + ... +ag va g(z) = byz™ + ... + by V6i ap,, b, # 0 va
n < m. Chon h(z) = ‘;—mxm—”. Pat fi(z) = f(z) — g(z)h(z). Khi d6
fi(z) = 0 hoac fi(z) cénbac thuc su bé hon bac cta f(x). Trong truong
hop fi(z) = 0, ta tim dugc du cta phép chia f(z) cho g(z) 1a r(z) =0
va thuong 1a ¢(x) = h(x). Néu fi(x) # 0 thi ta ti€p tuc lam tuong tu véi
f1(z) va ta dugc da thitic fo(x). Ci ti€p tuc qua trinh trén ta dugc day da
thic fi(x), fo(z), ..., néu ching déu khac 0 thi ching c6 bac giam dan.
Vi thé sau hitu han budc ta dugc mot da thic c¢6 bac bé hon bac cua g(x)
va d6 chinh 1a da thic du r(x). Néu mot da thic cta day bang 0 thi du

r(z) = 0. Th& vao r6i nhom lai ta tim dugc ¢(z). O

Trong dinh 1y trén, g(x) dugc goi 1a thuong va r(z) dugc goi la du
cta phép chia f(z) cho g(x). Néu du ctia phép chia f(x) cho g(z) 1a 0
thi ton tai ¢(x) € K[z] sao cho f(z) = g(z)g(x). Trong truong hop nay
ta né6i rang f(x) chia hét cho g(x) hay g(x) 1a udc cua f(x).
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1.2 Nghiém cua da thic

1.2.1. Pinh nghia. V6i méi f(z) = a2+ ...+ ayz +ap € Kz] va o
la phan t&r trong mot truong chia K, ta dat f(a) = a,”" +. ..+ a1+ ay.
Néu f(a) = 0 thi ta néi « 1a nghiém cua f(z).

Chéng han, s6 v/2 € R 1a nghiém cta da thic 22 — 2 € Q[x].

1.2.2. Hé qua. Phan tir a € K la nghiém cua da thiic f(z) € K[x] néu
va chi néu ton tai da thiic g(z) € K[z] sao cho f(z) = (v — a)g(z).
Chiing minh. Chia f(z) cho x — a, du hodc bang 0 hoac 1a mot da thiic
bac 0 vi bac clia (z —a) bang 1. Vi vay, du 1a mot phan tit r € K. Ta c6
f(x) = (xr—a)q(x)+r. Thay x = a vao dang thic ta duoc r = f(a). O

Cho k£ > 0 la mot s6 nguyén. Mot phan tr a € K dugc goi 1a mot
nghiém boi k cla da thic f(x) € K|[z] néu f(x) chia hét cho (z — a)F
nhung khong chia hét cho (z —a)*™1. Néu k = 1 thi a dugc goi la nghiém
don. Néu k = 2 thi a duogc goi 1a nghiém kép.

1.2.3. Hé qua. Phan tir a € K la nghiém boi k cua f(x) € K|x] néu va
chi néu f(z) = (x — a)*g(z) véi g(z) € K[x] va g(a) # 0.

Chiing minh. Gia su a 1a nghiém boi k cua f(x). Vi f(z) chia hét cho
(r —a)* nén f(z) = (z — a)kg(x) véi g(x) € K[x]. Néu g(a) = 0 thi
theo Hé qua 1.2.2 ta ¢6 g(z) = (x — a)h(x) v6i h(z) € K[z| va do
d6 f(x) chia hét cho (z — a)**1, vo Ii. Vay g(a) # 0. Nguge lai, vi
f(x) = (z — a)*g(z) nén f(z) chia hét cho (z — a)*. Néu f(z) chia hét
cho (z — a)* thi f(z) = (z — a)*"'h(z) v6i h(z) € K[z]. Do dé

(z - a)fg(z) = (z — a)" "' h(z).

Do K la truong nén g(x) = (z — a)h(zx). Suy ra g(a) = 0, mau thuan.
Vay f(x) khong chia hét cho (z — a)**!. O
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1.2.4. Hé qua. Cho ay,as, ... ,a, € K la nhitng nghiém phdn biét cia
f(z) € K|x]. Gid s a; la nghiém boi k; cua f(x)voii=1,2,... ,r. Khi
ds f(x) = (x —a)"(z —az)™ ... (z — a,)*u(x), trong dé u(r) € K|x]
va u(a;) #0véimoi i =1,...,r.
Chiing minh. Ta ching minh bang quy nap theo r. Trudong hop r = 1
duoc suy ra tir Hé qua 1.2.3. Cho r > 1. Theo gia thiét quy nap, ton tai
h(z) € K|[z] sao cho f(z) = (z — a1)"(x — ag)** ... (x — a,_1)*'h(z),
trong d6 h(z) € K|x] va h(a;)) #0 v6imoii =1,... ,r—1. Via, la

nghiém cta f(z) nén ta c6
0= f(a,) = (@ — a1)"(a, — az)* ... (a, — ar_1)"'h(a,).

Do a, # a; v6i moi i = 1,... ,r — 1 nén h(a,) = 0. Gia st h(z) =
(x — a,)'u(z) trong d6 u(z) € Klx], u(a,) # 0 va t > 0 1a mot s
nguyén. Vi h(a;) # 0 nén u(a;) # 0 v6i moi i = 1,... ,r — 1. Do a,
la nghiém boi k, cha f(x) nén t < k.. Hon nita, f(x) c6 su phan tich
f(z) = (x — a,)*v(x), trong d6 v(z) € K[z] va v(a,) # 0. Vi thé ta c6
f@)=(z—a) (@)= (x—a)"... (. —a_)" ' (z — a)'u(z).
Chd y rang K 1a trudong, vi th€ gian udc ca hai vé€ cho (z — a,)! ta duoc

kr—l

(z —a)" w(z) = (x —a)® ... (z — ap_1)"u(z).

Néu t < k, thi khi thay = = a, vao dang thiic trén ta cé vé trai bang 0,
con v€ phai khac 0, dieu nay 1a vo ly. Vay ¢ = k.. Vi th€ f c6 phan tich

f@)=(z—a)" ... (z —ar_)" ' (z — a)fru(z)
trong d6 u(a;) Z0véimoi i =1,... 7. ]
1.2.5. Hé qua. Cho 0 # f(x) € K|z| la da thicc. Khi dé so nghiém cua

f(x), moi nghiém tinh vdi s6 boi cuia né, khéng vuot qud bdc cia f(x).
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Chiing minh. Gia st ay,. .. ,a, 1a cdc nghiém cta f(x) v6i s boi lan

luot 14 ky,... , k.. Theo Hé qua 1.2.4, ton tai g(x) € K[x] sao cho
f@) = (@ — a) (@ — @) .. (& — ) g(a).

Vi th€ deg f(x) = degg(x) + > k; > D _k;, di€u can ching minh. [
i=1 i=1
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Chuong 2

Lich sur Dinh li co ban cua Pai so

Muc tiéu ctua chuong nay la trinh bay so luogc lich st Dinh 1i co ban ctia
Dai s0, trong d6 nhdn manh nhitng déng gép tieu biéu ciia mot s6 nha
toan hoc, dé 1a Jean le Rond D’ Alembert (c6 cong bo dau tién mot ching
minh cho Dinh 1i, nhung khong chat ché), Leonhard Euler (cong bo mot
chiing minh ding cho Dinh 1i trong trudng hop bac nhé hon hoic bing
6), Pierre Simon Laplace (cong bd chiing minh cho Dinh 1i bang cong
cu dai s6, nhung chua diy du), va Carl Friedrich Gauss (nguoi dau tién
cong bo mot chiing minh hoan chinh cho Dinh 1i).

2.1 Mot s6 dong gop ban dau

Trong ti€t nay, ching toi trinh bay mot s6 mdc ban dau trong viéc phat

biéu Pinh Ii co ban cua Pai s0.

2.1.1. Dong gop cua Peter Roth. Cho dén nay, khé c6 thé biét duoc
chinh xac Dinh 1i co ban bat ddu tir dau. Nguoi ta cho ring Peter Roth
(1580-1617) 1a ngudi ddu tién phat biéu goi md Pinh 1i, dugc viét trong
cudn sach “Arithmetica Phylosophica” cong bé nam 1608: “Mdt da thiic
bdc n voi hé s6 thuc cé khong qud n nghiém”. Roth séng va lam viéc
6 Dic va mat nam 1617, nhung khong ai biét chinh xdc ngay mat va

11
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noi mat cia Ong. Péng gép cua Roth ciing khong may ngudi biét dén.
Trong lich st Toan hoc Anh, rat it tic gia nhic dén Roth, ngudi ta chi
tim thay mot cuon sach ctia David Eugene Smith trong d6 ¢6 nhiing chud
thich vé Roth (cuén sdch nay da khong con ban goc). Tuy nhién, trong
cudn Lich sir Qudc gia & Paris, Peter Roth dugc nhic dén nhiéu 14n véi
moc thoi gian 1608-1609, cé 1€ trong thoi ki nay Roth dugc coi 1a nha

dai s6 uy tin hang dau cua Duc.

2.1.2. Dong gop cua Albert Giard. Albert Giard (1595-1632) l1a nha
todn hoc, am nhac hoc ngudi Phap. Ong chii yéu 1am vé luong gidc va
12 ngudi ddu tién dung ki hiéu viét tit sin, cos, tan. Mic du Francois
Viete (1540-1603) da dua ra ciac phuong trinh bac n v6i n nghiém nhung
Albert Giard 12 ngudi dau tién khang dinh su ton tai » nghiém cla da
thic bac n. Trong cudn sich “L’invention nouvelle en 1’Algebre” cua
Giard xudt ban nam 1629, Ong viét “Phuong trinh da thiic bdc n ¢é n
nghiém, trir khi phuong trinh bi khuyét”. Ong giai nghia cum tr “phuong
trinh khuyét” c¢6 nghia la phuong trinh da thic trong dé c6 it nhat mot hé
s6 biang 0. Ong khong néi dén diéu kién hé s6 clia da thic 1a nhing s6
thuc. Chic chin ring trong nhiing 1ap luan chi tiét vé diéu nay, Ong da
thuc su tin tudng khang dinh trén vin diing khi phuong trinh bi khuyét.
Chéng han, Ong chi ra ring mac di phuong trinh z! — 4z +3 = 0 1a
khuyét (cdc hé s6 bac 3 va bac 2 déu bang 0) nhung né van c6 4 nghiém,
trong d6 mot nghiém kép 13 1 va hai nghiém con lai 1a —1 + iv/2 va
—1—iv2.

2.1.3. Pong gop cua Rene’ Descartes. Rene’” Descartes (1596-1650) 1a
mot nha khoa hoc, nha toan hoc ngudi Phap. Ong 1a cha dé cha Triét
hoc hién dai. Thoi ctia Descartes vé co ban da nhan biét dugc Dinh

li co ban cta Pai s6, nhung chua ching minh duoc. Descartes khing
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dinh ring mot phuong trinh da thiic bac n ¢6 n nghiém, trong dé mot s6
nghiém nam trong tap s6 thuc, con mot s6 nghiém khéc chi ton tai trong
su hinh dung ctia ching ta. Trong s6 nhitng nghiém ao d6 c¢6 bao gom
cdc nghiém c6 dang a + by/—1 v6i a, b 1a thuc, nhung Ong khong binh

luan vé€ cac nghiém khong thuc nay.

2.1.4. Gottfried Wilhelm Leibniz va Nikolaus (II) Bernoulli. Cac
thong tin trong muc nay dugc tham khao trong bai bao cua J. Carrera
[Ca] dang trén tap chi “Publicacions Matematiques” nam 1992. Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) sinh ra & Leipziz va mat & Hannover (nudc
Dic). Thoi ctia Ong, rat nhiéu ngudi c§ ging phu dinh hodc ching minh
binh 1i Co ban ctua DPai s6. Leibniz da nghi dén viéc tim phan vi du cho
dinh 1i nay. Nam 1702, Leibniz cho ring céc da thiic dang z* + 74, trong
do6 r 1a so thuc khac 0, khong thé phan tich dugc thanh tich cla cdc da
thic bac 1 hoac bac hai v6i hé s6 thuc. Lic dé Ong khong nhan ra rang
cin bac hai cta s6 phic ¢ c¢6 thé bi€u dién duéi dang a + bi v6i a,b 1a
cac sO thuc. Sau dé Nikolaus Bernoulli (sinh ra & Basel - Thuy si nam
1687 va mat & Basel nam 1759) ciing c6 sai 1dm twong tu, Ong khéng
dinh rang da thic ! — 423 + 22% + 42 + 4 khong thé phan tich dugc
thanh tich cac da thic bac nhat hoac bac hai. Tuy nhién, vao nam 1742
Nikolaus (IT) Bernoulli da nhan dugc mot bic thu cua Leonhard Euler
(1707-1783) - mot nha Toan hoc va Vat 1i cua Thuy si, trong thu nay

Euler khang dinh rang da thiic ma Bernoulli dua ra cé su phan tich
<a:2—(2+oz)a:+1+\/7+oz>(x2—(2—a)x+1+ﬁ—a)

trong d6 o 14 mot can bac hai cia 4 + 21/7. Hon nita, Euler ciing chi

thich rang cédc da thic do Leibniz dua ra cling ¢6 su phan tich

o+t = (2 + V2 re + ) (@t = V2 ra 4+ 1),
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2.2 Dong gop cua Jean le Rond D’Alembert

Cac thong tin trong ti€t nay dugc tham khao tir cac bai bao cua Christopher
Baltus [Ba] va ctia J. Carrera [Ca]. Ban luan nghiém tdc dau tién vé Dinh
1i co ban ctia Dai s6 thuoc vé Jean le Rond D’ Alembert (1717-1783), mot
nha Toan hoc, Co hoc, Vat li hoc, Thién van hoc nguoi Phap. D’ Alembert
la nguoi dau tién cong bo ching minh Dinh 1i co ban cta Dai s6 trong
bai bdo [DA] “Recherches sur le calcul integral” dang trén “Histoire de
I’Acad. Royale Berlin” 1746, va két qua nay thuc su dugc cong bé nam
1748. Nhung ching minh ctia Ong 12 mot chitng minh khong hoan chinh.
Gia st p(z) 1a da thitc v6i hé s6 thuc. Ching minh ctia D’Alembert nam
1946 (xem [DA]) v€ su ton tai nghiém cta p(z) dugc chia lam hai budc.
Butde 1: Ton tai mot diém g d€ modun |p(z)| cta p(zr) dat cuc tiéu.
Budce 2 (Bo dé D’ Alembert): Néu p(zg) # 0 thi bat ki mot 1an can nao
cla g déu chita mot diém z; sao cho |p(z1)| < [p(xo)].

R& rang, néu Bude 1 va Bude 2 déu ding va zg 1a diém lam cho |p(z)|
dat cyc tiéu thi [p(xg)| = 0 va do d6 x 1a mot nghiém cha p(x).

Ching minh cta D’Alembert con héng & mot s6 chd. Diém yéu thi
nhat 1a D’Alembert da cong nhan (khong ching minh) tinh chat trong
Budc 1. Thuc té, tinh chat nay dugc chdp nhan mot cach tu nhién vao
Thé& ki 18. Tuy nhién mai dén dau th€ ki 19 (nam 1821), Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) - nha todn hoc ngudi Phap, mé6i dua ra mot ching
minh chat ch€ cho tinh chat nay.

Vi thé€, véi D’Alembert, Buéc 2 méi thuc su quan trong. Tuy nhién,
diém yéu tht hai cia D’Alembert 1a trong chitng minh két qua & Budc
2, Ong st dung mot bé dé ma khong chimg minh. Bé dé d6 duoc phat
bi€u nhu sau: V&i mbi cap s6 phic (g, y) sao cho yy — p(zg) = 0 ton

tai mot ddy tang cdc sO hitu ty {gz} dé trong mot lan can cla y ta co
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z—x0 = Y cxly — yo]”. Tuy nhien mai dén nam 1851, Pusicux mdi
k>0
c6 mot ching minh chat ché cho bé dé nay. DPiém yéu thit ba I3, trong

cac dién giai, D’Alembert da thi€u kién thic dé lap luan vé tinh com péc
nhdm chi ra tinh hoi tu & phan cu6i clia chiing minh. Mac du vay, cic ¥y
tudng trong chiing minh ctia Ong cho Pinh 1f co ban ctia Pai s6 van rat
quan trong.

Ciing trong bai bdo cia D’Alembert nam 1746 (xem [DA]), Ong da
phat hién ra hai diéu quan trong. Thit nhat, Ong chi ra ring ring néu
z = ¢+ dy/—1 1a mot nghiém cta p(z) thi s6 phic Z = ¢ — dy/—1
ciing 12 mot nghiém cua p(z), va vi thé p(z) luon phan tich duge thanh
nhiing nhan tr bac hai ¢6 dang xx + max + n. Diéu thd hai, dugc xuat
hién & cdc lap luan trong bai bdo chit khong duogc trinh bay cu thé, Ia:
“Néu thay x bdi s6 phiic z = 2; + ize vao da thic p(x) thi ta dugc
p(z) = p1(z1) + ipa(22), trong d6 pi(x), po(z) la cdc da thic véi hé s6
thuc. Do d6 p(z) = 0 néu va chi néu p;(z) = 0 va pa(z) = 0.

Mot diéu rat thi vi doi v6i D’ Alembert va cac nha todn hoc duong thoi
la Pinh 1i co ban ctia Pai s6 ¢c6 mot tam quan trong vugt ra ngoai linh
vuc dai s6. Trong bai bdo nam 1746 (xem [DA]), dé 1am cho moi ngudi
nhin thdy tam quan trong cua Dinh 1i Co ban ctia Pai s6, D’ Alembert da
trich cong trinh ctia Johann Bernoulli (nam 1703) vé su lién quan giita
dinh 1i nay v6i mot chu dé€ méi “phép tinh vi tich phan”, dac biét 1a lién
quan dén ki thuat 14y nguyén ham clia ham hitu ty ma ngay ta ta goi la
ki thuat tich thuong. Ta xét mot vi du dé minh hoa diéu nay. Gia st ta
can ldy nguyén ham cua mot ham hitu ty ma ca t va mau la nhiing da
thitc v6i hé s6 thuc, chang han

2873 — 4% + 69z — 14
3zt + 5x3 4+ 1022 + 20x — 8
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D’Alembert da khang dinh ring miu s6 ctia ham hitu ty c¢6 thé phan tich
thanh cac nhan tu tuyén tinh hoac bac hai (v6i hé so thuc) va tir d6 nhitng
khé khan trong viéc 14y nguyén ham c6 thé vuot qua. Cu thé, v6i ham
hitu ty trén, mau s6 c6 phan tich (3xz — 1)(z + 2)(2® + 4). Do d6 ta c6
thé tdch ham hitu ty trén thanh téng
a 4 b 4 cx + d.
3r—1 x+2 x22+4
Pong nhat cac hé s6 tadugc a =1, b=7vac=2,d= —3. Tu do ta

suy ra nguyén ham cta ham hiu ty trén la
1 3
gln 32 — 1|+ 7In |z + 2| + In(2* + 4) — §tan_1(ﬂc/2) +C.

Nhu vay, néu Dinh 1i co ban clia Pai s6 dugc chiing minh thi ching ta
c6 thé két luan ring nguyén ham ctia mdi ham hitu ty 0 (v6i P va Q

12 nhitng da thic véi hé s6 thuc) luon ton tai va 1a mot téng cta nhiing
A Bx+C

nguyén ham dang / — —  —dx hodc / v dz. Tu do ta

(ax + b)" (ax? 4 bz + )"

c6 thé tinh dugc nguyén ham cta cac ham hitu ty.

2.3 DPong gop cua Leonhard Euler

Cac thong tin trong tiét nay dugc tham khao tir bai bao cua William
Dunham [Du]. C6 ging tié€p theo dé chiing minh Dinh 1i co ban cla
Dai s6 thudc vé Leonhard Euler. Ching minh cta Euler dugc cong bo
trong bai bdo “Recherches sur les racines imaginaires des equations” trén
“Mem. Berlin” nam 1749, va thuc su dugc phit hanh nam 1751 (xem
[Eu]). Mac du ching minh cta Euler ciing khong hoan chinh theo moi
nghia, nhung né da thiét 1ap dugc cac két qua cho truong hop da thiic bac
thap va goi y cho cdc nha todn hoc thoi d6 tin rang Dinh 1i ding trong

truong hop tong quat. Trude d6, van c6 nhiéu ngudi cho rang Pinh I co
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ban cha Dai so 1a khong ding. Chang han, nhu da trinh bay & Tiét 2.1,
Gottfried Wilhelm Leibniz va Nikolaus (II) Bernoulli da dua ra nhitng da
thic cu thé ¢6 bac 4 v6i hé s6 thuc va khing dinh ring chiing khong thé
phan tich dugc thanh tich cac nhan tr bac nhat hoac bac hai véi hé so
thuc. Diéu nay ciing c¢6 nghia rang G. Leibniz va N. Bernoulli da khong
tin vao tinh ding dan cta Dinh 1i Co ban clia Dai s6. Euler ciing 12 nguoi
chi ra dugc tam quan trong cua Dinh I d6i véi viéc giai phuong trinh vi
phan. Cu thé, nam 1743 Euler da ban vé phuong trinh vi phan thuan nhat
bac n ,
0=Ay+B%+C§2—i+...+LZZ
v6i A,B,C ..., L la cac hing s6. Ong phit hién ra ring nghiém tong

quat cua phuong trinh nay c6 dang y = Cyy; + ... + Chy,, trong dé
Y1, ... ,Yn 12 cdc nghiém rieng va C1, ... ,C, 1a cdc hang s6 tuy y. Thay

Y = el/ 7] vao phuong trinh ta duoc mot phuong trinh da thitc 4n r
A+Br+Cr+...+Lr=0.

Thuc t€, nghiém tong qudt cua phuong trinh vi phan phu thuoc vao su
phan tich cua da thiic nay va ban chat nghiém cua da thic la thuc hay
phtc, 1a nghiém don hay nghiém boi, va nhu vay, n6 rd rang phu thuoc
vao Dinh 1i co ban ctua DPai so.

Phan ti€p theo cua tié€t nay, ching ta xem xét chiing minh cua Euler
nam 1749. Ong di nhanh chéng ching minh duoc moi da thic bac n
v6i n < 6, c6 ding n nghiém. Ong bit ddu ching minh bang viéc xét
da thuc bac 4.

2.3.1. B6 dé. Vi A, B,C, D la cdc sé thuc, da thitc bac bon x* + Ax> +
Bx? + Cz + D luén phdn tich duoc thanh tich cua hai da thitc bdc hai

VOi hé sO thuc.
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Chitng minh. BuGc dau tién, Euler quan sét thiy rang néu thay x = y—?
vao da thic ta s€ dugc mot da thic bac bon cua y khuyét hé s6 bac ba.
Viéc 1am ndy trong nhiéu trudng hop 1a ¢6 ich. Chang han, muén phan
tich da thic x? + 423 — 922 — 162 + 20, ta thay x = y — 4/4, va ta dugc

da thic y* — 1532 + 10y + 24. Khong khé khan ta tim duoc su phan tich
gt — 152 + 10y +24 = (P —y — 2)(y* +y — 12).
Thay lai y theo z ta dugc
ot 4 42° — 92 — 162 4 20 = (2° + z — 2)(2* + 32 — 10).

Budc ti€p theo 1a phan tich da thic x* + Bx? + Cz + D vé6i B,C, D la
cac so thuc. Ta xét hai truong hop.
Truong hop C = 0: Néu B2 — 4D > 0 thi ta c6 phan tich

-+ 2D o, D2 STED)

2+ Br?+ D =

Néu B? —4D < 0 thi D > 0 va 2¢/D > B. Vi thé ta c6 phan tich

'+ Br*4+D = (x2+\/5—x 2D — B> <x2+\/5+x\/ 2v/D — B).

Truong hop C # 0: Euler thdy rang néu c6 phan tich thi né ¢6 dang
'+ Br* + Cx+ D = (2° +uz + a) (2 — ux + )

V6i u, o, B 12 cdc so thuc nao d6. Viét vé phai clia dang thic trén thanh da
thic t6i gian roi déng nhat cac hé so ta duoc a+[F—u? = B, fu—ou = C
vaaB =D. ViC # 0nénu # 0. Do do, tir hai dang thitc dau ta suy
raac+f3=B+u*vaa—LF=C/u Vith€ 268 = B+ u?>+ C/u va
2 = B4+u?—C/u. Do d6 2D = 4af = (B+u>+C/u)(B+u?—C/u).
Nhan 2 v€ v6i u? r6i chuyén vé ta duge u®+2But+(B*—4D)u?—C? = 0.
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Day 1a phuong trinh bac 3 d6i véi u?. Vi thé né c6 mot nghiem u? 1a s6
thuc, nhung chua c6 gi dam bao dé€ u 1a so thuc. Tuy nhién Euler nhan
thay v€ trai cua phuong trinh trén la mot da thic bac 6. Da thic nay va
12 mot ham chdn nhan gid tri —C? < 0 khi x = 0 va nhan gia tri tién
t6i vo cing khi z du 16n. Do d6 Euler (truc quan) thdy rang ¢ mot sO
thuc ug > 0 sao cho ug va —ug la nghiém cua da thic bac 6 nay. Thay
vao cdc dang thiic trén ta tim dugc o va 3 theo uy. Do dé, trong moi
truong hop Euler déu thiét 1ap duoc su ton tai cac s6 thuc ug, ag va Gy
thda man z* + Ba? + Cz + D = (2 + upz + o) (22 — uoz + Gp). O

Khi chitng minh dugc b6 dé trén, Euler ngay lap tic quan sét thay da
thitc bac 5 ¢6 thé phan tich dugc thanh tich cia mot da thic bac nhat va
hai da thic bac hai v6i hé s6 thuc. Li do ma Ong dua ra don gian 13,
mot da thic bac 1€, va do d6 mot da thic p(z) bac 5 luon ¢6 mot nghiém
thuc, chang han x = a, khi d6 p(z) = (x — a)q(x) véi q(z) 1a da thic
bac 4 v6i hé s6 thuc. Theo bo dé trén, ¢(x) 1a tich cta hai da thic bac
hai va do d6 p(x) c6 su phan tich nhu yéu cau.

Sau d6, mot chién luge tong quat héa lai dat ra trong suy nghi cla
Euler. Ong nhan ra ring néu chitng minh duoc su tén tai phan tich cho céc
da thiic bac 2,4, 8,16, ... ,2" thi s€ chitng minh duoc cho da thic v6i bac
tly y. Chang han, dé phan tich da thic z'? — 32° + 5228 4- 323 — 22 + 17,
ta ¢6 thé nhan véi x* dé dugc da thic bac 16. Gia thiét ring da thic bac
16 da c6 su phan tich nhu mong muon. Khi d6 ta thu dugc su phan tich
clia da thic bac 12 ban diu bang cdch bd di 4 nhan tit z, z, x va x trong
su phan tich ctia da thic bac 16 d6. Va cdch 1am thong minh dién hinh
cua Euler 12 quy trudng hop téng quét vé céac trudong hop don gian hon.
Cu thé, khi da c6 su phan tich cua da thic bac 4, Ong tiép tuc khing
dinh mbi da thdc bac 8 Ia tich cua hai da thic bac 4. Réi tir do, Ong

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



20

chiing minh méi da thic bac 16 Ia tich hai da thic bac 8 va ... mobi da
thitc bac 2" 1a tich hai da thitc bac 2"~ 1. Chién lugc nay ctia Ong dudng
nhu rit hoan hdo. Tuy nhién, cdc chiing minh lai ¢6 nhiéu 16 hong khong
mong mudn. Ngay cho truong hop phan tich da thiic bac 8 thanh tich hai
da thitc bac 4 thi chitng minh ctia Ong da khong chinh xdc.

2.4 Joseph-Louis Lagrange va Pierre Simon Laplace

Cac thong tin trong muc nay dugc tham khao trong bai bao cua J. Carrera
[Ca]. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 1a mdt nha todn hoc nguoi Phap
sinh tai Italia. Thoi d6, Lagrange dugc xem la nha khoa hoc 16i lac trong
moi linh vuc lién quan dén giai tich, Ii thuyét s6 va co hoc. Nam 1772,
Ong dat van dé nghién ctu chiing minh cta Euler cho Pinh If co ban ctia
Dai s6. Béng céc kién thitc vé hodn vi trén tap cdc nghiém, Lagrange da
hoan chinh moi chd hdng trong ching minh cta Euler, trir viec Ong van
phai gia thiét mdi da thiic bac n cé ding n nghiém trong mot tap nao do
ma 6ng co thé lam viéc v6i cdc nghiém nay giong nhu lam viéc véi cdc
phan tir c¢6 dang a + bi, trong d6 a,b 1a cac so thuc.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) 1a mot nha todn hoc, thién van hoc
nguoi Phap. Vao nam 1795, Laplace [La] da dua ra mot ching minh cho
Dinh 1i co ban cua Dai s6 “Mobi da thic v6i hé s6 thuc ¢6 bac duong déu
chita nhan ta bac nhat hoac bac hai v6i hé so thuc”. Day 1a mot ching
minh hoan toan dai s6, khdc hin véi cdch tiép can cta Euler - Lagrange
da néu trong tiét trudc, nhung van con chda nhi€u 1ap luan khong chat
ché. Thit nhat, Ong phai gia thiét da thiic bac n ¢6 n nghiém (mac du
Ong khong biét cdc nghiém d6 c6 ton tai hay khong). Thi hai, Ong thira
nhan da thic bac 1é ¢6 nghiém thuc, di€u nay chua duoc giai thich rd

rang trong thoi ki do.
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Ching minh cua Laplace nhu sau: Goi 1, ... ,x, la cic nghiém cla
da thic véi hé s6 thuc p(x) = 2" — byz™ !t + ... + (=1)"b, c6 bac
n > 1. Viét n = 2%q v6i q 1é. Xét da thiic ¢;(r) ma cdc nghiém cla
no la x; +x; +txx; véit € Rvae < jtuy y. Da thic nay co bac
2F=1g" v6i ¢’ 18. Khi d6 Laplace tién hanh chiing minh bing quy nap
theo k. V6i k = 1 thi ¢;(z) 1a da thitc bac 1& nén c6 mot nghiém thuc
z; + xj + tr;x; € R Vit chay trong tap vo han R nén ton tai ¢ < j va
t1 # ty sao cho z; + z; + tiziz; € R va x; + x; + tox;z; € R, Suy ra
rizj, v;+1; € R, hay 22 — (z; + x;)z + z;x; 12 nhan tir bac hai cta p(z).
Cho k£ > 1. Véi li do tuong tu, ton tai ¢ < j sao cho z; + z;, z;x; € C.
Suy ra (2 — (z; + z;) + ziz;)(2* — (T + z;) + Tix;) 1a da thic bac 4
v6i hé so thuc, trong d6 ta ki hiéu Z la so phic lién hop ctia z. RO rang
da thiic bac 4 nay la uée cta p(z). Do d6 dp dung két qua cua Euler cho
da thiic bac 4, da thic (22 — (x; + z;) + zz;) (2 — (z; + x;) + Tix;) €6
thé phan tich dugc thanh tich cha hai da thitc bac hai véi hé s6 thuc. Do
d6 p(x) c¢6 nhan tlir bac hai v6i hé s6 thuc.

2.5 Dong gop cua Carl Friedrich Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 1a mot nha Toan hoc, nha Vat 1i hoc,
Dia cau hoc nguoi Duc. Gauss dugc xem la nha toan hoc thién tai nhat
trong thoi dai cia Ong. Ngudi ddu tién ching minh Dinh 1i Co ban cia
Dai s6 thuoc vé D’Alembert, nhung ching minh hop 1i va hoan chinh
dau tién cho dinh 1i nay lai thuoc vé Gauss. Trong su6t 50 nam, tir 1799
dén 1849, Ong da dua ra it nhat 4 chiing minh khac nhau cho Pinh Ii co
ban cua Dai s6. Ching minh dau tién dugc viét trong luan an tién si clia
Gauss vao nam 1799, khi Ong tron 22 tudi, trong dé c6 chia dung nhiing
phé phéan vé nhitng ching minh truéc d6 ctia D’Alembert va Euler. Ong
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cho rang céc ching minh nay 1a chua hop 1i boi vi ho di gia thiét trudc
rang nghiém cua da thdc 1a nhitng s6 phdc. Tuy nhién chiing minh nam
1799 cta Gauss van c6 nhitng 1ap luan chua ro (mai dén nam 1920 méi
duoc hoan chinh) va ban than Gauss ciing khong thoa man. Nam 1816,
Gauss cong bo hai chiing minh khac cua Dinh 1i, trong dé chiing minh
th nhat mang tinh ki thuat va hau nhu dung cong cu dai s6, chiing minh
thit hai don gian hon va dung cong cu giai tich. Nam 1849, truéc khi
mat vai nam, Gauss da cong bo chiing minh thit tw cho Pinh Ii va ching
minh nay tuong tu nhu chiing minh thit nhat nam 1799.

Hai ching minh quan trong nhit ciia Gauss la ching minh tht nhat
cong bo nam 1799 va ching minh tht ba nam céong bo nam 1816. Duéi

day, ching ta trinh bay tom tat hai chiing minh nay.

2.5.1. Tom tat chiing minh thit nhat. Nam 1799, Gauss cong bd chiing
minh tht nhat cho Dinh Ii co ban ctia Pai s0, tuy nhién chiing minh nay
chua ddy di. Gauss xét da thic p(x) = 2™+ Az™ 1 + ... + Lz + m v6i
hé s6 thuc. Thay x = r(cos ¢ + isin ) vao da thic rdi tach phan thuc

va phan ao:
U=1r"cosmp+ Ar"™ tcos(m —1)o + ...+ Lrcosp + M
T = r"sinme + Ar™ tsin(m — 1)p 4 ...+ Lrsin p.

Gauss da chiing minh truc ti€p rang U va T dong thoi bang 0 néu va
chi néu p(z) 1a boi cha = & r hodc p(x) 1a boi cha x> — 227 cos  + 72
Tiép theo, Gauss da coi U = 0 va T" = 0 nhu nhitng duong cong dai so
bac m trong hé toan do cuc 7 va ¢, v& trong mat phing véi cic toa do
(r cos p,7sin ). DE ching minh Dinh 1i, Gauss mu6n chi ra ring t6n
tai mot giao diém cua hai dudng cong ndy. Dé tim giao diém cua hai
dudng cong T' = 0 va U = 0, Gauss da nghién ctu cdc giao diém cua

hai duong cong nay trong mdt duong tron tam la goc toa do, ban kinh

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



23

R va chiing minh ring khi R du 16n, c6 ding 2m giao diém clia dudng
tron v6i duong cong T = 0 va 2m giao diém cua dudng tron véi dudng
cong U = 0 va mdi giao diém cta dudng tron v6i U = 0 ndm gitta hai
giao di€ém cua dudng tron v6i T = 0. D€ chi ra diéu nay, ngay nay ching
ta thuong dung dén cac dai luong vo cung 16n, nhung Gauss da dua ra
mot chiing minh rat tai tinh ma khong can ding dén khai niém giGi han.
Trong buéc ti€p theo, Gauss chi ra ring 4m di€ém giao nay 1a thay doi
rat it khi R thay doi it (theo ngon nglt ngay nay ching ta néi ching Ia
nhitng ham lién tuc theo bi€n R, nhung khai niém lién tuc thoi dé khong
dugc phd bién). DPén day, bang mot chitng minh rét truc quan hinh hoc,
Gauss két luan ring ton tai giao diém cta hai dudng cong nam trong
duong tron. Tir d6 Ong chi ra su ton tai giao diém cia hai dudng cong
T =0vaU =0, binh li dugc chitng minh.

2.5.2. Tom tat chimg minh thir ba. Nam 1816, Gauss cong b6 ching
minh tht ba cho Dinh 1i co ban cua Dai s6. Ching minh nay kha don
gian va 1a mot chiing minh hoan chinh. Ong xét da thic véi hé s6 thuc
p(x) = 2™+ Ax™ 1+ ...+ Lz +m. Thay z = r(cos ¢ + isin @) vao da
thic roi tich phan thuc va phan ao:

u = r"cosmep + Ar"™ L cos(m — 1) + ... + Lrcos o + M;
t =r"™sinme + Ar™ tsin(m — 1) + ... + Lrsin .
Coi u va t nhu nhitng ham theo ¢. Ong gi6i thiéu dao ham cta hai ham
(theo bién ) nay nhu sau:
t' =mr™cosmy + (m — 1) Ar™ tcos(m — 1) + ... + Lr cos p;
u' = mr™sinme + (m — 1)Ar™ tsin(m — 1) + ... + Lrsing.
Xét tt' + uu' nhu mot ham theo r. Khi dé

2m(

tt' + uu' = mr®™(cos® my + sin® me) + g(r) = mr*™ + g(r),
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trong d6 g(r) 1a da thic bac thdp hon 2m. Do dé Gauss coi mr?™ la
thanh phdn chinh cua tt' + uu’. Th d6 Gauss két luan riang khi r 16n,
tt' + wu' 1a duong. Gauss lai tiép tuc giGi thiéu cac dao ham bac hai cla

t va u theo bién ¢, ki hiéu la —t" va u”

2

t" = mr™sinmep + ...+ Lrsing;

u’ = m*r™cosmep + ...+ Lrcos .

Nhu da chi ra trong chiing minh thé nhét, dé ching to rang p(x) cé
nghiém phc, ta cdn chiing minh sy ton tai giao diém (r cos, 7 sinp)
cua hai dudng cong t = 0 va v = 0. Gia sur khong ton tai giao diém cua
hai dudng cong t = 0 vad u = 0. Khi d6 u? + > > 0 v6i moi r va ¢. Vi
th€ ham
(2 + u?) (¢t + wu”) + (tu’ — ut’)? — (tt' + uu')?

r(t? + u?)?

y:

luon nhan gia tri httu han v6i moi r # 0. Ti€p theo, v6i r = R du lon
(sao cho tt’ + uu’ duong) Gauss xét tich phan kép

360° (R
W= / / ydrdp
0 0

Chi y rang tich phan kép khong phu thudc vao thi tu 1ay tich phan.
- tu = ut’ <
Truée hét, 1ay nguyén ham theo ¢ ta c6 / ydyp = W Vi méi
r(t? 4 u?)
tu' = ut’

r(t? + u?)

tu nhién nén ta dé dang nhan thay

thanh phan ctia ham déu chua sin ko hoac cos ky véi k 1a s6

tu' = ut’

r(t? + u?)
01 = 0 va s = 360°. Suy ra w = 0. Tuy nhién, khi 1dy nguyén ham
tt' = uu'
2 + u?

t'(0) = 0 = ¥/(0). Nhung theo 1ap luan & trén, khi R 16n thi tt' 4+ uu/
duong. Do d6 ldy tich phan tir 0 dén R ta dugc w la s6 duong, diéu nay

c6 gia tri bang nhau tai

theo r ta lai c6 / ydr = . Thay r = 0 vao t’ va u' ta dugc
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1a vo li. Vay, luon ton tai giao diém cia hai dudng cong t = 0 va u = 0,

tic 1a da thic p(x) c6 nghiém.

2.5.3. Két luan. Viéc dua ra mot ching minh hoan chinh cho Dinh Ii
co ban ctia Dai s6 da thach thic cac nha toan hoc khoang gan 100 nam.
Chiing minh duoc cong bo diu tién thudc vé Jean le Rond D’Alembert
nam 1746. Tiép theo la ching minh ctia Leonhard Euler nam 1749, ching
minh cua Pierre Simon Laplace nam 1795, chiing minh cta Carl Friedrich
Gauss nam 1799. Céc chiing minh nay du it hay nhi€u van con nhitng lap
luan khong chat ché. Mai dén nam 1816, Carl Friedrich Gauss méi dua
ra dugc mot chiing minh tai tinh va hoan chinh cho Dinh 1i (ma ching ta
da trinh bay tém tat trong Muc 2.5.2). Sau d6, nhiéu nha toidn hoc van
ti€p tuc dua ra cac ching minh khic nhau cho Dinh Ii nay. Ngay ca Carl
Friedrich Gauss, chi vai nam trudc khi mat, nam 1849, Ong van con dua

ra moOt chiing minh khac cho Dinh Ii.
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Chuong 3

Mot so chirng minh Dinh li co ban cua
DPai so

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mdt s6 chiing minh Dinh Ii co ban

cua Dai s0.

3.1 Chitng minh dung cong cu dai so

Dé chitng minh Dinh Ii, ta cin c6 cdc két qua sau:

3.1.1. Bo dé. Cdc phat biéu sau la ding
(i) Moi da thiic bdc 1€ vai hé so thuc déu cé mot nghiém thuc.
(ii) Moi da thitc bdc hai voi hé so phiic déu cé hai nghiém phiic.
(iii) Néu p(x) la da thiic véi hé sO thuc thi ton tai mot truong E sao

cho p(z) phdn tich dugc thanh cdc nhdn tu tuyén tinh voi hé so trong E.

3.1.2. Cha y. (i) Nho tinh lién tuc cua ham da thic, ta cé tinh chat (i)
trong b6 dé trén. Vi thé chitng minh Dinh Ii co ban cta Pai s6 ma chiing
ta trinh bay sau day chu yéu dung cong cu dai so, nhung khong phai la
mot chiing minh thuan tdy dai so.

(ii) Trudng E cuc tiéu ¢ tinh chat (iii) cta bé dé trén duoc goi Ia

truong phan ra cta da thic p(x). Su ton tai duy nhat (sai khdc mot déng
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célu) cua truong phan ra ctia mot da thitc duogc trinh bay trong phan phu
luc & cudi luan van nay.

Tiép theo ching ta cin chudn bi mot s6 kién thiic vé da thitc doi xiing.
Trong tiét ndy ta luon gia thi€t K C C 1a mot trudng. Mot bi€u thic c6
dang 2! ... 2% dugc goi 1a mot don thitc cha n bién z1,... ,x, véi bac
téng thé 13 i, + ... + i,. Mot biéu thic c¢6 dang ra!' ...z v6ir € K
duoc goi 1a mot rr dong dang véi don thic x’f ...z, Hai tr dugc goi
la dong dang néu ching cung dong dang v6i mot don thic. Mot da
thitc f(x1,...,2,) cia n bién z1,... ,x, v6i hé s6 trong K 1a mot téng

ST ri,.i2t ...z cla hitu han tir khong dong dang.
(i1,0mn 5in) ENP

3.1.3. Pinh nghia. Ki hiéu S, 1a tap cic song anh tir tap {1,2,... ,n}

dén chinh né. Ta néi f(x1,...,x,) 1a da thitc doi xiing néu

flx, ... 2) = f(Tzq), - s Tr(n))

véi moi 7 € S,,.
Chang han, cic da thic sau day 1a doi xing, goi la cdc da thiic doi

xitng so' cdp.
n
o1 — E r,=x1+...+x,
i=1

09 = g TiTj = T1T2 + T1T3 + ... + Tp_1Ty
i<j

Op = X1T2...Tnp.

Tiép theo ta xét quan hé thit tu tir dién d6i v6i cac don thic: Cho
w=2g. . . 2% vav=z". . 2%, ta dinh nghia u < v néu tén tai chi s6

i sao cho a; < b; va ap = b, v6i moi k < i. V6i modi da thic f ta ki hiéu
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In(f) 1a tir 16n nhat trong céc tit cha f va goi 1a rr ddu ctha f. Dé thay
ring Tn(fg) = In(f) Tn(g) véi moi ,g.
3.1.4. B6 dé. Néu f la da thitc doi xvng thi ton tai duy nhdt da thic ¢

sao cho f(xy,...,x,) = p(o1,...,00).

Chiing minh. Gia st In(f) = ax(*...z%. Cho i > 1. Néu ta thay z; boi
x;y1 va thay x; 1 boi x;, con giit nguyén cac x; khac trong da thac f thi
tir cao nhat In(f) cta f trd thanh tir ax{* ... 27"z, ... 2% Vi f 1a d6i

xiing nén tir ndy ciing 12 mot tir cua f va do d6 né khong thé 16n hon
In(f). Vi th€ ta ¢6 a; > a;41. Suy ra a; > ... > a,. D& thdy tir dau cua

a1—as _a2—as an—1

da thitc o]' 2052 . ..o "ot 1a Pt .. 2% Dat

_ _ a1—az G2—a3 Un—-1—0n _ay,
fi=f—ao] o Lo o

Khi d6 In(f;) < In(f). RO rang o' “0> ™ .. .ow" ' "o la da thic
b

d6i xtng. Vi thé f; 1a da thic d6i xting. Gia sit In(f) = ba® ... ab.
Tuong tu nhu chiing minh trén ta ¢6 by > ... > b,. Hon nita, tr ddu cta
da thic o %2607t oP 176 chinh 1a 2% ... 2% C tiép tuc qué
trinh trén, vi In(f) > In(f;) > ... nén cac bo (by,...,by,),... déu thod
man tinh chét b;,... < a; v6i moi ¢ = 1,... ,n. Nhan xét rang chi c6
nhiéu nhat n®*! bo s6 tu nhién (dy, ... ,d,) thod man tinh chat d; < a;
v6i moi i = 1,... ,n. Do d6 qua trinh nay phai két thic sau mot s6 hitu

han budc. Vi vay dén budc thit s nao d6 ta c6

- - dp—1—dy,
foo1 —doRglrds | ginmimhgdn —

n—1 n

Do doé ta co

_ a1—agz _az—as Up—1—0n _a, bi—by _bo—b3 bp_1—by by,
f=aol" P00 Ttopr +boyt oy P o) o,
dl—d2 dg—dg dn—l_dn dn
+...+doyt Toy Lo, oy,
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tic 1a ta da biéu dién duoc da thic f dudi dang mot da thic cta oy, . . . 0.

Gia str ¢6 hai da thiic ¢ va @9 khac nhau sao cho

f(Xl,... ,Xn) = @1(0’1,... ,O'n) = @2(0’1,... ,Un).

bat p(o1,... ,00) = p1(o1,... ,0n) — p2(01,... ,0,). Khi d6 ¢ la da

thitc khdc khong cta oy, ... , 0, va sau khi thay o, ... , 0, bdi cic biéu
thic ctia ching qua x4, ... ,z, vao ¢ ta nhan dugc da thic khong. Ching
ta s& chi ra diéu nay Ia vo Ii. R6 rang néu aol* ... o va bol' ... oh

la hai hang t&r cta p(oy,... ,0,) sao cho (ki,... k) # (I1,...,1,) thi
khi thay o4, ... ,0, bdi cdc biéu thic cua ching qua zy, ... ,x, vao hai
hang tr nay, ta s€ nhan duogc hai da thic cua xy,... ,x, ma hai tr dau
cua ching khong dong dang. V6i moi hang ti cla (o, ... ,0,), ta tim
tir ddu cua da thic cua z4,...,z, thu dugc tr hang tir ndy bang cédch
thay oq,... ,0, boi cdc biéu thitic cua ching qua z1,... ,z,. Khi do tir

dau 16n nhit trong cac tir ddu vira tim duogc s€ khong dong dang véi bat

ct mot tr ndo khdc. Vi vay, sau khi thay o,... 0, boi cic biéu thiic
cua ching qua zy, ... ,z, vao da thic ¢(oy,... ,0,) ta s€ nhan dugc da
thic khac khong, mau thuan. ]

3.1.5. Hé qua. Cho f(x) € K|[z] la mét da thitc mot bién x bdc n vdi

hé so cao nhdt bang 1. Gid sut f ¢é n nghiém «y,. .. ,«, trong mét md
rong nao dé cua K. Gid thiét rang g(r1, ... ,x,) la da thicc doi xiing.

Khi dé g(a, ... ,ap) € K.

Chimg minh. Theo B6 dé 3.1.4, ton tai da thic ¢(z1,...,x,) sao cho
g(z1, ... ,xy) = @(01,... ,04). Vith€

glag, ... ,ap) = plo(ag,. .. ,an), ... ,on(Q, ... ,ap)).

Theo cong thic Viet ta suy ra

9(0517 s 7C¥n) = @(_an—b Apn—2;---, (_1)kan—k7 SRR (_1)na0)
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Do a,_1,a,_9,... ,a0 € K nén ta suy ra g(ay,... ,a,) € K. O

Bay gio chiing ta c6 thé dua ra mot chiing minh cho Dinh Ii.

3.1.6. Dinh li co ban cua Pai s6. Cho p(x) la mot da thitc véi hé so
phitc ¢ bdac t > 0. Khi dé p(x) c6 it nhdt mot nghiém phiic.

Chiing minh. Truéc hét ta khang dinh rang chi can chiing minh Dinh If
cho truong hop da thic vé6i hé so thuc 1a da.
That vay, gia st p(z) = (a; + byi)a’ + ... + (a1 + bii)z + (ag + boi).

bat p(x) = (a; — byi)x' + ... + (a1 — b1i)z + (ag — by). Khi d6

p(x)p(x) = (atxt +...+tax+ a0)2 + (btxt + ...+ b+ bo)2

la mot da thic véi hé so thuc va néu z = a + b; la mot nghiém cuia
p(x)p(z) thi hoac z ciing 12 nghiém cta p(x) hoic Z = a — b; 12 nghiém
cua p(z). Budc ti€p theo 1a ching minh Dinh 1i bang quy nap theo n,
trong d6 p(x) 1a da thic v6i hé s6 thuc ¢6 bac la t = 2"(2m + 1). Khong
mat tinh tong quat, ta ¢ thé gia thiét p(x) ¢ hé s6 cao nhat bang 1. Cho
n = 0. Khi d6 p(z) c6 bac 2m+1 1a s6 €. Do d6 theo B6 dé 3.1.1(i), p(x)
c6 nghiém thuc. Gia su da ching minh Dinh Ii cho truong hop n < N.
Ta chiing minh cho trudng hgp bac cla da thic p(z) 1a d = 2V (2m + 1).

Theo B6 dé 3.1.1(ii), ton tai mot trudng E sao cho p(x) c6 su phan tich
d(d—1)
—=. Véi

p(z)=(x—r1)...(x —ry) Véiry,... ,rq € E. Dat s = 5

méik=1,... s+1,dat
qe(z) = H (x — 1 —rj — krirj).
1<i<j<d
Biéu dién da thic g () thanh téng cha céc tir khong dong dang. Khi d6
cac hé s6 cua gi(z) la nhitng da thic d6i xing cua cic nghiém r;. Vi
cac hé s6 cua p(x) la cic so thuc nén theo Hé qua 3.1.5, cdc hé s6 cua

qr(z) déu la so thuc, tic 1a g (z) 1a da thic véi hé so thuc.
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RO rang s6 cach chon cap (i,5) sao cho 1 < i < j < d la s cich
chon mot tap con gom 2 phan tir 4,5 tir tap {1,... ,d}. Do d6 bac cia
qr(z) 1a s = d(d—1)/2. Dé thay s = 2V "1(2m+1)(2"(2m+1) —1). Vi
thé, theo gia thiét quy nap, moéi g;(x) c6 mot nghiém phitc. Tir cong thic
cua gi(z), ta thdy ring moéi nghiém cua gy (z) phai c6 dang r; +7; +kr;r;
v6i ¢ < j nao d6. Nhu vay, mdi da thic trong s6 s + 1 da thic gx(x)
déu c¢6 mot nghiém phic, méi nghiém phitc duoc tinh theo mot cap i < j
va chi c¢6 tat ca s cap i < j. Theo Nguyén li nhot chim bo céu, ton tai
mot ¢ip 4 < j sao cho c6 hai s6 nguyén k; # ko dé r; + rj + kirir; la
nghiém phic cla gy, (z) va r; + r; + keryr; 12 nghiém phic cla g, (z).

bat v = r; +r; + kyrir; va v = r; + 1 + koryr;. Khi d6 7,75 12 hai
kou + kv

nghiém cta da thic bac hai 2% + bx + ¢, trong d6 b = ———— va
ki1 4+ ko
¢ = k“ Z . Theo B6 dé 3.1.1(ii), r;,; Ia céc s6 phic. O]
1— K2

3.2 Chitng minh dung cong cu giai tich phirc

Truc hét ching ta nhic lai mot s6 khai niém trong giai tich phic. Mot
ham phiac f(z) duoc goi 1a gidi tich trén mot tap con md M C C néu
f(2) 1a kha vi phic tai moi diém trén M. Ta néi f(z) 1a ham nguyén
néu f(z) la kha vi trén toan bo C. Ham phiic f(z) duogc goi 1a bi chdn
tréen mién D C C néu ton tai mot s thitc duong 7 sao cho |f(2)| < r

véi moi z € D.

3.2.1. Chitng minh thong qua Dinh li cia Joseph Liouville
Ta c6 thé dung Dinh 1i Joseph Liouville (1847) dé ching minh Dinh
li co ban ctia Dai s6 (xem [MF, Trang 2]). Truéc hét, ching ta nhac lai

két qua nay.

3.2.1.1. DPinh li (Liouville). Néu f(z) la gidi tich va bi chdn trén mdt

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



32
phdng phiic thi f(z2) la ham hdng.

Bay gio ta chitng minh Dinh 1i co ban cua Pai s6.
3.2.1.2. Pinh li Cho p(z) la mot da thiic vai hé s6 phiic ¢6 bdc n > 0.
Khi dé p(z) c¢6 n nghiém phiic.

Chiing minh. Ta chi can ching minh p(z) c6 mot nghiém phic la du.
That vay, gia st z; 1a mot nghiém cta p(z). Néu n = 1 thi p(z) ¢6 1
nghiém, két qua ding véi n = 1. Gia st két qua da ding cho truong hop
bac cla da thic 1a n — 1. Ta ching minh cho trudng hop p(z) c6 bac n.
Bang phép chia p(z) cho (z — z) ta viét duoc p(z) = (z — 29)g(z), trong
d6 g(z) c6 bac n — 1. Theo gia thiét quy nap, g(z) c6 n — 1 nghiém phtc
29, ... 2. Do d6 p(z) c6 n nghiém phic 2y, ... , z,.

Gia st p(z) khong c6 nghiém phitc. Khi d6 p(z) # 0 v6i moi z € C.
Ta ching minh p(z) bi chan trén C. Viét

p(2) = ap2™ + ap_12" ... 4+ a1z + ag.

Trudc hét, ta khang dinh khi |z] — oo thi |p(z)| — co. That vay, ta c6

A a
p(z):z"(an—i— 1—1—...—1——2).
2 z

Do do

an—1 ag
+ ...+ —

ZTL

p(2) = |2"[|an +
Vi a, # 0 nén |2"||a,| — oo khi |z| — oco. Do d6 [p(z)| — oo khi
|z] — oo, khing dinh dugc ching minh. Theo khang dinh trén, 14y
0 <r €R,r dhlén cd dinh, rd rang 1/p(z) bi chan véi moi z € C thoa
man |z| > 7. Vi th€ 1/p(z) lién tuc nén |z| < r. Vi th€ 1/p(z) bi chan
trong mién |z| < r. Vay, 1/p(z) bi chan trén toan bo mat phang phic.
Vi p(z) # 0 v6i moi z € C nén 1/p(z) xac dinh trén C. Do d6 1/p(z)
kha vi trén C, tirc 1a n6 giai tich trén C. Theo Dinh 1i Liouville, p(z) 1a
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ham hang, diéu nay 1a vo 1i vé6i gia thiét bac cua p(z) = n > 0. Vay

p(2) c6 it nhat mot nghiém trong C. n
3.2.2. Ching minh thong qua Dinh li Eugene Rouche

Dé chitng minh Dinh Ii co ban cta Dai s6, ta c¢6 thé st dung Pinh Ii
cta E. Rouche (xem [MF, Trang 3). Tru6c hét ta nhic lai Dinh 1i cta
Rouche.
3.2.2.1. Pinh li (Rouche) Cho mién M C C vdgi bién ciua M la B(M).
Néu f(z) va h(z) la cdc ham gidi tich trong va trén mién M sao cho
\h(2)| < |f(2)| trén bién B(M) thi f(z) va f(z) + h(z) c¢é cung s6
nghiém trén mién M.

Bay gio ta chitng minh Dinh 1i co ban cua Pai s6.
3.2.2.2. Pinh li. Cho p(z) la mét da thitc voi hé s6 phiic ¢é bdc n > 0.
Khi dé p(z) ¢6 n nghiém phiic.

Chiing minh. Cho p(z) = a,2" + ...+ a1z + ap 1a mot da thic v6i hé
s6 phic bac n > 0. Ta cin ching minh p(z) c6 nghiém phic. Dat
f(2) = a,z™ va

h(z) = p(2) — f(2) = an12" t 4+ ... + a1z + ag.
Lay s6 thuc r > 0. Trén dudng tron |z| = r ta c6

[f(2)] = lan2"| = |an||2]" = |an|r"; va

h(2)] = |an_12" 1+ ...+ arz+ag| < |an_1|r" 4. ..+ |a1|r + |ag|. Vi
la,| # 0 nén ta c6 thé dat

o ol o+ o] + faol
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Chon r > max{1, K'}. Khi d6

h(2)] < |an_1|r™ P+ ...+ |a1|r + |ao]
(lonal+ .+ laa] + fa )"

< (rlan)r" ™" = lanlr™ = |£(2)].

<
<

Vi thé€ |h(2)| < |f(2)] v6i moi z nam trén dudng tron tdm la goc toa
do, ban kinh r. Chi y rang dudong tron |z| = r chinh 1a bién cta mién
M :={ze€C| |z| <r}. Rorang f(z) = a,z" c6 n nghiém phiic (thuc
ra f(z) ¢c6 mot nghiém z = 0 v6i boi n). Do d6 theo Dinh 1i Rouche,
p(z) = f(z) + h(2) ¢6 n nghiém phiic. O

3.2.3. Chirng minh thong qua ban kinh hoi tu

Cho p(z) = an2" + ...+ a1z + ag 1a da thic véi hé s6 phic c6 bac
n duong. Néu a + 0 = 0 thi p(z) c6 nghiém z = 0. Do d6 ta c6 thé gia
thiét ap # 0. Dat f(z) = 1/p(z). Gia stt p(z) # 0 v6i moi z € C. Khi

d6 luon ton tai khai trién tai moi diém cta f(z) thanh chudi
f(2) =by+brz+ b2+ ...

Truéc hét, ta khiang dinh luon ton tai hai s6 phic c¢,7 € R sao cho
|br| > cr® v6i nhiéu vo han k. That vay, rd rang 1 = p(2)f(z). Pong
nhét hé s6 tu do cta hai v€ ta dugc agby = 1. Suy ra |by| = 1/|ag|. Do
d6 luon ton tai ¢ < 1/|ag| ta c6 két qua véi ky = 0. Gia st két qua da
ding cho mot s6 k, tic 1a |by| > cr®. Ta cin chiing minh tén tai mot s6
k' ti€p theo dé |by
16n nhat c6 tinh chat |by| > cr®. Khi d6 hé s6 clia 2"** trong p(2)f(2)

> cr¥'. Gia sir diéu nay khong ding, tic 1a & 1a s6

12 agbysp + a1bpip_1 + ...+ anby, vi thé ddng nhat hé s6 clia 2" trong

déng thitc 1 = p(2) f(2) ta c6

aogbp1r + arbpip—1 + ... +ayb, = 0.
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Suy ra agbpir + aibpir—1 + ... = —a,bp. Vi modun cla téng cic s6
phitc khong vuot qud tong cdc mo dun cla cic so phitc d6 va véi moi

1=20,...,n—1tacd

@bk n—i| = lail|bn—il < lagler™ ™.
Tir d6 ta dé dang suy ra

lao|r™ + |ai|r™ ™ 4 .. A an_1|r < Jan)].

|an]
“lag + ...+ |an_1]

Néu r < min {1 } thi ta co

aobrin + .-+ an1bria| _ aobrin| + .-+ |an 1bpy]
~

/N
Q
-

|br| =

[ [

v6i r du nhé. Dicu nay 1a vo 1i. Bat z = 1/r. Ta ¢6
br|
b2t | = ‘— > c
‘ k | rk

v6i vo han s6 tu nhién k. Do dé chubi by + by z + bez? + ... khong hoi
tu, diéu nay 1a vo li. Vay, ton tai z € C dé p(z) = 0.

3.3 Chirmng minh dung cong cu topo

Dé ching minh Pinh 1i co ban cta Pai s6, ta c6 thé sit dung cong cu
topo va Dinh 1i cua Charles E. Picard (xem [MF, Trang 3,4). Trudc hét
ta nhic lai Nguyén li Bolzano - Weierstrasss vé diy sO trong mot mién

bi chan (day 1a mot tinh chat topo).

3.3.1. Bo dé. (Nguyén 1 Bolzano - Weierstrasss). Méi day {z,} cdc so
phiic trong mét mién bi chdn cua mdt phang phitc déu trich ra duoc mot

day con hoi tu.

Tiép theo, ta nhic lai Dinh Ii cta Picard.
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3.3.2. Bo dé. (Pinh Ii Picard). Cho f(z) la mot ham nguyén (tiic la f(z)
khd vi trén toan bo mdt phdng phiic). Gid si ton tai z1 # z», 21,2 € C
sao cho f(z) # z1, f(2) # 23 vdi moi z € C thi f(z) la ham hdng.

Bay gio ta chitng minh Dinh 1i co ban cua Pai s6.

3.3.3. Pinh ly. Cho p(z) la mot da thitc vdi hé s6 phiic ¢é bdc n > 0.
Khi dé p(z) co it nhdt mot nghiém phiic.

Chiing minh. R3 rang p(z) la kha vi trén C. Gia st p(z) khong c6 nghiém
phitc. Khi d6 p(z) # 0 v6i moi z € C. Pat z; = 0. Ta ¢ p(z) # 21 V6i
moi z € C. Ta s& chiing minh ton tai diém z # 21 sao cho p(z) # 29
v6i moi z € C. Gia su v6i mdi k& € N cho trude, ton tai z;, € C sao
cho p(z;) = 1/k. Chi y rang |p(z)| — oo khi |z| — oo (xem ching
minh Dinh 1i & Tiét 3.1). Do d6 ton tai s6 thuc r» duong du 16n sao cho
Ip(2)| > 1 v6i moi z ¢ M, trong d6 M 1a hinh tron tam 1a goc toa do,
ban kinh 7. Vi |p(z;)| = 1/k < 1v6imoi 0 < k € N. Do d6 z, € M
vGi moi k£ € N. Theo Nguyén 1i Bolzano - Weierstrasss, moi day s6 phiic
trong mot mién bi chan déu trich ra duoc mot diay con hoi tu. Do day
{21} € M va M la mién bi chan nén ton tai day con {z,,} C {z;} sao
cho z,, — 2z’ € C. Do p(z) la ham lién tuc nén

p(2') = lim p(z,,) = lim 1/n; = 0.

Mi—00 ni—00
biéu nay 1a mau thuin véi gia st p(z) khong c6 nghiém phic. Do d6 ton
tai 0 < k € N sao cho p(z) # 1/k v6i moi z € C. Chon 25 = 1/k. R0
rang z; = 0 # 1/k = 29 va p(z) # 21, p(z) # 2z v6i moi z € C. Theo
Dinh 1i Picard, p(z) 1a ham hang, vo 1i véi gia thiét bac cua p(z) = n > 0.
Vay p(z) c6 it nhat mot nghiém phiic. H
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PHAN PHU LUC

Kién thic ctia phan nay khong phai 1a muc tiéu chinh cta luan van.
Tuy nhién, dé ngudi doc tién theo doi, ching toi trinh bay nhiing khai
niém va két qua di nhiac dén trong Chuong 2 nhu s6 phiic va cic phép
toan, m& rong truong, truong phan ra, truong dong dai so6. Ngoai ra,
ching t6i cling dua vao muc nay nhiing thong tin cia mot s6 nha toan

hoc c6 dong gép cho Dinh 1i co ban cua Dai so.
A. SO phiic va cac phép toan trén truong so phiic

4.1.1. Dinh nghia s6 phitc. S6 phiic 1a biéu thic c6 dang z = a + bi
trong d6 a,b € R va i = —1. Ta goi a 12 phdn thuc va b 1a phdn do cla
z. S6 i dugc goi la don vi do Ki hiéu tap hop céac so phic 1a C. Néu
a = 0 thi z = bi duogc goi 1a s6 thudn do, néu b = 0 thi z = a la s6 thuc.
Hai s6 phic dugc goi 1a bang nhau néu phan thuc va phan do cta ching
tuong ung bang nhau, tic 12 a + bi = ¢ + di khi va chi khi a = ¢ va
b = d. SO phiic z = a — bi dugc goi la s6 phuc lién hop clua z = a + bi
va dugc ki hiéu la Z.

Dé thdy z Z = a® + b? 1a mot s6 thuc. Chi y rang lién hgp cla téng
(hiéu, tich, thuong) bang téng (hiéu, tich, thuong) cta céc lién hgp, tic

— zZ Z

lazt2/=2+2, 22/ =72 vanéu 2 #0thi — =
z A

~
.

4.1.2. Phép toan trén so phitc. Biéu dién so phiic z = a + bi dugc goi

12 biéu dién dai s6 cha s6 phiic z. Phép cong, trir, nhan va chia cic s6
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phuc dugc thuc hién nhu sau:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c) = (b+ d)i;

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i;

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.
- = . =~ = + v

c+di (c+di)(c—di) E+d® 2+ d?

Tap C cac s6 phic v6i phép cong va phép nhan l1ap thanh mot truong

chita truong s thuc R, trong d6 moi s6 thuc a duoc dong nhit véi mot

sO phic a + 0i.

4.1.3. Biéu dién hinh hoc cua s6 phitc. Trong mat phang vé6i hé truc
toa do vuong géc xOy, mdi so phic z = a + bi dugc déng nhat véi diém
Z(a,b). Khi dé tap s6 phic 14p ddy mat phang va ta goi d6 1a mdt phdng
phiic. Xét goc a tao boi chiéu duong truc hoanh véi véc to O_>Z va goi r
la do dai cua véc to O—Z> , khi d6

z=a+bi =r(cosa+isina).

Ta goi r 1a médun clha s6 phic z va ky hiéu la |z|. Goéc a dugc goi
12 argument clia z va ki hiéu 1a arg(z). Ro rang |z| = va? + b2 Biéu
dién z = r(cosa + isina) duoc goi 1a biéu dién luong gidc cua z.
Chi ¥ rang modun cia mot sd phic 1a xdc dinh duy nhat va argument
cia moOt s6 phiic 1a xac dinh sai khac mot bdi nguyén lan cua 27, tic
la r(cosa + isina) = r’(cosa’ + isina’) néu va chi néu r = r’ va
a=do 4 2kn véi k € Z.

Sau day l1a mot vai tinh chat cia modun: |z|=|Z|; |z1].|22| = |21].|22]

21 + 29| < 21| + |22

n.
’

va do dé || =|z

4.1.4. Liiy thira va khai can so phic. Cho hai s6 phic dudi dang luong
gidc: z = r(cosp + isingp), 2/ = r'(cos¢’ + isiny’). Khi d6 z.2/ =
z

. . r ..
rr'(cos(p+¢) +isin(p+¢')) va o= P(cos(go—go')Jrzsm(go—go')).
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T day ta dé dang nang 1én liy thira bang cong thitc sau (goi 1a cong
thic Moirve):

2" = r"(cosnp + isinny).
Chd y rang moi s6 phic z = r(cos ¢ +isin ¢) khiac 0 déu c¢6 ding n can
bac n, do 1a

k2 k2
wi = v/r(cos PHET | isin u)
n n

v6ik=0,1,... ,n— 1.

B. M6 rong truong, truong phan ra

4.2.1. Pinh nghia. Cho 7' 1a mot truong. Gia st K la mot truong chia
T. Khi d6 tanéi T' C K 1a mot mo rong truong.
4.2.2. Vi du. (i) Truong Q[v/2] 12 m& rong clia trudng Q.
(i) V6i T' C C la mot truong va o € C, dat
7(0) = {2 f(a), g(a) € Tl a(0) # 0.
9(c)
Khi d6 T'(«) 1a truong nho nhat chia 7' va o Ta goi T'(«) 1a truong mo
rong cua T bang cdch ghép thém phdn tir c.

(iii) Voi T C C 1a mot truong va A C C, ki hieu T'(A) 1a tap cac s6
nhan dugc tr 7" va A boi cac phép toan cong, trir, nhan va chia cho céc
phan ta khac 0. Khi d6 T'(A) 1a truong nho nhat chia 7' va A. Ta goi
T(A) 1a truong mo rong cua T bang cdch ghép thém tdp A.

4.2.3. Pinh nghia. Cho 7' C K la mot mé rong truong. Khi d6 K
c6 cau tric 1a T-khong gian vecto. SO chiéu cta T-khong gian vecto K

dugc goi la bdc ciia mo rong truong T C K va duogc ky hiéu la [K : T1.

Chd y rang néu 7' C K C L 1a mot day cdc mé rong truong thi

[L:T)=[L:K]|K:T].
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4.2.4. Pinh nghia. Cho 7' C K la mot md rong truong va o € K. Ta
néi « 1a dai s6 trén T néu c6 mot da thitc 0 # f(x) € T[z] nhan a lam

nghiém. Néu a khong dai s6 trén T thi ta néi « 1a siéu viét trén T.

bat Tla] = {f(a) | f(z) € T[x]}. Néu « la dai s6 trén T thi T'[q]
1a mot truong va vi th€ T'ja] = T'(a). Khi « 1a siéu viét trén T thi T«
khong 1a truong, trong khi d6 T'(«) luon 1a trudng.
4.2.5. Dinh nghia. Cho 7' 1a mot truong. Pa thic f(z) € T[z] 1a bdt
khd quy trén T néu deg f(x) > 0 va f(x) khong Ia tich cla hai da thic

c6 bac bé hon.

Duéi day 1a cong thic tinh bac clia cdc md rong bang cach ghép thém
mot phan tu dai s6.
4.2.6. Bo dé. Cho T C K la mét mé rong truonmg va o € K. Gid sit
L =T(«), trong dé « la dai sé trén T. Khi dé ton tai duy nhdt mot da
thiic p(x) € Tz| bdt khd quy nhdn « lam nghiém va c¢é hé so cao nhdt
bang 1. Gid si degp =m. Khi dé [L : T| = m.
4.2.7. Pinh nghia. Cho T 12 trudng.

(i) Cho f(x) € T[z] 1a da thitc bac n. Mot truong K cuc ti€u chida T
va chda n nghiém cua f(z) duogc goi 1a truong phdn ra cia f(x) trén T.

(ii) T 1a dong dai s’ néu mdi da thic mot bién bac n > 0 trén T' déu
c6 ding n nghiém trong 7', mo6i nghiém tinh véi s6 boi cta nd.
4.2.8. Ménh dé. Cho T la truong. Khi dé

(i) Méi da thicc f(x) € Tx| déu cé mot truong phdn rd va truong
phadn rd ciia f(x) trén T la xdc dinh duy nhdt sai khdc mot dang cdu.

(ii) Moi truong déu chita trong mot truong dong dai so.

Theo Dinh 1i co ban cua Dai s6, truong C la dong dai s6 va moi da

thitc v6i hé s6 hitu ty (thuc, phiic) déu ¢6 mot truong phan ra trong C.
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KET LUAN

Luan van trinh bay lich st va mot s6 chiing minh Dinh 1i co ban cua
Pai s6. Noi dung chinh cta luan van la:

e Trinh bay kién thiic chudn bi vé da thic v6i hé s6 trén mot trudng,
nghiém cua da thiic phuc vu cac dién giai lién quan trong Chuong 2 va
Chuong 3 cua luan van.

e Trinh bay so lugc lich st Dinh 1i co ban cua bai s6, dac biét la cac
dong gép quan trong ctia mot s6 nha toan hoc: Jean le Rond D’ Alembert,
Leonhard Euler, Pierre Simon Laplace va Carl Friedrich Gauss.

e Dua ra mot s6 chiing minh quan trong cta Dinh 1i co ban cua Dai
sO (dung cong cu dai so, cong cu giai tich phic, cong cu to po).

e Phan phu luc chita dung mot s6 khdi niém vé mé rong truong, trudong
phan ra cua mot da thic, s6 phiic va cac phép toan trén truong so phiic,
dong thoi ¢6 hinh anh mot s6 nha toan hoc lién quan dén Dinh Ii co ban

cua Dai s0.
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