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Mở đầu

Cơ sở đóng vai trò thiết yếu trong nghiên cứu các không gian vector

cả trong trường hợp hữu hạn chiều cũng như vô hạn chiều. Ý tưởng là

giống nhau trong cả hai trường hợp, cụ thể là một họ các phần tử sao cho

mọi vector trong không gian được xét có thể biểu diễn một cách duy nhất

như một tổ hợp tuyến tính của các phần tử này. Trong không gian vô hạn

chiều, tình huống sẽ trở nên phức tạp hơn: chúng ta buộc phải làm việc

với chuỗi vô hạn. Có một số khái niệm cơ sở khác nhau trong không gian

Hilbert như cơ sở trực chuẩn, cơ sở Schauder, cơ sở Riesz. Tuy nhiên cơ

sở có một số hạn chế trong đó hạn chế chính là thiếu đi tính linh hoạt.

Trong một số trường hợp các điều kiện để trở thành cơ sở quá mạnh đến

mức dường như ta không thể xây dựng được các cơ sở với những tính chất

đặc biệt và một sự thay đổi nhỏ trên cơ sở cũng làm cho nó không còn

là cơ sở nữa. Một hạn chế khác của cơ sở là thiếu đi tính ổn định đối với

các tác động của các toán tử. Những hạn chế vừa đưa ra là một số lý do

khiến chúng ta nghiên cứu khái niệm khung mà trong nhiều trường hợp

ở đó cơ sở tồn tại nhưng khung vẫn được sử dụng hữu hiệu hơn.

Khái niệm khung được đưa ra năm 1952 bởi Duffin và Schaeffer khi

họ nghiên cứu chuỗi Fourier không điều hòa, tức là chuỗi thiết lập từ{
eiλnx

}
n∈Z trong đó λn ∈ R hoặc λn ∈ C,∀n ∈ Z. Tuy nhiên phải đến

năm 1986 sau bài báo của Daubechies, Grossmann và Meyer thì khung
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mới được quan tâm rộng rãi. Khung được sử dụng nhiều trong xử lý tín

hiệu, lý thuyết mật mã, lý thuyết lượng tử...

Luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương, kết luận và danh mục

các tài liệu tham khảo.

Chương 1: Trình bày hệ thống các khái niệm cơ sở cùng các tính chất.

Chương 2: Trình bày tổng quan về lý thuyết khung trong không gian

Hilbert.

Chương 3: Trình bày một số mối liên hệ giữa khung và cơ sở Riesz.

Tuy bản thân có nhiều cố gắng, song thời gian và năng lực của bản

thân có hạn nên luận văn khó tránh khỏi những thiếu sót. Rất mong được

sự đóng góp ý kiến của các thầy cô cùng toàn thể bạn đọc.

Thái Nguyên, ngày 25 tháng 09 năm 2012.

Tác giả

Nguyễn Ngọc Tú
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Chương 1

Cơ sở

1.1 Một số khái niệm và kết quả chuẩn bị

Trong mục này chúng tôi nhắc lại một vài khái niệm và kết quả sẽ cần

đến trong những phần tiếp theo. Các kết quả có thể tham khảo trong [1].

Định nghĩa 1.1.1 Giả sử H là không gian Hilbert, toán tử bị chặn U :

H → H gọi là toán tử unita nếu UU∗ = U∗U = I. Khi đó 〈Ux, Uy〉 =

〈x, y〉 ,∀x, y ∈ H.

Định nghĩa 1.1.2 Cho 1 họ các không gian Hilbert {Hn}∞n=1, tổng

trực tiếp của chúng được ký hiệu bởi :

H =

( ∞∑
n=1

⊕Hn

)
l2

(1.1)

bao gồm tất cả các dãy g = (g1, g2, ...), với gn ∈ Hn,∀n ∈ N và
∞∑
n=1
‖gn‖2 <∞.

H là một không gian Hilbert tương ứng với tích 〈f, g〉 =
∞∑
n=1
〈fn, gn〉Hn

,

f, g ∈ H, với chuẩn ‖g‖2 =
∞∑
n=1
‖gn‖2.

Bổ đề 1.1.3 Giả sử µ là độ đo dương trên σ- đại số M. Giả thiết
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rằng {An}∞n=1 ⊂M và A1 ⊇ A2 ⊇ ... ⊇ An ⊇ ...

Nếu µ (A1) <∞ thì µ

(
∞
∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An).

Định lý 1.1.4 Giả sử Un : X → Y, n ∈ N là một dãy của các toán

tử bị chặn, Un hội tụ từng điểm đến ánh xạ U : X → Y . Khi đó U

là tuyến tính, bị chặn. Ngoài ra, dãy của các chuẩn ‖Un‖ bị chặn và

‖U‖ ≤ lim inf ‖Un‖.

Toán tử U : X → Y là khả nghịch nếu U là toàn ánh và đơn ánh.

Định lý 1.1.5 Một toán tử song ánh, bị chặn giữa các không gian

Banach có nghịch đảo bị chặn.

Định lý 1.1.6 Nếu U : X → X bị chặn và ‖I − U‖ < 1 thì U là khả

nghịch và U−1 =
∞∑
k=0

(I − U)k. Ngoài ra,
∥∥U−1∥∥ ≤ 1

1−‖I−U‖.

Bổ đề 1.1.7 Cho H,K là các không gian Hilbert. Giả sử U : K → H

là toán tử bị chặn. Khi đó có khẳng định sau:

(i) ‖U‖ = ‖U∗‖ và ‖UU∗‖ = ‖U‖2.

(ii) RU đóng trong H khi và chỉ khi RU∗ đóng trong K.

(iii) U là toàn ánh khi và chỉ khi tồn tại 1 hằng số C > 0 sao cho

‖U∗y‖ ≥ C ‖y‖ ,∀y ∈ H.

Định lý 1.1.8 Giả sử H là không gian Hilbert và f : H → C là ánh

xạ tuyến tính liên tục. Khi đó tồn tại duy nhất một y ∈ H sao cho

f (x) = 〈x, y〉.

Định lý 1.1.9 Giả sử U1, U2, U3 là các toán tử tự liên hợp.

Nếu U1 ≤ U2, U3 ≥ 0 và U3 giao hoán với U1, U2 thì U1U3 ≤ U2U3.

Bổ đề 1.1.10 Giả sử H là không gian Hilbert. Mọi toán tử dương, bị

chặn U : H → H có duy nhất căn bậc hai dương bị chặn W . Nếu U là

tự liên hợp thì W là tự liên hợp. Nếu U là khả nghịch thì W cũng là
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khả nghịch. W có thể biểu thị như một giới hạn của dãy các đa thức

của U và giao hoán với U .

Bổ đề 1.1.11 Giả sử H là không gian Hilbert. Khi đó :

(i) Mọi toán tử bị chặn, khả nghịch U : H → H có 1 biểu diễn duy

nhất U = WP mà U là toán tử unita, P dương.

(ii) Giả thiết rằng H là phức. Khi đó mọi toán tử dương P trên

H với ‖P‖ ≤ 1 có thể viết là trung bình các toán tử unita, tức là

P = 1
2 (W + W∗) ; W = P + i

√
I − P 2.

Bổ đề 1.1.12 Giả sử H,K là các không gian Hilbert, giả thiết rằng

U : K → H là toán tử bị chặn với miền giá trị đóng RU . Khi đó tồn

tại 1 toán tử bị chặn U † : H → K mà UU †f = f, ∀f ∈ RU .

Toán tử U † được gọi là giả nghịch đảo của U . Ta cũng thường thấy

giả nghịch đảo của một toán tử U với miền giá trị đóng được định nghĩa

như toán tử duy nhất thỏa mãn :

NU † = R⊥U ,RU † = N⊥U và UU †f = f, f ∈ RU . (1.2)

Bổ đề 1.1.13 Giả sử H,K là các không gian Hilbert và U : K → H

là toán tử bị chặn với miền giá trị đóng. Khi đó:

(i) Hình chiếu trực giao của H lên RU được cho bởi UU †.

(ii) Hình chiếu trực giao của H lên RU † được cho bởi U †U .

(iii) U∗ có miền giá trị đóng và (U∗)† =
(
U †
)∗
.

(iv) Trên RU , toán tử U † được cho bởi U † = U∗(UU∗)−1.

Định lý 1.1.14 Giả sử H,K là các không gian Hilbert và U : K → H

là một toán tử toàn ánh, bị chặn. Cho y ∈ H, phương trình Ux = y

có duy nhất một nghiệm có chuẩn nhỏ nhất là x = U †y.
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1.2 Cơ sở trong không gian Banach

Khái niệm cơ bản nhất về cơ sở được giới thiệu bởi Schauder năm

1927, được định nghĩa trong không gian Banach X và có ý tưởng cơ bản

là một họ các vector để mỗi f ∈ X có khai triển duy nhất theo các vector

đã cho. Tất cả các cơ sở được xét trong luận văn này là cơ sở Schauder.

Trước khi định nghĩa, ta chú ý là dãy {ek}∞k=1 = {e1, e2, ..} trong X

là một tập có thứ tự.

Định nghĩa 1.2.1Giả sử X là không gian Banach. Dãy vector {ek}∞k=1

của X là cơ sở Schauder nếu mỗi f ∈ X, tồn tại duy nhất các hệ số

{ck (f)}∞k=1 sao cho :

f =

∞∑
k=1

ck (f) ek. (1.3)

Đôi khi ta nói (1.3) là một khai triển của f trong cơ sở {ek}∞k=1.

Phương trình (1.3) nghĩa là chuỗi f =
∞∑
k=1

ck (f) ek hội tụ (theo chuẩn)

theo thứ tự đã chọn của các phần tử. Nếu chuỗi (1.3) hội tụ một cách vô

điều kiện với mỗi f ∈ X (tức là chuỗi hội tụ với mọi thứ tự của các phần

tử) thì ta nói {ek}∞k=1 là một cơ sở vô điều kiện. Người ta có thể chứng

minh rằng {ek}∞k=1 là một cơ sở vô điều kiện nếu và chỉ nếu
{
eσ(k)

}∞
k=1

là

một cơ sở với mọi hoán vị σ trong N. Nói cách khác, nếu {ek}∞k=1 không

là cơ sở vô điều kiện thì tồn tại một hoán vị σ mà
{
eσ(k)

}∞
k=1

không là

cơ sở.

Bên cạnh sự tồn tại khai triển của mỗi f ∈ X, định nghĩa 1.2.1 yêu

cầu tính duy nhất. Điều này thường có được bằng cách yêu cầu {ek}∞k=1

độc lập theo một nghĩa thích hợp. Trong không gian Banach vô hạn chiều,

ta có các khái niệm khác nhau về sự độc lập.
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Định nghĩa 1.2.2 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong X. Ta nói:

(i) {fk}∞k=1 là độc lập tuyến tính nếu mỗi tập con hữu hạn của

{fk}∞k=1 là độc lập tuyến tính.

(ii) {fk}∞k=1 là w-độc lập nếu mỗi lần chuỗi
∞∑
k=1

ckfk hội tụ và bằng

0 với một bộ hệ số {ck}∞k=1 thì cần ck = 0,∀k ∈ N .

(iii) {fk}∞k=1 là cực tiểu nếu fj /∈ span{fk}k 6=j,∀j ∈ N.

Mối quan hệ giữa các định nghĩa trên như sau:

Bổ đề 1.2.3 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong X. Ta có :

(i) Nếu {fk}∞k=1 cực tiểu thì {fk}∞k=1 là w- độc lập.

(ii) Nếu {fk}∞k=1 w – độc lập thì {fk}∞k=1 là độc lập tuyến tính.

Chứng minh. Để chứng minh (i), giả thiết rằng {fk}∞k=1 không w- độc

lập. Chọn hệ số {ck}∞k=1 mà cj 6= 0 với một j nào đó sao cho
∞∑
k=1

ckfk = 0,

khi đó fj =
∑
k 6=j

−ck
cj
fk ⇒ fj ∈ span{fk}k 6=j.

Suy ra {fk}∞k=1 không phải cực tiểu. (ii) là hiển nhiên.

Một không gian Banach có một cơ sở cần khả li. Hầu hết các không

gian Banach khả li mà ta biết đều có một cơ sở. Ví dụ đầu tiên về không

gian Banach khả li không có cơ sở được xây dựng bởi Enflo năm 1972.

Một dãy {fk}∞k=1 được gọi là đầy đủ trong X nếu span {fk}∞k=1 = X.

Rõ ràng một cơ sở của X là đầy đủ và bao gồm những vector khác 0.

Bổ sung thêm điều kiện dẫn đến đặc trưng của cơ sở như sau:

Định lý 1.2.4 Một họ đầy đủ gồm các vector khác không {ek}∞k=1

trong không gian X là một cơ sở của X nếu và chỉ nếu tồn tại hằng
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số K sao cho ∀m,n ∈ N,m ≤ n∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥ (1.4)

với mọi dãy số {ck}∞k=1.

Định lý 1.2.4 thường được phát biểu thông qua việc sử dụng hằng số

cơ sở, được định nghĩa cho một dãy bất kỳ {ek}∞k=1

K := sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥ : m ≤ n,

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥ = 1

}
. (1.5)

Nếu {ek}∞k=1 là một cơ sở thì K chính là hằng số nhỏ nhất có thể sử

dụng trong (1.4). Mặt khác, nếu hằng số cơ sở vô hạn thì {ek}∞k=1 không

là cơ sở. Với dãy hữu hạn {ek}Nk=1, hằng số cơ sở được định nghĩa như

trên, cùng với điều kiện thêm vào là n ≤ N .

Hằng số cơ sở K cho biết liệu dãy {ek}∞k=1 có thể là một cơ sở tương

ứng với thứ tự đã được chọn của các phần tử. Ta chú ý rằng một đặc

trưng tương tự của cơ sở vô điều kiện, một dãy đầy đủ {ek}∞k=1 gồm các

phần tử khác 0 là cơ sở vô điều kiện khi và chỉ khi hằng số cơ sở vô điều

kiện của nó

sup
{∥∥∥∑σkckek

∥∥∥ :
∥∥∥∑ ckek

∥∥∥ = 1, σk = ±1,∀k
}

là hữu hạn.

Cho một cơ sở {ek}∞k=1, rõ ràng hệ số {ck (f)}∞k=1 trong (1.3) phụ

thuộc tuyến tính vào f . Ánh xạ f → ck (f) được gọi là hàm hệ số. Như

là một hệ quả của định lý 1.2.4, hàm hệ số là liên tục.

Hệ quả 1.2.5 Hàm hệ số {ck (f)}∞k=1 tương ứng với một cơ sở {ek}∞k=1

của X là liên tục và có thể xem như là một phần tử trong không gian
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đối ngẫu X∗. Nếu tồn tại hằng số C > 0 sao cho

‖ek‖ ≥ C, ∀k ∈ N thì chuẩn của {ck (f)}∞k=1 là bị chặn đều.

Chứng minh. Ta sử dụng định lý 1.2.4

Cho f ∈ X , kí hiệu f =
∞∑
k=1

ck (f) ek.

Khi đó với bất kỳ j ∈ N,∀n ≥ j

|cj (f)| ‖ej‖ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ck (f) ek

∥∥∥∥∥ .
Cho n→∞ , ta thu được

|cj (f)| ≤ K

‖ej‖
. ‖f‖ .

Một dãy {fk}∞k=1 trong X và dãy {gk}∞k=1 trong X∗ được gọi là song

trực giao nếu :

gk (fj) = δk,j :=

{
1 nếu k = j

0 nếu k 6= j.
(1.6)

Hệ quả 1.2.6 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở của X. Khi đó {ek}∞k=1 và

hàm hệ số {ck}∞k=1 tạo thành một hệ song trực giao.

Chứng minh. Ta có ej =
∞∑
k=1

ck (ej) ek. Do {ek} là cơ sở của X nên biểu

diễn trên là duy nhất. Do đó ck (ej) = 1 nếu k = j và ck (ej) = 0

nếu k 6= j.

Định lí 1.2.7 Giả sử {ek}∞k=1 là cơ sở của X và {ck}∞k=1 là hàm hệ số

tương ứng với cơ sở này. Khi đó:

(i) {ck}∞k=1 là một cơ sở cho bao tuyến tính đóng trong X∗, và hệ

song trực giao tương ứng với nó là {ek}∞k=1 ( xét như các phần tử trong
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X∗∗ ).

(ii) Nếu X là không gian phản xạ thì {ck}∞k=1 là một cơ sở của X∗.

1.3 Dãy Bessel trong không gian Hilbert

Phần còn lại của chương này liên quan đến dãy trong không gian

Hilbert. Để thuận lợi, ta đánh số tất cả các dãy bằng các số tự nhiên

trong chương này. Ta sẽ nhanh chóng nhìn thấy tất cả kết quả thực sự

đúng với các tập chỉ số đếm được tùy ý.

Bổ đề 1.3.1 Giả sử {fk}∞k=1 là dãy trong H và
∞∑
k=1

ckfk là hội tụ

∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N), Khi đó

T : l2 (N)→ H, T {ck}∞k=1 :=

∞∑
k=1

ckfk (1.7)

xác định toán tử tuyến tính bị chặn. Toán tử liên hợp được cho bởi

T ∗ : H → l2 (N) , T ∗f = {〈f, fk〉}∞k=1 . (1.8)

Ngoài ra
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ ‖T‖2.‖f‖2,∀f ∈ H. (1.9)

Chứng minh. Xét dãy toán tử tuyến tính bị chặn

Tn : l2 (N)→ H, Tn {ck}∞k=1 :=

n∑
k=1

ckfk.

Rõ ràng Tn → T theo từng điểm khi n→∞, vì thế T là bị chặn theo

định lý 1.1.4. Để tìm thấy biểu thức cho T ∗, giả sử f ∈ H,
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{ck}∞k=1 ∈ l2 (N). Khi đó

〈f, T {ck}∞k=1〉H =

〈
f,

∞∑
k=1

ckfk

〉
H

=

∞∑
k=1

〈f, fk〉 ck. (1.10)

Ta có 2 phương pháp tìm T ∗ sau :

1, Chuỗi
∞∑
k=1

〈f, fk〉 ck,∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) hội tụ kéo theo

{〈f, fk〉}∞k=1 ∈ l2 (N) . Vì vậy ta có thể viết

〈f, T {ck}∞k=1〉H = 〈{〈f, fk〉} , {ck}〉l2(N)

và kết luận : T ∗f = {〈f, fk〉}∞k=1.

2, Cách khác, khi T : l2 (N) → H là bị chặn, ta đã biết T ∗ là toán

tử bị chặn từ H vào l2 (N). Do đó, hàm tọa độ thứ k là bị chặn, đi từ

H → C, theo định lý biểu diễn của Riesz, T ∗ có dạng :

T ∗f = {〈f, gk〉}∞k=1 với {gk}
∞
k=1 trong H.

Theo định nghĩa của T ∗, (1.10) chỉ ra :

∞∑
k=1

〈f, gk〉 ck =

∞∑
k=1

〈f, fk〉 ck,∀ {ck}∞k=1 ∈ l
2 (N) , f ∈ H.

Từ đó suy ra gk = fk.

Liên hợp của toán tử bị chặn T là bị chặn và ‖T‖ = ‖T ∗‖. Với giả

thiết trong bổ đề 1.3.1, ta có :

‖T ∗f‖2 ≤ ‖T‖2.‖f‖2,∀f ∈ H

dẫn đến (1.9).

Dãy {fk}∞k=1 để bất đẳng thức (1.9) xảy ra sẽ đóng vai trò quan trọng

về sau.
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Định nghĩa 1.3.2 Dãy {fk}∞k=1 trong H được gọi là dãy Bessel nếu

tồn tại 1 hằng số B > 0 sao cho

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ B‖f‖2,∀f ∈ H. (1.11)

Mọi B thỏa mãn (1.11) được gọi là cận Bessel của {fk}∞k=1.

Định lý 1.3.3 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong H. Khi đó {fk}∞k=1

là một dãy Bessel với cận Bessel B khi và chỉ khi

T : {ck}∞k=1 →
∞∑
k=1

ckfk

là toán tử định nghĩa tốt, bị chặn từ l2 (N) vào H và ‖T‖ ≤
√
B.

Chứng minh. Trước hết, giả thiết {fk}∞k=1 là dãy Bessel với cận Bessel

B.

Giả sử {ck}∞k=1 ∈ l2 (N). Ta phải chỉ ra T {ck}∞k=1 là định nghĩa tốt,

tức là,
∞∑
k=1

ckfk là hội tụ. Xét n,m ∈ N, n > m. Khi đó :

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckfk −
m∑
k=1

ckfk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

ckfk

∥∥∥∥∥
= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈

n∑
k=m+1

ckfk, g

〉∣∣∣∣∣
≤ sup
‖g‖=1

n∑
k=m+1

|ck 〈fk, g〉|

≤

(
n∑

k=m+1

|ck|2
) 1

2

sup
‖g‖=1

(
n∑

k=m+1

|〈fk, g〉|2
) 1

2

≤
√
B

(
n∑

k=m+1

|ck|2
) 1

2

.
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Do {ck}∞k=1 ∈ l2 (N), ta biết rằng

{
n∑
k=1

|ck|2
}∞
n=1

là dãy Cauchy trong

C. Tính toán trên chỉ ra rằng

{
n∑
k=1

ckfk

}∞
n=1

là một dãy Cauchy trong

H và do đó hội tụ. Vậy T {ck}∞k=1 là định nghĩa tốt. Rõ ràng T là tuyến

tính. Từ ‖T {ck}∞k=1‖ = sup
‖g‖=1

|〈T {ck}∞k=1 , g〉|, tính toán như trên chỉ ra

T là bị chặn và ‖T‖ ≤
√
B. Để chứng minh chiều ngược lại, giả sử T là

định nghĩa tốt và ‖T‖ ≤
√
B, khi đó (1.9) chỉ ra {fk}∞k=1 là dãy Bessel

với cận Bessel B.

Bổ đề 1.3.1 chỉ ra rằng, nếu ta chỉ cần biết {fk}∞k=1 là một dãy Bessel

và giá trị của cận Bessel B không quan trọng thì ta chỉ cần kiểm tra toán

tử T có phải là định nghĩa tốt.

Hệ quả 1.3.4 Nếu {fk}∞k=1 là một dãy trong H và
∞∑
k=1

ckfk hội tụ

∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) thì {fk}∞k=1 là một dãy Bessel.

Điều kiện Bessel (1.11) vẫn giữ nguyên không phụ thuộc vào cách các

phần tử {fk}∞k=1 được đánh số thứ tự. Điều này dẫn đến hệ quả rất quan

trọng của định lý 1.3.3.

Hệ quả 1.3.5 Nếu {fk}∞k=1 là một dãy Bessel trong H, thì
∞∑
k=1

ckfk

hội tụ không điều kiện ∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N).

Vì vậy việc sắp xếp lại thứ tự của các phần tử trong {fk}∞k=1 không

làm ảnh hưởng đến chuỗi
∞∑
k=1

ckfk khi {ck}∞k=1 có cùng trật tự, chuỗi sẽ

hội tụ về cùng phần tử như trước.Với lý do này, ta có thể chọn cách đánh

chỉ số tùy ý các phần tử trong dãy Bessel. Đặc biệt sẽ không là hạn chế,

nếu ta trình bày tất cả các kết quả với các số tự nhiên như là một tập chỉ

số đếm được. Ta sẽ xem trong phần tiếp sau, tất cả cơ sở trực chuẩn, cơ

sở Riesz và khung là dãy Bessel.
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Ta chỉ cần kiểm tra điều kiện Bessel (1.11) trong một tập con trù mật

của H.

Bổ đề 1.3.6 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy các phần tử trong H và tồn

tại một hằng số B > 0 sao cho
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ B‖f‖2

với mọi f trong tập con trù mật V của H. Khi đó {fk}∞k=1 là một dãy

Bessel với cận B.

Chứng minh. Ta cần chứng minh điều kiện Bessel thỏa mãn với mọi phần

tử trong H. Giả sử g ∈ H , phản chứng rằng

∞∑
k=1

|〈g, fk〉|2 > B‖g‖2.

Khi đó tồn tại tập hữu hạn F ⊂ N mà:∑
k∈F
|〈g, fk〉|2 > B‖g‖2.

Vì V là trù mật trong H, điều này kéo theo sự tồn tại h ∈ V sao cho:∑
k∈F
|〈h, fk〉|2 > B‖h‖2

(mâu thuẫn). Ta kết luận rằng

∞∑
k=1

|〈g, fk〉|2 ≤ B‖g‖2,∀g ∈ H.

1.4 Cơ sở và hệ song trực giao trong không gian

Hilbert

Bây giờ ta xem lại những khái niệm được định nghĩa trong mục (1.2).

Bổ đề đầu tiên thực sự đúng trong không gian Banach, nhưng mục đích
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của ta là chỉ cần xét trong không gian Hilbert H. Chú ý : H∗ = H, vì

vậy nếu một dãy {fk}∞k=1 trong H có một dãy song trực giao {gk}∞k=1 thì

{gk}∞k=1 cũng là một dãy trong H.

Bổ đề 1.4.1 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong H. Khi đó:

(i) {fk}∞k=1 có một dãy song trực giao {gk}∞k=1 khi và chỉ khi

{fk}∞k=1 là cực tiểu.

(ii) nếu một dãy song trực giao của {fk}∞k=1 tồn tại, nó được xác

định duy nhất khi và chỉ khi {fk}∞k=1 đầy đủ trong H.

Chứng minh. Giả sử {fk}∞k=1 có hệ song trực giao {gk}∞k=1. Khi đó, với

j ∈ N

〈fj, gj〉 = 1 và 〈fk, gj〉 = 0, k 6= j.

Vậy thì fj /∈ span{fk}k 6=j, tức là, {fk}
∞
k=1 là cực tiểu. Để chứng minh

chiều ngược lại trong (i), giả thiết {fk}∞k=1 là cực tiểu và đặt

H0 := span {fk}∞k=1.

Đã cho j ∈ N, giả sử Pj kí hiệu phép chiếu trực giao của H lên

span{fk}k 6=j và cho I0 là toán tử đồng nhất trong H0. Khi đó kéo theo

(I0 − Pj) fj 6= 0 và

〈fj, (I0 − Pj) fj〉 = 〈Pjfj + (I0 − Pj) fj, (I0 − Pj) fj〉 = ‖(I0 − Pj) fj‖2 6= 0

Vì k 6= j, rõ ràng 〈fk, (I0 − Pj) fj〉 = 0. Định nghĩa:

gj :=
(I0−Pj)fj
‖(I0−Pj)fj‖2

, j ∈ N.

Ta thu được {gk}∞k=1 là hệ song trực giao của {fk}∞k=1.

Chứng minh (ii), giả thiết {fk}∞k=1 có một hệ song trực giao {gk}∞k=1.

Nếu {fk}∞k=1 không đầy đủ, ta có thể thay thế {gk}∞k=1 bởi {gk + hk}∞k=1

với hk ∈ H⊥0 \ {0} và bằng cách này ta thu được một hệ song trực giao mới

của {fk}∞k=1. Mặt khác, giả sử {fk}∞k=1 đầy đủ và {gk}∞k=1,
{
g′k
}∞
k=1

là hai
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hệ song trực giao với {fk}∞k=1. Khi đó 〈fk, gj〉 = δk,j =
〈
fk, g

′
j

〉
,∀k, j.

Ta suy ra
〈
fk, gj − g′j

〉
= 0,∀k, j. Do {fk} là đầy đủ nên〈

f, gj − g′j
〉

= 0,∀j. Do đó gj = g′j,∀j.

Định lí 1.4.2 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở của không gian H. Khi

đó, tồn tại duy nhất một họ {gk}∞k=1 trong H mà

f =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 ek,∀f ∈ H (1.12)

{gk}∞k=1 là một cơ sở của H và {ek}∞k=1, {gk}
∞
k=1 là song trực giao.

Chứng minh. Theo hệ quả 1.2.5 hàm hệ số {ck}∞k=1 liên kết với {ek}∞k=1

là liên tục, sử dụng Định lý biểu diễn của Riesz 1.1.8, tồn tại duy nhất

một họ {gk}∞k=1 trong H sao cho

ck (f) = 〈f, gk〉 ,∀f ∈ H.

⇒ f =
∞∑
k=1

〈f, gk〉 ek,∀f ∈ H

Giả sử
{
g′k
}
là một họ khác cũng thỏa mãn (1.12). Khi đó

∞∑
k=1

(
〈f, gk〉 −

〈
f, g′k

〉)
ek = 0,∀f ∈ H. Do {ek}∞k=1 là cơ sở của H nên

〈f, gk〉 −
〈
f, g′k

〉
= 0,∀f ∈ H,∀k. Do đó gk − g′k = 0,∀k và mâu thuẫn

này chứng tỏ sự duy nhất của họ {gk}∞k=1. Thay f = ej vào (1.12) và do

{ek} là cơ sở nên ta suy ra {ek}∞k=1 và {gk}∞k=1 là song trực giao. {gk}∞k=1

là một cơ sở của H suy ra từ định lý 1.2.7.

Cơ sở {gk}∞k=1 thỏa mãn (1.12) được gọi là cơ sở đối ngẫu hoặc cơ

sở song trực giao, được liên kết với {ek}∞k=1. Thật thú vị khi thấy rằng

điều kiện Bessel cho {ek}∞k=1 suy ra một kiểu bất đẳng thức ngược lại cho

{gk}∞k=1. Những bất đẳng thức này đóng vai trò quan trọng khi ta định
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nghĩa khung ở chương 2.

Bổ đề 1.4.3 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở của H và {gk}∞k=1 là hệ

song trực giao liên kết với nó. Nếu {ek}∞k=1 là một dãy Bessel với cận

B thì

(i) 1
B‖f‖

2 ≤
∞∑
k=1

|〈f, gk〉|2,∀f ∈ H.

(ii) 1
B

∞∑
k=1

|ck|2 ≤
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

ckgk

∥∥∥∥2 với mọi dãy hữu hạn {ck}∞k=1.

Chứng minh. Giả sử f ∈ H, f =
∞∑
k=1

〈f, gk〉 ek và từ bất đẳng thức

Cauchy- Schwarz, ta thu được

‖f‖4 =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

〈f, gk〉 〈ek, f〉

∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑
k=1

|〈f, gk〉|2
∞∑
k=1

|〈ek, f〉|2

≤ B‖f‖2
∞∑
k=1

|〈f, gk〉|2

(i) suy ra từ đây. Để chứng minh (ii), giả sử {ck}∞k=1 là một dãy hữu hạn.

Sử dụng hệ song trực giao {ek}∞k=1 , {gk}∞k=1 ta có thể viết

{ck}∞k=1 =

{〈
∞∑
j=1

cjgj, ek

〉}∞
k=1

và
∞∑
k=1

|ck|2 =

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
〈 ∞∑
j=1

cjgj, ek

〉∣∣∣∣∣∣
2

≤ B

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

cjgj

∥∥∥∥∥∥
2

.

Chú ý rằng, điều kiện {ck}∞k=1 là hữu hạn trong (ii) là thiết yếu. Đối

với các dãy tổng quát {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) chuỗi
∞∑
k=1

ckgk có thể không hội

tụ.
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1.5 Cơ sở trực chuẩn

Bây giờ ta giới thiệu một trong những khái niệm chính là cơ sở trực

chuẩn trong không gian Hilbert. Chúng là những phiên bản trừu tượng

(vô hạn chiều) của cơ sở chính tắc trong Cn và có nhiều tính chất tương

tự. Cơ sở trực chuẩn được sử dụng rộng rãi trong toán học, vật lý, xử lý

tín hiệu và nhiều lĩnh vực khác.

Định nghĩa 1.5.1 Một dãy {ek}∞k=1 trong H là một hệ trực chuẩn

nếu 〈ek, ej〉 = δk,j.

Một hệ trực chuẩn {ek}∞k=1 mà là cơ sở của H được gọi là cơ sở trực

chuẩn của H.

Chú ý rằng, một hệ trực chuẩn là một dãy Bessel. Thật vậy, nếu

{ck}∞k=1 ∈ l2 (N) và m,n ∈ N, n > m thì∥∥∥∥ n∑
k=1

ckek −
m∑
k=1

ckek

∥∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥ n∑
k=m+1

ckek

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

k=m+1

|ck|2.

Cũng như chứng minh định lý 1.3.3 thì
∞∑
k=1

ckgk hội tụ và∥∥∥∥ ∞∑
k=1

ckek

∥∥∥∥2 =
∞∑
k=1

|ck|2.

Định lý tiếp theo đưa ra điều kiện tương đương cho một hệ trực chuẩn

{ek}∞k=1 trở thành một cơ sở trực chuẩn.

Định lý 1.5.2 Cho một hệ trực chuẩn {ek}∞k=1, những mệnh đề sau

tương đương:

(i) {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn.

(ii) f =
∞∑
k=1

〈f, ek〉 ek,∀f ∈ H.

(iii) 〈f, g〉 =
∞∑
k=1

〈f, ek〉 〈ek, g〉∀f, g ∈ H.
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(iv)
∞∑
k=1

|〈f, ek〉|2 = ‖f‖2,∀f ∈ H.

(v) span {ek}∞k=1 = H.

(vi) Nếu 〈f, ek〉 = 0,∀k ∈ N thì f = 0.

Chứng minh. (i) ⇒ (ii) Giả sử f ∈ H. Nếu {ek}∞k=1 là một cơ sở trực

chuẩn, tồn tại hệ số {ck}∞k=1 sao cho f =
∞∑
k=1

ckek. Với bất kỳ j ∈ N, ta

có 〈f, ej〉 =
∞∑
k=1

ckδk,j = cj ⇒ (ii). (iii) là một hệ quả hiển nhiên của (ii),

và (iv) là một trường hợp đặc biệt của (iii). Rõ ràng (iv) ⇒ (v) ⇒ (vi).

Để chứng minh (vi)⇒ (i), giả sử f ∈ H. Từ {ek}∞k=1 là một dãy Bessel,

ta biết g :=
∞∑
k=1

〈f, ek〉 ek được định nghĩa tốt. Hơn nữa

〈f − g, ej〉 = 0,∀j ∈ N vì thế theo (vi) f = g =
∞∑
k=1

〈f, ek〉 ek. Để chứng

minh rằng {ek}∞k=1 là một cơ sở ta chỉ cần chỉ ra không có tổ hợp tuyến

tính nào khác của {ek}∞k=1 có thể bằng f và điều này suy ra từ lập luận

ta từng chứng minh (ii) từ (i).

Đẳng thức trong (iv) được gọi là đẳng thức Parseval. Qua hệ quả

1.3.5, ta thu được hệ quả quan trọng của định lý 1.5.2

Hệ quả 1.5.3 Nếu {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn thì mỗi f ∈ H,

có một khai triển hội tụ vô điều kiện

f =

∞∑
k=1

〈f, ek〉 ek. (1.13)

Đặc biệt, cơ sở đối ngẫu của {ek}∞k=1 bằng chính cơ sở {ek}∞k=1.

Định lý 1.5.4 Mọi không gian H khả li có một cơ sở trực chuẩn.

Chứng minh. Vì H khả li, ta chọn dãy {fk}∞k=1 trong H sao cho

span {fk}∞k=1 = H. Bằng việc trích một dãy con nếu cần, ta có thể giả
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thiết mỗi n ∈ N, fn+1 /∈ span {fk}nk=1. Ứng dụng phương pháp Gram-

Schmidt cho {fk}∞k=1, ta thu được một hệ trực chuẩn {ek}∞k=1 trong H

mà span {ek}∞k=1 = span {fk}∞k=1 = H.

Thông thường, ta muốn có một cơ sở trực chuẩn cụ thể của không

gianH, chứ không phải tồn tại của nó. Trường hợp đơn giản nhất là l2 (N)

Ví dụ 1.5.5 Giả sử ek là một dãy trong l2 (N), mà phần tử thứ k là 1,

và tất cả các phần tử khác là 0. Khi đó {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn

của l2 (N), nó được gọi là cơ sở trực chuẩn chính tắc. Ta sẽ kí hiệu cơ sở

đặc biệt này bởi {δk}∞k=1.

Cơ sở trực chuẩn chính tắc là cơ sở thuận tiện nhất khi sử dụng bởi

cơ sở song trực giao bằng chính cơ sở đó. Nghĩa là, việc biểu diễn (1.13)

có thể có trực tiếp, trong khi biểu diễn (1.12) qua một cơ sở tổng quát, ta

phải tìm dãy song trực giao {gk}∞k=1. Không may ta phải trả giá cho tính

chất đẹp này. Những điều kiện cho {ek}∞k=1 trở thành cơ sở trực chuẩn

là mạnh và thường nó không thể xây dựng cơ sở trực chuẩn thỏa mãn

các điều kiện bổ sung. Cũng chú ý rằng, không phải luôn tốt khi sử dụng

phương pháp trực chuẩn hóa Gram- Schmidt, vì khi xây dựng một cơ sở

trực chuẩn từ cơ sở cho trước nó có thể làm mất đi các tính chất đặc biệt

của cơ sở ta đang có, ví dụ, cấu trúc đặc biệt của cơ sở Gabor và cơ sở

sóng nhỏ, sẽ bị mất đi.

Dựa vào định lý 1.5.4, ta có thể chứng minh mọi H khả li có thể đồng

nhất với l2 (N).

Định lý 1.5.6 Mọi không gian Hilbert H vô hạn chiều, khả li là đẳng

cấu với l2 (N).

Chứng minh. Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H. Ta thấy
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∞∑
k=1

ckek là hội tụ ∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N). Hơn nữa, mỗi f ∈ H có duy nhất

khai triển với hệ số l2, cụ thể f =
∞∑
k=1

〈f, ek〉 ek. Do {δk}∞k=1 là cơ sở trực

chuẩn chính tắc của l2 (N), ta có thể định nghĩa toán tử

U : H → l2 (N) , U
(∑

ckek

)
=
∑

ckδk; {ck}∞k=1 ∈ l
2 (N).

Khi đó U là song ánh H → l2 (N) . Cho f ∈ H, f =
∑
〈f, ek〉 ek.

Ta có

‖Uf‖2 =

∥∥∥∥∥∑ 〈f, ek〉 δk

∥∥∥∥∥
2

=
∑
|〈f, ek〉|2 = ‖f‖2.

Vì vậy, U là một đẳng cự.

Định lý tiếp theo đặc trưng tất cả cơ sở trực chuẩn của H từ một cơ

sở trực chuẩn.

Định lý 1.5.7 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H. Khi

đó, cơ sở trực chuẩn của H chính xác là những tập hợp {Uek}∞k=1 mà

U : H → H là một toán tử unita.

Chứng minh. Giả sử {fk}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H. Khi đó định

nghĩa toán tử

U : H → H, U
(∑

ckek

)
=
∑

ckfk; {ck}∞k=1 ∈ l
2 (N).

U là song ánh bị chặn từ H → H. Với f, g ∈ H, viết f =
∑
〈f, ek〉 ek

và g =
∑
〈g, ek〉 ek . Khi đó, qua định nghĩa U và định lý 1.5.2

〈U∗Uf, g〉 = 〈Uf, Ug〉 =
〈∑

〈f, ek〉 fk,
∑
〈g, ek〉 fk

〉
=
∑
〈f, ek〉 .〈g, ek〉 = 〈f, g〉 .
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Do đó U∗U = I. Do U là toàn ánh nên U là unita. Mặt khác, nếu cho

U là toán tử unita thì:

〈Uek, Uej〉 = 〈U∗Uek, ej〉 = 〈ek, ej〉 = δk,j.

Tức là, {Uek}∞k=1 là một hệ trực chuẩn. Đó là cơ sở do U là toàn

ánh.

Điều kiện (iv) trong định lý 1.5.2 có cách giải thích theo quan điểm

khung, xem định nghĩa 2.1.2. Không cần giả thiết {ek}∞k=1 là một hệ trực

chuẩn, ta suy ra rằng {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn nếu các vector

được chuẩn hóa.

Mệnh đề 1.5.8 Giả sử {ek}∞k=1 là một dãy với các vector chuẩn hóa

trong H và
∞∑
k=1

|〈f, ek〉|2 = ‖f‖2,∀f ∈ H.

Khi đó {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H.

Chứng minh. Theo định lý 1.5.2, ta chỉ cần chứng minh {ek}∞k=1 là một

hệ trực chuẩn.

Mỗi j ∈ N ta có 1 = ‖ej‖2 =
∞∑
k=1

|〈ej, ek〉|2 = 1 +
∑
k 6=j
|〈ej, ek〉|2.

Từ đó suy ra 〈ej, ek〉 = 0, k 6= j.

1.6 Cơ sở Riesz

Trong định lý 1.5.7, ta mô tả tất cả cơ sở trực chuẩn thông qua toán

tử unita tác động lên cùng một cơ sở trực chuẩn. Về mặt hình thức, cơ

sở Riesz được định nghĩa bằng cách làm yếu đi điều kiện của toán tử.

Định nghĩa 1.6.1 Một cơ sở Riesz trong H là một họ có dạng

{Uek}∞k=1, mà {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H và U : H → H
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là một toán tử song ánh bị chặn.

Cơ sở Riesz thực sự là một cơ sở, thực tế, người ta có thể mô tả cơ

sở Riesz như là cơ sở thỏa mãn các điều kiện bổ sung.

BỔ ĐỀ 1.6.2 Dãy {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz trong H khi và chỉ khi

nó là một cơ sở vô điều kiện của H và

0 < inf
k
‖fk‖ ≤ sup

k
‖fk‖ <∞.

Cơ sở đối ngẫu liên kết với một cơ sở Riesz cũng là một cơ sở Riesz.

Định lý 1.6.3 Nếu {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz của H, tồn tại duy

nhất dãy {gk}∞k=1 trong H sao cho

f =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 fk,∀f ∈ H. (1.14)

{gk}∞k=1 cũng là một cơ sở Riesz và {fk}∞k=1, {gk}
∞
k=1 là song trực

giao. Hơn nữa, chuỗi (1.14) hội tụ vô điều kiện ∀f ∈ H.

Chứng minh. Theo định nghĩa ta viết {fk}∞k=1 = {Uek}∞k=1, U là toán

tử song ánh bị chặn và {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn. Giả sử f ∈ H,

khai triển U−1f trong cơ sở trực chuẩn {ek}∞k=1 ta có

U−1f =
∞∑
k=1

〈
U−1f, ek

〉
ek =

∞∑
k=1

〈
f,
(
U−1

)∗
ek
〉
ek.

Từ đó, đặt gk :=
(
U−1

)∗
ek

f = UU−1f =

∞∑
k=1

〈
f,
(
U−1

)∗
ek

〉
Uek =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 fk.

Do
(
U−1

)∗
là song ánh, bị chặn, {gk}∞k=1 là một cơ sở Riesz theo định

nghĩa.
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Cho f ∈ H
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 =

∞∑
k=1

|〈f, Uek〉|2 = ‖U∗f‖2 ≤ ‖U∗‖2.‖f‖2 = ‖U‖2.‖f‖2.

(1.15)

Điều này chứng tỏ một cơ sở Riesz là một dãy Bessel, từ đó, chuỗi

(1.14) hội tụ vô điều kiện theo hệ quả 1.3.5. Phần còn lại theo định lý

1.4.2.

Ta gọi {gk}∞k=1 là cơ sở Riesz đối ngẫu của {fk}∞k=1. Ta có thể đương

nhiên áp dụng định lý 1.6.3 để tìm đối ngẫu của

{gk}∞k=1 =
{(
U−1

)∗
ek
}∞
k=1

. Theo chứng minh định lý 1.6.3, ta phải tìm

liên hợp của toán tử nghịch đảo của
(
U−1

)∗
và cho tác động lên {ek}∞k=1.

Quá trình này cho lại ta {fk}∞k=1. Từ đó, {fk}∞k=1 và {gk}∞k=1 là đối ngẫu

của nhau, và

f =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 fk =

∞∑
k=1

〈f, fk〉 gk,∀f ∈ H. (1.16)

Ta chú ý cơ sở Riesz là một dãy Bessel và cũng thỏa mãn một dạng

bất đẳng thức đảo ngược.

Mệnh đề 1.6.4 Nếu {fk}∞k=1 = {Uek}∞k=1 là một cơ sở Riesz của H,

tồn tại hằng số A,B > 0 sao cho

A‖f‖2 ≤
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ B‖f‖2,∀f ∈ H. (1.17)

Giá trị lớn nhất có thể của hằng số A là 1
‖U−1‖2

, và nhỏ nhất có

thể của B là ‖U‖2.

Chứng minh. Một cơ sở Riesz {Uek}∞k=1 là một dãy Bessel với cận trên

tối ưu ‖U‖ suy từ đánh giá trong (1.15). Kết quả về cận dưới kéo theo
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từ:

‖f‖ =
∥∥∥(U∗)−1U∗f

∥∥∥ ≤ ∥∥∥(U∗)−1
∥∥∥ . ‖U∗f‖ =

∥∥U−1∥∥ . ‖U∗f‖ .

Một cách thường dùng để xây dựng một toán tử là định nghĩa nó trên

một cơ sở và sau đó mở rộng bởi tính tuyến tính. Bổ đề sau đây sẽ đưa

ra một vài điều kiện để điều này xảy ra.

Bổ đề 1.6.5 Giả sử H,K là các không gian Hilbert, {hk}∞k=1 là một

dãy trong H, {gk}∞k=1 là một dãy trong K. Giả thiết rằng {gk}∞k=1 là

một dãy Bessel với cận B, {hk}∞k=1 là đầy đủ trong H, và tồn tại một

hằng số A > 0 sao cho

A
∑
|ck|2 ≤

∥∥∥∑ ckhk

∥∥∥2 (1.18)

cho mọi dãy số hữu hạn {ck}. Khi đó,

U
(∑

ckhk

)
:=
∑

ckgk, ({ck} hữu hạn )

định nghĩa một toán tử tuyến tính bị chặn từ span {hk}∞k=1 vào span {gk}
∞
k=1

và U có một thác triển duy nhất thành một toán tử bị chặn từ H → K.

Chuẩn của U cũng như mở rộng của nó nhiều nhất là
√

B
A .

Chứng minh. Theo giả định (1.18), mỗi h ∈ span {hk}∞k=1 có một biểu

diễn duy nhất h =
∑
ckhk với {ck} hữu hạn, kéo theo U là định nghĩa

tốt và tuyến tính. Cho 1 dãy hữu hạn {ck}∥∥∥U (∑ ckhk

)∥∥∥2 =
∥∥∥∑ ckgk

∥∥∥2 ≤ B
∑
|ck|2 ≤

B

A

∥∥∥∑ ckhk

∥∥∥2.
Từ đó U là bị chặn. Từ {hk}∞k=1 là đầy đủ, U có thác triển thành

toán tử bị chặn trong H.
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Định lý tiếp theo cho các điều kiện tương đương để {fk}∞k=1 trở thành

một cơ sở Riesz.

Định lý 1.6.6 Cho một dãy {fk}∞k=1 trong H, các điều kiện sau là

tương đương:

(i) {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz của H.

(ii) {fk}∞k=1 đầy đủ trong H, tồn tại các hằng số A,B > 0 sao cho

mỗi dãy số hữu hạn {ck} có:

A
∑
|ck|2 ≤

∥∥∥∑ ckfk

∥∥∥2 ≤ B
∑
|ck|2. (1.19)

(iii) {fk}∞k=1 đầy đủ, ma trận Gram {〈fk, fj〉}∞j,k=1 xác định một

toán tử bị chặn, khả nghịch trong l2 (N).

(iv) {fk}∞k=1 là dãy Bessel đầy đủ, và nó có dãy song trực giao đầy

đủ {gk}∞k=1 cũng là một dãy Bessel.

Nếu (1.19) đúng cho mọi dãy số hữu hạn {ck}, thì nó tự động đúng cho

mọi {ck}∞k=1 ∈ l2 (N). Nếu {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz, các số A,B > 0

thỏa mãn (1.19) được gọi là cận Riesz dưới, cận Riesz trên. Chúng rõ ràng

không duy nhất, ta định nghĩa các cận Riesz tối ưu như là giá trị lớn nhất

có thể của A và nhỏ nhất có thể của B.

Nếu (1.19) đúng với A = B = 1, thì dãy {fk}∞k=1 là trực chuẩn.

Mệnh đề 1.6.7 Giả thiết rằng span {fk}∞k=1 = H và∥∥∥∑ ckfk

∥∥∥2 =
∑
|ck|2

với mọi dãy số hữu hạn {ck} thì {fk}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của

H.

Chứng minh. Từ giả thiết kéo theo bởi định lý 1.6.6 rằng {fk} là một

cơ sở Riesz của H vì thế giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H,
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ta có thể viết {fk}∞k=1 = {Uek}∞k=1 với một toán tử khả nghịch bị chặn

thích hợp U . Khi đó, với mọi {ck}∞k=1 ∈ l2 (N)

∞∑
k=1

|ck|2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ckfk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥U
( ∞∑
k=1

ckek

)∥∥∥∥∥
2

.

Từ đó suy ra ‖U‖ =
∥∥U−1∥∥ = 1 , theo mệnh đề 1.6.4, ta có :

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 = ‖f‖2,∀f ∈ H.

Do ‖fk‖ = 1,∀k ∈ N. Ta được kết quả theo mệnh đề 1.5.8.

1.7 Một số hạn chế của cơ sở

Khái niệm cơ sở là rất quan trọng do nó cho phép ta biểu diễn một

vector bất kỳ f trong không gian Banach thông qua một cơ sở đã chọn

trước {ek} :

f =
∑
k

ckek. (1.20)

Nhờ đó nhiều câu hỏi liên quan đến phần tử bất kỳ trong không gian

có thể đưa về các câu hỏi trên các phần tử của cơ sở. Ví dụ, tác động của

toán tử tuyến tính bị chặn U trên phần tử f có thể biết nhờ biểu diễn

(1.20) và tác động của U trên {ek}

Uf = U

(∑
k

ckfk

)
=
∑
k

ckUek.

Trong chương tiếp theo chúng ta sẽ làm việc với một khái niệm tổng

quát hơn khái niệm cơ sở. Người ta đã chứng minh rằng cơ sở tồn tại trong

mọi không gian Hilbert khả ly. Trong các không gian Banach thường dùng
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cũng tồn tại các cơ sở. Vậy câu hỏi đặt ra là tại sao ta lại phải đi tìm các

khái niệm tổng quát hơn khái niệm này?

Một hạn chế chính của cơ sở là thiếu đi tính linh hoạt. Các điều kiện

để trở thành cơ sở quá mạnh đến mức ta dường như không thể xây dựng

được các cơ sở với những tính chất đặc biệt và một sự thay đổi nhỏ trên

cơ sở cũng làm cho nó không còn là cơ sở nữa.

Ta xét ví dụ sau: giả sử {ek} là 1 cơ sở cho không gian Banach X và

φ là 1 phần tử bất kỳ trong X. Khi đó {ek} ∪ {φ} sẽ không còn là cơ sở

của X nữa mặc dù với mỗi f ∈ X đều có biểu diễn dưới dạng

f =
∑
k

ckek + dφ. (1.21)

Lý do là vì {ek}∪{φ} không còn độc lập tuyến tính nữa. Có rất nhiều

sự lựa chọn các hệ số {ck} và d thỏa mãn (1.21). Một lựa chọn là d = 0 và

{ck} là các hệ số trong biểu diễn (1.20), một lựa chọn khác là chọn {ck}

sao cho f − φ =
∑
ckek và d = 1. Ví dụ trên cho ta thấy tính chất cơ

sở bị phá vỡ khi cho thêm một tập khác rỗng các véc tơ vào {ek} nhưng

tính khai triển được của hệ thì được bảo toàn.

Một câu hỏi được đặt ra là tại sao chúng ta lại muốn cho thêm các

phần tử vào 1 cơ sở? Lý do là ta nhận được một sự tự do lựa chọn. Các

hệ số trong (1.20) là duy nhất trong khi trong (1.21) ta có thể lựa chọn

nhiều khả năng. Ở mục (2.6) chúng ta sẽ thấy rằng việc có nhiều phần tử

hơn cần thiết cho một cơ sở có tác dụng làm giảm tiếng ồn.

Trong không gian Hilbert cụ thể như L2 (R), ta có thể đưa ra các cơ

sở cụ thể, như cơ sở trực chuẩn Gabor{
e2πimxχ[0,1] (x− n)

}
m,n∈Z =

{
EmTnχ[0,1] (x)

}
m,n∈Z

33Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



29

trong đó χ[0,1] (x) =

{
1 nếu x ∈ [0, 1]

0 nếu x /∈ [0, 1]

và Ta, Eb là các toán tử xác định trên L2 (R), Ta : L2 (R) → L2 (R)

xác định bởi (Taf) (x) = f (x− a) , Eb : L2 (R) → L2 (R) xác định bởi

(Ebf) (x) = e2πibxf (x) với a, b ∈ R.

Tuy nhiên, chính ví dụ này đã cho ta thấy những hạn chế của cơ sở.

Chú ý rằng:

χ̂[0,1] (γ) =

1∫
0

e−2πixγdx =
e−πiγ

i
.
sinπγ

πγ
.

Do χ[0,1] là gián đoạn, và χ̂[0,1] giảm về 0 chậm nên hàm đặc trưng

không hấp dẫn theo quan điểm nhìn nhận của giải tích tần số thời gian.

Chúng ta hi vọng kết quả thu được sẽ tốt hơn nếu thay thế hàm χ[0,1] bởi

một hàm trơn hơn g, tuy nhiên, định lý Balian- Low chỉ ra rằng có những

hạn chế trên tính chất của g nếu ta muốn {EmTng}m,n∈Z trở thành một

cơ sở Riesz.

Định lý 1.7.1 Giả sử g ∈ L2 (R). Nếu {EmTng}m,n∈Z là một cơ sở

Riesz của L2 (R), thì( ∞∫
−∞
|xg (x)|2dx

)( ∞∫
−∞
|γĝ (γ)|2dγ

)
=∞.

Định lý Balian- Low khẳng định rằng một hàm g tạo nên một cơ sở

Gabor Riesz không thể địa phương hóa tốt theo cả thời gian lẫn tần số

được. Ví dụ, g và ĝ không thể thỏa mãn các đánh giá

|g (x)| ≤ C

1 + x2
, |ĝ (γ)| ≤ C

1 + γ2

đồng thời.

Nếu sự triệt tiêu nhanh hơn của g và ĝ là cần thiết, ta cần phải hỏi

liệu ta có cần tất cả tính chất đặc trưng cho cơ sở Riesz hoặc liệu ta có
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thể giảm nhẹ vài tính chất của chúng. Tính chất ta muốn giữ lại là mỗi

f ∈ L2 (R) có một khai triển hội tụ vô điều kiện của các {EmTng}m,n∈Z,

cùng với Bổ đề 1.6.2 điều này chỉ ra rằng ta không nhận được lợi ích gì

do yêu cầu {EmTng}m,n∈Z chỉ là một cơ sở thay vì là một cơ sở Riesz.

Tuy nhiên, tính chất khai triển đó thực sự có thể kết hợp với g và ĝ có

tốc độ triệt tiêu rất nhanh, ta chỉ phải bỏ đi tính chất duy nhất của khai

triển trong định nghĩa của cơ sở. Điều này đưa chúng ta chuyển từ nghiên

cứu cơ sở sang nghiên cứu khung. Định nghĩa khung một cách chính xác

sẽ được đưa ra vào chương tiếp theo, và các diễn giải trên chỉ đưa ra sự

khác nhau giữa khung và cơ sở hơn là đưa ra định nghĩa thực sự.

Một hạn chế khác của cơ sở là sự thiếu tính ổn định đối với tác động

của các toán tử. Ví dụ, nếu {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn thì chỉ những

toán tử Unita U sẽ làm cho {Uek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn. Nếu

{ek}∞k=1 là một cơ sở thì U phải là một song ánh bị chặn để {Uek}∞k=1 là

một cơ sở.

Những hạn chế vừa đưa ra là một số lý do khiến chúng ta nghiên cứu

khái niệm khung mà trong nhiều trường hợp ở đó cơ sở tồn tại nhưng

khung vẫn được sử dụng hữu hiệu hơn.
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Chương 2

Khung trong không gian Hilbert

2.1 Khung và các tính chất

Khái niệm khung được đưa ra năm 1952 bởi Duffin và Schaeffer khi

họ nghiên cứu chuỗi Fourier không điều hòa, tức là chuỗi thiết lập từ{
eiλnx

}
n∈Z trong đó λn ∈ R hoặc λn ∈ C,∀n ∈ Z. Tuy nhiên phải đến

năm 1986 sau bài báo của Daubechies, Grossmann và Meyer thì khung

mới được quan tâm rộng rãi. Khung được sử dụng nhiều trong xử lý tín

hiệu, lý thuyết mật mã , lý thuyết lượng tử...

Định nghĩa 2.1.1 Một dãy {fk}∞k=1 của các phần tử trong H là một

khung của H nếu tồn tại hằng số ∞ > A,B > 0 sao cho

A‖f‖2 ≤
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ B‖f‖2,∀f ∈ H. (2.1)

Các số A,B được gọi là các cận khung. Chúng là không duy nhất.

Cận khung trên tối ưu là cận dưới đúng của tất cả các cận trên của khung,

và cận khung dưới tối ưu là cận trên đúng của tất cả các cận dưới của

khung. Chú ý rằng các cận tối ưu thực sự là các cận của khung.

Định nghĩa 2.1.2
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(i) Một khung là chặt nếu ta có thể chọn A = B là các cận của

khung.

(ii) Nếu một khung không còn là khung nữa khi một phần tử tùy

ý bị loại bỏ thì nó được gọi là khung thực sự.

Khi ta nói về cận của khung chặt, ta muốn nói giá trị chính xác A

cùng lúc là cận trên và cận dưới của khung. Chú ý rằng điều này hơi khác

với thuật ngữ của khung tổng quát ở đó, ví dụ một cận khung trên chỉ là

một số nào đó mà điều kiện Bessel được thỏa mãn.

Trong trường hợp không gian H hữu hạn chiều thì dãy {fk}mk=1 là

một khung khi và chỉ khi span {fk}mk=1 = H.

Thật vậy, giả sử {fk}mk=1 là một khung của không gian hữu hạn chiều

H. Nếu span {fk}mk=1 6= H thì tồn tại g khác không thuộc H sao cho

〈g, fk〉 = 0,∀k = 1, 2, ...,m. Theo định nghĩa của khung thì tồn tại các

hằng số A,B > 0 hữu hạn để (2.1) thỏa mãn. Từ bất đẳng thức vế trái

của (2.1) cho f = g và 〈g, fk〉 = 0,∀k = 1, 2, ...,m ta có A‖g‖2 ≤ 0. Do

đó g = 0, suy ra mâu thuẫn.

Bây giờ giả sử span {fk}mk=1 = H. Ta có thể giả thiết không phải toàn

bộ các fk đều bằng 0. Theo bất đẳng thức Cauchy- Schwarz,

m∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤
m∑
k=1

‖f‖2.‖fk‖2 =

(
m∑
k=1

‖fk‖
2)

.‖f‖2.

Do đó ta có thể chọn B =
m∑
k=1

‖fk‖2.

Xét ánh xạ φ : H → R xác định bởi φ (f) =
m∑
k=1

|〈f, fk〉|2.

Ta thấy ngay φ liên tục.

Do hình cầu đơn vị trong H là compact nên ta có thể viết tìm g ∈ H
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với ‖g‖ = 1 sao cho

A :=

m∑
k=1

|〈g, fk〉|2 = inf

{
m∑
k=1

|〈f, fk〉|2 : f ∈W, ‖f‖ = 1

}
.

Rõ ràng A > 0. Với mỗi f khác không trong H ta có

m∑
k=1

|〈f, fk〉|2 =

m∑
k=1

∣∣∣∣〈 f

‖f‖
, fk

〉∣∣∣∣2.‖f‖2 ≥ A‖f‖2.

Vì vậy {fk}mk=1 là một khung của H.

Trong trường hợp H là vô hạn chiều nếu {fk}∞k=1 là một khung của

H thì span {fk}∞k=1 = H.

Ta thường cần phải xét các dãy không đầy đủ trong H, chúng có thể

không tạo nên các khung của H, nhưng chúng có thể tạo ra các khung

của bao tuyến tính đóng của các phần tử của chúng.

Định nghĩa 2.1.3 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong H. Ta nói rằng

{fk}∞k=1 là một dãy khung nếu nó là một khung của span {fk}∞k=1.

Ví dụ 2.1.4 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H.

(i) bằng cách lặp mỗi phần tử trong dãy {ek}∞k=1 2 lần ta thu được

{fk}∞k=1 = {e1, e1, e2, e2, ...}

mà {fk}∞k=1 là khung chặt với cận khung A = 2 . Nếu chỉ e1 được lặp lại

ta thu được

{fk}∞k=1 = {e1, e1, e2, e3, ...}

mà {fk}∞k=1 là một khung với cận A = 1, B = 2 .

(ii) Giả sử {fk}∞k=1 :=
{
e1,

1√
2
e2,

1√
2
e2,

1√
3
e3,

1√
3
e3,

1√
3
e3, ...

}
, nghĩa

là {fk}∞k=1 là dãy mà mỗi vec tơ 1√
k
ek được lặp lại k lần. Khi đó với mỗi

f ∈ H có
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 =
∞∑
k=1

k
∣∣∣〈f, f 1√

k
ek

〉∣∣∣2 = ‖f‖2.
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Vì thế {fk}∞k=1 là một khung chặt của H với cận khung A = 1.

(iii) Nếu I ⊆ N là một tập con thực sự thì {ek}k∈I không đầy đủ

trong H, và không thể là một khung của H. Tuy nhiên, {ek}k∈I là một

khung của span{ek}k∈I , tức là, nó là một dãy khung.

Do khung {fk}∞k=1 là dãy Bessel, toán tử

T : l2 (N)→ H, T {ck}∞k=1 =

∞∑
k=1

ckfk (2.2)

là toán tử bị chặn theo Định lý 1.3.3, T được gọi là toán tử tổng hợp.

Theo Bổ đề 1.3.1, toán tử liên hợp được cho bởi

T ∗ : H → l2 (N) , T ∗f = {〈f, fk〉}∞k=1.

T ∗ được gọi là toán tử phân tích. Bằng cách lấy hợp T và T ∗ ta thu

được toán tử khung

S : H → H, Sf = TT ∗f =

∞∑
k=1

〈f, fk〉 fk. (2.3)

Chú ý rằng do {fk}∞k=1 là một dãy Bessel, chuỗi định nghĩa S hội tụ

vô điều kiện với ∀f ∈ H theo Hệ quả 1.3.5. Ta phát biểu một vài tính

chất quan trọng của S.

Bổ đề 2.1.5 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung với toán tử khung S và cận

khung A,B. Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) S bị chặn, khả nghịch, tự liên hợp và là toán tử dương.

(ii)
{
S−1fk

}∞
k=1

là một khung với các cận B−1, A−1, nếu A,B

là các cận tối ưu của {fk}∞k=1 thì các cận B−1, A−1 là tối ưu của{
S−1fk

}∞
k=1

.

Toán tử khung của
{
S−1fk

}∞
k=1

là S−1.

Chứng minh. (i) S bị chặn như một sự hợp thành của hai toán tử bị
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chặn. Theo Định lý 1.3.3

‖S‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T‖ . ‖T ∗‖ = ‖T‖2 ≤ B.

Do S∗ = (TT ∗)∗ = TT ∗ = S, toán tử S là tự liên hợp. Bất đẳng thức

(2.1) nghĩa là A‖f‖2 ≤ 〈Sf, f〉 ≤ B‖f‖2,∀f ∈ H. Từ đó AI ≤ S ≤ BI,

do đó S dương. Ngoài ra, 0 ≤ I −B−1S ≤ B−A
B I và vậy thì∥∥I −B−1S∥∥ = sup

‖f‖=1

∣∣〈(I −B−1S) f, f〉∣∣ ≤ B − A
B

< 1

mà theo Định lý 1.1.6 chỉ ra rằng S là khả nghịch.

(ii) Chú ý rằng với f ∈ H ,

∞∑
k=1

∣∣〈f, S−1fk〉∣∣2 =

∞∑
k=1

∣∣〈S−1f, fk〉∣∣2 ≤ B
∥∥S−1f∥∥2 ≤ B

∥∥S−1∥∥2‖f‖2.
Nghĩa là,

{
S−1fk

}∞
k=1

là một dãy Bessel. Từ đó kéo theo toán tử khung

của
{
S−1fk

}∞
k=1

được định nghĩa tốt. Theo định nghĩa, nó tác động lên

f ∈ H bởi
∞∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
S−1fk = S−1

∞∑
k=1

〈
S−1f, fk

〉
fk = S−1SS−1f = S−1f

(2.4)

điều này chỉ ra rằng toán tử khung của
{
S−1fk

}∞
k=1

bằng S−1. Toán tử

S−1 giao hoán với cả S và I, vì thế sử dụng Định lý 1.1.9 ta có thể “nhân

bất đẳng thức” AI ≤ S ≤ BI với S−1, điều này mang lại

B−1I ≤ S−1 ≤ A−1I

tức là,

B−1‖f‖2 ≤
〈
S−1f, f

〉
≤ A−1‖f‖2,∀f ∈ H.

Theo (2.4) B−1‖f‖2 ≤
∞∑
k=1

∣∣〈f, S−1fk〉∣∣2 ≤ A−1‖f‖2,∀f ∈ H, vì vậy{
S−1fk

}∞
k=1

là một khung với các cận khung B−1, A−1. Để chứng minh
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tính tối ưu của các cận( trong trường hợp A,B là các cận tối ưu của

{fk}∞k=1 ), giả sử A là cận dưới tối ưu của {fk}∞k=1 và giả thiết rằng cận

trên tối ưu của
{
S−1fk

}∞
k=1

là C < 1
A . Bằng cách áp dụng điều ta vừa

chứng minh cho khung
{
S−1fk

}∞
k=1

có toán tử khung S−1, ta thu được

{fk}∞k=1 =
{(
S−1

)
S−1fk

}∞
k=1

có cận dưới 1
C > A , nhưng đây là mâu

thuẫn. Vì vậy
{
S−1fk

}∞
k=1

có cận trên tối ưu 1
A . Lập luận cho cận dưới

tối ưu là tương tự.

Khung
{
S−1fk

}∞
k=1

được gọi là đối ngẫu chính tắc của {fk}∞k=1 bởi

vì nó đóng cùng vai trò trong lý thuyết khung như đối ngẫu của một cơ

sở, xem Định lý 2.1.6 và 2.3.1. Thường thường ta sẽ bỏ qua từ “chính tắc”

và chỉ nói là khung đối ngẫu.

Sự khai triển khung, được phát biểu ở dưới, là kết quả quan trọng

nhất về khung. Nó chỉ ra rằng nếu {fk}∞k=1 là một khung của H, thì mỗi

phần tử trong H có một biểu diễn như một tổ hợp tuyến tính vô hạn của

các phần tử khung. Vì vậy rất tự nhiên nếu xem một khung như một kiểu

“cơ sở tổng quát”.

Định lý 2.1.6 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung với toán tử khung S. Khi

đó

f =

∞∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
fk,∀f ∈ H. (2.5)

Chuỗi hội tụ vô điều kiện với ∀f ∈ H.

Chứng minh. Giả sử f ∈ H. Sử dụng các tính chất của toán tử khung

trong Bổ đề 2.1.5:

f = SS−1f =

∞∑
k=1

〈
S−1f, fk

〉
fk =

∞∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
fk.
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Do {fk}∞k=1 là một dãy Bessel và
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1
∈ l2 (N), chuỗi hội

tụ vô điều kiện được suy ra từ Hệ quả 1.3.5.

Tương tự, ta có biểu diễn

f = S−1Sf =

∞∑
k=1

〈f, fk〉S−1fk,∀f ∈ H. (2.6)

Định lý 2.1.6 chỉ ra rằng mọi thông tin về f ∈ H được chứa đựng trong

dãy
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

. Các số
〈
f, S−1fk

〉
được gọi là các hệ số khung.

Bổ đề sau chỉ ra rằng chỉ cần kiểm tra điều kiện khung trong một tập

trù mật.

Bổ đề 2.1.7 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy của các phần tử trong H và

tồn tại các hằng số A,B > 0 sao cho

A‖f‖2 ≤
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ B‖f‖2 (2.7)

với mọi f trong một tập con trù mật V của H. Khi đó {fk}∞k=1 là một

khung của H với các cận A,B.

Chứng minh. Ta đã chứng minh trong Bổ đề 1.3.6 rằng {fk}∞k=1 là một

dãy Bessel với cận B nếu (2.7) được thỏa mãn. Bây giờ ta chứng minh

rằng (2.7) kéo theo điều kiện khung dưới được thỏa mãn trên H. Biểu thị

dưới dạng toán tử tổng hợp T , giả thiết của ta nghĩa là

A‖f‖2 ≤ ‖T ∗f‖2,∀f ∈ V. (2.8)

Do T ∗ bị chặn và V trù mật trong H, kéo theo (2.8) thỏa mãn ∀f ∈

H.

Một chú ý là: chứng minh điều kiện khung dưới mở rộng từ một tập

trù mật đến H sử dụng giả thiết về điều kiện khung trên được thỏa mãn.
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2.2 Khung và toán tử

Bổ đề 2.1.5 chỉ ra rằng nếu {fk}∞k=1 là một khung, thì
{
S−1fk

}∞
k=1

cũng là khung. Đây là trường hợp đặc biệt của nhiều kết quả tổng quát

hơn : {Ufk}∞k=1 thực sự là một khung đối với một lớp rộng các toán tử

U . Ta kí hiệu giả nghịch đảo ( xem Bổ đề 1.1.12) của một toán tử U bởi

U † .

Mệnh đề 2.2.1 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung của H với các cận A,B

và giả sử U : H → H là toán tử bị chặn với miền giá trị đóng. Thì

{Ufk}∞k=1 là một dãy khung với các cận khung là A
∥∥U †∥∥−2, B‖U‖2.

Chứng minh. Nếu f ∈ H thì
∞∑
k=1

|〈f, Ufk〉|2 ≤ B‖U∗f‖2 ≤ B‖U‖2‖f‖2

điều đó chứng minh rằng {Ufk}∞k=1 là một dãy Bessel. Để chứng minh

điều kiện khung dưới, giả sử g ∈ span {Ufk}∞k=1, ta viết g = Uf với

f ∈ span {fk}∞k=1. Theo Bổ đề 1.1.13, toán tử UU † là phép chiếu trực

giao lên RU và do đó nó tự liên hợp. Vì vậy

g = Uf =
(
UU †

)∗
Uf =

(
U †
)∗
U∗Uf.

Do đó

‖g‖2 ≤
∥∥∥(U †)∗∥∥∥2‖U∗Uf‖2 ≤

∥∥∥(U †)∗∥∥∥2
A

∞∑
k=1

|〈U∗Uf, fk〉|2

=

∥∥(U)∗
∥∥2

A

∞∑
k=1

|〈g, Ufk〉|2.

Do đó điều kiện khung dưới được thỏa mãn với ∀g ∈ span {Ufk}∞k=1,

do Bổ đề 2.1.7 nó cũng đúng trên span {Ufk}∞k=1.
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Hệ quả 2.2.2 Giả thiết {fk}∞k=1 là một khung của H với các cận A,B

và U : H → H là toán tử toàn ánh, bị chặn. Khi đó {Ufk}∞k=1 là một

khung của H với các cận khung A
∥∥U †∥∥−2, B‖U‖2.

Bổ đề 2.2.3 Nếu {fk}∞k=1 là một dãy khung với các cận A,B và

U : H → H là toán tử unita, khi đó {Ufk}∞k=1 là một dãy khung với

các cận khung A, B.

Chú ý rằng mỗi khung ta có thể liên kết với một khung chặt chính

tắc với cận khung A = 1.

Định lý 2.2.4 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung của H với toán tử khung

S. Ký hiệu căn bậc hai dương của S−1 bằng S−
1
2 . Khi đó

{
S−

1
2fk

}∞
k=1

là một khung chặt với cận khung bằng 1, và

f =

∞∑
k=1

〈
f, S−

1
2fk

〉
S−

1
2fk,∀f ∈ H.

Chứng minh. Sự tồn tại duy nhất của căn bậc hai dương của S−1 được

suy ra từ Bổ đề 1.1.10. Từ S−
1
2 là một giới hạn của dãy đa thức trong

S−1, nó giao hoán với S−1 và vì thế giao hoán với S. Vì vậy, mỗi f ∈ H

có thể viết :

f = S−
1
2SS−

1
2f =

∞∑
k=1

〈
S−

1
2f, fk

〉
S−

1
2fk =

∞∑
k=1

〈
f, S−

1
2fk

〉
S−

1
2fk.

Bằng cách lấy tích vô hướng với f ta thu được
{
S−

1
2fk

}∞
k=1

là một

khung chặt với cận khung bằng 1.

Phép chiếu trực giao đóng một vai trò quan trọng trong nhiều trường

hợp. Ta phát biểu vài mối quan hệ giữa khung và phép chiếu trực giao.

Mệnh đề 2.2.5 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy trong không gian Hilbert
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H và P ký hiệu phép chiếu trực giao của H lên một không gian con

đóng V . Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu {fk}∞k=1 là một khung của H với các cận khung A,B thì

{Pfk}∞k=1 là một khung của V với các cận khung A,B.

(ii) Nếu {fk}∞k=1 là một khung của V với toán tử khung S thì phép

chiếu trực giao của H lên V được cho bởi

Pf =

∞∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
fk, f ∈ H. (2.9)

Chứng minh. Lấy x ∈ P (H) bất kỳ.

Do
∑
k

|〈x, Pfk〉|2 =
∑
k

|〈Px, fk〉|2 =
∑
k

|〈x, fk〉|
2
nên ta có (i).

Để chứng minh (ii), ta chỉ cần chứng minh rằng nếu P được định

nghĩa bởi (2.9) thì Pf = f với f ∈ V và Pf = 0 với f ∈ V ⊥. Giả sử

f ∈ V . Khi đó theo Định lý 2.1.6 thì

f =
∑
k

〈
f, S−1fk

〉
fk.

Do đó Pf = f .

Giả sử f ∈ V ⊥. Do S : V → V là song ánh nên S−1 (V ) = V .

Từ đó
〈
f, S−1fk

〉
= 0 với ∀k. Từ đó Pf = 0.

Mệnh đề 2.2.6 Giả sử {fk}∞k=1 là một dãy khung trong H. Khi đó

phép chiếu trực giao Q của dãy {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) lên miền giá trị của

T ∗ được cho bởi

Q {ck}∞k=1 =

{〈 ∞∑
k=1

ckS
−1fk, fj

〉}∞
j=1

. (2.10)
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Chứng minh. Kiểm tra theo (2.6) thì Q được xác định bởi (2.10) là toán

tử đồng nhất trên RT ∗ và 0 trên R⊥
T∗

= NT .

2.3 Khung và cơ sở

Bây giờ chúng ta hãy đề cập đến vài mối quan hệ quan trọng giữa

khung và cơ sở Riesz.

Định lý 2.3.1 Một cơ sở Riesz {fk}∞k=1 của H là một khung của H

và các cận của cơ sở Riesz trùng với các cận khung. Cơ sở đối ngẫu

Riesz là
{
S−1fk

}∞
k=1

.

Chứng minh. Theo Mệnh đề 1.6.4, một cơ sở Riesz {fk}∞k=1 của H cũng

là một khung của H và các cận của cơ sở Riesz trùng với các cận khung.

Phần còn lại suy ra từ sự phân tích khung kết hợp với phần duy nhất của

Định lý 1.6.3.

Một khung mà không là cơ sở Riesz được gọi là khung thừa, nếu

{fk}∞k=1 là khung nhưng không là cơ sở Riesz thì tồn tại hệ số {ck}∞k=1 ∈

l2 (N) \ {0} sao cho
∞∑
k=1

ckfk = 0.

Ta thấy trong Định lý 2.1.6 hệ số khung
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

dẫn tới một

biểu diễn của f ∈ H đã cho. Nếu {fk}∞k=1 là một khung thừa, có các hệ

số khác {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) mà f =
∞∑
k=1

ckfk. Hệ số khung
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

có chuẩn l2 cực tiểu trong tất cả các dãy biểu diễn f :

Bổ đề 2.3.2 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung của H và f ∈ H. Nếu f

có biểu diễn f =
∞∑
k=1

ckfk với các hệ số {ck}∞k=1 nào đó thì

∞∑
k=1

|ck|2 =

∞∑
k=1

∣∣〈f, S−1fk〉∣∣2 +

∞∑
k=1

∣∣ck − 〈f, S−1fk〉∣∣2.
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Như một hệ quả của Bổ đề 2.3.2 và Định lý 1.1.14, ta thu được một

công thức cho toán tử giả nghịch đảo của toán tử tổng hợp.

Định lý 2.3.3 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung với toán tử tổng hợp T

và toán tử khung S. Khi đó T †f =
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

.

Các cận khung tối ưu có thể được biểu thị dưới dạng các toán tử T, S

và các nghịch đảo, giả nghịch đảo của chúng.

Mệnh đề 2.3.4 Các cận tối ưu của khung {fk}∞k=1 là A,B được cho

bởi

A =
∥∥S−1∥∥−1 =

∥∥T †∥∥−2, B = ‖S‖ = ‖T‖2.

Chứng minh. Theo định nghĩa ta có

B = sup
‖f‖=1

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 = sup
‖f‖=1

|〈Sf, f〉| = ‖S‖ .

Sử dụng kết quả này cho khung đối ngẫu
{
S−1fk

}∞
k=1

(có toán tử

khung S−1 và cận trên tối ưu 1
A theo Bổ đề 2.1.5) ta thu được 1

A =
∥∥S−1∥∥.

Để chứng minh phần còn lại, từ S = TT ∗ kéo theo ‖S‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T‖2.

Cuối cùng, theo Định lý 2.3.3 và Bổ đề 2.1.5,

∥∥T †f∥∥2 =

∞∑
k=1

{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1
≤ 1

A
‖f‖2

mà 1
A là hằng số dương nhỏ nhất có thể nên

∥∥T †∥∥2 = 1
A .

Ví dụ 2.3.5 ta xét cơ sở trực chuẩn {ek}k∈Z =
{
e2πikx

}
k∈Z của L2 (0, 1).

Giả sử I ⊂ [0, 1] là một khoảng con thực sự, |I| < 1. Từ∑
k∈Z
|〈f, ek〉|2 = ‖f‖2,∀f ∈ L2 (0, 1)
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đẳng thức đặc biệt đúng cho mọi f ∈ L2 (I). Vì thế, {ek}k∈Z là khung

chặt của L2 (I). Hơn nữa {ek}k∈Z là khung thừa. Tuy nhiên, {ek}k∈Z độc

lập tuyến tính.

Ví dụ 2.3.5 chỉ ra tính chất chính của khung: chúng có thể thừa và

độc lập tuyến tính cùng lúc. Lý do là vì có sự khác nhau giữa độc lập

tuyến tính (tức là, độc lập của mọi tập con hữu hạn) và w- độc lập tuyến

tính, như thảo luận trong phần 1.2. Đối với các khung, khái niệm đúng

của độc lập tuyến tính là w- độc lập tuyến tính, ta quay lại quan điểm

này trong phần 3.1.

Người ta hi vọng rằng cũng như trường hợp hữu hạn chiều nếu

span {fk}∞k=1 = H, thì mỗi f ∈ H có một khai triển f =
∞∑
k=1

ckfk với các

hệ số nào đó {ck}∞k=1. Tuy nhiên, trong không gian Hilbert vô hạn chiều

điều này không còn thỏa mãn.

Ví dụ 2.3.6 Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của H và định nghĩa

fk := ek + ek+1, k ∈ N.

(i) {fk}∞k=1 là đầy đủ và cực tiểu, và dãy song trực giao duy nhất của

nó được cho bởi gk =
k∑

n=1
(−1)n+1en nếu k là lẻ, và gk =

k∑
n=1

(−1)nen nếu

k là chẵn.

(ii) {fk}∞k=1 là dãy Bessel nhưng không là khung.

Đầu tiên, ta chứng minh rằng {fk}∞k=1 là dãy Bessel bởi đánh giá trực

tiếp. Cho f ∈ H,

∞∑
k=1

|〈f, ek + ek+1〉|2 =

∞∑
k=1

|〈f, ek〉+ 〈f, ek+1〉|2

≤ 2

∞∑
k=1

|〈f, ek〉|2 + 2

∞∑
k=1

|〈f, ek+1〉|2 ≤ 4‖f‖2.
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Để chứng minh rằng {fk}∞k=1 là đầy đủ, giả thiết f ∈ H và

|〈f, ek + ek+1〉| = 0,∀k ∈ N.

Khi đó 〈f, ek〉 = −〈f, ek+1〉 ,∀k ∈ N, kéo theo |〈f, ek〉| là hằng số.

Từ
∞∑
k=1

|〈f, ek〉|2 = ‖f‖2 < ∞, ta kết luận |〈f, ek〉| = 0,∀k vì thế f = 0.

Do đó, {fk}∞k=1 là đầy đủ. Để chứng minh rằng {fk}∞k=1 là cực tiểu, giả

thiết ngược lại, tức là, với j ∈ N nào đó,

fj ∈ span{fk}k 6=j = span {e1 + e2, e2 + e3, ..., ej−1 + ej, ej+1 + ej+2, ...}

= span {e1 + e2, e2 + e3, ..., ej−1 + ej} ⊕ span
{
ej+k + ej+k+1

}∞
k=1

.

Từ fj = e
j

+ ej+1 , dẫn đến

ej ∈ span {e1 + e2, e2 + e3, ..., ej−1 + ej} .

Nhưng điều này không đúng. Do đó {fk}∞k=1 là cực tiểu. Theo Bổ

đề 1.4.1, {fk}∞k=1 có một dãy song trực giao duy nhất {gk}∞k=1, được xác

định bởi điều kiện

〈gk, ek + ek+1〉 = 1, 〈gk, ej + ej+1〉 = 0, j 6= k. (2.11)

Cho k ∈ N , giả sử C := 〈gk, ek〉 . Khi đó (2.11) kéo theo

〈gk, ek+1〉 = 1 − C và khái quát cho j > k, |〈gk, ej〉| = |1− C|. Sử dụng

{ej}∞k=1 là một dãy Bessel, suy ra C = 1, tức là

〈gk, ek〉 = 1, 〈gk, ej〉 = 0, j > k.

Sử dụng lại điều kiện 2 trong (2.11), ta được 〈gk, ej〉 = (−1)k−j

nếu j < k. Từ đây, biểu thức của gk được cho ở bên trên suy ra từ

gk =
∞∑
j=1
〈gk, ej〉 ej.
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Để chứng minh rằng {fk}∞k=1 không là khung, ta áp dụng điều kiện

khung cho phần tử {gj}∞j=1 trong hệ song trực giao. Chú ý rằng ‖gj‖ =
√
j,

vì vậy
∞∑
k=1

|〈gj, fk〉|2 = 1 =
1

j
‖gj‖2.

Do điều này đúng với ∀j ∈ N ta thấy rằng {fk}∞k=1 không thỏa mãn

điều kiện khung dưới.

Ví dụ trên cho ta thấy rằng hợp của các cơ sở của các không gian con có

thể không là cơ sở hoặc là khung. Thật vậy,
{

1√
2

(e2k−1 + e2k)
}∞
k=1

là một

cơ sở trực chuẩn của span {e2k−1 + e2k}∞k=1 và
{

1√
2

(e2k + e2k+1)
}∞
k=1

là một cơ sở trực chuẩn của span {e2k + e2k+1}∞k=1, nhưng hợp là hệ{
1√
2

(ek + ek+1)
}∞
k=1

không là cơ sở hay khung của

span

{
1√
2

(ek + ek+1)

}∞
k=1

= H.

Thậm chí nó không có tính chất khai triển: mặc dù {fk}∞k=1 là đầy

đủ, tồn tại f ∈ H mà không thể viết f =
∞∑
k=1

ckfk cho bất kỳ lựa chọn hệ

số {ck}∞k=1 . Ví dụ, lấy f = e1.

Không tồn tại một cơ sở nào của H chứa {fk}∞k=1 như là một tập con.

Hơn nữa, ta có thể chứng minh rằng {fk}∞k=1 không thể mở rộng thành

một khung của H bằng cách thêm 1 số hữu hạn các phần tử. Nhưng từ

(ii) suy ra nếu dãy {hk} là khung thì {hk} ∪ {fk}∞k=1 cũng là khung.

Định lý 2.3.7 Loại bỏ một vec tơ fj từ một khung {fk}∞k=1 của H sẽ

tạo ra một khung khác hoặc một tập không đầy đủ. Chính xác hơn:

Nếu
〈
fj, S

−1fj
〉
6= 1 thì {fk}k 6=j là một khung của H.

Nếu
〈
fj, S

−1fj
〉

= 1 thì {fk}k 6=j là không đầy đủ.
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Chứng minh. Chọn bất kỳ j ∈ N . Bởi sự phân tích khung,

fj =

∞∑
k=1

〈
fj, S

−1fk
〉
fk.

Đặt ak =
〈
fj, S

−1fk
〉
vì thế fj =

∞∑
k=1

akfk. Rõ ràng, ta cũng có

fj =
∞∑
k 6=j

δj,kfk vì thế Mệnh đề 2.3.2 mang lại quan hệ sau giữa δj,k và ak:

1 =

∞∑
k=1

∣∣δj,k∣∣2
=

∞∑
k=1

|ak|2 +

∞∑
k=1

∣∣ak − δj,k∣∣2 = |aj|2 +
∑
k 6=j
|ak|2 + |aj − 1|2 +

∑
k 6=j
|ak|2.

Ta xét từng trường hợp aj = 1 và aj 6= 1. Đầu tiên, cho aj = 1, từ

công thức trên
∑
k 6=j
|ak|2 = 0, vì vậy mà

ak =
〈
S−1fj, fk

〉
= 0,∀k 6= j.

Từ aj =
〈
S−1fj, fj

〉
= 1, ta biết S−1fj 6= 0. Vì vậy, ta tìm được

phần tử khác không S−1fj mà trực giao với {fk}k 6=j, vì thế {fk}k 6=j là

không đầy đủ.

Bây giờ cho aj 6= 1, thì fj = 1
1−aj

∑
k 6=j

akfk. Với bất kỳ f ∈ H, bất

đẳng thức Cauchy- Schwarz cho ta:

|〈f, fj〉|2 =

∣∣∣∣∣∣ 1

1− aj

∑
k 6=j

ak 〈f, fk〉

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 1

|1− aj|2
∑
k 6=j
|ak|2

∑
k 6=j
|〈f, fk〉|2

= C
∑
k 6=j
|〈f, fk〉|2

trong đó C = 1
|1−aj|2

∑
k 6=j
|ak|2. Giả sử A ký hiệu cận khung dưới của

{fk}∞k=1. Thì:
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A‖f‖2 ≤
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 =
∑
k 6=j
|〈f, fk〉|2 + |〈f, fj〉|2 ≤ (1 + C)

∑
k 6=j
|〈f, fk〉|2

suy ra rằng {fk}k 6=j thỏa mãn điều kiện khung dưới với cận dưới A
1+C , rõ

ràng {fk}k 6=j cũng thỏa mãn điều kiện khung trên.

Chứng minh của Định lý 2.3.7 chỉ ra một tính chất thú vị của {fk}∞k=1

và khung đối ngẫu
{
S−1fk

}∞
k=1

.

Mệnh đề 2.3.8 Nếu {fk}∞k=1 là khung chính xác, thì {fk}∞k=1 và{
S−1fk

}∞
k=1

là song trực giao và {fk}∞k=1 là cơ sở của H.

Chứng minh. Giả thiết {fk}∞k=1 là khung chính xác và cố định j ∈ N. Khi

đó {fk}k 6=j không là khung. Từ Định lý 2.3.7 suy ra rằng
〈
fj, S

−1fj
〉

= 1.

Chứng minh của Định lý 2.3.7 chỉ ra rằng
〈
fj, S

−1fk
〉

= δj,k, tức là,

{fk}∞k=1 và
{
S−1fk

}∞
k=1

là song trực giao. Theo khai triển khung, ta có

mỗi f ∈ H có thể được biểu thị như f =
∞∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
fk. Để chỉ ra rằng

{fk}∞k=1 là cơ sở, chỉ cần chỉ ra rằng biểu diễn này là duy nhất. Nhưng

nếu f =
∞∑
k=1

bkfk với các hệ số bk nào đó, thì

〈
f, S−1fk

〉
=

〈 ∞∑
j=1

bjfj, S
−1fk

〉
=

∞∑
j=1

bj
〈
fj, S

−1fk
〉

= bk.

Trong Định lý 3.1.1 ta sẽ chứng minh khung chính xác thực sự là một

cơ sở Riesz.

2.4 Các đặc trưng của khung

Bây giờ ta quay lại định nghĩa khung. Để kiểm tra dãy {fk}∞k=1 là

khung, ta phải xác minh sự tồn tại của cận khung dưới dương A và cận
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khung trên hữu hạn B. Điều kiện khung dưới là tiêu chuẩn quan trọng

nhất để xác minh: ước lượng trên cho
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 không tốt sẽ buộc ta

cần lấy một giá trị lớn hơn của B so với yêu cầu, nhưng ước lượng dưới

xấu có thể dễ dàng làm cho không thể tìm một giá trị của A mà có thể

sử dụng cho mọi f ∈ H.

Bây giờ ta cho một đặc trưng của các khung qua toán tử tổng hợp.

Nó không cho bất kỳ thông tin nào về các cận khung.

Định lý 2.4.1 Một dãy {fk}∞k=1 trong H là khung của H khi và chỉ

khi

T : {ck}∞k=1 →
∞∑
k=1

ckfk

là ánh xạ được định nghĩa tốt từ l2 (N) lên H.

Chứng minh. Đầu tiên, giả sử {fk}∞k=1 là một khung. Theo Định lý 1.3.3,

T là toán tử bị chặn được định nghĩa tốt từ l2 (N) vào H, và theo Bổ đề

2.1.5(i), toán tử khung S = TT ∗ là toàn ánh. Do đó T là toàn ánh. Để

chứng minh điều ngược lại, giả sử T là toán tử được định nghĩa tốt từ

l2 (N) lên H. Khi đó Bổ đề 1.3.1 chỉ ra rằng T bị chặn và {fk}∞k=1 là dãy

Bessel. Ký hiệu T † : H → l2 (N) là giả nghịch đảo của T . Cho f ∈ H , ta

có :

f = TT †f =

∞∑
k=1

(
T †f

)
k
fk

mà
(
T †f

)
k
kí hiệu tọa độ thứ k của T †f . Do đó :

‖f‖4 = |〈f, f〉|2 =

∣∣∣∣∣
〈 ∞∑
k=1

(
T †f

)
k
fk, f

〉∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑
k=1

∣∣(T †f)
k

∣∣2 ∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2

≤
∥∥T †∥∥2‖f‖2 ∞∑

k=1

|〈f, fk〉|2
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ta kết luận rằng
∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≥
1∥∥T †∥∥2‖f‖2.

Cho một dãy tuỳ ý {fk}∞k=1 trong không gian Hilbert. Khi đó span {fk}∞k=1

là một không gian Hilbert.

Hệ quả 2.4.2 Một dãy {fk}∞k=1 trong H là dãy khung khi và chỉ khi

toán tử tổng hợp được định nghĩa tốt trên l2 (N) và có miền giá trị

đóng.

Hệ quả 2.4.3 Đối với một dãy {fk}∞k=1 trong H, điều sau đây xảy ra:

(i) {fk}∞k=1 là một dãy khung khi và chỉ khi

f → {〈f, fk〉}∞k=1 (2.12)

là ánh xạ được định nghĩa tốt từ H lên một không gian con đóng của

l2 (N).

(ii) Nếu {fk}∞k=1 là một dãy khung, nó là một khung của H khi và

chỉ khi ánh xạ (2.12) là đơn ánh.

Chứng minh. Chứng minh (i) sử dụng toán tử bị chặn có miền giá trị

đóng khi và chỉ khi toán tử liên hợp của nó có miền giá trị đóng. Đầu

tiên, giả thiết rằng {fk}∞k=1 là một dãy khung. Khi đó toán tử tổng hợp

T được định nghĩa tốt và bị chặn, và có miền giá trị đóng. Vì vậy T ∗

được định nghĩa tốt và có miền giá trị đóng. Để chứng minh điều ngược

lại, nếu (2.12) ánh xạ H vào l2 (N), thì {fk}∞k=1 là một dãy Bessel. Do đó

toán tử tổng hợp T được định nghĩa tốt và bị chặn, ngoài ra, nếu miền

giá trị của ánh xạ (2.12) là đóng, thì điều này cũng đúng cho T . Do Hệ

quả 2.4.2 thì {fk}∞k=1 là một dãy khung.
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Để chứng minh (ii) ta chú ý rằng RT = (NT ∗)⊥. Vì vậy, nếu {fk}∞k=1

là một khung của H thì T ∗ là đơn ánh. Mặt khác, nếu (2.12) xác định

một đơn ánh, thì {fk}∞k=1 là đầy đủ trong H, do đó nếu {fk}∞k=1 là một

dãy khung thì nó là một khung của H.

Theo Định lý 2.4.1 câu hỏi về sự tồn tại của cận khung trên, dưới được

thay thế bởi sự nghiên cứu về chuỗi vô hạn: ta cần kiểm tra
∞∑
k=1

ckfk hội

tụ ∀ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) và mỗi f ∈ H có thể biểu diễn theo chuỗi vô hạn.

Các kết quả khác được đề cập ở đây cũng không bao gồm cận khung. Bây

giờ ta phát biểu một đặc trưng của khung cho thông tin về cận khung.

Bổ đề 2.4.4 Một dãy {fk}∞k=1 trong H là một khung của H với các

cận A,B khi và chỉ khi các điều kiện sau thoả mãn:

(i) {fk}∞k=1 là đầy đủ trong H.

(ii) Toán tử tổng hợp T được định nghĩa tốt trên l2 (N) và

A

∞∑
k=1

|ck|2 ≤ ‖T {ck}∞k=1‖
2 ≤ B

∞∑
k=1

|ck|2,∀ {ck}∞k=1 ∈ N
⊥
T . (2.13)

Chứng minh. Định lý 1.3.3 cho phần đầu tiên: điều kiện khung trên với

cận B tương đương bất đẳng thức vế phải trong (2.13) ( ta chỉ cần kiểm

tra điều kiện cho {ck}∞k=1 ∈ N⊥T ). Do đó giả thiết {fk}∞k=1 là một dãy

Bessel và chứng minh sự tương đương của điều kiện khung dưới và bất

đẳng thức vế trái trong (2.13) cùng với tính đầy đủ.

Đầu tiên, giả thiết {fk}∞k=1 thoả mãn điều kiện khung dưới với cận A.

Khi đó (i) được thoả mãn. Chú ý rằng RT ∗ đóng bởi RT đóng ( RT = H

bởi vì {fk}∞k=1 là khung). Vì vậy

N⊥T = RT ∗ = RT ∗.
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Tức là, N⊥T gồm tất cả dãy có dạng {〈f, fk〉}∞k=1 , f ∈ H. Bây giờ cho

f ∈ H( ∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2
)2

= |〈Sf, f〉|2 ≤ ‖Sf‖2.‖f‖2 ≤ ‖Sf‖2 1

A

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2.

Điều này kéo theo

A

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2 ≤ ‖Sf‖2 = ‖T {〈f, fk〉}∞k=1‖
2

như mong muốn. Để chứng minh điều ngược lại, giả thiết {fk}∞k=1 là đầy

đủ và bất đẳng thức vế trái trong (2.13) được thoả mãn. Đầu tiên ta

chứng minh RT = H. Do span {fk}∞k=1 ⊂ RT , chỉ cần chứng minh rằng

RT đóng. Nếu {yn} là một dãy trong RT , ta có thể tìm một dãy {xn}

trong N⊥T sao cho yn = Txn, nếu yn hội tụ tới y ∈ H nào đó, thì (2.13)

kéo theo {xn} là một dãy Cauchy. Vì vậy {xn} hội tụ tới x nào đó. Do

sự liên tục của T suy ra Tx = y. Vì vậy RT đóng và do đó RT = H.

Ký hiệu toán tử T † là toán tử giả nghịch đảo của T , theo Bổ đề 1.1.13

và (1.2), ta biết toán tử T †T là phép chiếu trực giao lên N⊥T , và TT † là

phép chiếu trực giao lên RT = H. Vì vậy, với bất kỳ {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) bất

đẳng thức (2.13) kéo theo

A
∥∥T †T {ck}∞k=1

∥∥2 ≤ ∥∥TT †T {ck}∞k=1

∥∥2 = ‖T {ck}∞k=1‖
2. (2.14)

Lại theo (1.2), ta có NT † = R⊥T , vì thế (2.14) cho
∥∥T †∥∥2 ≤ 1

A . Sử

dụng Bổ đề 1.1.13, ta cũng có
∥∥∥(T ∗)†

∥∥∥2 ≤ 1
A . Nhưng (T ∗)†T ∗ là phép

chiếu trực giao lên

R
(T ∗)

† = R(T †)
∗ = N⊥T † = RT = H.
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Vì thế ∀f ∈ H

‖f‖2 =
∥∥∥(T ∗)†T ∗f

∥∥∥2 ≤ 1

A
‖T ∗f‖2 =

1

A

∞∑
k=1

|〈f, fk〉|2.

Điều này chỉ ra {fk}∞k=1 thoả mãn điều kiện khung dưới như ta muốn.

Nhắc lại cơ sở Riesz của H được đặc trưng bởi họ {Uek}∞k=1, mà

{ek}∞k=1 là cơ sở trực chuẩn của H, và U : H → H bị chặn, khả nghịch.

Ta có thể cho đặc trưng tương tự của khung:

Định lý 2.4.5 Giả sử {ek}∞k=1 là cơ sở trực chuẩn tuỳ ý của H. Khung

của H chính xác là họ {Uek}∞k=1, mà U : H → H là toán tử bị chặn

và là toàn ánh.

Chứng minh. Giả sử {δk}∞k=1 là cơ sở chính tắc của l2 (N) và {ek}∞k=1 là

một cơ sở trực chuẩn của H. Giả sử Φ : H → l2 (N) là phép đẳng cự

được định nghĩa bởi Φek = δk. Nếu {fk}∞k=1 là một khung, thì toán tử

tổng hợp T bị chặn và là toàn ánh và Tδk = fk. Với U := TΦ, ta có

{fk}∞k=1 = {Uek}∞k=1 và U bị chặn và là toàn ánh. Mỗi họ {Uek}∞k=1 như

trên là khung được suy ra từ Định lý 2.4.1, một cách chứng minh khác,

ta có thể chú ý rằng
∞∑
k=1

∣∣∣〈f, Uek〉2∣∣∣ = ‖U∗f‖2

và sử dụng Bổ đề 1.1.7.

2.5 Khung đối ngẫu

Trong Bổ đề 2.3.2 ta thấy hệ số khung có chuẩn l2 cực tiểu trong tất

cả các dãy biểu diễn một phần tử f ∈ H qua khung {fk}∞k=1 đã cho. Tuy
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nhiên, tính cực tiểu của chuẩn l2 của các hệ số {ck}∞k=1 trong khai triển

f =

∞∑
k=1

ckfk

không phải luôn là một vấn đề quan trọng, có các trường hợp tiêu chuẩn

khác thích hợp hơn. Vì lý do này, thật tự nhiên nếu ta tận dụng sự tự

do trong việc lựa chọn các hệ số {ck}∞k=1 và tìm kiếm các khả năng khác

thay cho sử dụng các hệ số khung
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

như truyền thống .

Thường thường ta muốn làm việc với các hệ số phụ thuộc liên tục và

tuyến tính vào f , theo biểu diễn Riesz trong Định lý 1.1.8, điều này kéo

theo hệ số thứ k trong khai triển của f sẽ có dạng ck (f) = 〈f, gk〉 với

gk ∈ H nào đó. Nếu {fk}∞k=1 là một khung thừa thì tồn tại các lựa chọn

của {gk}∞k=1 .

Bổ đề 2.5.1 Giả thiết {fk}∞k=1 là một khung thừa. Khi đó tồn tại các

khung {gk}∞k=1 6=
{
S−1fk

}∞
k=1

mà

f =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 fk,∀f ∈ H. (2.15)

Chứng minh. Ta chia ra 2 trường hợp, và trước hết giả thiết rằng fl = 0

với l ∈ N nào đó. Trong trường hợp này S−1fl = 0. Giả sử

gk := S−1fk, k 6= l và chọn véc tơ khác 0 tùy ý gl, sự khai triển khung

chỉ ra rằng (2.15) đúng, và {gk}∞k=1 6=
{
S−1fk

}∞
k=1

.

Bây giờ ta xét trường hợp fk 6= 0,∀k ∈ N. Ta sẽ sử dụng một kết quả

đã chứng minh sau: từ {fk}∞k=1 là thừa, tồn tại một dãy

{ck}∞k=1 ∈ l2 (N) \ {0} sao cho 0 =
∞∑
k=1

ckfk.

Với một l nào đó l ∈ N mà cl 6= 0 ta có thể viết fl =
∑
k 6=l

−ck
cl
fk.
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Khi đó {fk}k 6=l là đầy đủ trong H, và vì vậy là một khung theo Định

lý 2.3.6. Kí hiệu khung đối ngẫu chính tắc của nó bởi {gk}k 6=l và định

nghĩa gl = 0, ta tìm được một khung {gk}∞k=1 mà (2.15) đúng, nó khác

với đối ngẫu chính tắc của {fk}∞k=1 vì S−1fl 6= 0.

Một khung {gk}∞k=1 thỏa mãn (2.15) được gọi là khung đối ngẫu của

{fk}∞k=1. Để tránh sự nhầm lẫn về sau, ta chú ý hầu hết các kết quả trong

luận văn liên quan đến đối ngẫu chính tắc, trong các trường hợp không có

sự nhầm lẫn xuất hiện ta sẽ chỉ gọi nó là đối ngẫu, mặc dù các đối ngẫu

khác có thể tồn tại.

Bây giờ ta tập trung vào một đặc trưng của mọi khung đối ngẫu

{gk}∞k=1 liên kết với khung {fk}∞k=1 đã cho. Từ {fk}∞k=1 và {gk}∞k=1 được

giả thiết là dãy Bessel ta có thể xét toán tử tổng hợp, như thường lệ ta

kí hiệu toán tử tổng hợp của {fk}∞k=1 bởi T , và kí hiệu toán tử tổng hợp

của {gk}∞k=1 bởi U . (2.15) nghĩa là TU∗ = I.

Ta bắt đầu với một bổ đề, cho thấy rằng vai trò của {fk}∞k=1 và

{gk}∞k=1 có thể thay thế nhau và điều kiện khung dưới tự động thỏa mãn

với các dãy Bessel {fk}∞k=1, {gk}
∞
k=1 nếu (2.15) đúng.

Bổ đề 2.5.2 Giả thiết {fk}∞k=1 và {gk}∞k=1 là dãy các Bessel trong H.

Khi đó các khẳng định sau tương đương:

(i) f =
∑∞

k=1 〈f, gk〉 fk,∀f ∈ H.

(ii) f =
∑∞

k=1 〈f, fk〉 gk,∀f ∈ H.

(iii) 〈f, g〉 =
∑∞

k=1 〈f, fk〉 〈gk, g〉,∀f, g ∈ H.

Trong trường hợp các điều kiện tương đương thỏa mãn, {fk}∞k=1 và

{gk}∞k=1 là các khung đối ngẫu của H.

Chứng minh. Dưới dạng toán tử tổng hợp (i) có nghĩa là TU∗ = I, điều
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này tương đương với

UT ∗ = I (2.16)

cũng chính là sự phát biểu trong (ii). Rõ ràng rằng (ii) kéo theo (iii). Để

chứng minh (iii) kéo theo (ii) ta cố định f ∈ H. Và nhớ rằng
∑∞

k=1 〈f, fk〉 gk
được định nghĩa tốt như phần tử trong H bởi {fk}∞k=1 và {gk}∞k=1 là các

dãy Bessel trong H. Bây giờ giả định trong (iii) chỉ ra rằng〈
f −

∞∑
k=1

〈f, fk〉 gk, g

〉
= 0,∀g ∈ H.

Từ đó suy ra (ii).

Trong trường hợp các điều kiện tương đương thỏa mãn, ta có thể viết

‖f‖2 = 〈f, f〉 =

∞∑
k=1

〈f, gk〉 〈fk, f〉,∀f ∈ H.

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy- Schwarz và một trong hai họ {fk}∞k=1

và {gk}∞k=1 là một dãy Bessel, ta thu được họ kia thỏa mãn điều kiện khung

dưới.

Khi (2.16) thỏa mãn, ta nói U là nghịch đảo trái của T ∗.

Bổ đề 2.5.3 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung của H và {δk}∞k=1 là cơ

sở trực chuẩn chính tắc của l2 (N). Các khung đối ngẫu của {fk}∞k=1

chính xác là họ {gk}∞k=1 = {V δk}∞k=1, mà V : l2 (N)→ H là nghịch đảo

trái bị chặn của T ∗.

Chứng minh. Nếu V là một nghịch đảo trái bị chặn của T ∗, thì V là toàn

ánh. Định lý 2.4.1 kéo theo {gk}∞k=1 := {V δk}∞k=1 là một khung. Ghi nhớ

rằng dưới dạng của {δk}∞k=1,

T ∗f = {〈f, fk〉}∞k=1 =

∞∑
k=1

〈f, fk〉 δk
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vì vậy, ∀f ∈ H

f = V T ∗f =

∞∑
k=1

〈f, fk〉 gk

tức là, {gk}∞k=1 là một đối ngẫu của {fk}∞k=1. Để chứng minh điều ngược

lại, giả thiết rằng {gk}∞k=1 là một khung đối ngẫu của {fk}∞k=1. Khi đó toán

tử tổng hợp U của {gk}∞k=1 thỏa mãn các điều kiện: thật vậy, {gk}∞k=1 =

{Uδk}∞k=1 và theo Bổ đề 2.5.2,UT ∗ = I.

Bổ đề 2.5.4 Giả sử {fk}∞k=1 là khung với toán tử tổng hợp T . Toán

tử nghịch đảo trái, bị chặn của T ∗ chính xác là các toán tử có dạng

S−1T + W
(
I − T ∗S−1T

)
, mà W : l2 (N)→ H là một toán tử bị chặn,

I kí hiệu toán tử đồng nhất trên l2 (N).

Chứng minh. Bằng tính toán trực tiếp ta có thể kiểm tra rằng một toán

tử ở dạng đã cho là một nghịch đảo trái của T ∗. Mặt khác, nếu U là một

nghịch đảo trái của T ∗, thì bằng cách cho W = U , ta có

S−1T + W
(
I − T ∗S−1T

)
= S−1T + U − UT ∗S−1T = U.

Bây giờ ta sẵn sàng cho việc đặc trưng tất cả khung đối ngẫu liên kết

với khung đã cho.

Định lý 2.5.5 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung của H. Các khung đối

ngẫu của {fk}∞k=1 chính xác là họ

{gk}∞k=1 =

S−1fk + hk −
∞∑
j=1

〈
S−1fk, fj

〉
hj


∞

k=1

(2.17)

trong đó {hk}∞k=1 là một dãy Bessel trong H.
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Chứng minh. Theo Bổ đề 2.5.3 và Bổ đề 2.5.4 ta có thể đặc trưng hóa

các khung đối ngẫu như mọi họ có dạng

{gk}∞k=1 =
{
S−1Tδk + W

(
I − T ∗S−1T

)
δk
}∞
k=1

(2.18)

trong đó W : l2 (N)→ H là toán tử bị chặn, hoặc tương đương một toán

tử có dạng W {cj}∞j=1 =
∑∞

j=1 cjhj mà {hk}∞k=1 là một dãy Bessel. Bằng

cách thay khai triển này vào W trong (2.18) ta có

{gk}∞k=1 =
{
S−1fk + Wδk −WT ∗S−1Tδk

}∞
k=1

=

S−1fk + hk −
∞∑
j=1

〈
S−1fk, fj

〉
hj


∞

k=1

.

Ghi nhớ rằng nếu {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz, thì {fk}∞k=1 và
{
S−1fk

}∞
k=1

là song trực giao theo Định lý 2.3.1. Vì vậy, độc lập chọn {hk}∞k=1, ta có
∞∑
j=1

〈
S−1fk, fj

〉
hj = hk , nghĩa là, Định lý 2.5.5 khẳng định đối ngẫu duy

nhất là
{
S−1fk

}∞
k=1

, tương tự như Định lý 1.6.3.

2.6 Khung và xử lý tín hiệu

Các kết quả về khung đã được trình bày cho đến lúc này diễn ra là

các kết quả trừu tượng. Trong mục nhỏ này ta mô tả vài bước phải làm

để áp dụng những kết quả trừu tượng vào trong thực hành.

Khi thực hành trên máy tính, mỗi số thực phải được thay thế bởi một

số với hữu hạn chữ số thập phân trước khi xử lý. Điều này nghĩa là trong

thực hành ta biểu diễn tất cả các số trên một khoảng(ví dụ
[
1, 1 + 10−8

]
)

bằng cùng một số (trong trường hợp này là số 1). Điều này dẫn đến sự
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không chính xác, được gọi là sai số lượng tử hóa.

Hạn chế cơ bản trong ứng dụng của các kết quả khung là bất kỳ kiểu

xử lý tín hiệu nào phải được thực hiện trên dãy số hữu hạn. Điều này kéo

theo biểu diễn (2.5) của khung phải bị cắt bớt, ta chỉ có thể tính toán

một số hữu hạn các hệ số khung, ví dụ,
{〈
f, S−1fk

〉}N
k=1

và biểu diễn

chính xác (2.5) phải được thay thế bởi

f ∼
N∑
k=1

〈
f, S−1fk

〉
fk.

Thậm chí tính toán các hệ số khung
〈
f, S−1fk

〉
có thể nói chung chỉ

được làm với sự chính xác hữu hạn. Nghĩa là, kết quả của một tính toán

sẽ là 〈
f, S−1fk

〉
+ ωk (2.19)

với một lỗi ωk nào đó (hi vọng nhỏ). Tất cả các kiểu truyền hay xử lý sẽ

sinh ra thêm các lỗi. Ta nói rằng các hệ số khung
〈
f, S−1fk

〉
đã bị nhiễu

bởi tiếng ồn ωk .

Tính thừa của khung có thể giảm bớt ảnh hưởng của tiếng ồn, so sánh

với sử dụng một cơ sở trực chuẩn.

Ta giả thiết rằng muốn truyền tín hiệu f từA đếnR bằng cách gửi các

hệ số khung
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

. Vì sự lượng tử hóa, các hệ số sẽ bị nhiễu bởi

một tiếng ồn {ωk}∞k=1 nào đó, và R sẽ nhận được
{〈
f, S−1fk

〉
+ ωk

}∞
k=1

,

ta giả thiết {ωk}∞k=1 ∈ l2 (N) . Đầu thu R sẽ coi rằng hàm được truyền là

∞∑
k=1

(〈
f, S−1fk

〉
+ ωk

)
fk = f +

∞∑
k=1

ωkfk

hơn là f .

Chú ý rằng R thực sự cho rằng dãy được truyền là một dãy của các
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hệ số khung, tức là, một dãy dạng {〈g, fk〉}∞k=1 với g ∈ H nào đó(cụ

thể là g = S−1f ). Điều này có thể không xảy ra với các hệ số trong

(2.19), vì vậy 1 cách tự nhiên để bù lại điều này bằng việc chiếu chuỗi{〈
f, S−1fk

〉
+ ωk

}∞
k=1

lên miền giá trị của toán tử T ∗ bởi toán tử Q trong

Mệnh đề 2.2.5. Kết quả là

Q
{〈
f, S−1fk

〉
+ ωk

}∞
k=1

=
{〈
f, S−1fk

〉}∞
k=1

+Qω

với ω = {ωk}∞k=1. Dựa trên sự thay đổi này, R sẽ khôi phục lại tín hiệu

được truyền như

∞∑
k=1

(〈
f, S−1fk

〉
+ (Qω)k

)
fk = f +

∞∑
k=1

(Qω)kfk.

Giả thiết rằng sai số lượng tử hóa là nhiễu trắng (là hiện thực), năng

lượng của nó được đo bởi giá trị trung bình của biến ngẫu nhiên |ω|2,

được kí hiệu bởi E|ω|2. Nếu ta tăng sự dư thừa của khung, được đo bởi

cận khung dưới lớn hơn thì sẽ làm giảm năng lượng của các hệ số trong

tiếng ồn.

Mệnh đề 2.6.1Giả thiết rằng khung {fk}∞k=1 gồm các véc tơ có chuẩn

bằng 1. Xét sai số ωk trong (2.19) như nhiễu trắng, và giả thiết rằng

ω = {ωk}∞k=1 có trung bình là 0, Eω = 0. Khi đó

E|Qω|2 ≤ 1

A
E|ω|2.

Kết quả này cho thấy làm tăng sự dư thừa của khung dễ hơn làm

tăng độ chính xác của lượng tử hóa.

Các sai số lượng tử hóa và tiếng ồn trong quá trình truyền chỉ là một

vài trở ngại làm cho khung bước vào cuộc sống thực(xem [4],[5]). Phụ

thuộc vào không gian Hilbert H có thể có những phức tạp bổ sung. Trong
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nhiều trường hợp H sẽ là một không gian hàm như L2 (R), và thậm chí

không gian con hữu hạn chiều không thể xử lý một cách trực tiếp : cần

một bước rời rạc hóa để chuyển sang một không gian dãy hữu hạn chiều

như Cn. Điều này cho thấy sự quan trọng của ma trận Gram một cách

rõ ràng hơn: trong khi toán tử khung S = TT ∗ là ánh xạ từ H vào chính

nó, ma trận Gram T ∗T là một toán tử trên không gian dãy l2 (N) , tức

là, bước duy nhất cần làm là cắt bớt. Với lý do này, việc tạo ra những

thuật toán liên quan đến khung thông qua ma trận Gram có ưu thế hơn

là toán tử khung, nếu khả dĩ.
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Chương 3

Khung và cơ sở Riesz

3.1 Các điều kiện để khung trở thành cơ sở Riesz

Nhắc lại từ Bổ đề 1.2.3 về w- độc lập và cực tiểu là hai khái niệm

khác nhau. Bây giờ ta cho vài điều kiện tương đương để một khung trở

thành một cơ sở Riesz, đặc biệt, ta chứng minh rằng một khung w- độc

lập tương đương với cực tiểu.

Định lý 3.1.1 Giả sử {fk}∞k=1 là khung của H. Khi đó các khẳng định

sau là tương đương:

(i) {fk}∞k=1 là cơ sở Riesz của H.

(ii) {fk}∞k=1 là khung chính xác.

(iii) {fk}∞k=1 là cực tiểu.

(iv) {fk}∞k=1 có một dãy song trực giao.

(v) {fk}∞k=1 và
{
S−1fk

}∞
k=1

là song trực giao.

(vi) {fk}∞k=1 là w- độc lập.

(vii) Nếu
∞∑
k=1

ckfk = 0 với {ck}∞k=1 ∈ l2 (N) nào đó thì

ck = 0,∀k ∈ N.

(viii) {fk}∞k=1 là một cơ sở.
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Chứng minh. (i) ⇒ (ii) một cơ sở Riesz {fk}∞k=1 là một khung chính

xác: nếu phần tử tùy ý bị loại bỏ, còn lại họ không đầy đủ, và vì vậy

không là một khung.

(ii)⇒ (v) Đây là Mệnh đề 2.3.7.

(v) ⇒ (iv) là rõ ràng, và (iv) ⇒ (iii) được chứng minh trong Bổ đề

1.4.1 (i).

(iii) ⇒ (ii) Giả thiết rằng {fk}∞k=1 là cực tiểu. Khi đó, cho tùy ý

j ∈ N, họ {fk}k 6=j là không đầy đủ trong H, và do đó không là một

khung trong H.

(ii)⇒ (i) Nếu {fk}∞k=1 là một khung chính xác, nó là một cơ sở theo

Mệnh đề 2.3.7. Giả sử như thường lệ {δk}∞k=1 là cơ sở chính tắc của l2 (N).

Toán tử tổng hợp T : l2 (N)→ H liên kết với {fk}∞k=1 là bị chặn và toàn

ánh bởi Định lý 2.4.1, và Tδk = fk, để chỉ ra rằng {fk}∞k=1 là cơ sở Riesz,

chỉ cần chứng minh rằng T là khả nghịch, và điều này suy ra từ {fk}∞k=1

là một cơ sở.

(i)⇒ (vi) Giả thiết rằng {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz và
∞∑
k=1

ckfk = 0

với dãy số {ck}∞k=1 đã cho. Khi đó {ck}∞k=1 ∈ l2 (N). Kí hiệu cận Riesz

dưới bởi A thì

A

∞∑
k=1

|ck|2 ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ckfk

∥∥∥∥∥
2

= 0.

Khi đó ck = 0,∀k.

(vi)⇒ (vii) là hiển nhiên.

(vii) ⇒ (i) Giả thiết (vii) đảm bảo rằng toán tử tổng hợp T là đơn

ánh, và T cũng là toàn ánh vì {fk}∞k=1 là khung. Từ Tδk = fk,∀k kết quả

kéo từ định nghĩa về cơ sở Riesz.

(i)⇒ (viii)⇒ (iv) là hiển nhiên.
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Chú ý sự khác nhau nhẹ giữa điều kiện (vi) và (vii) trong Định lý

3.1.1. Một sự khác nhau giữa khung và cơ sở Riesz là với một cơ sở Riesz

{fk}∞k=1, chuỗi
∞∑
k=1

ckfk chỉ hội tụ với {ck}∞k=1 ∈ l2 (N), với khung tổng

quát chuỗi có thể hội tụ với hệ số {ck}∞k=1 /∈ l2 (N). Tuy nhiên, để kiểm

tra một khung là w- độc lập, ta chỉ cần dãy l2.

w- độc lập là điều kiện mạnh hơn độc lập tuyến tính. Để minh họa

cho quan điểm này, ta chứng minh một đặc trưng nữa của các cơ sở Riesz.

Kết quả sẽ so sánh sự tương đương của (i) và (vi) trong Định lý 3.1.1.

Mệnh đề 3.1.2 Giả sử {fk}∞k=1 là khung của H, n ∈ N, giả sử An kí

hiệu cận khung dưới tối ưu cho dãy khung {fk}nk=1. Khi đó các khẳng

định sau tương đương:

(i) {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz của H.

(ii) {fk}∞k=1 là độc lập tuyến tính và inf
n∈N

An > 0.

(iii) {fk}∞k=1 là độc lập tuyến tính và tồn tại lim
n→∞

An > 0.

Chứng minh. Để chứng minh (i)⇒ (ii) ta chú ý rằng cơ sở bất kỳ là độc

lập tuyến tính. Giả thiết {fk}∞k=1 là một cơ sở Riesz, với cận Riesz dưới là

A. Khi đó mỗi họ con {fk}nk=1 là một dãy Riesz, và An cũng là cận Riesz

tối ưu bởi Định lý 2.3.1, khi đó A ≤ An,∀n ∈ N và ta có (ii). Để chứng

minh (ii) ⇒ (i), giả thiết rằng (ii) thỏa mãn. Khi đó, với mỗi n ∈ N,

{fk}nk=1 là một cơ sở (Riesz) cho bao tuyến tính của nó với cận khung

dưới A := inf
n∈N

An. Giả sử B kí hiệu là một cận khung trên {fk}∞k=1, Định

lý 1.3.3 chỉ ra rằng

A

n∑
k=1

|ck|2 ≤

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckfk

∥∥∥∥∥
2

≤ B

n∑
k=1

|ck|2 (3.1)

với mọi dãy số {ck}nk=1. Theo Định lý 1.6.6 ta kết luận {fk}∞k=1 là một cơ
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sở Riesz của H. (ii) ⇔ (iii) kéo theo từ sự kiện là khi {fk}∞k=1 độc lập

tuyến tính, dãy của các cận khung tối ưu An, n ∈ N là bằng với dãy của

cận dưới tối ưu của cơ sở (Riesz) là dãy giảm bởi định nghĩa.

3.2 Các khung chứa cơ sở Riesz

Một cách trực giác, ta nghĩ về một khung như dạng “cơ sở thừa”, vì

thế một câu hỏi tự nhiên là: cho khung {fk}∞k=1, liệu có thể lấy ra một cơ

sở {fk}k∈J , J ⊆ N từ {fk}∞k=1 không, tức là {fk}∞k=1 có bao hàm một cơ

sở như một tập con không?

Rõ ràng, câu trả lời phụ thuộc vào loại cơ sở ta quan tâm. Trong phần

này, ta sẽ tìm điều kiện đủ để một khung bao hàm cơ sở Riesz. Trong phần

tiếp theo ta xây dựng một khung bao gồm các véc tơ có chuẩn bằng 1 mà

thậm chí không bao hàm cơ sở Schauder.

Bổ đề 3.2.1 Giả sử {ck}∞k=1 là một dãy các số không âm mà
∞∑
k=1

ck <∞. Giả thiết rằng {Jn}n∈N là một họ của các tập con của N

sao cho

(i) J1 ⊇ J2 ⊇ J3 ⊇ ...

(ii) Tồn tại c > 0 sao cho c ≤
∑
k∈Jn

ck,∀n ∈ N. Khi đó c ≤
∑

k∈∩Jn
ck.

Chứng minh. Định nghĩa một độ đo dương µ trên σ - đại số của các tập

con của N bởi µ (S) =
∑
k∈S

ck.

Theo Bổ đề 1.1.3

µ (Jn) =
∑
k∈Jn

ck → µ (∩Jn) =
∑
k∈∩Jn

ck khi n→∞

và kết quả kéo theo.
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Định nghĩa 3.2.2 Giả sử {fk}∞k=1 là một khung cho H. Ta nói rằng

{fk}∞k=1 là một khung Riesz nếu mọi họ con của {fk}∞k=1 là một khung

cho bao tuyến tính đóng của nó với các cận khung đều A, B.

Mục đích của ta chỉ ra rằng mỗi khung Riesz chứa cơ sở Riesz. Chứng

minh dựa trên Bổ đề của Zorn:

Bổ đề 3.2.3 Giả sửM là một tập có thứ tự. Nếu mỗi tập con có thứ

tự toàn phần củaM có cận trên trongM, thìM có ít nhất một phần

tử cực đại.

Định lý 3.2.4 Mỗi khung Riesz chứa một cơ sở Riesz.

Chứng minh. Để thuận tiện ta sử dụng tập chỉ số N. Giả sử {fk}∞k=1 là

một khung Riesz, và giả sử A là cận dưới chung của mọi khung con. Xét

tập hợp

M :=

{
{fk}k∈J |J ⊆ N, và A‖f‖2 ≤

∑
k∈J
|〈f, fk〉|2,∀f ∈ H

}
. (3.2)

M không rỗng. Định nghĩa một thứ tự trênM:

{fk}k∈J ≺ {fk}k∈K ⇔ K ⊆ J.

Bây giờ xét một họ sắp thứ tự toàn phần của các phần tử {fk}k∈Jn ∈

M, n trong tập chỉ số I nào đó. Họ như thế có cận trên {fk}k∈∩Jn, mà

vẫn là một phần tử củaM. Để nhìn thấy điều này ta cần chứng minh

A‖f‖2 ≤
∑
k∈Jn

|〈f, fk〉|,∀f ∈ H. (3.3)

Trong trường hợp tập chỉ số I là đếm được, (3.3) kéo theo từ Bổ đề

3.2.1. Với một tập chỉ số không đếm được thì kết quả vẫn đúng.Vì thế

theo Bổ đề 3.2.3 của Zorn,M có một phần tử cực đại {fk}k∈J . Bây giờ
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ta chỉ ra rằng {fk}k∈J là một cơ sở Riesz. Rõ ràng {fk}k∈J là một khung,

vì thế theo Định lý 3.1.1 chỉ cần chỉ ra rằng {fk}k∈J là w- độc lập. Nhưng

nếu không, ta có thể tìm một phần tử fn, n ∈ J sao cho {fk}k∈J−{n}
vẫn đầy đủ, và vì vậy là một khung của H theo Định lý 2.3.7. Nghĩa là,

{fk}k∈J−{n} ∈M mâu thuẫn với sự cực đại của {fk}k∈J .

Qua việc áp dụng lặp lại Định lý 3.2.4 có thể chỉ ra rằng mỗi khung

Riesz là hợp của số hữu hạn các dãy Riesz.

3.3 Sự tồn tại của khung không chứa cơ sở

Thậm chí nếu {fk}∞k=1 không là một khung Riesz, chứng minh của

Định lý 3.2.4 chỉ ra rằng tậpM trong (3.2) sẽ chứa phần tử cực đại với

mỗi cận khung dưới A. Tuy nhiên, phần tử này không nhất thiết là một

cơ sở Riesz. Ví dụ, giả sử {ek}∞k=1 là cơ sở trực chuẩn và xét khung từ Ví

dụ 2.1.4

{fk}∞k=1 :=

{
e1,

1√
2
e2,

1√
2
e2,

1√
3
e3,

1√
3
e3,

1√
3
e3, ...

}
. (3.4)

Không quan trọng A được chọn nhỏ mức nào, tậpM không chứa cơ

sở Riesz với khung này. Thật vậy, với bất kỳ ε > 0 và {fk}k∈J ∈M, điều

kiện

ε‖f‖2 ≤
∑
k∈J
|〈f, fk〉|2,∀f ∈ H

suy ra 1√
n
en xuất hiện nhiều hơn một lần trong {fk}k∈J với những giá trị

n lớn. Vì vậy M không chứa một tập con w- độc lập. Thực ra {fk}∞k=1

không chứa cơ sở Riesz nào cả. Ứng cử viên duy nhất sẽ là
{

1√
k
ek

}∞
k=1

71Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



67

đây là một cơ sở Schauder nhưng không là cơ sở Riesz.

Bây giờ ta chỉ ra rằng thậm chí có thể xây dựng một khung bao gồm

các véc tơ có chuẩn bị chặn dưới, nhưng không chứa một cơ sở Schauder,

đặc biệt, nó không chứa cơ sở Riesz. Nó phức tạp hơn (3.4) và ta cần một

vài chuẩn bị trước khi chứng minh.

Bổ đề 3.3.1 Giả sử {ek}nk=1 là một cơ sở trực chuẩn của không gian

Hilbert hữu hạn chiều Hn. Định nghĩa

fk = ek −
1

n

n∑
j=1

ej, k = 1, 2, ...n

và fn+1 = 1√
n

n∑
j=1

ej.

Khi đó :

(i) {fk}n+1
k=1 là khung chặt chẽ của Hn với cận khung A = 1.

(ii) Giả thiết rằng n > 2 và {fki}i∈I là tập con bất kỳ của {fk}n+1
k=1

mà span{fki}i∈I = Hn. Khi đó, với 1 thứ tự tùy ý của các phần tử,

{fki}i∈I có hằng số cơ sở lớn hơn hoặc bằng 1
4

√
n− 2.

Bây giờ ta chứng minh sự tồn tại của khung chặt mà chuẩn bị chặn

dưới và không họ con nào là một cơ sở Schauder. Ý nghĩa chính xác của

điều này là không phụ thuộc vào cách một tập con của khung được sắp

thứ tự thì nó vẫn không là một cơ sở.

Định lý 3.3.2 Trong mỗi không gian Hilbert vô hạn chiều khả li H,

tồn tại một khung chặt mà chuẩn bị chặn dưới và không chứa một cơ

sở Schauder của H.

Chứng minh. Do mọi không gian Hilbert vô hạn chiều khả li là đẳng cự

với nhau, chỉ cần xây dựng một ví dụ trong một không gian Hilbert đặc

biệt. Giả sử {ek}∞k=1 là một cơ sở trực chuẩn của một không gian Hilbert
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K và định nghĩa một tập vô hạn các không gian véc tơ hữu hạn chiều bởi

H1 = span {e1} ,H2 = span {e2, e3} và tổng quát

Hn := span
{
e (n−1)n

2
+1, e (n−1)n

2
+2, ..., e (n−1)n

2
+n

}
.

Xét tổng trực tiếp H =

( ∞∑
n=1
⊕Hn

)
l2

như định nghĩa trong (1.1).

Trong mỗi không gian Hn ta xây dựng dãy
{
fnk
}n+1

k=1
như trong Bổ đề

3.3.1, bắt đầu với cơ sở trực chuẩn{
e (n−1)n

2
+1, e (n−1)n

2
+2, ..., e (n−1)n

2
+n

}
=
{
e (n−1)n

2
+k

}n
k=1

.

Đặc biệt, cho n ∈ N

fnk = e (n−1)n
2

+k −
1

n

n∑
j=1

e (n−1)n
2

+j, 1 ≤ k ≤ n

fnn+1 =
1√
n

n∑
j=1

e (n−1)n
2

+j.

Bây giờ ta chỉ ra rằng
{
fnk
}n+1,∞
k=1,n=1

là một khung chặt của H với cận

khung A = 1. Viết g ∈ H như g = (g1, g2, ...) , gn ∈ Hn.

Ta đồng nhất các phần tử trong không gian Hn với bản sao của chúng

trong H, tức là, ta không phân biệt giữa f ∈ Hn và dãy trong H có f ở

vị trí thứ n và 0 ở các vị trí khác. Cho n ∈ N rõ ràng là

〈g, fnk 〉H = 〈gn, fnk 〉Hn
, k = 1, ..., n+ 1.

Bây giờ từ Bổ đề 3.3.1 suy ra

∞∑
n=1

n+1∑
k=1

∣∣〈g, fnk 〉H∣∣2 =

∞∑
n=1

n+1∑
k=1

∣∣〈gn, fnk 〉Hn

∣∣2 =

∞∑
n=1

‖gn‖2Hn
= ‖g‖2H .
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Nghĩa là,
{
fnk
}n+1,∞
k=1,n=1

là một khung chặt của H như đã khẳng định.

Chú ý rằng n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n

‖fnk ‖ =

∥∥∥∥∥∥
(

1− 1

n

)
e (n−1)n

2
+k −

1

n

∑
j 6=k

e (n−1)n
2

+j

∥∥∥∥∥∥
=

√(
1− 1

n

)2

+
n− 1

n2
≥ 1

4

trong khi f11 = 0 và
∥∥fn+1

n

∥∥ = 1,∀n ∈ N. Loại bỏ f11 ta thu được một

khung chặt với chuẩn bị chặn dưới.

Bây giờ giả sử {hk}∞k=1 là tập con sinh bất kỳ của khung
{
fnk
}n+1,∞
k=1,n=1

,

được sắp thứ tự theo một cách tùy ý. Hằng số cơ sở của {hk}∞k=1 bởi định

nghĩa lớn hơn hoặc bằng hằng số cơ sở của dãy con bất kỳ của {hk}∞k=1.

Bây giờ, cho n > 2 bất kỳ, tồn tại N ∈ N sao cho {hk}Nk=1 chứa một dãy

con mà bao tuyến tính bằng Hn, điều này kéo theo từ xây dựng đặc biệt

của H như một tổng trực giao của các không gian Hn, và sự lựa chọn của

khung
{
fnk
}n+1,∞
k=1,n=1

. Theo Bổ đề 3.3.1 (ii) điều này kéo theo hằng số cơ

sở của {hk}Nk=1 ít ra là bằng 1
4

√
n− 2, từ n > 2 là tùy ý kéo theo hằng số

cơ sở của {hk}∞k=1 là vô hạn. Vì vậy, theo Định lý 1.2.4, {hk}∞k=1 không

là một cơ sở Schauder của H.

Ta chú ý một khung có chẩn bị chặn dưới thỏa mãn bất đẳng thức

0 < inf
k
‖fk‖ ≤ sup

k
‖fk‖ <∞.

Do đó ta có sự thay đổi nhỏ của Định lý 3.3.2.

Hệ quả 3.3.3 Trong mỗi không gian Hilbert vô hạn chiều khả li tồn

tại một khung chuẩn không chứa cơ sở Schauder.
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Kết luận

Luận văn đã trình bày một cách có hệ thống các khái niệm cơ sở

trong không gian Banach tổng quát, cơ sở trực chuẩn và cơ sở Riesz trong

không gian Hilbert cùng các tính chất của chúng, đồng thời cũng phân

tích một vài hạn chế của cơ sở.

Luận văn đã trình bày tổng quan về lý thuyết khung trong không gian

Hilbert, đồng thời nêu ứng dụng của khung trong xử lý tín hiệu.

Luận văn đã trình bày một số mối liên hệ giữa khung và cơ sở Riesz.
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