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LGi cam on

Loi dau tién ctia luan van tac gid xin bay t6 long biét on sau sac téi
TS. Nguyén Quynh Nga da hudéng dan va chi bao tan tinh trong sudt
qué trinh lam luan van. Tac gia ciing xin guii 16 cam on chan thanh dén
Ban giam hiéu, phong Dao tao, khoa Toan - Tin Truong DHKH, Dai hoc
Thai Nguyén da tao diéu kién thuan loi trong suét qué trinh hoc tap tai
truong.

Xin chan thanh cam on gia dinh, ban be dong nghiép va cac thanh
vién trong 16p cao hoc toan K4B da luon quan tam, dong vién, giup do
toi trong suot thoi gian hoc tap va qua trinh lam luan van.

Thai Nguyén, ngay 25 thang 09 nam 2012.
Tac gia
Nguyen Ngoc Ta
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MG dau

Co sé dong vai tro thiét yéu trong nghién citu cac khong gian vector
¢4 trong truong hop hitu han chiéu ciing nhu vo han chitu. Y tudng la
gidng nhau trong ca hai truong hop, cu the 1a mot ho cac phan ti sao cho
moi vector trong khong gian dudc xét c6 thé bicu dién mot cach duy nhat
nhu mot 6 hop tuyén tinh clia cc phan ti nay. Trong khong gian vo han
chieu, tinh hudng sé tré nén phtic tap hon: ching ta buoc phai lam viéc
v6i chudi vo han. Cé mot s6 khai niém co s khac nhau trong khong gian
Hilbert nhu co s6 truc chuan, co sé Schauder, co sé Riesz. Tuy nhién co
sd ¢6 mot s6 han ché trong do han ché chinh 1 thiéu di tinh linh hoat.
Trong mot s6 truong hop cac dieu kien dé trd thanh co sé qua manh dén
mtc dusng nhu ta khong thé xay dung dudce cac co s6 v6i nhitng tinh chat
dac biet va mot su thay doi nhé trén co s6 ciing lam cho né khong con
14 ¢o s6 nita. Mot han ché khac ctia co s6 1a thiéu di tinh on dinh déi véi
cac tac dong clia cac toan tit. Nhiing han ché vira dua ra 1a mot s6 1y do
khién ching ta nghién cttu khai niém khung ma trong nhiéu truong hop
¢ d6 co s6 ton tai nhung khung van duge st dung hitu hiéu hon.

Khai niém khung duge dua ra nam 1952 bdi Duffin va Schaeffer khi
ho nghién cttu chudi Fourier khong diéu hoa, ttc la chudi thiét lap ti
{ei/\"f"}nez trong d6 A, € R hosic A, € C,Vn € Z. Tuy nhién phai dén

nam 1986 sau bai bao ctia Daubechies, Grossmann va Meyer thi khung
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mdi duge quan tam rong rai. Khung dugde st dung nhiéu trong xit 1y tin
hiéu, 1y thuyét mat ma, 1y thuyét luong ti...

Luan van bao gom phan md dau, ba chuong, két luan va danh muc
cac tai liéu tham khao.

Chuong 1: Trinh bay hé thong cac khai niém co sd ciing cac tinh chat.

Chuong 2: Trinh bay tong quan veé Iy thuyét khung trong khong gian
Hilbert.

Chuong 3: Trinh bay mot s6 moi lién hé gitta khung va co sd Riesz.

Tuy ban than c6 nhiéu c¢d gang, song thoi gian va nang lyc clia ban
than c¢6 han nén luan van kho tranh khoi nhtimg thiéu sét. Rat mong dudc
sut déng gép v kién clia cac thay co cing toan thé ban doc.

Thai Nguyén, ngay 25 thang 09 nam 2012.
Tac gia
Nguyén Ngoc Ta
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Chuong 1

Ca sO

1.1 Mot sb6 khai niem va két qua chuan bi

Trong muc nay ching toi nhac lai mot vai khai niém va két qua sé can
dén trong nhing phan tiép theo. Cac két qua c6 the tham khao trong [1].
Dinh nghia 1.1.1 Gia si H la khong gian Hilbert, toan ti by chan U :
H — H goi la todn tii unita néu UU* = U*U = 1. Khi dé (Uz,Uy) =
(x,y) ,Vr,y € H.

Dinh nghia 1.1.2 Cho 1 ho cdc khong gian Hilbert {H,}oo |, tong

trie tiép clia ching dugc ky hiéu bdi :

H= (i @%n> (1.1)
n=1

l2
bao gom tat ca cac day g = (g1,92,...), Vi g € Hp,Vn € N vi

S 9
Z HgnH < Q.
n=1

(0.9]
#H la mot khong gian Hilbert tuong ting véi tich (f, g) = > (fn, 9n)3. »

n=1

o0

. 2 2 2

f,g € H, véi chuan ||g]]” = > |lgnll”
n=1

Bé dé 1.1.3 Gid st p la do do duong trén o- dai s6 M. Gid thiét
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rang {Ap}oo CMwva Ay D A2 D .. DA, D ...

Néu p (Ay) < oo thi p (n?jl An) = nli_}ngou (Ay).
Dinh ly 1.1.4 Gid su U, : X — Y,n € N la mot day cua cac toan
tt bi chan, U, hoi tu ting diém dén dnh ta U - X — Y. Khi dé U
la tuyén tinh, bj chan. Ngoai ra, day cia cdc chuan |Uy| bi chdn va
U] < liminf [T

Toan t1t U : X — Y la kha nghich néu U la toan anh va don anh.
Dinh 1y 1.1.5 Mot todn ti song danh, bi chan gitta cic khong gian
Banach c6 nghich dao by chan.
Dinh 1y 1.1.6 Néu U : X — X bi chin va |I —U| <1 thy U la khd
nghich va U~ = i (I — U)*. Ngoai ra,
Bo6 dé 1.1.7 Ch(f:;'-(z,lC la cac khong gian Hilbert. Gid st U : K — H
la todn ti& bi chan. Khi dé cé khang dinh sau:

(i) |U|l = |U*]| wa JUU*[| = |U|]*.

(i) Ry dong trong H khi va chi khi Ry- dong trong K.

(iii) U la toan anh khi va chi khi ton tai 1 hang s6 C > 0 sao cho
Uyl = Clyll,Vy € H.
Dinh 1y 1.1.8 Gid st H la khong gian Hilbert va f : H — C la danh

e

za tuyén tinh lién tuc. Khi dé ton tai duy nhat mot y € H sao cho
fx) = (2,y).
Dinh 1y 1.1.9 Gia su Uy, Us, Us la cdac toan ti tu lién hop.

Néu Uy < Us,Us > 0 va Uz giao hodn vdi Uy, Us thi UiUs < UsUs.
Bé dé 1.1.10 Gid st H la khong gian Hilbert. Moi todn ti duong, bi
chan U : H — H c6 duy nhat can bac hai duong bi chan W. Néu U la
tw lien hop thi W la tu lién hop. Néu U la khd nghich thi W cing la
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khd nghich. W co thé biéu thi nhu mot gidi han cia ddy cdc da thic
cua U va giao hoan vor U.
Bé6 dé 1.1.11 Gid st H la khong gian Hilbert. Khi do

(i) Moi toan ti bi chan, khd nghich U : H — H ¢6 1 bieu dién duy
nhat U =WP ma U la todn ti& unita, P duong.

(ii) Gid thiét rang H la phic. Khi dé moi todn tii duong P trén
H vdi ||P|| < 1 c6 thé viét la trung binh cdc todn ti unita, tic la
P=1(W+W);W=P+i/T- P2
Bé dé 1.1.12 Gid st H,K la cic khong gian Hilbert, gid thiét rang
U: K — H la todn ti b chan vdi mién gia tri dong Ry. Khi dé ton
tai 1 todn t bi chan Ut : H — K ma UUTf = f,Vf € Ry.

Toan tit UT duge goi la gia nghich ddo ctia U. Ta ciing thuong thay
gid nghich ddo clia mot toan tit U véi mien gia tri dong duge dinh nghia

nhu toan tit duy nhat théa man :
Nyt =R, Ryt = Nip vaUU f = f, f € Ry (1.2)

Bo6 dé 1.1.13 Gid st H,K la cdc khong gian Hilbert va U : K — H
la todn & bi chan vdi mien gid tri dong. Khi dé:

(i) Hinh chiéu truc giao cia H lén Ry duge cho bdi UuUt.

(ii) Hinh chiéu truc giao cia H lén Ry+ duge cho bdi UTU.

(iii) U* c6 mién gid tri dong va (U*)' = (UT)".

(w) Trén Ry, todn ti Ut duge cho bdi Ut = U*(UU*) L.
Dinh ly 1.1.14 Gia su H, K la cic khong gian Hilbert va U : KK — H
la mot todn ti toan anh, by chan. Cho y € H, phuong trinh Uz = y

¢ duy nhat mot nghiém cé chuan nhé nhat la x = Uly.
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1.2 Co s trong khong gian Banach

Khai niém co ban nhat vé co sé duge gidi thieu bdi Schauder nam
1927, duge dinh nghia trong khong gian Banach X va ¢6 y tudng co ban
I3 mot ho cac vector dé mdi f € X ¢6 khai trién duy nhat theo céc vector
da cho. Tat ca cac co s duge xét trong luan van nay la co s6 Schauder.

Trude khi dinh nghia, ta cha v la day {ex},—; = {e1,e2,..} trong X
la mot tap co6 thi tu.

Dinh nghia 1.2.1 Gid si X la khong gian Banach. Day vector {ey}pq
cua X la co s¢ Schauder néu moi f € X, ton tai duy nhat cic hé so

{ex (F)}RZy sao cho N
= cr(f)er (1.3)
k=1

Doi khi ta néi (1.3) 1a mot khai trién ctia f trong co s6 {ex}72 .
o0 2
Phuong trinh (1.3) nghia la chuéi f = > ¢ (f) ex hoi tu (theo chuan)
k=1
theo thit tu da chon ctia cac phan . Néu chudi (1.3) hoi tu mot cach vo

dicu kien v6i moi f € X (tic la chudi hoi tu véi moi thit ty clia cdc phan
t11) thi ta noi {eg}reyq 1a mot co sd vo dicu kien. Ngudi ta c6 thé chiing
minh rang {ey }re; 1a mot co s6 vo dieu kién néu va chi néu {ea(k)}zozl la
mot ¢o s6 v6i moi hoan vi o trong N. N6i cach khéc, néu {ey }re; khong
1a co s6 vo dieu kién thi ton tai mot hoan vi ¢ ma {eo(k)}zozl khong 1a
€O s0.

Bén canh su ton tai khai trién ctia méi f € X, dinh nghia 1.2.1 yéu
cau tinh duy nhat. Dieu nay thuong c6 duge bang cach yéu cau {eg} e,
doc lap theo mot nghia thich hop. Trong khong gian Banach vo han chiéu,

ta c6 cac khai niem khac nhau ve sy doc lap.
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Pinh nghia 1.2.2 Gid si {fr},—; la mot day trong X. Ta nai:

(i) {fx}rey la doc lap tuyén tinh néu moi tap con hiu han cia
{fi}rey la doc lap tuyén tinh.

(i1) { fx} oy la w-doc lap néu méi lan chuoi i ci.fr hot tu va bang
0 vdi mot bo hé s6 {c}rey thi can ¢ =0,k é§ .

(iii) {fi.}oey la cuc tieu néu f; ¢ span{ fi '}ty V5 € N.

Moéi quan hé gitta cac dinh nghia trén nhu sau:
Bo dé 1.2.3 Gid s {fi}72 la mot day trong X. Ta c6

(i) Néu {fi.}72, cuc ticu th {fi}7o, la w- doc lap.

(ii) Néu {fx}req w — doc lap thy { fy}rey la doc lap tuyén tinh.

Chitng minh. Dé chiing minh (i), gid thiét ring {f.}7>; khong w- doc
(0.9]

lap. Chon heé 6 {cg} g ma ¢j # 0 v6i mot j nao do sao cho Y ¢ f, = 0,

k=1
khi do fj = > <2 fr = fj € span{ fi}pzj-
=y
Suy ra {fi}re; khong phéi cuc tiéu. (i) la hién nhien. ]

Mot khong gian Banach c¢6 mot co s6 can kha li. Hau hét cac khong
gian Banach kha li ma ta biét déu c6 mot co s6. Vi du dau tién ve khong
gian Banach kha li khong ¢6 co s6 duge xay dung bdi Enflo nam 1972.
Mot day {fi} e duce goi la day du trong X néu span { fx}req = X.

RO rang mot co s ciia X 1a day di va bao gom nhiing vector khéc 0.
Bo sung thém diéu kién dan dén dic trung clia co s6 nhu sau:

Dinh ly 1.2.4 Mot ho day di gom cdc vector khdc khong {ex}rq

trong khong gian X la mot co s6 cia X néu va chi néu ton tai hdng
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s0 K sao cho Vm,n € Nym <n

m

E CkCk

k=1

n

D cren

k=1

<K (1.4)

vdi moi day so {cg}rey-

Dinh 1y 1.2.4 thuong dudc phat biéu thong qua viéc st dung hang s6
co 86, duge dinh nghia cho mot day bat ky {ex} ey

K = sup{ = 1} : (1.5)

Néu {eg}oeq 1a mot co s6 thi K chinh 1a hang s6 nho nhat co the st

m

E CkCk

k=1

n

E CkCk

k=1

:m < n,

dung trong (1.4). Mat khéc, néu hang s6 c¢o s6 vo han thi {eg}7—; khong
la co 6. V6i day hiu han {e;}h_;, hing s6 co s6 duge dinh nghia nhu
trén, cting véi dieu kién thém vao la n < N.

Hing s6 co s6 K cho biét licu day {eg}re ¢ thé 1a mot co s6 tuong
ting v6i thit ty da dude chon ciia cac phan tir. Ta cha v rang mot dac
trung tuong tu clia co s6 vo dieu kien, mot day day du {eg}z—; gom cac
phan tir khéac 0 1a co s6 vo dieu kién khi va chi khi hang s6 co s6 vo dieu

kién cua no

sup { HZ O|CLEL

la httu han.

[ v

‘ 1o, = il,Vk}

Cho mot co 86 {eg}rey, 10 rang heé s6 {cg (f)}re; trong (1.3) phu
thude tuyén tinh vao f. Anh xa f — ¢ (f) duge goi 1a ham he 6. Nhu
la mot he qua cia dinh 1y 1.2.4, ham heé s6 1a lien tuc.

Hé qua 1.2.5 Ham hé so {cy, (f)} 1y tuong ting vdi mot co sé {ex}rey

ctia X la lien tuc va co thé zem nhw la mot phan ti trong khong gian
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doi ngau X*. Néu ton tai hang s6 C > 0 sao cho
lex]| > C, ¥k € N thi chuan cia {c (f)}i la bj chan déu.

Chiing manh. Ta st dung dinh 1y 1.2.4

Cho f e X ,kihieu f= > ¢ (f)ex.
k=1
Khi d6 véi bit ki j € N, Vn > j

n

& (Al llesll < K|S e (F) e
k=1
Cho n — oo , ta thu dugce
K
ci (f) < —=lfll.

[]

Mot day { fx}re; trong X va day {gx}r; trong X* dugc goi la song
triic giao néu :

1 néu k=3

) 1.6
0 neu k #j. (1.6)

g (f) = 0pj = {

Hé qua 1.2.6 Gid st {ey}p—q lad mot co sd cia X. Khi do {ey}p—q va
ham hé so {ck}req tao thanh mot hé song truc giao.

(0. e]

Chaing minh. Ta c6 ej = > ¢ () ex. Do {eg} 1a co s6 ctia X nén biéu
k=1

dién trén la duy nhat. Do d6 ¢ (e;) =1 néu k = j va ¢ (e;) =0

néu k # j. B

Dinh 1i 1.2.7 Gid st {eg}poq la co s6 clia X va {c}r— la ham hé sb
tuong ung vdi co sd nay. Khi do:
(i) {cr}rey la mot co sd cho bao tuyén tinh déng trong X*, va hé

song truc giao tuong ing vdi nd la {e;}rey ( zét nhu cdc phan ti trong
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(ii) Néu X la khong gian phdn za thi {cy}7— la mot co sd cia X*.

1.3 Day Bessel trong khong gian Hilbert

Phan con lai ctia chuong nay lien quan dén day trong khong gian
Hilbert. Dé thuan loi, ta danh sb tat ca cac day biang cac sé tu nhién
trong chuong nay. Ta sé nhanh chéng nhin thay tat ca két qua thuc sy
ding véi cac tap chi s6 dém duge tuy v.

o

Bo dé 1.3.1 Gid st {fi}ieq la day trong H va Y cpfr la hoi tu
k=1

V{cp )i, € 12(N), Khi doé

oo

T:12(N) = H,T{ce}po) = > crf (1.7)
k=1

zac dinh todn ti& tuyén tinh bi chan. Todn ti lién hop duoc cho bdi

T*:H — P(N), T f = {{f, fi)}i1 - (1.8)
Ngoai ra
D LIPS ITIRNFIP VS € . (1.9)
k=1

Chitng minh. Xét day toan tit tuyén tinh bi chan

n

T, : 17 (N) = H, Tp {cgtreq = Z crfr
k=1

Ro rang T, — T theo ting diem khi n — oo, vi thé T'1a bi chin theo
dinh 1y 1.1.4. Dé tim thay biéu thitc cho T*, gia st f € H,
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{er}o, € 2(N). Khi d6

<f7T{Ck}ZO:1>;L[ = <f,ZCkfk> —
k=1

H

{f, Jr) . (1.10)

00
k=1

Ta c6 2 phuong phap tim 7™ sau :
(0.8}

1, Chudi S (f, f) ek, V {cr ooy € 12 (N) hoi tu kéo theo
k=1
{(F, f) )22, € 2(N) . Vi vay ta c6 thé viét

<f7 T {Ck}zozl>’}-[ - <{<f7 fk>} ) {Ck}>l2(N)

va ket luan - T*f = {(f, f&) }req-
2, Céach khac, khi T :1?(N) — A la bi chan, ta da biét T* 1a toan
t bi chan tu A vao (2 (N). Do do6, ham toa do thi k la bi chan, di tu
H — C, theo dinh ly bic¢u dién ctia Riesz, T* c¢6 dang :
T*f = {{f, gr) toeq VOi {1 } pq trong H.

Theo dinh nghia ctia T*, (1.10) chi ra :

(f. fe) e,V {cr ey € P(N), f € H.

M2

k=1 1

=
|

Tu do suy ra g = fr.
Lién hop ctia toan ti bi chan T' la bi chan va || T = ||T*||. Vi gia
thiét trong bo dé 1.3.1, ta c6 :

T FIIP < |ITIP APV € H
dan dén (1.9). O
Day {fr 7o dé bat dang thitc (1.9) x4y ra sé déng vai tro quan trong

ve sau.

16S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



12
Dinh nghia 1.3.2 Day {fi}re, trong H dudc goi la diy Bessel néu
ton tai 1 hang s6 B > 0 sao cho

ST fP < BIFIP VS € A (1.11)
k=1

Moi B théa man (1.11) dugc goi la can Bessel ctia { fi}rei.
Dinh 1y 1.3.3 Gid st {fi}i—, la mot day trong H. Khi dé {fi}req

la mot day Bessel vdi can Bessel B khi va chi khi
50 0
T : {C/f}k::l — Z Ck;fk
k=1
la todn tit dinh nghia tot, bj chan ti 1> (N) vao H va ||T|| < VB.

Chiing minh. Truée hét, gia thiet {fi}re, la day Bessel v6i can Bessel
B.

Gid st {cg}rey € [2(N). Ta phai chi ra T {cg }rey 1a dinh nghia tot,
tic la, i cr.fr 1a hoi tu. Xét n,m € N,n > m. Khi do6 :

k=1
n m n
Stk =D afil| = || D ek
k=1 k=1 k=m+1
n
= sup [{ > cfrg

< swp Y e (i 9)]

lol=1, 5%
1 1
n 2 n 2
2 2
< ( > |Ck|> sup ( > (fk;,9>|>
k=m+1 9= \ =41
n 3
< JE( > |ck|2> .
k=m+1
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n (0. ¢]
Do {c}32, € I? (N), ta biét rang { > \ck\z} 13 day Cauchy trong
k=1

n=1

n 0.9]
C. Tinh toan trén chi ra rang { > e fk} la mot day Cauchy trong
k=1 n=1
H va do d6 hoi tu. Vay T {cx}re la dinh nghia tot. Ro rang T' 1a tuyén

tinh. Tu |7 {ck}ieqll = sup (T {ck}req,g)|, tinh toan nhu trén chi ra
lgll=1
T 1a bi chan va ||T|| < v/B. Dé chiing minh chiéu ngugc lai, gia sit T la

dinh nghia t6t va ||T|| < VB, khi d6 (1.9) chi ra {f.}72, 1a day Bessel

v6i can Bessel B. N

Bo6 dé 1.3.1 chi ra rang, néu ta chi can biét {fx} oo 1a mot day Bessel
va gi tri clia can Bessel B khong quan trong thi ta chi can kiém tra toan
tt T c6 phai 1a dinh nghia tot.

o

Hé qua 1.3.4 Néu {fy}rey la mot day trong H va > cpfr hoi tu
k=1

V{crtie, € B(N) thy {fr}ieq la mot day Bessel.

Diéu kieén Bessel (1.11) van gitt nguyén khong phu thuoce vao cach cac
phan tit {fx}re; duge danh s6 thi tu. Dieu nay dan dén hé qua rat quan
trong ctia dinh 1y 1.3.3.

o0

Heé qua 1.3.5 Néu {f.};>, la mot day Bessel trong H, thi > cp.fr
hoi tu khong dieu kien ¥ {c;}roq € 12 (N). .

Vi vay viéc sap xép lai thit tu cta cac phan tit trong {fi}7—; khong
lam anh hudéng dén chudi i crfr khi {cg}pe ¢6 cung trat tu, chudi sé
hoi tu ve cting phan ti nhlf ;u’éc.\/éi I¥ do nay, ta c6 thé chon cach danh
chi s6 tly ¥ cac phan ti trong day Bessel. Dac biét sé khong 1a han ché,
néu ta trinh bay tat ca cac két qua v6i cac so tu nhién nhu 1a mot tap chi
s6 dém dugc. Ta sé xem trong phan tiép sau, tat ca co s truc chuan, co

sG Riesz va khung la day Bessel.
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Ta chi can kiem tra diéu kien Bessel (1.11) trong mot tap con trit mat
cua H.
Bo dé 1.3.6 Gid st {fi}rey la mot day cac phan ti trong H va ton
tai mot hang s6 B > 0 sao cho
5 14F A < B

vdi moi f trong tap con tru mat V cia H. Khi do {fi}r—, la mot day

Bessel vdi cin B.

Chiing minh. Ta can ching minh diéu kién Bessel thoa man v6i moi phan

tir trong H. Gid st g € ‘H , phan chiing rang
o0
2 2
> _lg. fu)l* > Bligl*
k=1

Khi d6 ton tai tap hitu han FF € N ma:
P P
> g, fi)I” > Bllgll™.

keF
ViV la tri mat trong H, dieu nay kéo theo sy ton tai h € V sao cho:

> (b fi)l? > Bl

keF
(mau thuan). Ta két luan rang

S g f)l? < Bllgl®. Vg € H.
k=1

1.4 Co s6 va hé song truc giao trong khong gian
Hilbert

Bay gio ta xem lai nhiing khai niém duge dinh nghia trong muc (1.2).

Bo deé dau tieén thuc su ding trong khong gian Banach, nhung muc dich
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clia ta la chi can xét trong khong gian Hilbert H. Cha v : H* = H, vi
vay néu mot day {fi}re trong H c6 mot day song truc giao {gy }re; thi
{gr}re cing la mot day trong H.
Bo dé 1.4.1 Gid s {fy}ro, la mot day trong H. Khi dé:

(1) {fr}iey c0 mot day song truc giao {gi}req khi va chi khi
{fe}2, la cuc tiéu.

(ii) néu mot day song truc giao clia {fiy}rey ton tai, né dugc zdc

dinh duy nhat khi va chi khi {fi}rey day di trong H.

Ching minh. Gia st { fx}r—q ¢6 hé song truc giao {gx}req. Khi do, véi
j€eN
(fi,95) =1va (fr,95) =0,k #j.

Vay thi f; & Span{ fi.} g, tic la, {fi}p=; la cue tieu. Dé chting minh

chiéu nguge lai trong (i), gid thiét {f.}72; 1a cuc tieu va dat
Ho :=span { fx ;-

Da cho j € N, gia st P; ki hiéu phép chicu truc giao ciia H lén
5panid f}pz; va cho Iy la toan tit dong nhat trong Ho. Khi d6 kéo theo
(Io— Pj) fj # 0 va

(f3, (o = Py) 1) = (Pifi + (Io = Py) fi, (Io = By) ;) = |(Io = P}) f]|* # 0

Vi k # j, v6 rang (fx, (Io — P;) fj) = 0. Dinh nghia:

. _Ho=h))f;
97 = Nt=B) 1,7

Ta thu duge {gx }req 1a hé song truc giao cia { fx}re ;.

j€N.

Ching minh (ii), gid thiét { fx}r—; 6 mot hé song truc giao {gi }req-
Néu {f}ro khong day du, ta co the thay thé {gi}req boi {gr + he}rey
voi hy, € Hy \ {0} va bang cach nay ta thu duge mot hé song truc giao méi
ctia { fr}22,. Mat khéc, gia st { fr 132, day dava {gp}22,, {9} },_, 1 hai
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hé song truc giao voi {fi}re;. Khi d6 (fx,g;) = 0k; = <fk,g;> VEk, g
Ta suy ra <f;C gj — >—()ij Do {f} la day du nén

<f,gj—gj>:O,Vj.Do do gj:g;-,Vj. ]

Dinh li 1.4.2 Gid si {ey}z—; la mot co sd cia khong gian H. Khi
dé, ton tai duy nhat mot ho {gy}re trong H ma

F=> (fgr)enVfeH (1.12)
k=1

{gr}iey la mot co sd cia H va {ex}trey, {gr}req la song truc giao.

Chiing minh. Theo hé qua 1.2.5 ham he s6 {cg}re; lien két véi {ey }rey
Ia lien tuc, st dung Dinh 1y biéu dién ctia Riesz 1.1.8, ton tai duy nhat
mot ho {gx}ro trong H sao cho

Ck(f) - <f7gk‘>7vf€7'[
= f= Z (f 96 er,Vf €H

—1
Gla st { g} } 1a mot ho khéc ciing thoa man (1.12). Khi d6

>, ( I, 9k) <f, gk>) er = 0,Vf € H. Do {er}r—; 1a co s6 cia H nén
=1

(fr91) — {f.9,) = 0,Yf € H,Vk. Do d6 g; — g}, = 0,Vk va mau thudn

8

nay chimg t6 su duy nhat ctia ho {gx},—;. Thay f = e; vao (1.12) va do

{er} 1a co s6 nén ta suy ra {eg}req va {gr}req la song truc giao. {gr}req

la mot co s6 cua H suy ra tiu dinh 1y 1.2.7. O

Co 86 {gk}rey théa man (1.12) duge goi la co sé doi ngau hodc co
s6 song truc giao, duge lien két véi {ey}req. That tha vi khi thay rang
diéu kien Bessel cho {e;,} 32, suy ra mot kiéu bat dang thitc nguge lai cho

{gr}72. Nhitng bat dang thiic nay déng vai tro quan trong khi ta dinh
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nghia khung ¢ chuong 2.
Bo dé 1.4.3 Gid st {ep}ro, la mot co sd cia H va {gp}re, la hé
song truc giao lién két vdi né. Néu {ex}rey la mot day Bessel vdi can
B thi
QL2 o 2
(1) sllfII° < kZ [(f, 907,V € H.
=1

2
vdi moi day hitu han {cx}re.

o0

> Ckgk

k=1

o0
ﬁU%gy%Vé

Chitng minh. Gid st f € H,f = > (f,gx)er va tit bat dang thiic
k=1
Cauchy- Schwarz, ta thu duge

> (fog) ler )
k=1

2

< > WFg D ew HI?
b=l h=1

< BIFI?Y If 90
k=1

IfI* =

(i) suy ra tit day. Dé ching minh (i), gia sit {cx }req 12 mot day hitu han.

Stt dung he song truc giao {ex}7o; , {gr}re; ta c6 the viét
o0

o0
{erbizy = 9 { 2 cigiex
j=1 p=1
va
2 2
o0 o0
IS <z> < B3 e,

k=1 j=1 j=1

[]

Chu ¥ rang, dieu kién {cg}p; 1a hitu han trong (ii) la thiét yéu. Do
2 . S 2 .
véi cac day tong quat {c;}oey € 12(N) chudi Y cpgp c6 the khong hoi

k=1
tu.
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1.5 Co sd truc chuan

Bay gio ta gi6i thieu mot trong nhitng khai niém chinh la co s6 truec
chuan trong khong gian Hilbert. Ching la nhing phién ban tritu tugng
(vo han chiéu) ctia co 86 chinh tac trong C™ va ¢6 nhiéu tinh chéat tuong
tu. Co s6 true chuan dude sit dung rong rai trong toan hoc, vat 1y, xt 1y
tin hiéu va nhieu linh vuc khac.
Dinh nghia 1.5.1 Mot day {e;}>, trong H la mot hé truc chuan
néu (ey, ej) = Oy ;.
Mot hé truc chuan {ex} iy ma la co sd cia H dugce goi la co sd truc
chuan cia H.

Chi v rang, mot hé truc chuan la mot day Bessel. That vay, néu

{er}ie, € P(N) vam,n € N;n > m thi

> cker — > crek|l =1 X cker|| = Do el
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1
(0.
Ciing nhu ching minh dinh Iy 1.3.3 thi ) ¢pgx hoi tu va
k=1
> ckek|| = > ekl
k=1 k=1

Dinh Iy tiép theo dua ra diéu kien tuong duong cho mot hé truc chuan
{ex} ey trd thanh mot co s true chuan.
Pinh 1y 1.5.2 Cho mdt hé truc chuan {er}iey, nhing menh dé sau
tuong duong:

(i) {ex}72 | la mot co sd truc chuan.

(i) [ = Ié(f,@w er, Vf € H.

0,@)

(i) (f,g) = > (f,ex) (er. 9)Vf, g € H.

k=1
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(i) kil (e = 1FI2. VS € 1.
(v) span {ey}—; = H.
(vi) Néu (f,ex) = 0,Yk € N thi f = 0.

Ching minh. (i) = (i1) Gid st f € H. Néu {eg}r—; 1a mot co s6 truc
(0. ¢]

chuan, ton tai he 86 {cx}rey sao cho f = 3 cpep. VGi bat ky j € N, ta

k=1
(0. ¢]
6 (f,ej) = > cxdr;j = ¢j = (i4). (iii) 1a mot he qua hién nhien cla (ii),
k=1

va (iv) la mot truong hgp dédc biét cta (iil). Ro rang (iv) = (v) = (vi).

Dé chiing minh (vi) = (4), gid stt f € H. Tu {eg}rey 1a mot day Bessel,

(0. ¢]
ta bict g := >_ (f, ex) e duge dinh nghia tot. Hon nita
k=1
(0. ¢]
(f —g,ej) = 0,Vj € N vithé theo (vi) f =g = > (f, ex) ex. Dé chiing
k=1

minh rang {eg} oo 14 mot co 86 ta chi can chi ra khong c6 to hgp tuyén
tinh nao khéc clia {e}re; ¢6 thé bang f va diéu nay suy ra ti lap luan

ta ting chiing minh (ii) tu (i). ]

Dang thtc trong (iv) duge goi 1a dang thitc Parseval. Qua hé qua
1.3.5, ta thu duge hé qua quan trong cta dinh 1y 1.5.2
Hé qua 1.5.3 Néu {e;}72 la mot co sd truc chuan thy moi f € H,

co mot khar trién hot tu vo diéu kién

8

f=) (f e e (1.13)

k=1
Ddc biét, co sd doi ngau ciia {eg}rey bang chinh co sd {e;}re;.

Dinh 1y 1.5.4 Moi khong gian H khd li c6 mot co sé truc chuan.

Ching minh. Vi H kha li, ta chon day {f;}r— trong H sao cho

span { fr.}1e; = H. Bing viéc trich mot day con néu can, ta c6 thé gia
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thiet moi n € N, fri1 ¢ span{fr}i_;. Ung dung phuong phap Gram-
Schmidt cho {fx}req, ta thu duge mot he truc chuan {e}r~, trong H

ma span {ey} ey = Span { f} ey = H. [

Thong thuong, ta mudn c6 mot co s6 truc chuan cu thé cia khong
gian H, chit khong phai ton tai ctia no. Truong hop don gian nhat 1a 12 (N)
Vi du 1.5.5 Gia st e;, 1a mot day trong 12 (N), ma phan ti thia k 1a 1,
va tat ca cac phan tit khéac 1a 0. Khi d6 {eg}rey 1a mot co s6 truc chuan
ctia 12 (N), n6 dude goi la co 56 trie chuan chinh tac. Ta sé ki hieu co s6
dac biet nay boi {0}y

Co s6 truc chuan chinh tac la co s6 thuan tién nhat khi st dung béi
co 80 song tric giao bang chinh co sé d6. Nghia la, viec bicu dién (1.13)
c6 thé co trice tiép, trong khi biéu dién (1.12) qua mot co sé tong quat, ta
phai tim day song truc giao {gx}r—;. Khong may ta phai tra gia cho tinh
chat dep nay. Nhiing diéu kieén cho {ey}re; trd thanh co sd truc chuan
la manh va thuong né khong thé xay dung co sé truc chuan thoéa man
cac dieu kien bo sung. Cing chi v rang, khong phai luon t6t khi st dung
phuong phap tric chuan hoa Gram- Schmidt, vi khi xay dung mot co s6
true chuan tir co s6 cho trude né c6 thé lam mat di cac tinh chat dac biet
clia co sO ta dang co, vi du, cau tric dac biét clia co s6 Gabor va co s6
song nho, sé bi mat di.

Dua vao dinh Iy 1.5.4, ta c6 thé chitng minh moi H kha li ¢6 thé dong
nhat véi 2 (N).

Pinh 1y 1.5.6 Moi khong gian Hilbert H vo han chiéu, khd li la ding

cau vdi 12 (N).

Chaing minh. Gia st {e}72; 1a mot co 86 truc chuan ctia H. Ta thay
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00

S cpep 1a hoi tu V{cp ooy € 12(N). Hon nita, méi f € H c6 duy nhat
k=1

o
khai trien véi he s6 12, cu the f = > (f, ex) er. Do {0} ey 12 co s6 truc

chuan chinh tac ctia 12 (N), ta c6 thé dinh nghia toan ti

U:H—12(N),U (Z ckek> = ch5k§ {ck}req € 1? (N).

Khi d6 U la song anh H — 12(N) . Cho f € H,f = (f,ex) er

Ta co

> (foer) Z| frea)” = IIF11°

Vi vay, U la mot dang cu. N

IUf|2|

Dinh Iy tiép theo dic trung tat cd co sé truc chuan ciia H tit mot co
sé truc chuan.
Dinh 1y 1.5.7 Gid st {e}}72, la mot co sd truc chuan cia H. Khi
do, co sd truc chuan ciia H chinh xdc la nhiing tap hop {Ueg}re, ma

U:H — H la mot toan t¢ unita.

Ching minh. Gia st { fi }r—q 1& mot co s6 truc chuan ciia H. Khi d6 dinh

nghia toan tu

U:H—HU (Z ckek) = chfk; {er )2, € 1*(N).
U la song anh bi chan tit H — H. V6i f,g € H, viet f =5 ([, ex) e

va g = > (g,er)er . Khi do, qua dinh nghia U va dinh 1y 1.5.2

U U5y = (ULUg) = (D (fren) fi Y (g:e0) fi)
= > (fren) (g.en) = (f.9).
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Do d6 U*U = I. Do U la toan anh nén U la unita. Mat khac, néu cho

U la toan tu unita thi:
<U€k,U€j> = <U*U€k,€j> = <€k7€j> = 5k,j-

Tic 1a, {Uep}re; 1a mot he truc chuan. D6 1a co s6 do U la toan

anh. ]

Dicu kien (iv) trong dinh 1y 1.5.2 ¢6 cach gidi thich theo quan diém
khung, xem dinh nghia 2.1.2. Khong can gia thiét {ex}7-; 1a mot he truc
chuan, ta suy ra rang {e,}72; 1a mot co s truc chuan néu cac vector
duoe chuan hoéa.

Meénh dé 1.5.8 Gid st {e;,} 7>, la mot day vdi cdc vector chuan héa

trong H va . [(f,ex)|* = || fI% VS € H.
k=1

Khi dé {e 22, la mot co sd truc chuan cia H.
kSk=1

Chiing minh. Theo dinh 1y 1.5.2, ta chi can ching minh {eg}72; 1a mot
hé truc chuan.

o0
Mi j € Nta o 1= flejl2 = 3 lejoen) = 1+ 3 I{eg, end]?
k=1 Iy
Tu do suy ra (ej,ex) = 0,k # 7. O

1.6 Co sG Riesz

Trong dinh 1y 1.5.7, ta mo ta tat ca co sé tryc chuan thong qua toan
tt unita tac dong lén cling mot co sé truc chuan. Vé mit hinh thic, co
sd Riesz duge dinh nghia bang cach lam yéu di dieu kién clia toan tii.
Dinh nghia 1.6.1 Mot co so Riesz trong H la mot ho co dang

{Uer}ry, ma {ex}re la mot co sd truc chuan cia H va U : H — H
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la mot toan tw song anh bi chan.

Co s6 Riesz thuc su 1a mot co s6, thuc té, nguoi ta c6 thé moé ta co
s6 Riesz nhu 1a co s6 thoa man cac dicu kien bo sung.
BO DE 1.6.2 Day { fi}rey la mot co sd Riesz trong H khi va chi khi

né la mot co sé vo dieu kién ciua H va
0 <inf|lfill < Sup [ fell < oo

Co s6 doi ngau lien két véi mot co sé Riesz cling 1a mot co sé Riesz.
Dinh 1y 1.6.3 Néu {f;}roy la mot co s Riesz ciia H, ton tai duy
nhat day {gy}req trong H sao cho

=Y (fr0) fuVf €H. (1.14)
k=1

{or}ieq ctng la mot co sd Riesz va {fr}req, {gr}rey la song truc
giao. Hon nita, chudi (1.14) hoi tu vo dieu kien Vf € H.

Ching minh. Theo dinh nghia ta viét {fx}r; = {Uer}rey, U la toan
tit song anh bi chan va {eg}7—; la mot co s truc chuan. Gia st f € H,

khai trien UL f trong co s6 truc chuan {eg}re ta c6
Ul =S (U eyer= (f, (U ) er) ey
k=1 k=1
Tu do, dat g := (U_l)*ek

f=UUT =S (U Uk =3 (foai) S
k=1 k=1

Do (U_1)>k la song anh, bi chan, {gy}7—; 1a mot co sé Riesz theo dinh
nghia.
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Cho feH

o0 o
2 2 * g2 x112 2 2 2
S KL =) WL Ter) P =T 12 < NIUIRIAP = 01011
k=1 k=1
(1.15)
Diéu nay chiing t6 mot co sé Riesz 1a mot day Bessel, tit do, chudi
(1.14) hoi tu vo dieu kién theo he qua 1.3.5. Phan con lai theo dinh ly
1.4.2. O

Ta goi {g1}72; 1a co s6 Riesz doi ngau ctia {fx}oeyq. Ta co6 thé duong
nhién 4p dung dinh Iy 1.6.3 dé tim d6i ngau cua
{or}ieq = {(U‘l)*ek}]jil. Theo chiing minh dinh 1y 1.6.3, ta phai tim
lien hop cna toan tit nghich dao cna (U‘l)* va cho tac dong len {ex}ro ;.
Qué trinh nay cho lai ta {fx}rey. T d6, {fi}rey va {gk }rey 12 doi ngau

cua nhau, va

Mg

(f, fx) 9,V f € H. (1.16)

F=Y (fro0)f
k=1

Ta chi ¥ co 86 Riesz la mot day Bessel va cling thoa man mot dang

k=1

bat dang thiic déo ngudc.
Meénh dé 1.6.4 Néu {f.}72, = {Uer}32, la mot co sd Riesz ciia H,

ton tai hang s6 A, B > 0 sao cho
o
ANFIZ < ST HF FE < BIFIP VS € 1, (1.17)
k=1

Gid tri ldn nhdt cé thé cla hang s6 A la ——, va nhd nhat cé

thé ciia B la ||U]|*.

IIU i

Ching minh. Mot co s6 Riesz {Uey}r—; la mot day Bessel véi can trén

toi vwu ||U]| suy tu dénh gia trong (1.15). Két qua vé can dudi kéo theo
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tu:

B [

<@ | o= oo
]

Mot cach thuong ding dé xay dung mot toan t1i 1a dinh nghia né trén
mot co s6 va sau dé mé rong bdi tinh tuyén tinh. Bo dé sau day sé dua
ra mot vai dieu kien dé diéu nay xay ra.

Bo dé 1.6.5 Gid s H,K la cdc khong gian Hilbert, {h;}7>, la mot
day trong H, {gr}req la mot day trong K. Gid thiét rang {gi}rey la
mot day Bessel vdi can B, {hy}r—q la day di trong H, va ton tai mot

hang so6 A > 0 sao cho

AN e < HZC,J%HQ (1.18)

cho moi déy s6 hiu han {ci.}. Khi dé,

U (Z ckhk) = chgk, ({cx} hiu han)

dinh nghia mot todn ti tuyén tinh bi chan ti span {hy }peq vao span {gx}req
va U ¢6 mot thac trién duy nhat thanh mot todan t bi chan tu H — K.

Chuan ctia U ciing nhu md rong cia noé nhiéu nhat la %

Chaing minh. Theo gia dinh (1.18), méi h € span {hy}re; c6 mot bicu
dién duy nhat h = > ¢phy, v6i {c;} hitu han, kéo theo U la dinh nghia
tot va tuyén tinh. Cho 1 day hitu han {c¢;.}

o (S = [l <5t < 2 ean|

T d6 U la bi chan. Tu {hy}re, la day di, U 6 thac trien thanh
toan tit bi chan trong H. N
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Dinh ly tiép theo cho cac diéu kien tuong duong dé {fi} oo, trd thanh
mot co sé Riesz.
Dinh 1y 1.6.6 Cho mot day {fx}rey trong H, cic dieu kién sau la
tuong duong:

(1) {fx}req 10 mot co s¢ Riesz ciia H.

(i1) { fr}req day di trong H, ton tai cdc hang s6 A, B > 0 sao cho

moéi day so hitu han {c} c6:

AY el < [ ewni| < Bl (119

(iii) {fr}rey day di, ma tran Gram {(fi: fi)} 51 wdc dinh mot
todan ti bi chan, khd nghich trong 1? (N).

(iv) { fr.}rey la day Bessel day di, va né cé day song tric giao day
di {gr}req ctung la mot day Bessel.

Néu (1.19) dung cho moi day s6 hitu han {¢;}, thi né ty dong diang cho
moi {cp}re; € 12 (N). Néu {fi}72; 1a mot co 8§ Riesz, cac s6 A, B > 0
thoa man (1.19) duge goi la can Riesz dudi, can Riesz trén. Chung 6 rang
khong duy nhat, ta dinh nghia cac can Riesz toi uu nhu 1a gia tri 16n nhat
c6 thé clia A va nhd nhat ¢ thé cia B.

Néu (1.19) ding véi A = B = 1, thi day {f.};2; la truc chuan.
Meénh dé 1.6.7 Gid thiét rang span { fy}req = H va

HZ Ckka2 = el

vdi moi day s6 hitw han {cp} thi {fi}oo la mot co sd truc chuan cia

H.

Chitng minh. Tu gid thiét kéo theo bdi dinh 1y 1.6.6 rang {f} 13 mot

co 86 Riesz clia H vi thé gid st {e,}re; 1a mot co sd truc chuan ctia H,
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ta co the viet {fy}req = {Uep}rey v6i mot toan tit kha nghich bi chan
thich hgp U. Khi d6, v6i moi {c}7, € 12 (N)

Zm chfk2 U(ickek>

k=1 k=1
Tu d6 suy ra [|U]| = ||[U~!]| =1, theo menh dé 1.6.4, ta c6 :

2

ST = IV € H.
k=1

Do || fxll = 1,Vk € N. Ta duge két qua theo ménh de 1.5.8. ]

1.7 Mot s6 han ché ctia co sé

Khai niém co s6 1a rat quan trong do n6 cho phép ta bic¢u dién mot
vector bat ky f trong khong gian Banach thong qua mot co sé da chon
trude {ey} :

=) crer (1.20)
k

Nho dé nhiéu cau héi lien quan dén phan tit bat ky trong khong gian
c6 thé dua vé cac cau hoi trén cac phan ti clia co s6. Vi du, tac dong clia
toan tit tuyén tinh bi chan U trén phan ti f c¢6 thé biét nho bicu dién
(1.20) va tac dong cua U trén {e}

Uf =U (Z Ckfk> = chUGk.

k k
Trong chuong tiép theo ching ta sé lam viéc v6i mot khai niém tong
quat hon khai niém co s6. Nguoi ta da chiing minh rang co s ton tai trong

moi khong gian Hilbert kha ly. Trong cac khong gian Banach thuong dung
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ciing ton tal cac co s6. Vay cau hoi dat ra la tal sao ta lai phai di tim cac
khai niem tong quat hon khai niém nay?

Mot han ché chinh ctia co s6 1a thiéu di tinh linh hoat. Céc dieu kién
dé trd thanh co sé qua manh dén mic ta duong nhu khong the xay dyng
dudc cac co s6 véi nhitng tinh chat dac biét va mot su thay doi nhoé trén
co 80 cting lam cho n6 khong con la co s6 niia.

Ta xét vi du sau: gia stt {eg} la 1 co s6 cho khong gian Banach X va
¢ 1a 1 phan tt bat ky trong X. Khi do {e;} U {¢} sé& khong con la co 86

ctia X nita mac dit véi moi f € X déu co bicu dién dudi dang
F=> cpe+do. (1.21)
k

Ly dolavi {ex}U{¢} khong con doc lap tuyén tinh nita. Co rat nhiéu
su lya chon céc he s6 {c} vad thoa man (1.21). Mot lya chon 1a d = 0 va
{er} 1a cac he s6 trong bieu dién (1.20), mot Iya chon khac 1a chon {c;}
sao cho f — ¢ = > cpep vad = 1. Vi du trén cho ta thay tinh chat co
sd bi pha vo khi cho thém mdot tap khéac rong cac vée to vao {er} nhung
tinh khai trién duce cua hé thi duge bao toan.

Mot cau hoi duge dat ra 1a tai sao ching ta lai mudn cho thém céc
phan t1t vao 1 co s67 Ly do la ta nhan duge mot sy tur do lya chon. Céc
hé s6 trong (1.20) la duy nhat trong khi trong (1.21) ta c6 thé lya chon
nhiéu kha nang. O muc (2.6) ching ta sé thiy ring viec ¢6 nhiéu phan tu
hon can thiét cho mot co s6 ¢6 tac dung lam gidm tiéng on.

Trong khong gian Hilbert cu thé nhu L? (R), ta c6 thé dua ra cac co

s6 cu thé, nhu co sé truc chuan Gabor

{627Tim$X[071] (.CE' _ n)}m,nEZ = {EanX[O,l] (x)}m,nGZ

3386 héa béi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



29

RIRER
va Ty, By 1a cac toan tit xac dinh tren L2 (R), T, : L? (R) — L?(R)
xac dinh béi (T, f) () = f(x —a) , By : L? (R) — L?(R) x4c dinh bdi
(Epf) () = ¥ f (2) v6i a,b € R.

Tuy nhién, chinh vi du nay da cho ta thay nhitng han ché ctia co s6.
Chu ¥ rang:

1

—i :
—27T1x7dx 7 sin Ty
1 Ty

0
Do x[p,1) la gian doan, va 55[0,1] giam ve 0 cham nén ham dic trung
khong hap dan theo quan diém nhin nhan ciia gidi tich tan s6 thoi gian.
Chiing ta hi vong két qua thu dugc sé tot hon néu thay thé ham xjo 5 bdi
mot ham tron hon ¢, tuy nhién, dinh 1y Balian- Low chi ra rang c6 nhing

han ché trén tinh chat ctia g néu ta muon {E,,T,9},, .oz tré thanh mot

m,ne
co s6 Riesz.

Dinh ly 1.7.1 Gid sii g € L?> (R). Néu {E,,T,g}
Riesz clia L* (R), thi

(f 09z |das)<f! D) = o

Dinh 1y Balian- Low khang dinh rang mot ham ¢ tao nén mot co s6

mnel la mot co so

Gabor Riesz khong thé dia phuong héa t6t theo ca thoi gian 1an tan s6
duge. Vi du, ¢ va g khong thé thoa man cac danh gia

c . C
< — <
9@ < 2 IO < 7

dong thoi.
Néu sy triet tieu nhanh hon ctia g va g 1a can thiét, ta can phai héi

lieu ta c6 can tat cd tinh chat dac trung cho co sé Riesz hoac liéu ta c6
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thé giam nhe vai tinh chat ctia ching. Tinh chat ta mudn giit lai 14 moi
f € L? (R) c6 mot khai trien hoi tu vo diéu kién ctia cac {EnT0g}mnez
ciing véi Bo dé 1.6.2 diéu nay chi ra rang ta khong nhan duge lgi ich gi
do yéu cau {EnTng}mnez chi la mot co sd thay vi la mot co s6 Riesz.
Tuy nhién, tinh chat khai trién dé thuc su c6 thé két hop véi g va g c6
toc do triet tiéu rat nhanh, ta chi phai bo di tinh chat duy nhat ctia khai
trien trong dinh nghia ctia co s6. Diéu nay dua ching ta chuyén tit nghién
cttu co 86 sang nghién citu khung. Dinh nghia khung mot cach chinh xac
sé duge dua ra vao chuong tiép theo, va cac dién giai trén chi dua ra sy
khac nhau gitta khung va co s6 hon la dua ra dinh nghia thuc su.

Mot han ché khéc clia co s6 1a sy thiéu tinh on dinh déi véi tac dong
clia cac toan ti. Vi du, néu {eg}r—; 1a mot co sd true chuan thi chi nhiing
toan tit Unita U s& lam cho {Uer}re; 1a mot co s truc chuan. Néu
{ex} ey 1a mot co 86 thi U phai la mot song anh bi chan dé {Ue}72; la
mot co so.

Nhiing han ché vita dua ra 1a mot so 1y do khién chung ta nghién ctiu
khai niém khung ma trong nhiéu truong hop ¢ dé co sé ton tai nhung

khung van ducge st dung hitu hiéu hon.
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Chuong 2

Khung trong khong gian Hilbert

2.1 Khung va cac tinh chéat

Khai niém khung duge dua ra nam 1952 bdi Duffin va Schaeffer khi
ho nghién cttu chudi Fourier khong dieu hoa, ttce la chudi thiét lap ti
{ei/\"x}nez trong d6 A, € R hodac A\, € C,Vn € Z. Tuy nhién phai dén
nam 1986 sau bai bao ctia Daubechies, Grossmann va Meyer thi khung
mdi duge quan tam rong rai. Khung duge st dung nhiéu trong xit 1y tin
hiéu, 1y thuyét mat ma , Iy thuyét luong tit...

Dinh nghia 2.1.1 Mot day {fx}r, cta cdc phan ti trong H la mot

khung cia H néu ton tai hang s6 oo > A, B > 0 sao cho
o
AIFIP <D IKF f P < BIFIZ VS € A (2.1)
k=1

Céac s6 A, B dugc goi la cac can khung. Ching la khong duy nhat.
Can khung trén t6i vu la can dudi ding ciia tat ca cac can trén ciia khung,
va can khung dudi to6i uu la can trén dung ciia tat ca cac can dudi cia
khung. Chi ¥ rang cac can toi uu thue sy 1a cac can clia khung.

Dinh nghia 2.1.2
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(i) Mot khung la chdt néu ta cé thé chon A = B la cdc can cla
khung.

(ii) Néu mot khung khong con la khung nda khi mot phan ti tiy
g bi loai bo thi no dugc goi la khung thuc su.

Khi ta néi vé can ctua khung chat, ta mudn noi gia tri chinh xac A
cung lic 1a can trén va can dudi ctia khung. Cha ¢ rang diéu nay hoi khac
v6i thuat ngit clia khung tong quat ¢ do, vi du mot can khung trén chi la
mot s6 nao dé ma dicu kien Bessel duge thoa méan.

Trong truong hop khong gian H hitu han chiéu thi day {fx}i—, &
mot khung khi va chi khi span {fi};; = H.

That vay, gia st { f} 1~ 1a mot khung ctia khong gian hitu han chiéu
H. Néu span{fr}i—y # H thi ton tai g khac khong thuoec H sao cho
(g, fr) = 0,¥k = 1,2,...,m. Theo dinh nghia ctia khung thi ton tai cac
hing s6 A, B > 0 hitu han dé (2.1) thoa man. Tit bat dang thitc vé trai
ciia (2.1) cho f = g va (g, fz) = 0,Vk = 1,2, ...,m ta c6 Al|g||* < 0. Do
d6 g = 0, suy ra mau thuan.

Bay giv gia st span { fi }1; = H. Ta c6 thé gia thiét khong phai toan
bo cac f, deu bang 0. Theo bat dang thic Cauchy- Schwarz,

m m m 2
S UL L <D AP = (Z /%l ) 1112
k=1 k=1 k=1
Do d6 ta c6 thé chon B = f: ¥l
k=1

Xét anh xa ¢ : H — R xac dinh béi ¢ (f) f) 1fy Fi) |

k=1
Ta thay ngay ¢ lién tuc.

Do hinh cau don vi trong H & compact nén ta co the viét tim g € H
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v6i ||g]| = 1 sao cho

A= g )P = inf{2<f,fk>|2 L feW,|If]l = 1}.
k=1 k=1

Ro6 rang A > 0. V6i moi f khéac khong trong H ta co

Z\ffk = <HfT|| >

Vivay {fr}ie; la mot khung ctia H.

I = Al

Trong truong hop H 1a vo han chiéu néu {f;}72; 1a mot khung ctia
H thi span {fy}p2, = H

Ta thuong can phai xét cac day khong day du trong H, ching co the
khong tao nén cac khung ctia #, nhung ching c¢é thé tao ra cac khung
clla bao tuyén tinh dong ctia cac phan ti ciia ching.
Dinh nghia 2.1.3 Gid st {f}r—, la mot day trong H. Ta ndi rang
{fi}2eq la mot day khung néu né la mot khung ciia span { fi.}re ;-
Vi du 2.1.4 Gid st {eg} o 1a mot co s6 truc chuan ctia H.

(i) bang cach 1ap moi phan tit trong day {ej}re; 2 lan ta thu duge

{fi}izs = {er,en,en,e9,..}
ma {fi}r—; la khung chat v6i can khung A = 2 . Néu chi e; duge lap lai
ta thu dugce
{fitper = {er,e1,e2,e3,..}
ma { fx}rq 1& mot khung véi can A=1,B=2.
(i) Gia st {fr}req = {61,%62,%62,%63,\%63,%63, }, nghia
1a {fi}req la day ma mdi vec to \/Eek duge lap lai k lan. Khi d6 véi moi

FeH e S I al = (7 fzen)| = 1712
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Vi thé {fx}r—; 1a mot khung chat ctia H v6i can khung A = 1.

(iii) Néu I € N la mot tap con thuc su thi {eg},.; khong day du
trong H, va khong thé la mot khung ctia H. Tuy nhien, {ej},o; 12 mot
khung ctia span{eg};, tic la, né la mot day khung.

Do khung {fi}7— la day Bessel, toan ti

oo

T:1P(N) = H,T{cc}poy = > cuf (2.2)
k=1

I toan ti bi chan theo Dinh Iy 1.3.3, T dudc goi la toan tit tong hop.
Theo Bo dé 1.3.1, toan t1i lien hop duge cho bdi
T M B(N) T = {(f, i)}
T* duge goi la toan tit phan tich. Bang cach lay hop T va T* ta thu

duge toan tu khung

St H—MHSf=TTf=> (f fu) I (2.3)

k=1

Chu ¥ rang do {fx}rey la mot day Bessel, chudi dinh nghia S hoi tu
vo dicu kien v6i Vf € H theo Hé qua 1.3.5. Ta phat bicu mot vai tinh
chat quan trong ctia S.

Bo dé 2.1.5 Gid st { fi )7 la mot khung vdi todn ti khung S va can
khung A, B. Khi dé ta c¢6 cdc khing dinh sau:

(i) S bi chan, kha nghich, tu lién hop va la toan ti duong.

(11) {S_lfk}zozl la mot khung vdi cdc can B~1,A!, néu A, B
la cdc can toi wu cia {fy}rey thi cic can B~ A~ la téi wu cia
{5‘1fk}f:1'

Toan ti khung cia {S_lfk}zozl lo S~1.

Chiing minh. (i) S bi chan nhu mot sy hgp thanh ctia hai toan tit bi
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chan. Theo Dinh 1y 1.3.3
IS = ITT*|| = T\l | T*|| = | T||* < B.

Do S* = (TT*)* = TT* = S, toan tit S la ty lien hop. Bat dang thiic
(2.1) nghia 1a A||f||> < (Sf, f) < B||f||*,Vf € H. Tt d6 AI < S < BI,
do dé S duong. Ngoai ra, 0 < I — B718 < B%AI va vay thi

1= B7S| = sw [{(1—B'S) £ )| < Z=2 <1

1flI=1
ma theo Dinh 1y 1.1.6 chi ra rang S 14 kha nghich.

(ii) Cha y rang véi f € H |

o0
_ 2 _ 2 12 112
DS = 3 NST A < BT < BllSTPIAP
k=1 k=1
Nghia la, {S‘l fk};ozl la mot day Bessel. Tt d6 kéo theo toan ti khung
clia {S‘lfk}zozl duoc dinh nghia tot. Theo dinh nghia, né tac dong lén
f € H boi

DS ) ST =5 (ST fe) fe=8T1SS T f =87y

k=1 k=1

(2.4)

diéu nay chi ra rang toan tir khung cia {S‘lfk}zozl bang S~1. Toan ti
S~ giao hoan véi cad S va I, vi thé sit dung Dinh 1y 1.1.9 ta c6 thé “nhan
bat dang thic” AI < S < BI v6i S~1, diéu nay mang lai

Blr<st<Als
tic la,
BUFIIP < (ST, f) < ATYfIP VF e M
Theo (2.4) B7Y|f|]* < kil (£ S7HRP < AT FIPVF € M, vivay

{Silfk}Zil I3 mot khung véi cac can khung B~1, A=1. Dé chiing minh
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tinh t61 uu cla cac can( trong truong hop A, B la cdc can tol uu cla
{fi}oe ), gid st A la can dudi toi uu cta {fi}re; va gia thiét rang can
trén toi uu cla {S 1f/€}k Ll <4 L Bang cach ap dung dicu ta via
chting minh cho khung {S 1fk}k:1 co toan tit khung S™1, ta thu dugc
{fitier = {(S7Y S‘lfk}zo , €6 can dudi & > A, nhung day la mau
thuan. Vi vay {S 1 fk} —q CO can tren toi uu 4 L Lap luan cho can dudi

to1 uu 1a tuong i, O

Khung {S‘lfk}zozl duge goi la doi ngau chinh téc cta {fy}re; boi
vi n6 dong cling vai tro trong 1y thuyét khung nhu déi ngau cia mot co
56, xem Dinh 1y 2.1.6 va 2.3.1. Thuong thuong ta sé b6 qua tir “chinh tac”
va chi noi 1a khung déi ngau.

St khai trién khung, dudc phat bicu ¢ dudi, 1a két qua quan trong
nhat ve khung. N6 chi ra rang néu {fj},—; la mot khung ctia H, thi moéi
phan tit trong H ¢6 mot bicu dién nhu mot 6 hop tuyén tinh vo han clia
cac phan t khung. Vi vay rat tu nhién néu xem mot khung nhu mot kieu
“co 80 tong quat”.

Pinh 1y 2.1.6 Gid s {fx}r—q la mot khung vdi toan ti khung S. Khi
do .
F=> (£S5 i) frVfeH. (2.5)
k=1

Chudi hoi tu vo dieu kién vdi Vf € H.

Chitng minh. Gia st f € H. St dung cac tinh chat cia toan tir khung
trong Bo dé 2.1.5:

F=887 =) (ST fe) =) (FS7 k) fie
k=1 k=1
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Do {fr} 71— 1a mot day Bessel va {<f, S_lfk>}zozl e [? (N), chudi hoi

tu vo dieu kien dugc suy ra tir He qua 1.3.5. O

Tuong tu, ta cé biéu dién
f=ST"8F =) (IS oV e H. (2.6)
k=1

Dinh 1y 2.1.6 chi ra rang moi thong tin vé f € H dugc chita dung trong
day {(/, S_lfk>}zozl. Cac s0 (f,S™1fi) duge goi la céc he s6 khung.
B6 dé sau chi ra rang chi can kiém tra diéu kién khung trong mot tap
tru mat.
Bo dé 2.1.7 Gid si {fx}72 la mot day ciia cdc phan ti trong H va
ton tai cdc hang s6 A, B > 0 sao cho
0
AlFIP < Y I Sl < BISIP (27)
k=1
vdi moi f trong mot tap con tri mat'V cia H. Khi do {fi}r—q la mot

khung ciua H vdi cac can A, B.

Chaing minh. Ta da ching minh trong Bo dé 1.3.6 rang { fi}re 1a mot
day Bessel véi can B néu (2.7) duge thda man. Bay gio ta chiing minh
rang (2.7) kéo theo dieu kien khung dudi duge thoa man trén 4. Biéu thi
duéi dang toan tit tong hop T, gia thiét clia ta nghia 1a

AIFI? < |IT*fIIP,Vf € V. (2.8)

Do T* bi chan va V tru mat trong H, kéo theo (2.8) théa man Vf €
H. u

Mot chi v 1a: chiing minh diéu kien khung duéi mé rong tit mot tap

trit mat dén H st dung gia thiét vé dieu kien khung trén duge thoa man.
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2.2 Khung va toan tuw

Bo dé 2.1.5 chi ra rang néu {fi}re; 1a mot khung, thi {S_lfk}zozl
ciing 1a khung. Day la truong hop dic biét ctia nhieu két qua tong quat
hon : {U fi.}re; thue su la mot khung doi véi mot 16p rong cac toan ti
U. Ta ki hiéu gia nghich déo ( xem Bo dé 1.1.12) clia mot toan tit U bdi
Ut .

Meénh dé 2.2.1 Gid st {fy} iy la mot khung cia H vdi cdc can A, B
va gid st U : H — H la todn ti bi chan vdi mién gid tri dong. Tha
{U fr}req la mot day khung vdi cdc can khung la AHUTH_Z, B||U|%.

Chitng minh. Néu f € H thi

S LU < BIU*fIP < BIUIP £
k=1

dicu d6 ching minh rang {U f;.}72; 1a mot day Bessel. Dé chiing minh
dieu kien khung dudi, gia st g € span{U fi}re;, ta viet ¢ = Uf véi
f € span {fi}72,. Theo Bd dé 1.1.13, toan tit UUT 1a phép chiéu truc

giao lén Ry va do do no ty lien hgp. Vi vay

g=Uf= (VU Uf=(UY) UV

Do do
H(m)* 7
jol? < || @ [rorosr < S v s
k=1
U 2 o
= JOS . s
k=1

Do dé dieu kién khung dudi duge théa man véi Vg € span {U fi }req,
do Bo dé 2.1.7 n6 ciing dung tren span {U fi. } 7o ;. O
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Hé qua 2.2.2 Gid thiét {f.}r= la mot khung cia H vdi cdc can A, B
va U : H — H la todn tid toan dnh, bi chan. Khi do {U fi}r—, la mot
khung cia H vdi cac can khung A’ UTH_Q,BHUHQ.

Bo dé 2.2.3 Néu {f3}72, la mot day khung vdi cdc cin A, B va
U:H — H la todn ti unita, khi do {U fi}r—q & mot day khung vdi

cac can khung A, B.

Chi ¥ rang moi khung ta c6 the lien két véi mot khung chat chinh
tac véi can khung A = 1.
Dinh 1y 2.2.4 Gid st {fi}1—, la mot khung cia H vdi todn tii khung
S. Ky hiéu can bac hai duong cia S~ bing S~2 . Khi do {S‘éfk}oo

k=1
la mot khung chat vdi can khung bang 1, va

(0.¢]

F=S0{f SRS Y € H.

k=1

Chitng manh. Su ton tai duy nhat ciia can bac hai duong ctia S~1 duoc
suy ra tit Bo dé 1.1.10. Tu S~ 1a mot gi6i han cua day da thtc trong
S~1 16 giao hoan véi S~1 va vi thé giao hoan véi S. Vi vay, mdi f € H

¢6 the viét :

O |
O |

fosiss =Y (S5 fi) S
k=1

fo= 3 (5.5 00 5 L
k=1

1 o
Bing cach lay tich vo hudng véi f ta thu dugc {5—2 fk}k I mot
=1
khung chit véi can khung bang 1. O

Phép chiéu tric giao dong mot vai tro quan trong trong nhiéu truong
hop. Ta phat biéu vai mdi quan heé gitta khung va phép chiéu truc giao.
Meénh dé 2.2.5 Gid st {fi}7> la mot day trong khong gian Hilbert
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H va P ky hiéu phép chiéu truc giao cia H lén mot khong gian con
dong V. Khi dé ta cé cdic khang dinh sau:

(i) Néu {fr}r= la mot khung ciia H vdi cdic can khung A, B thi
{Pfr}req la mot khung cia V vdi cic can khung A, B.

(i) Néu {f.}7= la mot khung cia V vdi todn ti khung S thi phép

chiéu truc giao cia H lén V dugc cho bdi

Pf=> (f,S"fa) fi- f €M (2.9)

k=1
Chitng minh. Lay x € P (H) bat ky.
Do 3> [(x, Pfi)2 = X2 (P, fi)P = 3G, fi)]” nen ta 6 (i),
Dé C]Lfmg minh (ii), ];a chi can chfmg minh rang néu P dugc dinh
nghia bdi (2.9) thi Pf = fvéi f € V va Pf =0 v6i f € V*. Gid st
f € V. Khi do theo Dinh 1y 2.1.6 thi

F=Y (.S fr) fr
k

Do d6 Pf = f.
Giast f € V+. Do S:V — V lasong anh nén S~ (V) = V.
T d6 (f, S~ fi) =0 véi Vk. Tu do Pf =0. ]

Meénh dé 2.2.6 Gid st {fy}re la mot diy khung trong H. Khi dé
phép chiéu truc giao Q cia day {c;}re; € 1? (N) lén mién gid tri cia
T* duoc cho boi

Q{er}i, = {<chslfk,fj>} . (2.10)

k=1 j=1
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Chitng minh. Kiém tra theo (2.6) thi Q dugc xac dinh bdi (2.10) 1a todn
tit dong nhéat trén Rp- va 0 trén R = N O

2.3 Khung va co sé

Bay gio chung ta hiy dé cap dén vai mdi quan hé quan trong gita
khung va co s6 Riesz.
Dinh 1y 2.3.1 Mot co sd Riesz {fi}req ctia H la mot khung cia H
va cde cdn cla co s Riesz trung vdi cdc can khung. Co sé doi ngau

Riesz la {S‘lfk}zozl.

Ching minh. Theo Ménh de 1.6.4, mot co s6 Riesz {fi}rey clia H cling
la mot khung ctia H va cac can cua co s6 Riesz trung véi cac can khung.
Phan con lai suy ra tit sy phan tich khung két hop véi phan duy nhat ctia
Dinh Iy 1.6.3. =

Mot khung ma khong 1a co s6 Riesz duge goi 1a khung thiia, néu
{fi}rey 1a khung nhung khong 1a co s6 Riesz thi ton tai he s0 {cx}rey €
1?2 (N)\ {0} sao cho i crfr = 0.

Ta thay trong Di];_hll}”/ 2.1.6 he s6 khung {<f, S_lfk>}zozl dan t6i mot
bicu dién ctia f € H da cho. Néu {fi}re; 1a mot khung thita, c¢6 cac he
s6 khéc {¢; )32, € 12 (N) ma f = S e fie. He 56 khnng {57 i) by
¢6 chuan [? cuc tiéu trong tat ca ](;é day bicu dién f:

Bo dé 2.3.2 Gid st {f}72, la mot khung cia H va f € H. Néu f
0

c6 bieu dién f =Y cpfi vdi cdc hé 6 {c}oeq nao dé thi

k=1
STl =31 ST S e — (£ 5T |
k=1 k=1 k=1
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Nhu mot hé qua ctia Bo dé 2.3.2 va Dinh Iy 1.1.14, ta thu dude mot
cong thitc cho toan tt gia nghich dao ctia toan ti tong hop.
Dinh ly 2.3.3 Gid st {fi};2 la mot khung vdi todn ti tong hop T
va todn i khung S. Khi do TTf = {<f, S_lfk>}zozl.

Céc can khung t6i wu c6 thé duge bieu thi dudi dang cac toan tt T, .S
va cac nghich dao, gia nghich dao ctua chung.
Meénh dé 2.3.4 Cdc can toi vu cia khung {fy}rey la A, B dugc cho

bdi
A=|s7Y = |17t % B =181 = 1T

Ching minh. Theo dinh nghia ta co

B= sup » [f.Ji)l>= s K570l = 1181

1A1=1 7%=

St dung két qua nay cho khung doi ngau {S‘lfk}zozl (co toan tir
khung S~1 va can trén t6i uu % theo Bo dé 2.1.5) ta thu duge % = ||S_1H.
Dé chitng minh phan con lai, tit S = TT* kéo theo ||S| = |TT*|| = ||T|*.
Cubi ciing, theo Dinh 1y 2.3.3 va Bo deé 2.1.5,

. g 1
757 = 3 {4857 )i < 1

ma 3 1a hing s6 duong nhé nhat co thé nen HTTH2 = 3. O

2mikx

Vi du 2.3.5 taxét co s6 truc chuan {ey,} ., = {e ctia L2 (0,1).

}keZ
Gia st I C [0, 1] la mot khoang con thue sy, |7| < 1. Tu

> [ frew)l? = IIFIP,¥fF € L*(0,1)

keZ
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dang thic dac biet ding cho moi f € L*(I). Vi thé, {eg}cz 1a khung
chat ctia L? (I). Hon nita {ey }1cy, 12 khung thia. Tuy nhien, {eg}.,, doc
lap tuyén tinh.

Vi du 2.3.5 chi ra tinh chat chinh ctia khung: ching c6 thé thita va
doc lap tuyén tinh cung lac. Ly do 1a vi ¢6 sy khac nhau gitta doc lap
tuyen tinh (ttc 1a, doc 1ap ctia moi tap con hitu han) va w- doc lap tuyén
tinh, nhu thao luan trong phan 1.2. Ddi véi cac khung, khai niem ding
clia doc lap tuyén tinh 1a w- doc lap tuyén tinh, ta quay lai quan diem
nay trong phan 3.1.

Nguoi ta hi vong rang cting nhu truong hop hitu han chiéu néu

) 00

span { fr}req = H, thi moi f € H ¢6 mot khai trien f = > ¢ fr v6i céc
k=1

hé s6 nao do {cx}req. Tuy nhién, trong khong gian Hilbert vo han chiéu

diéu nay khong con thoa man.

Vidu 2.3.6 Gia st {e;} ;-1 1a mot co s6 truc chuan ctia # va dinh nghia
fk = e + €k+1, k - N

(i) {fr}re la day di va cye tieu, va day song truc giao duy nhat cta
k k
n6 duge cho béi gy = 3 (=1)" e, néuklalé, va g, = 3 (—=1)", néu
n=1 n=1
k 1& chéan.

(i1) {fx} ey la day Bessel nhung khong la khung.
Dau tién, ta chimg minh rang { fx}r— 1a day Bessel béi danh gia truc
tiép. Cho f € H,

|<f7 ek:> + <f7 ek+1>|2

]

o0
ST e+ )2 =
k=1

ol

IN

=1
2> [(fier)?+ 2> 1(frers)” <A|fIP
ko= k=1

1
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Dé chimg minh ring { £}, la day dit, gid thiét f € H va
[(f,ex +ert1)] = 0,Vk € N.

Khi do (f,er) = — (f,exr1),Vk € N, kéo theo |(f,ex)| 1a hing s0.
Tt S [(F,e)? = [|f]12 < oo, ta két Tuan |(f, ex)| = 0, ¥k vi thé f = 0.
Do ?12,1 {fr}eo la day di. Dé ching minh rang {fi.}7o; la cuc tiéu, gia
thiét nguoc lai, tic 1a, véi j € N nao do,

fj € span{fk}k# = span {e1 + ez, ea+e€3,...,ej_1 + €j,€j41 + €j12,...}

- - 0
= 3span {e1 + ez, e2+€3,...,ej_1 + €j} O Span {ej+k + €j+k+1}k:1 .

Tu fj =e, +ej41 , dan dén
ej € span{er + ez, e +e3,...,ej_1+¢€j}.

Nhung diéu nay khong ding. Do d6 {fi}re 1a cuc tieu. Theo Bo
de 1.4.1, {fr}rey ¢6 mot day song truc giao duy nhat {gx }re, duge xéc
dinh bdi dieu kien

(gk.ex +epr1) =1, (gr,ej +ejr1) = 0,7 # k. (2.11)

Cho k € N | gia st C' := (g, ex) . Khi d6 (2.11) kéo theo
(g, ex+1) = 1 — C va khai quat cho j > k, |(gx, e;)| = |1 — C|. St dung

{e;}r-; la mot day Bessel, suy ra C' = 1, tiic la

{9k, ex) = 1, (g, ej) = 0,7 > k.

St dung lai dieu kién 2 trong (2.11), ta dude (gx, ;) = (—1)F
néu j < k. T day, bicu thic ctia g dude cho ¢ bén trén suy ra tit

o0
gk = Y (gk €j) ;.
i=1
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Dé chiing minh ring {f}re; khong la khung, ta 4p dung dicu kien
khung cho phan ti {gj} , trong hé song tric giao. Chu y rang ||g;|| = /7,

vl vay
(0. ¢]
L, 9
> g )P =1==llg;|>
k=1 J

Do dieu nay ding véi Vj € N ta thay rang {fi}r—; khong théa méan
diéu kien khung dudi.
Vidu trén cho ta thay rang hop ciia cac co sé ctia cac khong gian con ¢

thé khong 13 co s6 hoac 1a khung. That vay, {f (eo—1 + €9) }OO la mot

(0. ¢]
co s6 truc chuan cia span {egp_1 + e€ap }req VA {% (eor + €2k 11)

A mot co 86 truc chuan clia spam {egy, + eap11}rey, nhung hop la he

{\% (ex + ek+1)}oo khong la co s6 hay khung cta

o

1
spam  — (e + —H.
span { \/5 (ek ek—i—l) }k:1

Tham chi n6 khong c6 tinh chat khai trien: mac du {fy}re la day

2 P 0 Ve
du, ton tai f € H ma khong the viét f = > ¢ fr cho bat ky lya chon he
k=1
80 {cptreq - Vidy, lay f =ey.

Khong ton tai mot co s6 nao ctia H chita { fi } 7—; nhu la mot tap con.
Hon nita, ta c¢6 thé ching minh rang {f;.}7; khong thé md rong thanh
mot khung ctia H bang cach thém 1 s6 httu han cac phan tii. Nhung tit
(ii) suy ra néu day {hy} la khung thi {ht} U {fx}re; cing la khung.
Dinh 1y 2.3.7 Loai bo mot vec to f; tw mot khung { fi}r—, ctia H sé
tao ra mot khung khdc hodc mot tap khong day du. Chinh zdc hon:

New (f;, S7Vfj) # 1 th {fi} gy 10 mot khung cia H.

Néu (f;,S71f;) =1 th {fr}rz; la khong day di.
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Chatng minh. Chon bat ky j € N . Bdi sy phan tich khung,

0.9)
fi=> (£, 87 ) f.
k=1
B o
Dat aj, = <fj, S_lfk> vithe fj = > ajfr. RO rang, ta cing c6
k=1
(0.8}
fi = > 6jfx vithé Meénh de 2.3.2 mang lai quan hé sau gitta 6, 1 va ay;:
=y
o
Z .7/6|
k=1
o o 5
=Y el + D o= 05| = o + > lawl +laj — 1P+ Jaxl*
k=1 k=1 k#j k#j

Ta xét ting truong hop a; = 1 va a; # 1. Dau tién, cho a; = 1, tu

cong thitc tren 3 |ag]* = 0, vi vy ma
=y

= (S7Vfj, fr) = 0,Vk # j.

Tt a; = (S7Uf;, fj) = 1, ta bict S71f; # 0. Vi vay, ta tim duge
phan tit khdc khong S~'f; ma truc giao v6i {fi}ps, Vi the {fi}; 1a
khong day du.

Bay gio cho a; # 1, thi f; = Z apfr. Véi bat ky f € H, bat
Y kA
dang thiic Cauchy- Schwarz cho ta:

2

P = e Sl )| € Sl Y S0P

7k — aj k#y k]

k#j
trong do6 C = ’2 Z lag|®. Gia st A ky hieu can khung dudi cta
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AllfII* < Z Il —k; [ F) P+ [ £ < (1+C)l§|<f,fk>!2
j j
Suy ra rang { fi}i2; thoa man diéu kien khung dudi véi can duéi Hic, 1o

rang {fj }y; cing thoa man diéu kien khung trén. O

Chiing minh ctia Dinh 1y 2.3.7 chi ra mot tinh chat tha vi ctia { fi} 7y
va khung déi ngau {S‘lfk}zozl.
Meénh dé 2.3.8 Néu {f.}io, la khung chinh zdc, thy {fi}7o, va
{S_lfk}zc;l la song truc giao va {fi}rq la co sd clia H.
Chiing minh. Gia thiét {fy}re; 1a khung chinh xac va ¢6 dinh j € N. Khi
do {fk}k#j khong 1a khung. Tt Dinh 1y 2.3.7 suy ra rang <fj, S‘lfj> = 1.
Chimg minh ctia Dinh 1y 2.3.7 chi ra rang (fj, S fy) = 6,4, tic la,
{fi}req va {S‘lfk}zozl la song truc giao. Theo khai trien khung, ta co
mdi f € H c6 the duge bicu thi nhu f = ioj <f, S_lfk> fi. Dé chi ra rang
{fi}req 1a co 86, chi can chi ra rang biéf;ldién nay la duy nhat. Nhung

néu f = > by fr vOi cac hé 86 by, ndo do, thi
k=1

(f,S ') = <bej, 1fk> Zb<fj, S ) =
]

Trong Dinh 1y 3.1.1 ta sé chiing minh khung chinh xac thuc sy la mot

co sO Riesz.

2.4 Cac dac trung cua khung

Bay gio ta quay lai dinh nghia khung. Dé kiém tra day {fi}7o, 1a

khung, ta phai xac minh sy ton tai ciia can khung dudi duong A va can
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khung trén hitu han B. Dicu kien khung duéi 1a tieu chuan quan trong

o

nhat dé xac minh: ude luong trén cho S [(f, fx)|* khong t6t sé buoc ta
k=1

can lay mot gia tri 16n hon ctia B so véi yéu cau, nhung udce luong dudi

xau c¢6 the dé dang lam cho khong thé tim mot gia tri ciia A ma co thé
st dung cho moi f € H.

Bay gio ta cho mot dic trung ciia cac khung qua toan ti tong hop.
N6 khong cho bat ky thong tin ndo vé cac can khung.
Dinh 1y 2.4.1 Mot day {fi}r—q trong H la khung cia H khi va chi
khi

o0
T {alils = Yol
k=1
la dnh za duoc dinh nghia tot tw 1?2 (N) len H.

Ching minh. Dau tién, gia st {fi }re; 1a mot khung. Theo Dinh 1y 1.3.3,
T 1a toan tit bi chan duge dinh nghia tot tit 12 (N) vao H, va theo Bo deé
2.1.5(i), toan tit khung S = TT* la toan anh. Do d6 T la toan anh. Dé
ching minh diéu ngugc lai, gid st T 1a toan tu duge dinh nghia tot tir
1? (N) len H. Khi d6 Bo dé 1.3.1 chi ra rang T bi chan va {fi}re 1a day
Bessel. Ky hieu 71 : % — 12 (N) la gia nghich do ctia T. Cho f € H , ta
c6

F=TTf=> (T'f),fx

ma (T7f), ki hicu toa do thit k ctia T7f. Do do :

LAY = 1 01 = '<§j (T*f)kfk,f>

k=1

2

Mg

(Tt S P
k=1

k=1

< TR S 4, S
k=1
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ta két luan rang

s 1
(f, f) P > Kl
2 il

[]

Cho mot day tuy ¥ { fx } p; trong khong gian Hilbert. Khi d6 spam { fi } o4
la mot khong gian Hilbert.
Heé qua 2.4.2 Mot day {fi}r—q trong H la day khung khi va chi khi
todn ti tong hop dude dinh nghia tot trén 12 (N) va c6 mién gid tri
dong.
Hé qua 2.4.3 Doi vdi mot day { fi} e, trong H, dieu sau day zdy ra:

(1) {fx}req la mot day khung khi va chi khi

= o) et (2.12)

la anh za duge dinh nghia tot ti H lén mot khong gian con déng cia
12 (N).

(ii) Néu { fi.}roy la mot day khung, né la mot khung cia H khi va
chi khi anh za (2.12) la don danh.

Chatng minh. Chiing minh (i) stt dung toan tit bi chdn c¢6 mién gia tri
dong khi va chi khi toan tir lien hop ciia n6é c¢6 mién gia tri dong. Dau
tien, gia thiét ring {f. 172 1a mot day khung. Khi d6 toan tit tong hgp
T duge dinh nghia tot va bi chan, va c6 mién gia tri dong. Vi vay T*
duge dinh nghia tét va c6 mien gia tri déng. Dé ching minh diéu ngudc
lai, néu (2.12) dnh xa H vao 1? (N), thi {fx}req 12 mot day Bessel. Do d6
toan tt tong hop T dude dinh nghia t6t va bi chan, ngoai ra, néu mién
gid tri clla anh xa (2.12) 1a doéng, thi diéu nay cting ding cho 7. Do He
qua 2.4.2 thi {fi}r—; la mot day khung.
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Dé chitng minh (ii) ta cha ¥ ring Ry = (Np-)™. Vi vay, néu {f )52,
la mot khung ctia H thi T* 1a don anh. Mat khéac, néu (2.12) xac dinh
mot don anh, thi {fx}ro; la day da trong H, do d6 néu {fx}r— la mot
day khung thi n6 la mot khung ciua H. O

Theo Dinh 1y 2.4.1 cau hoi vé su ton tai ctia can khung trén, dudi duge
thay thé bdi sut nghién ctiu vé chudi vo han: ta can kiém tra i i fr hoi

k=1
tu V{ci}po, € 1?(N) va mdi f € H c6 thé bicu dién theo chudi vo han.

Cac két qua khac duge de cap ¢ day ciing khong bao gom can khung. Bay
gio ta phat biéu mot dac trung ctia khung cho thong tin vé can khung.
Bo dé 2.4.4 Mot day {fr}3>, trong H la mot khung ciia H vdi cdc
can A, B khi va chi khi cdac dieu kién sau thod man:

(i) {fr}rey la day di trong H.

(ii) Toan ti tong hop T dugc dinh nghia tot trén 12 (N) va

xXO o0
A ol < 1T {a i 1P < B el V{ali e NF. (213)
k=1 k=1

Chiing minh. Dinh 1y 1.3.3 cho phan dau tién: diéu kién khung trén véi
can B tuong duong bat dang thiic vé phai trong (2.13) ( ta chi can kiém
tra dicu kien cho {c;}32; € N ). Do d6 gia thiét {fi}re; 1a mot day
Bessel va chting minh sy tuong duong ctia dieu kien khung dudi va bat
dang thtic vé trai trong (2.13) cuing v6i tinh day du.

Dau tién, gia thict {fy}re; thod man dieu kién khung duéi véi can A.
Khi do6 (i) duge thod man. Cha § rang Ry« déng boi Ry dong ( Ry = H
boi vi { fx }req 1a khung). Vi vay

N =Ry = Ry
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T 1a, N gom tat ca day co dang {{f, fi)}rey , f € H. Bay gio cho
feH

oo 2 o0
2) _—
(;(f,fw) = (SELOP < ISAPIAI < 1SF] z; (f. Ji)

Dieu nay kéo theo
A U S S ISFIP = 1T {LF ) bosa )
k=1

nhu mong mudn. Dé chiing minh diéu nguge lai, gia thiét {fx}re 1a day
di va bat dang thic vé trai trong (2.13) duge thod man. Dau tien ta
chitng minh Ry = H. Do span {f}rey C Ry, chi can chiing minh rang
Rr déng. Néu {y,} 1a mot day trong Rr, ta ¢ the tim mot day {z,}
trong N7 sao cho y, = Tz, néu y, hoi tu t6i y € H nao do, thi (2.13)
kéo theo {z,} la mot day Cauchy. Vi vay {x,} hoi tu téi x nao d6. Do
su lien tuc cua T suy ra Tx = y. Vi vay Ry dong va do d6 Ry = H.
Ky hiéu toan tit T 1a toan ti gia nghich déo ciia T, theo Bé dé 1.1.13
va (1.2), ta biét toan tit 71T la phép chiéu truyc giao len Nk, va TTT la
phép chiéu triyce giao len Ry = H. Vi vay, véi bat ky {c 17, € 12 (N) bat
dang thitc (2.13) kéo theo

A|TIT {en}iy ||” < |TTIT {edisy || = IT {a i)™ (214)

) cho HT]LH2 < l Su

Lai theo (1.2), ta c6 Npi = R+, vi thé (2.1
% Nhlﬂlg (T*)'T* 1a phép

2 N 2
dung Bo de 1.1.13, ta ctng ¢ H(T*)T‘ <

chiéu truc giao lén

Ryt = Repry = Npi = Ry = H.
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Vithée VfeH

I71? = ||iTs

2 1 1
< ITP = S D L
k=1

Dieu nay chi ra { f;} 7= thoa man dieu kién khung duéi nhu ta muon.
[]

Nhéc lai co s6 Riesz clia H duge dac trung boi ho {Uer}re, ma
{er}req 1a co so truc chuan ctia H, va U : H — H bi chin, kha nghich.
Ta c6 the cho dic trung tuong tu ciia khung:

Dinh 1y 2.4.5 Gid st {e}}72 la co sd truc chuan tuy 4 ciia H. Khung
ctua H chinh xdc la ho {Uep}rey, ma U : H — H la todn ti bi chan

va la toan dnh.

Chatng minh. Gia st {8 }reyq 1a co 86 chinh tac ciia 12 (N) va {e;}re 1a
mot co s6 trye chuan ctia H. Gid st @ : H — [2(N) la phép dang cu
duge dinh nghia boéi Pep = 6. Néu {fr}re; 1a mot khung, thi toan ti
tong hop T bi chan va la toan anh va T8, = f,. V6i U = TP, ta c6
{fi}ieq = {Uex}ry va U bi chan va la toan anh. Moi ho {Uey } 72, nhu
trén la khung duge suy ra ttt Dinh 1y 2.4.1, mot cach chiitng minh khac,
ta c6 thé chi v rang

S |esven?| = o siP

k=1
va stt dung Bo dé 1.1.7. O

2.5 Khung dbi ngau

Trong Bo dé 2.3.2 ta thay heé s6 khung c6 chuan 2 cuc tiéu trong tat
ca cac day bicu dién mot phan tit f € H qua khung {f}re; da cho. Tuy
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nhién, tinh cye tiéu ciia chuan 2 ctia cac he s6 {cg}oo; trong khai trién

F=> cfe
k=1

khong phai luon 1a mot van dé quan trong, c6 cac trusng hop tiéu chuan
khac thich hop hon. Vi Iy do nay, that tu nhién néu ta tan dung su tu
do trong viéc lua chon cac hé s6 {cg}re; va tim kiém cac kha nang khac
thay cho sit dung cac he s6 khung {(f, S_lfk>}zozl nhu truyen thong .
Thuong thuong ta muoén lam viéc véi cac hé sé phu thuoc lien tuc va
tuyén tinh vao f, theo bicu dién Riesz trong Dinh ly 1.1.8, diéu nay kéo
theo hé s6 thit k trong khai trién ctia f sé c¢6 dang ¢ (f) = (f, gx) voi
gr € H nao d6. Néu {fi}7—; la mot khung thita thi ton tai cac lua chon
cta {gktpey -
Bo dé 2.5.1 Gid thiét {fi.}72 la mot khung thita. Khi d6 ton tai cdc
khung {gi}iey # {S™ i}, ma

(0. 9]

f=> (figr) fr,Vf €H. (2.15)
=1

Chatng minh. Ta chia ra 2 truong hogp, va trude hét gia thiét rang f; = 0
v6i [ € N nao dé. Trong truong hop nay S~ = 0. Gia st
gr = S fi, k # 1 va chon véc to khac 0 tuy v g;, su khai trién khung
chi ra ring (2.15) dang, va {g}i2, # {7 i},

Bay gio ta xét truong hop fi, # 0, Vk € N. Ta sé sit dung mot két qua
da ching minh sau: tit { f} 7 1a thita, ton tai mot day
{er}re, € 1?(N)\ {0} sao cho 0 = ki% i fi

=1

Véi mot 1 nao d6 1 € N ma ¢ # 0 ta 6 the vict fi = 3 == fj.
k£l
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Khi d6 {fi}) la day di trong H, va vi vay la mot khung theo Dinh
[y 2.3.6. Ki hieu khung doi ngau chinh tac ctia n6 bdi {gx};, va dinh
nghia g; = 0, ta tim dugc mot khung {gx}r-; ma (2.15) ding, né khac
v6i doi ngau chinh tac clia {fy}req Vi ST1f; # 0. O

Mot khung {gx}r—; thoa man (2.15) duge goi la khung d6i ngau cta
{ £33 Dé tranh sy nham 1an vé sau, ta cht ¥ hau hét cac két qua trong
luan van lien quan dén doi ngau chinh téac, trong cac truong hop khong c6
st nham 1an xuat hién ta sé chi goi n6 la déi ngau, mac dit cac doi ngau
khac c¢6 thé ton tai.

Bay gio ta tap trung vao mot dac trung ciia moi khung doi ngau
{gr }rey lien két v6i khung {fx ooy da cho. T {fx}rey va {gx }rey duce
gid thiét 14 day Bessel ta c6 thé xét toan tit tong hop, nhu thuong lé ta
ki hiéu todn t1 tong hop clia {fi}req boi T, va ki hiéu toan tit tong hop
cta {gr}req boi U. (2.15) nghia la TU* = I.

Ta bat dau véi mot bo de, cho thay ring vai tro clia {f}re; va
{gr}72 c6 the thay thé nhau va diéu kien khung dudi tu dong thda man
vl cac day Bessel {fr}req, {9k }req néu (2.15) dang.

Bo dé 2.5.2 Gid thiét {f;}72, va {gr}tey la day cdc Bessel trong H.
Khi dé cdc khang dinh sau tuong duong:

(i) =021 {f 0%) e, Vf € H.

(i) [ =2 5oy (s fo) gr VS € H.

(iii) (f,9) = > _pe1 (f> fa) (9r> 9), Y f, g € H.

Trong truong hop céc dieu kién tuong duong thoa man, {fi}re, va

{gr}req 1a cdc khung doi ngau ctia H.

Chitng minh. Dudi dang toan tit tong hop (i) ¢ nghia la TU* = I, diéu

5986 héa béi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



25

nay tuong duong véi

UT* =1 (2.16)
cling chinh 1a si phéat biéu trong (ii). R6 rang rang (i) kéo theo (iii). Dé
ching minh (iii) kéo theo (ii) ta co dinh f € H. Vanhérang >~ 2, (f, fx) gk
duge dinh nghia t6t nhu phan tit trong H boi {fi ey va {gr ey la céc
day Bessel trong H. Bay gio gid dinh trong (iii) chi ra rang

<f -> fk>gk,g> =0,Vg € H.
k=1

Tw do suy ra (ii).

Trong truong hop céac diéu kién tuong duong thoa man, ta cé the viét

oo

IFIP=(F 8 =D (fogw) (oo ).V €H.

k=1
Stt dung bat dang thitec Cauchy- Schwarz va mot trong hai ho { fx} o4
va {gr }rey 1a mot day Bessel, ta thu duge ho kia théa méan dieu kién khung

dudi. O

Khi (2.16) thoa man, ta n6i U la nghich déo trai ctua 7%,
Bo dé 2.5.3 Gid su {fi}7, la mot khung ciia H va {6}, la co
sd truc chuan chinh tdc cia I? (N). Cdc khung doi ngau cia {fi )7,
chinh zdc la ho {gi}rey = {Vér}rey, maV : 1> (N) — H la nghich ddo

trai by chan cua T*.

Chiing minh. Néu V' 1a mot nghich dao trai bi chan ciia 7%, thi V' 1a toan
anh. Dinh 1y 2.4.1 kéo theo {gx}roq := {Vr}req 1a mot khung. Ghi nhé

rang dudi dang ctia {0y }req,

o

T f = {(f, f)¥es = D (fo fa) O

k=1
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vivay, Vf € H
F=VTf =Y (f fr) ok
k=1

tidc 18, {gx} ey 12 mot doi ngau ctia {fx} ey, Dé chiing minh diéu ngugce
lai, gia thiét rang {gx }re 1a mot khung doi ngau ctia { fi }re;. Khi d6 toan
t1 tong hop U ciia {g }re; thoa man cac dicu kien: that vay, {gr}ie; =
{US )72, va theo Bo dé 2.5.2,UT* = 1. O

Bo dé 2.5.4 Gid s {fy}ro, la khung vdi todn tit tong hop T. Todn
tr nghich dao trai, by chan cua T* chinh xdc la cac toan ti co dang
ST +W (I — T*SilT), ma W : [2 (N) = H la mot toan tu bi chan,
I ki hiéu todn ti dong nhat trén I? (N).

Chiing minh. Bang tinh toan truyc tiép ta c6 thé kiem tra rang mot toan
ttt 6 dang da cho 1a mot nghich ddo trai ctia T*. Mat khéc, néu U 1a mot

nghich ddo trai ctia 7%, thi bang cach cho W = U, ta co
STT+W({I-TS7'T)=S'T+U-UT*S™'T =U.
[l

Bay gio ta sin sang cho viéc dac trung tat ca khung doi ngau lien két
v6i khung da cho.
Dinh 1y 2.5.5 Gid st {f.}r—; la mot khung cia H. Cdc khung doi
ngau cia {fr}rey chinh xdc la ho

o0
o0

{gr}rer = S_lfk+hk_z<s_1fknfj>hj (2.17)
J=1 k=1

trong doé {hy}r—q la mot day Bessel trong H.
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Chitng minh. Theo Bo dé 2.5.3 va Bo dé 2.5.4 ta c6 thé dic trung hoa

cac khung d6i ngau nhu moi ho c¢6 dang
{3y = {ST\To + W (I -T*S7'T) .}, (2.18)

trong do W : [? (N) — H la toan tit bi chan, hoac tuong duong mot toan
tit co dang W {c;}7%, = >2%, ¢jhy ma {hy};7 1a mot day Bessel. Bang
cach thay khai trién nay vao W trong (2.18) ta c6

{on}isy = {5 fu+ Wb, — WT*S™'T6,}

o0
= S et b= (ST fi) by
J=1 k=1
L]

Ghi nh6 rang néu { fi } 7= ; 1a mot co s6 Riesz, thi { fx 7o va {S_lfk}zozl
la song truc giao theo Dinh 1y 2.3.1. Vi vay, doc lap chon {h}r24, ta 6

o0

> <S_1fk, fj> hj = hy , nghia la, Dinh Iy 2.5.5 khang dinh déi ngau duy
j=1

nhat 1a {S™!f;},_,, tuong tu nhu Dinh 1y 1.6.3.

2.6 Khung va x&¢ ly tin hiéu

Cac két qua ve khung da duge trinh bay cho dén lic nay dién ra la
cac két qua tritu tuong. Trong muc nhoé nay ta mo ta vai buée phai lam
dé ap dung nhitng két qua tritu tuong vao trong thuc hanh.

Khi thuc hanh trén may tinh, moi s6 thuc phai duge thay thé béi mot
s0 v6i hitu han chit s6 thap phan trude khi xit 1. Dieu nay nghia la trong
thiic hanh ta bicu dién tat ca cac so trén mot khoang(vi du [1, 1+ 10_8})

bang cling mot 86 (trong truong hop nay 1a s6 1). Dieu nay dan dén sy
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khong chinh xac, dugc goi 1a sai s6 lugng tir hoa.

Han ché co ban trong ting dung ctia cac két qua khung la bat ky kiéu
x1t Iy tin hiéu nao phai duge thuyc hién trén day s6 hitu han. Diéu nay kéo
theo bieu dién (2.5) ctia khung phai bi cit bét, ta chi c6 thé tinh toan
mot s6 hitu han cdc he s6 khung, vi du, {(/, S‘lfk>}]kvzl va bieu dién
chinh xac (2.5) phai duge thay thé boi

N

Fo Y (S ) fe

k=1
Tham chi tinh toan cac he s6 khung (f, S~ f;) 6 the noi chung chi
duoc lam v6i sit chinh xac hitu han. Nghia la, két qua ctia mot tinh toan

~ N

sé la

(f.S7 ) + wy (2.19)
v6i mot 161 wy, nao dé (hi vong nho). Tat ca cac kicu truyen hay xit Iy sé
sinh ra them cac 161. Ta noi rang céc he s6 khung (f, S~!f;,) da bi nhiéu
bdi tiéng on wy, .

Tinh thita ctia khung c6 thé giam bét anh hudng ctia tiéng on, so sanh
v6i st dung mot co sé true chuan.

Ta gid thiét rang mudn truyen tin hiéu f tir A dén R bang cach giii céc
he s6 khung {(f, S™ fi) },—,. Visu lugng tif hoa, céc hé s6 s¢ bi nhicu béi
mot tiéng on {wy,}3o; nao do, va R sé nhan duge {(f, S~ /) + wk}zozl,
ta gia thiét {wy}req € 1? (N) . Dau thu R sé coi rang ham dugc truyen 1a

o0

(£S5 fu) +wn) fo = F+ ) _wif
k=1

k=1
hon la f.

Chu v rang R thuc sy cho rang day duge truyen 1a mot day cla céc
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hé s6 khung, tic la, mot day dang {(g, fx)}req VOl g € H nao dé(cu
theé 1n g = S~1f ). Diéu nay c6 thé khong xdy ra véi cac hé s6 trong
(2.19), vi vay 1 cach tu nhién dé bu lai diéu nay bang viéc chiéu chudi
{<f, S_lfk> + Wk}zozl lén mieén gia tri clia toan tit T bdi toan tit Q trong
Menh dé 2.2.5. Két qua 1a

Q{(f, 5 ey +wihy = {57 i)yl + Qu

vl w = {wg}req. Dua trén su thay ddi nay, R sé khoi phuc lai tin hicu

dugce truyen nhu

oo

(Qu)y fr-

]2

((F,57 ) + (Qu)y) fe=f+

k=1 k=1
Gia thiét rang sai s6 lugng t1t hoa 1a nhiéu trang (1a hién thyc), nang
lugng ctia né duge do bdi gid tri trung binh ctia bién ngau nhién ]w\z,
duge ki hicu béi Elw|?. Néu ta tang sy du thita ciia khung, duge do béi
can khung dudi 16n hon thi sé lam giam nang luong ciia cac hé s6 trong
tiéng on.
Meénh dé 2.6.1 Gid thiét ring khung { fy}72, gom cdc véc to cé chuan
bang 1. Xét sai so wy, trong (2.19) nhu nhiéu trang, va gid thiét rang
w = {wgtreq €6 trung binh la 0, Ew = 0. Khi doé

1
EIQuf? < S Elwl?

Két qua nay cho thay lam tang su du thita ctia khung dé hon lam
tang do chinh xéc cta luong tit hoa.

Céc sai 86 lugng it hoa va tiéng on trong qué trinh truyen chi 1a mot
val trd ngai lam cho khung bude vao cuoe song thuc(xem [4],[5]). Phu

thuoc vao khong gian Hilbert H c6 thé c6 nhitng phtic tap bo sung. Trong
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nhicu truong hgp H sé 1a mot khong gian ham nhu L? (R), va tham chi
khong gian con hitu han chieu khong thé xit Iy mot cach truc tiép : can
mot bude roi rac héa dé chuyen sang mot khong gian day hitu han chicu
nhu C". Diéu nay cho thay su quan trong ctia ma tran Gram mot cach
ro rang hon: trong khi toan ti khung S = TT* 1a anh xa tit H vao chinh
no, ma tran Gram 77 1 mot toan tif trén khong gian day 12 (N) | tic
1a, bude duy nhat can lam la cat bét. Véi 1y do nay, viée tao ra nhiing
thuat toan lien quan dén khung thong qua ma tran Gram c6 uu thé hon

la toan tif khung, néu kha di.
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Chuong 3

Khung va co sé Riesz

3.1 Cac dieu kién dé khung trd thanh co sé Riesz

Nhéc lai tit Bo dé 1.2.3 vé w- doc lap va cuc tiéu la hai khai niem
khac nhau. Bay gio ta cho vai diéu kién tuong duong dé mot khung tré
thanh mot co sé Riesz, dac biét, ta ching minh rang mot khung w- doc
lap tuong duong véi cuc ticu.

Dinh 1y 3.1.1 Gid st { f}7° la khung ciia H. Khi dé cdc khiang dinh
sau la tuong duong:

(1) {fi}req la co sd Riesz cia H.

(11) {fx}req la khung chinh zdc.

(iii) { fu}oy la cuc tiéu.

(1) {fr}rey €0 mot day song truc giao.

(v) {fr}rey va {S_lfk}zozl la song truc giao.

(vi) {fr}req la w- doc lap.

0

(vii) Néu > cpfr = 0 vdi {c )72 € 12 (N) nao dé thi
k=1
c. = 0,Vk € N.

(viii) { fi} 1oy 1@ mot co sd.
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Ching minh. (i) = (i1) mot co sé Riesz {fx}r—q 1& mot khung chinh
xac: néu phan ti tuy ¥ bi loai bo, con lai ho khong day du, va vi vay
khong la mot khung.

(i) = (v) Day 1a Meénh dé 2.3.7.

(v) = (iv) la 16 rang, va (iv) = (ii7) dugce chiing minh trong Bo dé
1.4.1 (0).

(iii) = (ii) Gia thiét rang {fi}rey 1a cuc ticu. Khi d6, cho tuy ¥
j € N, ho {fi}; la khong day di trong H, va do d6 khong la mot
khung trong H.

(43) = (i) Néu {fx}req & mot khung chinh xéc, né 1a mot co s6 theo
Menh dé 2.3.7. Gia stt nhu thuong 16 {6, }7°; 1a co s6 chinh tic ctia 1 (N).
Toan tit tong hop T : 12 (N) — H lien két v6i {fx}oeq 1a bi chan va toan
anh bdi Dinh 1§ 2.4.1, vi TS = ., dé chi ra ring {f}72; 1a co s6 Riesz,
chi can chimg minh rang 7' 1a kha nghich, va dieu nay suy ra tit {fi} o,
1a mot co s6.

(i) = (vi) Gid thiét ring {1}, o mot co 56 Riesz v 3 cpfy = 0
vi day s6 {cp}re; da cho. Khi do {c;}72, € *(N). Ki hiéku_lcan Riesz
dudi bdi A thi

o (0. @] 2
AN e <D enfi|| =0.
e P

Khi d6 ¢ = 0,VE.

(vi) = (vii) 1a hién nhién.

(vii) = (i) Gia thiét (vii) ddm bao rang toan tit tong hop T' la don
anh, va T ciing la toan anh vi {fx}re 1a khung. Tu 76 = fx, Vk két qua
kéo tir dinh nghia vé co s6 Riesz.

(i) = (viii) = (iv) la hién nhien. O
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Cha ¢ su khac nhau nhe gitta dieu kién (vi) va (vii) trong Dinh 1y
3.1.1. Mot su khac nhau gitta khung va co sé Riesz la v6i mot co sé Riesz
{fx}pey, chuoi i ¢ fr chi hoi tu véi {c}72, € 1?(N), v6i khung tong
quat chubi ¢o t}]iglhéi tu voi he s0 {c}7e ¢ 12(N). Tuy nhiéen, dé kiém
tra mot khung 1a w- doc lap, ta chi can day 2.

w- doc lap 1a diéu kien manh hon doc lap tuyén tinh. Dé minh hoa
cho quan diém nay, ta chiing minh mot dac trung nita cia cac co sé Riesz.
Két qua sé so sanh sy tuong duong ciia (i) va (vi) trong Dinh 1y 3.1.1.
Meénh dé 3.1.2 Gid st {fi}ro la khung cia H, n € N, gid st Ay, ki
hieu can khung dudi toi wu cho day khung { fy}r—,. Khi dé cdc khdang
dinh sau tuong duong:

(1) {fx}req la mot co so Riesz ciia H.

(ii) { fx}neq la doc lap tuyén tinh va r?ellg A, > 0.

(iii) { fx} oy la doc lap tuyén tinh va ton tai lim A, > 0.

n—00
Chiing minh. Dé chiing minh (i) = (44) ta chil ¥ rang co sé bat ky 1a doc
lap tuyén tinh. Gia thiét {fx}7—; 1a mot co s6 Riesz, v6i can Riesz dudi 1a
A. Khi d6 m6i ho con {fx};_; 1& mot day Riesz, va A, cing la can Riesz
t6i utu bai Dinh 1y 2.3.1, khi d6 A < A,,¥n € N va ta c6 (ii). Dé ching
minh (74) = (i), gia thiét rang (ii) thoa man. Khi d6, v6i mdi n € N,
{fi}r—y 1a mot co s6 (Riesz) cho bao tuyén tinh ctia n6 véi can khung
dudi A := 1};611{] A,,. Gid st B ki hiéu la mot can khung trén { fy} o, Dinh

Iy 1.3.3 chi ra rang

n
AY el <
b1

v6i moi day so {cg}y_;- Theo Dinh 1y 1.6.6 ta két luan { fi} 7= 1a mot co

2

<BY ol 1)
k=1

n

> crtr

k=1
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s6 Riesz cia H. (i7) < (iii) kéo theo tu su kien la khi {fx}7-; doc lap
tuyén tinh, day ciia cac can khung t6i uu A,,n € N 1a bang véi day cla

can dudi toi uu cua co s6 (Riesz) 1a day giam bdi dinh nghia. B

3.2 Cac khung chita co s& Riesz

Mot cach tryc giac, ta nghi vé mot khung nhu dang “co sé thira”, vi
thé mot cau hoi tu nhien 1a: cho khung {fx} oo, liéu c6 thé lay ra mot co
56 { fi}pes, J C Nt {fi}rey khong, tic la {fz}7—; ¢6 bao ham mot co
s6 nhu mot tap con khong?

RO rang, cau tra 161 phu thuoc vao loai co sd ta quan tam. Trong phan
nay, ta sé tim dicu kién di dé mot khung bao ham co s6 Riesz. Trong phan
tiép theo ta xay dung mot khung bao gom cac véc to c6 chuan bang 1 ma
tham chi khong bao ham co sé Schauder.

Bo dé 3.2.1 Gid st {c;}7>, la mot day cdc s6 khong am ma

oo

> ¢, < o0o. Gid thiet rang {Jn},en 1@ mot ho cia cac tap con cia N
k=1

sao cho

(Z) J12DJ D J3D ...

(ii) Ton taic >0 sao choc< > ¢, VneN. Khidéc< > ¢.
ked, kend,

Chiing minh. Dinh nghia mot do do duong p trén o - dai s6 clia cac tap
con cia N béi p(S) = > ¢
keS
Theo Bo dé 1.1.3

p(Jp) = ch — u(NJdy) = Z ¢ khi n — oo
keJ, kend,

va két qua kéo theo. O
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Dinh nghia 3.2.2 Gid st {fx}r—, la mot khung cho H. Ta néi rang
{fi}rey la mot khung Riesz néu moi ho con cia {fi}rey la mot khung
cho bao tuyén tinh déng ciia né vdi cac can khung déu A, B.

Muc dich ciia ta chi ra rang moi khung Riesz chita co s6 Riesz. Chiing
minh dua trén Bo dé cia Zorn:
B6 dé 3.2.3 Gid st M la mot tap c6 thit tu. Néu mdi tap con cé thi
tw toan phan cia M cé cin trén trong M, thi M c6 it nhat mot phan
te cuc dai.
Dinh ly 3.2.4 Moi khung Riesz chita mot co sd Riesz.

Chitng minh. Dé thuan tién ta st dung tap chi s6 N. Gid st {fi.}72; 1a
mot khung Riesz, va gia st A la can dudi chung ctia moi khung con. Xét

tap hop
M = {{fk}kgu CN, va Al < ST HF S VS € H} . (32
keJ

M khong rong. Dinh nghia mot tht ty trén M:

{Uktkes < {Afktpex & K CJ.

Bay gio xét mot ho sap thit tu toan phan ctia cac phan tit {fr},c; €
M, n trong tap chi s6 I nao d6. Ho nhu thé c6 can trén {fy},cq; , ma
van la mot phan ti cia M. Dé nhin thay diéu nay ta can chtng minh

AlIFIP <Y IF fo)l Vf € H. (33)

ked,

Trong truong hop tap chi s6 I 1a dém duge, (3.3) kéo theo tit Bo dé
3.2.1. V6i mot tap chi s6 khong dém duge thi két qua van dung.Vi thé
theo Bo dé 3.2.3 clia Zorn, M c6 mot phan tit cuc dai {fy},c. Bay gio
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ta chi ra rang { fi },c; 12 mot co s6 Riesz. Ro rang { fx } s la mot khung,
v1 thé theo Dinh 1y 3.1.1 chi can chi ra rang { fi },.c; 1 w- doc lap. Nhung
néu khong, ta c6 thé tim mot phan ti f,,n € J sao cho {fetbes—mm
van day di, va vi vay 1a mot khung ciia H theo Dinh 1y 2.3.7. Nghia 13,

{fi}hes—gny € M mau thuan véi su cuc dai cua {fi e - ]

Qua viec ap dung lap lai Dinh 1y 3.2.4 ¢6 thé chi ra rang moi khung

Riesz 1& hgp clia s6 hitu han cac day Riesz.

3.3 Su ton tai cia khung khéng chia co sé

Tham chi néu {fx}r—; khong la mot khung Riesz, ching minh cta
Dinh 1y 3.2.4 chi ra rang tap M trong (3.2) sé chita phan tit cuc dai véi
mdi can khung dudéi A. Tuy nhién, phan tit nay khong nhat thiét 13 mot
co 86 Riesz. Vi duy, gid st {e}re; 1a co 86 truc chuan va xét khung tir Vi
du2.14

1
€2, €2, €3, €3, €3, ...
V2OV BV VB

Khong quan trong A dugce chon nho miic nao, tap M khong chita co

{fk}z;::{el, L, Loy Lo } (3.4)

s0 Riesz v6i khung nay. That vay, véi bat ky e > 0 va {fi }re; € M, dicu
kién
ellFIP < D I PV e

keJ

suy ra \/Lﬁen xuat hién nhiéu hon mot lan trong { f; },c; voi nhing gia tri

n 16n. Vi vay M khong chita mot tap con w- doc lap. Thuc ra {fi}r_q
- . oo
khong chita co s6 Riesz nao ca. Ung ctt vien duy nhat sé 1a {\/L%ek}k )
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day la mot co s6 Schauder nhung khong 1a co s6 Riesz.

Bay gio ta chi ra rang tham chi c6 thé xay dung mot khung bao gom
cac véc to ¢o chuan bi chan dudi, nhung khong chita mot co sé Schauder,
dac biet, n6 khong chita co s6 Riesz. N6 phitc tap hon (3.4) va ta can mot
vai chuan bi truée khi ching minh.

Bo dé 3.3.1 Gid st {ex}}_, la mot co s truc chuan ciia khong gian
Hilbert hitu han chiéu H,,. Dinh nghia

n

1
fr=-er — E;e‘j’k =1,2,..n
n
Va4 fry1 = \/Lﬁ Z:lej-

Khi do : ’

(i) {fk}zg la khung chat ché ciua H, vdi can khung A = 1.

(1) Gid thiét rang n > 2 va {fy,};o; la tap con bat ky cia {(fi}i
ma spand fi, },e; = Hn. Khi d6, vdi 1 thi tu tuy 3 cia cdac phan ti,
{fk,};ic; €0 hang so co sd ldn hon hodc bang Wn—2.

Bay gio ta ching minh su ton tai ctia khung chit ma chuan bi chin
dudi va khong ho con nao 1a mot co sé Schauder. Y nghia chinh xéc clia
diéu nay la khong phu thuoc vao cach mot tap con clia khung duge sap
thi tu thi né van khong la mot co s6.

Dinh 1y 3.3.2 Trong mdoi khong gian Hilbert vo han chiéu kha li H,
ton tai mot khung chat ma chuan bi chan dudi va khong chita mot co

sd Schauder cua H.

Chiing minh. Do moi khong gian Hilbert vo han chiéu kha li 1a dang cu
vdi nhau, chi can xay dung mot vi du trong mot khong gian Hilbert dic

biet. Gid st {e }req 1& mot co sd truc chuan ctia mot khong gian Hilbert
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K va dinh nghia mot tap vo han cac khong gian véc to hitu han chiéu bdi

H1 = span {e1},Ha = span {e2, e3} va tong quat

o0
Xét tong truc tiép H = <Z @’Hn> nhu dinh nghia trong (1.1).
l2

n=1

Trong moi khong gian H,, ta xay dung day { f,?}Z: nhu trong Bo dé

3.3.1, bat dau véi co s6 truc chuan

n
€ (n—1)n € (n—1)n ceey E(n—1)n } — {e(nl)n } .
{ 7 U ; t2777 2 TN s TR f =1

Dac biét, chon € N

n — J—

n
i = =3¢
j:

+1 ~ ~ - ? P ~
> la mot khung chat cua H véi can

Bay ¢io ta chi ra rang {fk
khung A = 1. Viét ¢ € H nhu g = (91,92, ), Gn € Hp.

Ta dong nhat cac phan t1t trong khong gian H,, véi ban sao cia ching
trong H, tuc la, ta khong phan biét gita f € H, va day trong H c6 f &

vi tri thit n va 0 6 cac vi tri khac. Cho n € N ro rang la

<g7f£>7—[ = <gn7f]:;l>7-[n>k - 17"'7n+ L.

Bay gio tit Bo dé 3.3.1 suy ra

oo n+l oo n+l
D> g il ZZ (gn: Filhn legn 2 =gl
n=1 k=1 n=1 k=1
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n+1,00

Nghia la, {f,? ] e
Chuyrangn >2,1<k<n

1 1
n _
1 = (1= 1) oo = 23 e

) 13 mot khung chat ctia H nhu da khang dinh.

trong khi fi = 0 va Hf;}“” = 1,¥n € N. Loai bo f{ ta thu dugc mot

khung chit v6i chuan bi chan dudi.
n+1,00
k=1n=1’

duge sap thit tu theo mot cach tuy §. Hang s6 ¢o s6 cta {h }req boi dinh

Bay gio gia st {h } o 1a tap con sinh bat ky ctia khung {f,:,Z

nghia 16n hon hodc bang hang s6 co s ctia day con bat ky ctia {hy}re ;.
Bay gio, cho n > 2 bét ky, ton tai N € N sao cho {hy}s_, chita mot day
con ma bao tuyén tinh bang H,,, dieu nay kéo theo tit xay dung dic biét
clia H nhu mot tong truc giao ciia cac khong gian H,, va su lua chon clia
khung {f7'}7, > Theo B6 dé 3.3.1 (ii) diéu nay kéo theo hing s co
s6 ctia {hy o, it ra 1 bing 1V/n =2, titn > 2 la tuy ¥ kéo theo hing s6
co 86 cta {hgtreq la vo han. Vi vay, theo Dinh 1y 1.2.4, {h;}72; khong

la mot co s Schauder cua H. N
Ta chit ¥ mot khung c6 chan bi chan dudi thoa man bat dang thiic
0 <inf|lfill < Sup [ fell < oo

Do do6 ta c6 su thay doi nho ciia Dinh 1y 3.3.2.
Hé qua 3.3.3 Trong moi khong gian Hilbert vo han chiéu khd li ton

tai mot khung chuan khong chia co sé Schauder.
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Két luan

Luan van da trinh bay mot cach c6 hé thong cac khai niém co sd
trong khong gian Banach tong quat, co sd tryc chuan va co s6 Riesz trong
khong gian Hilbert cuing cac tinh chat ctia chung, dong thoi ciing phan
tich mot vai han ché clia co s6.

Luan vin da trinh bay tong quan vé ly thuyét khung trong khong gian
Hilbert, dong thoi néu ting dung ctia khung trong xit 1y tin hiéu.

Luan van da trinh bay mot s6 moi lien he gitta khung va co sé Riesz.
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