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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 

Hàm Green đa phức đóng một vai trò rất quan trọng trong lý thuyết thế 

vị phức, nó đã được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước quan tâm nghiên 

cứu như: Siciak, Zaharjuta, Lelong, Klimek, Zeriahi, Dan Coman,...và đạt 

được nhiều kết quả sâu sắc về hàm Green đa phức và xấp xỉ các hàm chỉnh 

hình. Đó là sự tổng quát hoá kết quả của Siciak - Zaharjuta trong n£  và trong 

trường hợp đại số. Một số kết quả về hàm Green đa phức với cực logarit trên 

đa tạp siêu lồi, đó là sự tổng quát hoá của hàm Green đa phức với cực hữu 

hạn, đã được nghiên cứu bởi Lelong, Klimek, Demailly, Zaharjuta, E. Amar, 

P.J. Thomas, Dan Coman,... 

Tuy nhiên những cấu trúc của hàm Green đa phức với nhiều cực vẫn 

còn được biết rất ít. Ở đây chúng tôi chọn đề tài ”Tính chính qui của hàm 

Green đa phức với nhiều cực”. Cụ thể, chúng tôi sẽ nghiên cứu tính 

1,1C - chính qui của hàm Green đa phức với một cực, từ đó nghiên cứu tính 

chính qui của hàm Green đa phức với nhiều cực. Đề tài có tính thời sự, đã và 

đang được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước quan tâm nghiên cứu. 

2. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu 

2.1. Mục đích nghiên cứu 

Mục đích chính của luận văn là trình bày một số kết quả trong việc 

nghiên cứu tính chính qui của hàm Green đa phức với một cực và nhiều cực. 

2.2. Nhiệm vụ nghiên cứu 

 Luận văn tập trung vào các nhiệm vụ chính sau đây: 

- Trình bày tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính chất của hàm 

đa điều hoà dưới, hàm đa điều hoà dưới cực đại, hàm cực trị tương đối, tính  

1,1C - chính qui của hàm Green đa phức với một cực. 
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- Trình bày một số kết quả của Z. Blocki năm 2001 về tính chính quy 

của hàm Green đa phức với nhiều cực. 

3. Phƣơng pháp nghiên cứu 

- Sử dụng các phương pháp của giải tích phức kết hợp với các phương 

pháp của lý thuyết đa thế vị phức. 

- Sử dụng phương pháp và kết quả của Zbigniew Blocki. 

4. Bố cục của luận văn 

Nội dung luận văn gồm 37 trang, trong đó có phần mở đầu, hai chương 

nội dung, phần kết luận và danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Trình bày tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính 

chất của hàm đa điều hoà dưới, hàm đa điều hoà dưới cực đại, hàm cực trị 

tương đối, tính 1,1C - chính qui của hàm Green đa phức với một cực. 

Chương 2 và phần 1.4 của chương 1 là nội dung chính của luận văn, 

trình bày các kết quả nghiên cứu về tính chính quy của hàm Green đa phức 

với nhiều cực. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được.  
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Chƣơng 1 

TÍNH 
1 1,

C -  CHÍNH QUY  

CỦA HÀM GREEN ĐA PHỨC VỚI MỘT CỰC 

1.1. Hàm đa điều hoà dƣới 

1.1.1. Định nghĩa. Cho W là một tập con mở của n£  và [ ): ,u W® - ¥ ¥  là 

một hàm nửa liên tục trên và không trùng với - ¥  trên bất kỳ thành phần 

liên thông nào của W. Hàm u  được gọi là đa điều hoà dưới nếu với mỗi 

a Î W và nb Î £ , hàm ( )u a bl l+a  là điều hoà dưới hoặc trùng - ¥  trên 

mỗi thành phần liên thông của tập hợp { }: a bl lÎ + Î W£ . Trong trường 

hợp đó, ta viết ( )u Î WPSH  (ở đây ( )WPSH  là lớp các hàm đa điều hoà dưới 

trong W). 

Tính đa điều hoà dưới có thể được đặc trưng dưới dạng đạo hàm suy rộng 

(hay theo nghĩa phân bố). 

Nhắc lại, nếu 2( ), , nu a bÎ W Î W ÎC £  thì 
0

4 ( ) , ( ( )u a b b u a b
l l

l
=

= D +L .  

Ta có định lý sau: 

1.1.2. Định lý. Giả sử nWÐ £
 
là tập mở và ( )u Î WPSH . Khi đó với mọi 

1( ,..., ) n

nb b b= Î £  ta có 

2

, 1

0
n

j k
kj k j

u
b b

z z=

¶
³

¶ ¶
å  

tại mọi z Î W theo nghĩa suy rộng, tức là với mọi hàm không âm 0 ( )Cj ¥Î W    

( ) ( ) , ( ) 0u z z b b d zj l

W

á ð ³ò L  

Ngược lại, nếu 
1 ( )locv LÎ W  sao cho với mọi z Î W, mọi 1( ,..., ) n

nb b b= Î £  

               
2

, 1

0
n

kj
kj k j

v
b b

z z=

¶
³

¶ ¶
å                                       (1.1)   
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theo nghĩa suy rộng thì hàm 
0

lim( )u v e
e

c
®

= *  là hàm đa điều hoà dưới trong 

W và bằng v  hầu khắp nơi trong W. 

Chứng minh. Cho ( )u Î WPSH  và u ue ec= *  với 0e > . Lấy một hàm 

không âm 0 ( )Cj ¥Î W  và một véctơ 1( ,..., ) n

nb b b= Î £ . Định lý hội tụ chặn 

Lebesgue kết hợp với tích phân từng phần suy ra  

( )u z

W

ò  ( ) ,z b bjL  ( )d zl =  
0

lim
e®

( )u ze

W

ò  ( ) ,z b bjL  ( )d zl   

                                              
0

lim
e®

=

W

áò ( ) ,u z b b
e

ðL ( )zj ( )d zl  0. 

Phần đầu tiên của định lý được chứng minh.  

Giả sử 1 ( )locv LÎ W  và (1.1) được thoả mãn. Đặt v ve ec= *  với 0e > . Khi 

đó 0vD ³  trong W, theo nghĩa suy rộng. Theo Định lý 2.5.8 [13], tồn tại duy 

nhất hàm điều hoà dưới u  trên W trùng với v  hầu khắp nơi và 
0

limu ve
e®

= . 

Định lý Fubini và (1.1) suy ra  

W

ò ( ) ,v z b b
e

L ( )zj ( )d zl  0, 

với mọi nb Î £ , 0 ( )C ej ¥Î W , 0j ³ . Bởi vậy ( ) , 0v z b b
e

³L , với mọi 

z eÎ W , nb Î £ , và do đó ( )v Î WPSH
e e

. Khi 
1 2

v ve e<  nếu 
1 2e e< , thì hàm 

giới hạn u  là đa điều hoà dưới. 

1.1.3. Định lý.  Cho W là một tập con mở trong n£ . Khi đó 

( )i  Họ ( )WPSH  là nón lồi, tức là nếu ,a b  là các số không âm và 

, ( )u v Î WPSH ,  thì  ( )u v+ Î WPSHa b . 

( )ii  Nếu W là liên thông và { } ( )
j j

u
Î

Ð WPSH
¥

 là dãy giảm, thì 

lim ( )
jj

u u
® ¥

= Î WPSH  hoặc u º - ¥ . 
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( )iii  Nếu :u W® ¡ , và nếu { } ( )
j j

u
Î

Ð WPSH
¥

 hội tụ đều tới u  trên các 

tập con compact của W, thì ( )u Î WPSH . 

( )iv  Giả sử { } ( )
A

u
Î
Ð WPSH

a a
 sao cho bao trên của nó sup

A

u ua
a Î

=  là bị 

chặn trên địa phương. Khi đó hàm chính qui nửa liên tục trên *u  là đa điều 

hoà dưới trong W. 

1.1.4. Hệ quả. Cho W là một tập mở trong n£  và w  là một tập con mở thực sự, 

khác rỗng của W. Nếu ( )u Î WPSH , ( )v Î PSH w , và lim sup ( ) ( )
x y

v x u y
®

£  với 

mỗi y wÎ ¶ ÇW, thì hàm  

{ }max ,

\

u v trong

u trong

w
w

w

ìïïï= í
ï Wïïî

 

là hàm đa điều hoà dưới trong W. 

1.1.5. Định lý.  Cho W là một tập con mở của n£ . 

( )i  Cho ,u v  là các hàm đa điều hoà trong W và 0v > . Nếu :f ®¡ ¡  là 

lồi, thì ( / )v u vf  là đa điều hoà dưới trong W. 

( )ii  Cho ( )u Î WPSH , ( )v Î WPSH , và 0v >  trong W. Nếu :f ®¡ ¡  là 

lồi và tăng dần, thì ( / )v u vf là đa điều hoà dưới trong W.  

( )iii  Cho , ( )u v- Î WPSH , 0u ³  trong W, và 0v >  trong W. Nếu 

[ ) [ ): 0, 0,f ¥ ® ¥  là lồi và (0) 0f = , thì ( / ) ( )v u v Î WPSHf . 

1.1.6. Định lý.  Cho W là một tập con mở của n£  và { }: ( )F z v z= Î W = - ¥  

là một tập con đóng của W ở đây ( )v Î WPSH . Nếu ( \ )u FÎ WPSH  là bị 

chặn trên, thì hàm u  xác định bởi  

( ) ( \ )

( ) lim sup ( ) ( )
y z
y F

u z z F

u z u y z F
®
Ï

ìï Î Wïïï= í Î
ïïïïî
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là hàm đa điều hoà dưới trong W. Nếu u  là đa điều hoà và bị chặn trong \ FW , 

thì u  là đa điều hoà trong W. Nếu W là liên thông, thì \ FW cũng liên thông. 

1.2. Hàm đa điều hoà dƣới cực đại 

1.2.1. Định nghĩa. Cho W là một tập con mở của n£  và :u W® ¡  là hàm 

đa điều hoà dưới.  Ta nói rằng u  là hàm đa điều hoà dưới cực đại trong W nếu 

với mỗi tập con mở compact tương đối G của W và với mỗi hàm v  nửa liên tục 

trên trên G  sao cho ( )v GÎ PSH  và v u£  trên G¶  thì v u£  trong G. 

 Sau đây ta sẽ xem xét một số tính chất tương đương của tính cực đại. 

1.2.2. Mệnh đề.  Cho nWÐ £  là mở và :u W® ¡  là hàm đa điều hoà dưới. 

Khi đó các khẳng định sau là tương đương: 

( )i  Với mỗi tập con mở compact tương đối G  của W và mỗi hàm ( )v GÎ PSH , 

nếu lim sup( ( ) ( )) 0
z

u z v z
x®

- ³  với mọi Gx Î ¶  thì u v³  trong G ; 

( )ii  Nếu ( )v Î WPSH  và với 0e >  tồn tại một tập compact K Ð W  sao cho 

u v e- ³ -  trong \ KW  thì u v³  trong W; 

( )iii  Nếu ( )v Î WPSH , G là tập con mở compact tương đối của W và u v³  

trên G¶  thì u v³  trong G; 

( )iv  Nếu ( )v Î WPSH , G là tập con mở compact tương đối của W, và với 

mỗi Gx Î ¶ , lim inf( ( ) ( )) 0
z

u z v z
x®

- ³  thì u v³  trong G; 

( )v  u  là hàm đa điều hoà dưới cực đại. 

Chứng minh. ( ) ( )i iiÞ : Cho v  là một hàm đa điều hoà dưới có tính chất: với 

mỗi 0e >  tồn tại một tập compact K Ð W sao cho u v e- ³ -  trong \ KW . 

Giả sử rằng ( ) ( ) 0u a v a h- = <  tại một điểm a Î W. Bao đóng của tập hợp 

{ }: ( ) ( )
2

E z u z v z
h

= Î W < +  

là tập con compact của W. Bởi vậy có thể tìm được tập mở G  chứa E  và 
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compact tương đối trong G . Theo ( )i  ta có 
2

u v
h

³ +  trong G , điều đó mâu 

thuẫn với .a EÎ  Phần còn lại được suy ra từ khẳng định:  

hàm                             
{ }max ( ), ( ) ( )

( )
( ) ( \ )

u z v z z G
z

u z z G
w

ì Îïïï= í
ï Î Wïïî

 

là đa điều hoà dưới trong W theo các giả thiết ( )iii , ( )iv , ( )v  và ( )i . 

1.3. Hàm cực trị tƣơng đối 

1.3.1. Định nghĩa. Giả sử W là một tập con mở của n£  và E  là tập con của 

W. Hàm cực trị tương đối của E  đối với W được định nghĩa là : 

{ }, ( ) sup ( ) : ( ), 1, 0EEu z v z v v v WW = Î W £ - £PSH   (z Î W). 

Hàm *

,Eu W là đa điều hoà dưới trong W.  

Xét trường hợp đặc biệt khi E  là đóng trong W. Ta sẽ chứng minh ,Eu W trùng 

với hàm Perron - Bremermann \ , EE cy W -  (ở đây 
Ec  là hàm đặc trưng của E). 

Thực vậy, giả sử ( \ )u EÎ WPSH  âm sao cho: 

\

lim sup ( ) 1
z

z E

u z
w®

Î W

£ -   với  mỗi  Ew Î ¶ ÇW. 

Khi đó hàm 

{ }

1 ( )
( )

max 1, ( \ )

z E
v z

u z E

ì - Îïïï= í
ï - Î Wïïî

 

âm và nửa liên tục trên trong W. Hơn nữa, nó là hàm đa điều hoà dưới trong 

W do Định lý 1.2.2 [13]. Như vậy ,Eu v u W£ £  trong \ EW .  

Từ đó \ , ,EE Eucy W - W£  trong \ EW . Bất đẳng thức ngược lại là hiển nhiên. 

 Bây giờ chúng ta sẽ trình bày một vài tính chất cơ bản của hàm cực trị 

tương đối.  

1.3.2. Mệnh đề.  Nếu 1 2 1 2E EÐ Ð W Ð W  thì 
1 1 2 1 2 2, , ,E E Eu u uW W W³ ³  
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1.3.3. Mệnh đề. Nếu W là miền siêu lồi và E  là một tập con compact tương 

đối của W, thì với mỗi w Î ¶W bất kỳ ta có 

    
,

lim ( ) 0
Ez

u z
w W®

= . 

Chứng minh.  Nếu   0  là một hàm vét cạn đối với W, thì với số 0M >  

nào đó, 1M r < -  trên E . Như vậy ,EM ur W£  trong W. Rõ ràng, 

lim ( ) 0
z

z
w

r
®

=  và mệnh đề được chứng minh. 

1.3.4. Mệnh đề. Nếu nWÐ £  là miền siêu lồi và K Ð W là một tập compact 

sao cho *

, 1K K
u W = -  thì ,Ku W là hàm liên tục. 

Chứng minh. Lấy ,Eu u W=  và ký hiệu F  ( )WPSH  là họ các hàm u . Giả sử 

  là hàm xác định của W sao cho 1    trên K. Khi đó ur £  trong W. Chỉ 

cần chứng minh rằng với mỗi (0,1)e Î  tồn tại ( )v CÎ W Ç  F. Sao cho 

u v ue- £ £  trong W. Thật vậy, lấy (0,1)e Î  Þ  tồn tại 0h >  sao cho 

u e r- <  trong \ hW W  và K hÐ W ,  trong đó 

{ }: ( , )z dist zh hW = Î W ¶W > . 

Theo định lý xấp xỉ chính đối với các hàm đa điều hoà dưới và định lý Dini        

(Royden 1963), có thể tìm được 0s >  sao cho u dc e r* - <  trên ¶W và  

1u dc e* - < -  trên K . Đặt  

{ }

\

max ,

trong
v

u trong

h

e

d h

r

c e r

ì W Wïïï= í
ï * - Wïïî

. 

Khi đó ve  C( ) ∩ F  và như vậy   

{ }max ,u u v uee e r- £ - £ £  

tại mỗi điểm trong W. 

1.3.5. Mệnh đề.  Cho nWÐ £
 
là tập mở liên thông, và E Ð W. Khi đó các 
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điều kiện sau tương đương:   

( )i   *

,
0

E
u

W
º ;  

( )ii   Tồn tại hàm ( )v Î WPSH  âm sao cho { }: ( )E z v zÐ Î W = - ¥  

Chứng minh. ( ) ( )ii iÞ  là hiển nhiên. Thật vậy, nếu v  như ở trên ( )ii , thì 

,E
v ue

W
£  với mọi 0e > , từ đó 

,
0

E
u

W
=  hầu khắp nơi trong W. Như vậy 

*

,
0

E
u

W
º . Bây giờ giả sử *

,
0

E
u

W
º . Theo Mệnh đề 2.6.2 [13], tồn tại một 

điểm a Î W sao cho 
,

( ) 0
E

u a
W

= . Bởi vậy, với mỗi j Î ¥ , có thể chọn một 

( )
j

v Î WPSH  sao cho   

          0, 1j j E
v v< < -  và ( ) 2 j

jv a -> - . 

Đặt   

1

( ) ( ), .j

j

v z v z z
¥

=

= Î Wå
 

Chú ý rằng  ( ) 1v a > - , v  âm trong W, và 
E

v = - ¥ . 
 

Đồng thời v  là giới hạn của dãy giảm của các tổng riêng của các hàm đa điều 

hoà dưới. Vì v ¹ - ¥  nên ta kết luận ( )v Î WPSH . 

1.3.6. Mệnh đề. Cho W là tập con mở liên thông của 
n£ . Giả sử j

j

E E= U , 

trong đó 
j

E Ð W với 1,2,...j =  Nếu *

,
0

j
E

u
W
º  với mỗi j , thì *

,
0

E
u

W
º . 

Chứng minh. Sử dụng Mệnh đề 2.2.5 [13], chọn ( )
j

v Î WPSH  sao cho  

0jv <  và  
j

j E
v = - ¥ . 

Lấy điểm { }1\ ( )
j

j

a v -
æ ö

÷ç ÷Î W - ¥ç ÷ç ÷çè ø
U . Bằng cách mở rộng mỗi hàm 

j
v  bởi một 
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hằng số dương thích hợp, ta có thể giả thiết ( ) 2 j

j
v a -> - .  

Khi đó                 ( )j

j

v v= Î Wå PSH , 0v <  và 
E

v = - ¥ .  

Suy ra *

,
0

E
u

W
º .  

1.3.7. Mệnh đề. Cho W là tập con siêu lồi của n£  và K  là một tập con 

compact của W. Giả thiết rằng { }jW  là một dãy tăng những tập con mở của 

W sao cho 
1

j

j

¥

=

W= WU  và 
1

K Ð W . Khi đó 

, ,
lim ( ) ( ),

j
K Kj

u z u z z
W W® ¥

= Î W 

Chứng minh. Lấy điểm 
0

z Î W. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 

rằng { }0 1K zÈ Ð W . Giả sử 0   là một hàm vét cạn đối với W sao cho 

1    trên K. 

Lấy (0,1)e Î  sao cho 0( )zr e< - . Khi đó tồn tại 0j Î ¥  sao cho tập mở 

1(( , ))w r e-= - ¥ -  là tập compact tương đối trong 
0

j
W .  

Lấy 
0

( )
j

u Î WP SH  sao cho 0u £  trên  
0

j
W  và 1u £ -  trên K . Khi đó 

{ }max ( ) , ( ) ,
( )

( ), \

u z z z
v z

z z

e r w

r w

ì - Îïïï= í
ï Î Wïïî

 

xác định một hàm đa điều hoà dưới; hơn nữa 1
K

v £ -  và 0v £ . Như vậy 

0 , 0
( ) ( )

K
v z u z

W
£ . Vì u  là một phần tử tuỳ ý của họ 

0
,

j
K

u
W

, nên ta có  

0
, 0 , 0

( ) ( )
j

K K
u z u ze

W W
- £  

Do đó ta có 
, 0 , 0 , 0

( ) ( ) ( )
j j

K K K
u z u z u ze

W W W
- £ £  với mọi 

0
j j³  và e  nhỏ tuỳ 
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ý, suy ra điều phải chứng minh.  

1.4. Tính 
1,1

C - chính qui của hàm Green đa phức với một cực 

 Nếu W là một miền trong n£  và z Î W, thì hàm Green đa phức trong 

W với cực tại z  được định nghĩa là 

( )sup ( ) : 0, lim sup ( ) log
z

g u u u z z
z

z
®

ì üï ïï ï= Î W < - - < ¥í ý
ï ïï ïî þ

PSH  

1.4.1. Bổ đề. Giả sử 1 20 o r re< < <  và 0R > . Khi đó tồn tại 0d >  và  

C ¥ - ánh xạ  trơn  

[ ] ( )
2 10: 0, \ n

r r RT B B B Bde ´ ´ ´ a £  

( rB  là hình cầu mở tâm ở  gốc với bán kính r ) sao cho 

( ), , ,T a he ×  là chỉnh hình trong RB , 

( ), , ,T a he ×  là ánh xạ Be¶  lên Be¶ ,                             (1.2) 

( ), , ,T a h a a he = + , 

( ), , 0,T a z ze = . 

Chứng minh. Giả sử ( ), , ,T a he ×  là tự đẳng cấu chỉnh hình của B e  (được xác 

định trên RB ) của dạng U Po , trong đó 

2
2 2

, ,
1

( )
,

z b z b
b b z b b

b b
P z

z b

e

e
e

æ ö
÷ç ÷+ - - -ç ÷ç ÷çè ø

=
-

, 

/b R e<  (xem [15]), và U  là ánh xạ trực giao tuyến tính với 

( ) ,
a h a h

P a a U a a h
a a

æ ö+ + ÷ç= = +÷ç ÷çè ø
. 

Ta có thể kiểm tra điều kiện đầu tiên được thoả mãn nếu b aea= , trong đó 
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( )2

a h a

a a h a
a

e

+ -
=

+ -
. 

Điều này chứng tỏ 

2 2 2 2

2 2

, ,
1

( )
1 ,

z a z a
a a z a a

a a
P z

z a

e a e a

a

æ ö
÷ç+ - - -÷ç ÷çè ø

=
-

. 

Sự tồn tại một lân cận U , phụ thuộc trơn vào a  và h , không phụ thuộc e  là 

rõ ràng. W  

1.4.2. Định lý. Giả sử W là C ¥ - miền giả lồi chặt trong n£  và g  là hàm  

Green đa phức của W với cực tại z Î W. Khi đó g  là 1,1C - chính qui trong 

{ }\ zW  (tức là, g  là 1,1C - chính qui trong { }\ zW  và đạo hàm cấp hai của 

g  bị chặn gần ¶W). 

Chứng minh. Ta có thể giả thiết rằng 0z = . Chọn 0e >  sao cho Be WÐ  và 

đặt \ Be eW = W . Theo [12], có một dãy các hàm ( ) ( )u Ce

e e

¥Î W Ç WPSH  

tăng đều địa phương tới g  trên { }\ 0W  khi 0e ¯  và thoả mãn 0ue =  trên 

¶W và logu ze y= +  trên Be¶ , trong đó y  trơn trong W và det( )
i j

u e e= . 

Suy ra  đạo hàm cấp hai của u e  hạn chế trên Be¶  bị chặn, tức là 

                                            2
1( )Bu C

e

e
¶Ñ £                                      (1.3) 

Thêm vào đó, trong [12] đã chỉ ra u e  thoả mãn 

                                        
2

2,u u Ce e

¶W ¶W
Ñ Ñ £                                     (1.4) 

ở đây 1C  và 2C  là các hằng số chỉ phụ thuộc vào W. 

Cố định { }\ 0K WÐ . Ký hiệu 3 4, , ...C C  là các hằng số dương chỉ phụ thuộc 



 

 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 

13 

vào W và K . Ta cần phải chứng minh 

                                            2
3

K
u CeÑ £                                              (1.5) 

Với { }\ 0nz Î £  sao cho 1z = , ký hiệu z¶  là đạo hàm theo hướng z . Vì 

u e  là đa điều hoà dưới, nên ta có 

2 2 0iu ue e
z z¶ + ¶ ³ . 

Điều này chứng tỏ 

   ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

2
1 0

2
sup lim sup

h

u a h u a h u a
u a u a

h

e e e
e e

z
z = ®

+ + - -
Ñ = ¶ =   (1.6) 

với a KÎ . 

Giả sử ¢W  và ¢¢W  là những miền sao cho K ¢ ¢¢W W WÐ Ð Ð . Ta sẽ sử dụng 

Bổ đề 1.4.1 với 1 2,r r  và R  sao cho 
2 1

\r rK B BÐ  và RBWÐ . Với z ¢¢Î W  

và ,h e  đủ nhỏ, đặt 

( )( ) ( )( )( ) : , , , , , ,v z u T a h z u T a h ze ee e= + -  

và                       ( ) ( ) ( )v a u a h u a he e= + + - . 

Khai triển Taylor quanh gốc đối với hàm f  trơn tuỳ ý, ta được 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 21
2 0

2
f h f h f f h f h h¢ ¢¢+ - = + Ñ + Ñ ×  

với [ ]0,h h¢Î  và [ ]0,h h¢¢Î -  nào đó.  

Bởi vậy, theo (1.3) và (1.4) 

                              ( ) ( )
2

42 ,v z u z C h z Be
e£ + Î ¶                              (1.7) 

Mặt khác, 

                              ( ) ( )
2

2 ,v z u z C h ze ¢¢£ + Î ¶W%                               (1.8) 

trong đó 

( )( )2

,

sup , , ,h
h h z

C u T a h ze e
¢ ¢¢£ Î ¶W

¢= Ñ% o . 
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Suy ra 

                               ( )22
5 \\

C C u ue e

¢W W¢W W
£ Ñ + Ñ%                                (1.9) 

với h  đủ nhỏ. Vì ánh xạ 1/(det ) nA Aa  là siêu cộng tính trên tập các ma 

trận Hermite dương, nên ta có 

( ) ( ) ( )
1/ 2/ 2/

1/det , , , , , ,
n n n

n

i j
v JacT a h JacT a he e e

æ öæ ö ÷ç÷ç ³ × + - × ÷ç÷ç ÷ç ÷÷çè ø è ø
 

                                ( )21/
62n C he³ -                                                    (1.10) 

Giả sử 0M >  sao cho 2 0z M- £  với z Î W, và định nghĩa 

( ) ( ) { } ( )2 21/ 2
4 6max , nw z v z C C h C h z Me= - + -% . 

Khi đó w  đa điều hoà dưới trong ¢¢W , 2w u e£  trên Be
¢¢¶ Ç ¶W  theo (1.7) và 

(1.8), và ( )det 2n

i j
w e³  trong ¢¢W  theo (1.10). Theo nguyên lý so sánh  

(xem trong [1]) ta có 2w u e£  trong ¢¢W . Đặc biệt, ( ) ( )2w a u ae£ , và kết 

hợp với (1.6) và (1.9), ta được 

( )22 2
7 8\\

( )u a C u u Ce e e

¢W W¢W W
Ñ £ Ñ + Ñ + . 

Do ¢W có thể chọn là tập đóng tuỳ ý gần W, nên từ (1.5) suy ra (1.4). W 

1.4.3. Định lý. Giả sử W là miền siêu lồi bị chặn trong n£  và giả sử g  là 

hàm Green của W với cực tại z Î W. Khi đó 0,1( \ { })g C zÎ W  khi và chỉ khi 

tồn tại ( )y Î WPSH  sao cho 

( , ) ( ) 0,Cdist z z zy- ¶W £ < Î W,  với  0C >  nào đó. 

Chứng minh. Phần “chỉ khi” là hiển nhiên. Lại giả thiết rằng 0z =  và cố định 

{ }\ 0K WÐ . Giả sử 0r >  sao cho rB WÐ . Với 0 re< < , định nghĩa 

( ) ( ){ }: sup : 0, log /Bu v PSH v v r
e

e e= Î W < £ . 
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Khi đó dễ dàng chứng minh ( ) ( )u PSH Ce Î W Ç W , 0ue =  trên ¶W, 

( )log /u re e=  trên Be , và u ge ¯  khi 0e ¯  (xem [13]). Do g  là hàm đa 

điều hoà dưới cực đại gần ¶W, ta có thể giả thiết rằng 

                                        u ge y³ ³  gần ¶W                                          (1.11) 

Với a KÎ , e  cho trước, và h  đủ nhỏ, định nghĩa 

( ){ }: , , ,z T a h ze¢W = Î W Î W . 

Theo (1.11) và điều giả định trên y  ta có 

( ) ( ) ( ), ,u z z Cdist z C h ze y ¢ ¢³ ³ - ¶W ³ - Î ¶W , 

trong đó C¢ chỉ phụ thuộc vào K  và W. Do đó, với z ¢Î ¶W  ta có 

( )( ) ( ), , , 0u T a h z u z C he ee ¢£ £ + . 

Do u e  là cực đại trên \ Be
¢W , từ (1.3) suy ra 

( )( ) ( ), , , ,u T a h z u z C h ze ee ¢ ¢£ + Î W . 

Vì vậy, nếu z a=  với a KÎ  và h d< , trong đó d  chỉ phụ thuộc vào K  và 

W, ta có 

( ) ( )u a h u a C he e ¢+ £ +  

và định lý được chứng minh. W   
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Chƣơng 2 

TÍNH CHÍNH QUY CỦA 

HÀM GREEN ĐA PHỨC VỚI NHIỀU CỰC 

  Trong chương này ta chứng minh rằng nếu W là miền 2,1C  trơn, giả lồi 

chặt trong n£ , thì hàm Green đa phức của W với nhiều cực cố định và trọng  

số dương là 1,1C - chính qui. Trước tiên chúng ta nhắc lại: 

 Nếu W là miền bị chặn trong 1, ,...,n kp p£ Î W phân biệt, và 

1, ..., 0km m > , thì hàm Green đa phức tương ứng được định nghĩa là 

( )sup ( ) 0, lim sup ( ) log , 1,...,
i

i

i
z p

g u u u z z p i km
®

ì üï ïï ï
= Î W < - - < ¥ =í ý

ï ïï ïî þ

P SH

 Có thể chỉ ra g  là hàm đa điều hoà dưới cực đại trong 1\ { ,..., }kp pW  , và 

!2
i

n

in p
i

Mg
n

p
md= å  

(xem [14]), trong đó M  là toán tử Monge-Ampère phức. Với u  là hàm trơn 

2

det
i j

u
Mu

z z

æ ö¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷¶ ¶çè ø
 , 

và theo [10] Mu  là độ đo Borel không âm nếu ( )u Î WPSH  và u  bị chặn địa 

phương gần ¶W. 

Ta nhắc lại một vài ký hiệu: 

Nếu 1( , ..., ) ,n
nz z z £= Î  thì Re , Imi i i ix z y z= = .   

Nếu , 1,n£z zÎ =  thì  ký hiệu ( )mu zz¶  là đạo hàm cấp m  của u  theo 

hướng z  tại z .  

Với các đạo hàm riêng chúng ta sẽ dùng ký hiệu 

, , ,
i ix y i i

i i i i

u u u u
u u u u

x y z z

¶ ¶ ¶ ¶
= = = =
¶ ¶ ¶ ¶

.  
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          Nếu viết u fÑ £  trong tập mở ,nD £Ð  trong đó f  là bị chặn địa 

phương, không âm trong D , thì có nghĩa u  là Lipschitz địa phương và bất 

đẳng thức xảy ra hầu khắp nơi ( uÑ  hiểu theo nghĩa của Định lý 

Rademacher).  

          Nếu viết 2c cdd u dd z³ , thì có nghĩa là 2u z-  là đa điều hoà dưới.  

2.1. Các ƣớc lƣợng cơ bản 

 Cho W là một miền bị chặn  trong n£ , các cực phân biệt 1,..., kp p Î W 

và các trọng số 1, ..., 0km m >  , cố định các số dương , ,R r m  và M  sao cho 

với , 1,...,i j k=  

( , )iB p RWÐ  

( , )iB p r Ð W và ( , ) ( , ) ,i jB p r B p rÇ = Æ  

.im Mm£ £  

Có thể kiểm tra được ước lượng sau đây đối với g :  

log ( ) 0, ,

i

i

i

z p
g z z

R
m

-
£ < Î Wå  

log ( 1) log ( ) log , ( , ).

i i

i
i i

z p z pR
k M g z z B p r

R r r
m m

- -
- - £ £ Î  

Với e  mà 0 ,re< <  định nghĩa 

: \ ( , ),i

i

B pe eW = W U  

và           
( , )

: sup{ ( ) 0, log , 1,..., }.
i iB p

g v v v i k
r

e

e

e
m= Î W < £ =PSH  

Ta có đánh giá  

    
{ }max ,

( ) log , ( , ), ( )

i

i
i

z p
g z z B p r g PSH

r

e e
e

m
-

£ Î Î W         (2.1) 
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log( / )

log( / ) ( 1)( / ) log( / )

r
g g g

R k M m R r

e e

e
£ £

+ -
   trong eW         (2.2) 

0 :g g ge ¯ =  khi 0,e ¯  và hội tụ đều địa phương trong 1\ { ,..., }kp pW . 

2.1.1. Mệnh đề. Giả sử W là C ¥  trơn và giả lồi chặt. Khi đó tồn tại 0r  chỉ 

phụ thuộc vào , , ,k r R m  và 0, 0 ,M r r< £  sao cho với e  mà 00 re< <  ta 

có thể tìm được ( ) ( )v C ¥Î W Ç WPSH  với 2c cdd v dd z³  trong W, 0v =  

trên ¶W, và với 1,...,i k=  ta có 

log ( ) log

i

i i

z p
v z

r r

e
m m

-
£ £    nếu  .iz p re £ - £  

Chứng minh.  Đặt 

21 2( ) : log ,

i

i

i

z p
w z z p R

R
m

-
= + - -å  

sao cho 0w <  trên W, 2c cdd v dd z³ , và log( / )iw rm e<  trên ( , ).iB p e¶  

Mặt khác, với ( , )iz B p rÎ ¶  ta có 

22 2 2( ) log log ,i
i

r
w z kM r R z p

R r

e
m e³ + - > + - -  

lấy e  sao cho 

2 2log log .
r

m kM R
r R

e
e- < -  

Tương tự như trong [5],  giả sử :c ®¡ ¡  là  C
¥

 trơn và thoả mãn 

( ) 0, 1,

( ) , 1,

t t

t t t

c

c

= £ -

= ³
 

    
0 ( ) 1 0, ,

( ) 0, .

t t

t t

c

c

¢£ £ = Î

¢¢ ³ Î

¡

¡
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Với ,x y Î ¡  đặt 

1
( , ) : ( ( )),jf x y x j y x

j
c= + -  

sao cho 

( , ) max{ , }jf x y x y=   nếu  
1

x y
j

- ³ . 

Nếu ,u v  các hàm đa điều hoà dưới với 2,c c cdd u dd v dd z³ , thì 

2( , ) (1 ( ( ))) ( ( ))) .c c c c
jdd f u v j v u dd u j v u dd v dd zc c¢ ¢³ - - + - ³  

Giả sử y  là hàm xác định đối với W. Nếu chọn ,j A  đủ lớn, thì hàm 

( )

2 2( ), log , ( , )

( )

( ), ( ) , \ ( , )

i i
j i

i

i
j

i

f w z z p z B p r
r

v z

f w z A z z B p r

e
m e

y

ì æ öï ÷ï ç + - - Î÷ï ç ÷è øïï= í
ïï Î Wïïïî

U

U
 

có tất cả các tính chất đòi hỏi. W 

Chú ý rằng nếu 1k =  thì ta có thể chọn 0r r=  trong Mệnh đề 2.1.1. 

2.1.2. Định lý. Nếu W là miền siêu lồi, thì g  là hàm liên tục được xác định 

trên tập  

         1

1
{( , ,..., , , ..., ) ( ) , },k k k i j

k
z p p z p p i jm m

+
Î Ẃ W ´ ¹ ¹ ¹¡     (2.3) 

trong đó với z Î ¶W ta đặt : 0g =  

(W gọi là miền siêu lồi nếu tồn tại ( )y Î WPSH  với 0y <  và lim ( ) 0
z

zy
® ¶W

= ). 

Chứng minh. Theo (2.2) g ge ®  đều địa phương trên tập (2.3) khi 0e ® . 

Như vậy chỉ cần chứng tỏ rằng với e  đủ bé cố định, ge  là liên tục như hàm 

được xác định trên 

1{( ,..., ) ( , ) , 2 , } ( ) .k k i i j kp p dist p p p i je e +Ẃ Î W ¶W > - > ¹ ´ ¡  
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Giả sử ,
,,i j i

i j ip p m m® ®  khi , 1, ..., ,j i k® ¥ =  và 

{ }, ,
( , )

: sup ( ) 0, log .
i jj i j

B p
g v v v

r

e

e

e
m= Î W < £P SH  

Chú ý rằng nếu 00 re< <  và j  đủ lớn, thì theo mệnh đề 2.1.1 áp dụng cho 

hình cầu chứa W ta có  

                        
( , )

lim ( ) log( / ).
i j i

z B p
g z re

e
m e

® ¶
=   

Hơn nữa, lim ( ) 0j
z

g ze

® ¶W
= , vì W là miền siêu lồi. Bởi vậy, theo một kết quả 

của Blocki [4, Định lý 1.5], jge  liên tục trên W. 

 Để kết thúc việc chứng minh, chỉ cần chứng tỏ rằng jg ge e®  đều khi 

j ® ¥  trong W. Cố định 0c > . Với ( , )iz B p eÎ  và j  đủ lớn, theo (2.1) ta có 

{ }, ,

, ,

max ,
( ) log log log

i j i i j

j i j i j i

z p p p
g z c

r r r

e
e e e

m m m
- + -

£ £ £ + , 

Với ,( , )i jz B p eÎ  

{ } ,

,

max ,
( ) log log log .

i i i j

i i i j

z p p p
g z c

r r r

e
e e e

m m m
- + -

£ £ £ +  

Vì vậy với j  như thế ta có 

jg c g g ce e e- £ £ +  trên W, 

và từ đó suy ra định lý được chứng minh. W 

Trong chứng minh của Định lý 2.3.3 ta cần xấp xỉ ge . Nếu 0 re£ <  và 

0 1d£ £ , thì định nghĩa 

, : sup{ ( ) , }g v L v g Mv tronge d e ed¥= Î Ç W £ ³ WPSH  

Chú ý rằng ,ge d  tăng theo e  và giảm theo d . Ta có 

                          ( )
21 2 ,g z p R g ge e d ed+ - - £ £                                    (2.4) 
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2.1.3. Mệnh đề. Giả sử 
, ,( ),g Mge d e d dÎ W =P SH trong eW . Khi đó nếu W 

là siêu lồi và 00 re< < , thì , ( )g Ce d Î W  . Nếu W là C ¥  trơn và giả lồi chặt, 

00 re< <  và 0 1d< £ , thì , ( ).g Ce d e¥Î W  

Chứng minh. Giả sử 

{ ( ) , }v v g Mv tronge ed= Î W £ ³ WB PSH    

Theo Bổ đề Choquet tồn tại một dãy j
v Î B  sao cho 

, * *( ) (sup ) .j jg ve d =  (
*u  

ký hiệu là chính quy hoá nửa liên tục trên của u ). Nếu 1max{ ,..., },j jw v v=  

thì jMw d³  trong eW  ([5]) và như vậy 
j

w Î B . Bởi vậy 
, *( )jw ge d- hầu 

khắp nơi, và theo định lý xấp xỉ trong [5] , *( )M ge d d³  trong eW . Ta kết luận 

rằng , ( )ge d Î WPSH  và ,Mge d d³  trong eW . Từ đó ,Mge d d=  trong eW .  

Bây giờ giả sử W là miền siêu lồi và 00 re< < . Theo [4] tồn tại 

( ) ( )Cy Î W Ç WPSH  với 0y =  trên ¶W và 1M y ³  trong W. Với A  đủ 

lớn ta có 

                                       
, 0A ge dy £ £   trong W                                       (2.5) 

Giả sử v  được cho như trong Mệnh đề 2.1.1 áp dụng cho một hình cầu chứa 

W. Khi đó 

                ,( ) ( ) log

i

i

z p
v z g z

r

e d m
-

£ £   nếu iz p re £ - £                  (2.6) 

Với nh Î £  nhỏ và z eÎ W  với ( , ) 2h dist z he< ¶W <  ta có 

, ,( ) ( ) ( ).g z h g z C he d e d+ - £  

Theo nguyên lý so sánh (xem [5]) áp dụng cho ,ge d  và , (. ),g he d +  bất đẳng 

thức trên xảy ra với mọi z  mà ( , )dist z he¶W > . Theo (2.5) và (2.6) ta có 
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0
lim ( ) 0
h

C h
®

= . 

Vậy ,ge d  là hàm liên tục.  

Phần sau của mệnh đề được suy ra từ Mệnh đề 2.1.1 và Định lý 1.1 [12]. W 

2.2. Các ƣớc lƣợng Gradient 

2.2.1 Định lý. Giả sử W là miền bị chặn trong 1, ,...,n kp p£ Î W phân biệt,  

1, ..., 0km m > ,  

( )sup ( ) 0, lim sup ( ) log , 1,
i

i
i

z p

g v v v z z p i km
®

ì üï ïï ï= Î W < - - < ¥ =í ý
ï ïï ïî þ

P SH  

 thoả mãn                             

( )
lim sup

( , )z

g z

dist z® ¶W

< ¥
¶W

. 

Khi đó 

1( ) , \ { ,..., },
min

k

i
i

C
g z z p p

z p
Ñ £ Î W

-
 

trong đó C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 1
1, , ..., , , ..., .k

kp p m mW  

Định lý 2.2.1 trực tiếp suy ra từ Định lý 2.2.3 áp dụng cho 0d = . 

Trước tiên ta cần bổ đề sau: 

2.2.2. Bổ đề. Tồn tại một hằng số ( , )C C k n=% %  sao cho với  

1, ..., k np p Î £ , { }1\ , ...,n ka p pÎ £  

ta có thể thay đổi trực chuẩn các biến  trong  n£  để  

1 1 , 1,...,i ia p C a p i k- £ - =% . 

Chứng minh. Ký hiệu S  là mặt cầu đơn vị trong n£ . Ta chứng minh rằng tồn 

tại b SÎ  sao cho  

, , 1,...,i ia p C a p b i k- £ - =% , 
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tức là, 

1
,

i

i

a p
b

Ca p

-
³

- %
. 

Đặt 

1
:

min kS

C
f

=% ,  

trong đó 

1( ,..., ) : max min ,k i

b S i
f bz z z

Î
=  

là một hàm liên tục trên kS . Phần còn lại ta chứng minh rằng 0f >  trên kS . 

Cố định 1,..., k Sz z Î  và đặt { }: , 0 , 1,...,i
iK b S b i kz= Î = = . Khi đó 

i

i

K S¹U , và vì vậy với \ i

i

b S KÎ U  ta có 

1( , ..., ) min , 0k i

i
f bz z z³ > . W 

2.2.3. Định lý. Cố định 0 1d£ £ . Giả sử 

0, ( )
lim sup

( , )z

g z
B

dist z

d

® ¶W

£ < ¥
¶W

. 

Khi đó với e  thoả mãn Mệnh đề  2.1.1 ta có 

, ( ) ,
min i

i

C
g z z

z p

e d eÑ £ Î W
-

, 

trong đó C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào , , , , ,n k R r m M , và B .  

Chứng minh. Giả sử 0r >  sao cho 

, 0,( ) ( ) 2 ( , )g z g z Bdist ze d d- £ - £ ¶W   nếu ( , )dist z r¶W £ . 

với h  đủ nhỏ ta có 

, ,( ) ( ) 2g z h g z B he d e d+ - £   nếu  ( , )dist z h¶W = , 
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và do Mệnh đề 2.1.1  

,log ( ) log

i

i i

z p
g z

r r

e de
m m

-
£ £  nếu  iz p re £ - £ , 

ta có 

, ,( ) ( ) log 2

i

i
i

z p h
g z h g z he d e d m

m
e e

- +
+ - £ £ , 

nếu ( , ), 1,...,iz B p h i keÎ ¶ + = . 

Theo nguyên lý so sánh ta nhận được 

{ }, ,( ) ( ) 2max ,
M

g z h g z B he d e d

e
+ - £   nếu { }min , ( , )h dist z er£ ¶W , 

và như vậy 

                                          , 1C
ge d

e
Ñ £   trong eW                                      (2.7) 

Bây giờ cố định a
eÎ W  và chọn biến như trong Bổ đề 2.2.2.  Đặt 

1
1 1( ) : ( )...( )kP p pl l l= - - , 

sao cho            
1 3

2
1

max( )
,

( ) min min

i

i
i i

i i

z pP z C
C z

P a a p a p

-
£ £ Î W

- -
. 

Với h  đủ bé giả sử 

1

1

( )
:

( )

P z
z z h

P a

ì üï ïï ï¢¢W = Î W + Î Wí ý
ï ïï ïî þ

 

và 

: \ ( , )i

i

B p e e¢ ¢¢ ¢W = W +U , 

trong đó 

{ }min , , ( , ),r dist a ee e e r¢= - ¶W . 
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Đặt 

( )
2, 1 21 4

1

( )
( ) :

( ) min i

i

P z C
v z g z h z p R h

P a a p

e d
æ ö

÷ç ÷= + + - -ç ÷ç ÷ç -è ø
, 

sao cho nếu 4C  đủ lớn thì  

2

1 4
1

1

( )
1

( ) min i

i

P z C
Mv h h

P a a p
d d

¢
³ + + ³

-
. 

Với z ¢¢Î ¶W  ta có 

, 3( ) ( ) 2 ( , ) 2
min i

i

C
v z g z Bdist z B h

a p

e d- £ ¶W £
-

, 

trong khi với ( , )iz B p e e¢Î ¶ +  ta có 

( )
11 5

1 2
1

( )
( ) ( )

min mini i

i i

P zC C
v z g z h C C h

P a a p a p

e e e

e e

¢+
- £ £ £

- -
. 

Do đó, theo nguyên lý so sánh ta được 

6( ) ( )
min i

i

C
g a h g a h

a p

e e+ - £
-

   

nếu  

3

min i

i
a p

h
C

e
-

¢£ , 

và định lý được chứng minh. W 

2.3. Các ƣớc lƣợng của đạo hàm cấp hai 

 Mục đích của chúng ta là ước lượng 
2 ,ge dÑ  đối với ,e d  nhỏ. Trước 

hết, ta cần một ước lượng trên e¶W . Sử dụng phương pháp trong [8] (xem 

thêm [12]), ta chứng minh hai định lý sau đây và áp dụng chúng để chứng 

minh tính chính qui của hàm Green đa phức với nhiều cực (Định lý 2.3.3).  
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2.3.1. Định lý. Cho W là miền giả lồi chặt, bị chặn trong n£  và y  là 

C ¥ - hàm xác định đa điều hoà dưới đối với W. Giả sử 2c cdd dd zy ³  và 

tồn tại các hằng số dương ,A a  sao cho 

2 3, , , Ay y y yÑ Ñ Ñ £  trên W, 

ayÑ ³  trên ¶W. 

Với 0r >  ký hiệu { }( , )nU z dist z r= Î ¶W <£ .  

Giả sử ( ) ( )u U C U¥Î WÇ Ç WÇPSH  sao cho 0u =  trên ¶W và 0u < , 

Mu d=  trong UWÇ , trong đó 00 d d< £ . Giả thiết rằng cũng có các hằng 

số dương  ,b B  sao cho 

u bÑ ³  trên ¶W 

u BÑ £  trên UWÇ . 

Khi đó tồn tại hằng số 0( , , , , , , )C C n a A b Br d=  sao cho 

2u CÑ £  trên ¶W. 

Chứng minh. Nếu 0z Î ¶W thì ta sẽ ký hiệu chuẩn ngoài của ¶W tại 
0

z  là 

0
z

N . Với z Î W ta có  

0

0

0 0

0

( )
( ) ( ), ( )

( )z
N

z
z z z A z z

z

y
y y y

y

Ñ
¶ = Ñ ³ Ñ - -

Ñ
 . 

Từ đó, tồn tại các hằng số dương ,a r%% sao cho 

     
0

0 0
( ) , , ( , ).

z
N

z a z z B zy r¶ ³ Î ¶W Î WÇ% %   

Cố định 0z Î ¶W.  

Ta có thể giả thiết rằng 
0

(0,..., 0,1)zN =  sao cho 
0

/
zN nx¶ = ¶ ¶ .   
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Vì cả y  và u  là các C
¥ - hàm xác định đối với W, nên tồn tại C

¥ - hàm v  

được xác định trong lân cận của ¶W, sao cho u vy=  và 0v >  trên UWÇ . 

Do đó, nếu { }1 1 1 1, , ,..., , ,n n nt s x y x y y- -Î , thì 

                                    
( ) ( )

( )

0 0
0

0

( ) n

n

x ts
ts

x

u z z
u z

z

y

y
=                                        (2.8) 

và như vậy  

                                              0 1( )tsu z C£                                                   (2.9) 

Bây giờ giả sử 

                                           ( )0 2ntxu z C£                                                 (2.10) 

Ta sẽ ước lượng ( )0n nx xu z . Ta có 

4
n n n nx x nn y yu u u= - . 

Theo (2.8), (2.9), (2.10) và do 2c cdd dd zy ³ , nên ta có 

1

0 0 0 3det( ( )) ( )
n

nnij

a
u z u z C

A
d d

-
æ ö

÷ç³ = ³ -÷ç ÷è ø
. 

Phần còn lại ta chứng minh (2.10). Với z Î W ta có 

0

0

( )
( ) Re ( ),

( )nx

z
z z

z

y
y y

y

Ñ
= Ñ

Ñ
 

                                    0 0 0( )z A z z a A z zy³ Ñ - - ³ - - . 

Trên 0( , )B z rWÇ % xác định  

:
n

n

t
t x

x

T u u
y

y
= -  

sao cho 

                                          0T =  trên 0( , )B z r¶WÇ %                               (2.11) 
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Ta có 

0
0 0 0

0

( )
( ) ( ) ( )

( )
n

n n n

n

tx
x tx x

x

z
T z u z u z

z

y

y
= -  

và như vậy chỉ cần chứng minh rằng 

0 4( )
nxT z C£  

Đặt : /
nt xf y y=  , khi đó 

                               2
5,f f CÑ Ñ £  trong 0( , )B z rWÇ %                            (2.12) 

Vì det ( )
i j

u  là hằng số, nên  

0
n

i j i j

i j t i j xu u u u= = . 

(trong đó ký hiệu ( )
i j

u  là ma trận nghịch đảo của ma trận chuyển vị của 

( )
i j

u ). Từ đó, ta có 

2Re 2 2 Im
n n n n n

i j i j i j i j i j

x ix x x iyi j i j j ij ju T u u f u u f u u f f u u f= - - = - - - . 

Vì                                           

2( ) 2
n n n

i j i j

y iyi j j yu u u u u=  

nên từ bất đẳng thức Schwarz và (2.12) suy ra 

2
6

1
( ) 2 1

2 n n n

i j i j i j i i

y x x ii j i j j
i

u T u u u f f u f f C u
æ ö

÷ç ÷± + ³ - ³ - +ç ÷ç ÷çè ø
åm m . 

Trên ¶W ta có /
n n n ny x y xu u y y= , và như vậy theo (2.11) ta có 

22
7 0 0

1
, ( , )

2 nyT u C z z z B z r± + £ - Î ¶WÇ % . 

Hơn  nữa, 

2
8

1

2 nyT u C± + £  trong 0( , )B z rWÇ %. 
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Từ đó nếu 
22

9 0

1

2 nyw T u C z z= ± + - - , trong đó 9C  đủ lớn, thì 0w £  

trên 0( ( , ))B z r¶ WÇ %  và 

10 1
i j i i

i j
i

u w C u
æ ö

÷ç ÷³ - +ç ÷ç ÷çè ø
å . 

Do đó, nếu 11C  và 12C  đủ lớn, thì 11 12 0w C C uy+ + £  trên 0( ( , ))B z r¶ WÇ %  

và 11 12( ) 0ij
ij

u w C C uy+ + ³  trong 0( , )B z rWÇ %. Theo nguyên lý cực đại 

ta có 

11 12 0w C C uy+ + £  trong 0( , )B z rWÇ %. 

Suy ra                                 0 11 12( )
nxT z C A C B£ + . W 

2.3.2. Định lý. Cố định 1a >  và giả sử { }1nz z aW= Î < <£ . Giả sử 

( ) ( )u C ¥Î W Ç WPSH  sao cho 0u =  trên 1B¶  ( (0, )B Ba a= ), 0u > , 

0Mu d= >  trong W. Hơn nữa, giả sử  có các hằng số dương , ,b Bb  sao cho 

u b³  trên Ba¶ , 

u bÑ ³  trên 1B¶  

u BÑ £  trên W. 

Khi đó tồn tại các hằng số dương 0 0( , , )nd d a b=  và ( , , , , )C C n b Ba b=  sao 

cho nếu 00 d d< £ , ta có 

2u CÑ £  trên 1B¶ . 

Chứng minh. Đặt 

( )2( ) 1z zy l= - , 

ở đó ( )2/ 1l b a= - , sao cho uy £  trong W với d  đủ nhỏ. Bây giờ cố định 

0 1z BÎ ¶ , ta có thể giả sử 0 (0,..., 0,1)z =  và bài toán quy về ước lượng 
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0 1( )
ntxu z C£ . 

Tương tự như trên ta nhận được nếu 
22

2 0

1

2 nyw T u C z z= ± + - - , trong đó 

2C  đủ lớn, thì 

3 1
i j i i

i j
i

u w C u
æ ö

÷ç ÷³ - +ç ÷ç ÷çè ø
å  trong ( )0,1B zWÇ , 

và 0w £  trên ( )( )0,1B z¶ WÇ . 

Theo bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân ta có 

( )
1/

1 1
2 22

i j i i i iii
i j n

i i i

u u u n u n u
l l l

y l
d

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷- ³ - ³ + - ³ +ç÷ ÷ç ÷ çç ÷è ø çè ø
å å å , 

với d  đủ nhỏ. Như vậy 

( )4( ) 0
i j

i j
u w C uy+ - ³  trong ( )0,1B zWÇ  

nếu 4C  đủ lớn. 

Theo nguyên lý cực đại ta có 

0 4( )
nxT z C B£ . W 

2.3.3. Định lý. Giả sử W là 2,1C  trơn và giả lồi chặt. Khi đó  

1,1 1( \ { ,..., }),kg C p pÎ W   

và                    2

2
( )

min i
i

C
g z

z p
Ñ £

-
 ,   1\ { ,..., }kz p pÎ W  

trong đó C là hằng số chỉ phụ thuộc vào 1
1, , ..., , , ...,k

kp p m mW . 

Chứng minh. Giả sử y  là 2,1C - hàm xác định đối với W và 2c cdd dd zy ³  

trong W,  

2 3, , , Ay y y yÑ Ñ Ñ £  trên W, 
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ayÑ >  trên ¶W, 

với các số dương a  và A . Ta có thể tìm được 0r >%  sao cho với mọi 

0z Î ¶W tồn tại một hình cầu 1( ,2 )B z r%, chứa trong W và tiếp xúc với ¶W tại 

0z . Khi đó  

1( ) log
log2 2

z z
g z

r

g -
£ -

%
  nếu  1 2r z z r£ - £% %, 

trong đó 

( , )
max ( )

dist z r
g zg

¶W³
=

%
. 

Bởi vậy ta tìm được b  với 

( )
lim inf 0

( , )z

g z
b

dist z® ¶W
> >

¶W
. 

Giả sử 1/j jy y r= *  là chính quy hóa tiêu chuẩn của y  và giả sử 

{ }0j jyW = < . Nếu j  đủ lớn, thì các hằng số ,A a  và b  là đúng đối với jy  

và jW . Vì vậy, ta có thể giả thiết rằng y  là C ¥ - hàm, suy ra hằng số trong 

Định lý 2.3.3 chỉ phụ thuộc vào , , , , , , ,n k r R m M A a  và b . 

Theo Mệnh đề 2.1.3, ( ),g Ce d e¥Î W  nếu 00 , 0 1re d< < < £ . Với các số 

dương e  và d  đủ bé ta có 

2 , 1
2

( ) ,
min i

i

C
g z z

z p

e d eÑ £ Î W
-

. 

Vì 
,g be dÑ ³  trên ¶W, nên theo Định lý 2.2.3 và Định lý 2.3.1 ta có 

                                     
2 ,

2g Ce dÑ £   trên ¶W                                         (2.13) 

Với 1w ³  và cố định 1,...,i k= ,  đặt 

,( ) : ( ) logi
iu w g p w

r

e d e
e m= + - . 
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Theo (2.2) và (2.4) ta có 

3
( ) log

i
u w w Cm³ - . 

Như vậy, nếu a  đủ lớn mà 3: log 0m Cb a= - > , thì với e  đủ bé ta có 

u b³  trên Ba¶ . Hơn nữa, 
,

4g Ce d ³ -  trên ( , )iB p r¶ . Vì vậy theo nguyên lý 

so sánh, với e  đủ bé ta có 

2 2 ,log log ( )
2 2

i

ii i
z p

z p g z
r r

e dm m e
e

-
+ + - - £   

nếu iz p re £ - £ . 

Do đó 

,

2

ige d m

e
Ñ ³    trên ( , )iB p e¶ , 

và 
2

iu
m

Ñ ³  trên 1B¶ . Từ Định lý 2.3.2 suy ra với d  đủ bé  

2
5u CÑ £  trên 1B¶ , 

suy ra 

                                       2 , 5
2

C
ge d

e
Ñ £  trên ( , )iB p e¶                              (2.14) 

Phần còn lại của chứng minh được thực hiện theo phương pháp của Blocki [6] 

và chứng minh của Định lý 2.2.3. Cố định { }1\ , ..., ka p pÎ W . Vì ,ge d  là đa 

điều hoà dưới nên suy ra 

           
, , ,

2 ,
2

0

( ) ( ) 2 ( )
( ) lim sup

h

g a h g a h g a
g a

h

e d e d e d
e d

®

+ + - -
Ñ =             (2.15) 

Giả sử P  như trong chứng minh của Định lý 2.2.3 và giả sử 

, 0e¢¢ ¢ ¢W W W >Ð Ð . Với \ ( , )i

i

z B p e e¢ ¢Î W +U  và h  đủ bé, ta đặt 

, 1

1

( )
( , ) :

( )

P z
D z h g z h

P a

e d
æ ö

÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
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và  

( )
2 21 26

2
1

( , ) ( , ) ( , )
( )

C
v z h D z h D z h z p R h

P a
= + - + - - , 

sao cho 

,( , 0) ( )D z g ze d= , 

                                                
,( , ) ( )D a h g a he d= + , 

v  là đa điều hoà dưới tại z  và 

                      

2
2, , 6

2
1

( , ) ( ) ( )
( )

C R
v a h g a h g a h h

P a

e d e d³ + + - -                 (2.16) 

Nếu 6C  đủ lớn và h  đủ bé, thì 

         ( )

2/ 2/
1/ 1/1 1

1 1
1 1

( ) ( )
( , ) 1 1

( ) ( )

n n
n nP z P z

Mv h h h
P a P a

d

æ ö
÷¢ ¢ç ÷ç× ³ + + - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 

2 1/6
2

1

(2 )
( )

nC
h

P a
d+ ³ . 

Khai triển Taylor của ( , )D z ×  quanh gốc ta được 

2, 2

(0, )
( , ) ( , ) ( , ) 2 ( ) ( ( , ))

B h
v z h D z h D z h g z D z he d£ + - £ + Ñ × . 

Vì 

2

12 2 , 1

2
1

1

( ) ( )
( ( , ))( ) .

( )( )

P z P z
D z h g z h

P aP a

e d
æ ö

÷ç ÷Ñ × = Ñ ç + ÷ç ÷÷çè ø

% % , 

nên ta nhận được 

2,( , ) 2 ( ) ,v z h g z C h ze d ¢ ¢£ + Î ¶W  

                                
2,( , ) 2 ( ) , ( , )i

iv z h g z C h z B pe d e e¢ ¢£ + Î ¶ + , 
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trong đó 

                                

2 ,

\
7 2

1( )

g
C C

P a

e d

¢¢W W
Ñ

¢= , 

 
( ) 2 ,

( , 2 )
8 2

1( )

iB p
i

g
C C

P a

e

e d

e e
e e

¢+ ÇW
¢+ Ñ

¢=  

với h  đủ bé.  

Bây giờ áp dụng nguyên lý so sánh cho v  và ,2ge d , ta nhận được 

{ } 2,
1( , ) 2 ( ) max , ,..., kv a h g a C C C he d ¢ ¢¢£ + . 

Theo (2.15) và (2.16) ta có 

{ }
( )

2
2 , 6

1 2

1

( ) max , ,..., k

C R
g a C C C

P a

e d ¢ ¢¢Ñ £ + . 

Nếu cho , 0e¢¢ ¢W - W ¯ , và sử dụng (2.13), (2.14), thì ta nhận được ước lượng 

cần chứng minh. W                                                                                                                        
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KẾT LUẬN 

Luận văn đã trình bày: 

- Tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính chất của hàm đa điều 

hoà dưới, hàm đa điều hoà dưới cực đại, hàm cực trị tương đối, tính 

1,1C - chính qui của hàm Green đa phức với một cực. 

- Một số kết quả của Z. Blocki năm 2001 về tính chính quy của hàm Green 

đa phức với nhiều cực.  

Cụ thể là đã chứng minh các kết quả chính sau đây: 

1. Giả sử W là miền C ¥  giả lồi chặt trong n£  và giả sử g  là hàm Green đa 

phức của W với cực tại z Î W. Khi đó g  là 1,1C  trong { }\ zW  (tức là, g  là 

1,1C  trong { }\ zW  và đạo hàm cấp hai của g  bị chặn gần ¶W). 

2. Giả sử W là miền siêu lồi bị chặn trong n£  và giả sử g  là hàm Green của 

W với một cực tại z Î W. Khi đó 0,1( \ { })g C zÎ W  nếu và chỉ nếu tồn tại 

( )PSHy Î W  sao cho  

( , ) ( ) 0,Cdist z z zy- ¶W £ < Î W  

với 0C >  nào đó. 

3. Giả thiết rằng W là 2,1C  trơn và giả lồi chặt. Khi đó  

1,1 1( \ { ,..., }),kg C p pÎ W   

và                      2

2
( )

min i
i

C
g z

z p
Ñ £

-
 , 1\ { ,..., }kz p pÎ W  

trong đó C là hằng số chỉ phụ thuộc vào 1
1, , ..., , , ...,k

kp p m mW . 
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