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LÍI CAM �OAN

Tæi xin cam �oan nhúng k¸t qu£ �÷ñc tr¼nh b y trong luªn ¡n l  mîi, �÷ñc cæng bè

tr¶n c¡c t¤p ch½ To¡n håc uy t½n trong v  ngo i n÷îc. C¡c k¸t qu£ vi¸t chung �¢ �÷ñc

sü �çng þ cõa c¡c �çng t¡c gi£ khi �÷a v o luªn ¡n. C¡c k¸t qu£ n¶u trong luªn ¡n l 

trung thüc v  ch÷a tøng �÷ñc cæng bè trong b§t ký cæng tr¼nh n o kh¡c.
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MËT SÈ QUY ×ÎC V� K� HI�U

Trong to n bë luªn ¡n, ta thèng nh§t mët sè k½ hi»u nh÷ sau.

• PN(C): khæng gian x¤ £nh phùc N− chi·u.

• ‖z‖ =
(
|z1|2 + · · ·+ |zn|2

)1/2
vîi z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

• B(r) := {z ∈ Cn : ‖z‖ < r} l  h¼nh c¦u mð b¡n k½nh r trong Cn

• S(r) := {z ∈ Cn : ‖z‖ = r} l  m°t c¦u b¡n k½nh r trong Cn

• d = ∂ + ∂, dc :=

√
−1

4π
(∂ − ∂): c¡c to¡n tû vi ph¥n.

• υ := (ddc‖z‖2)n−1, σ := dclog‖z‖2 ∧ (ddclog‖z‖2)n−1: c¡c d¤ng vi ph¥n.

• O(1): h m bà ch°n �èi vîi r.

• O(r): væ còng lîn còng bªc vîi r khi r → +∞.

• o(r): væ còng b² bªc cao hìn r khi r → +∞.

• log+r = max{log r, 0}, x > 0.

• ′′|| P ′′: câ ngh¾a l  m»nh �· P �óng vîi måi r ∈ [0,+∞) n¬m ngo i mët tªp con

Borel E cõa [0,+∞) tho£ m¢n
∫
E
dr < +∞.

• ] S: lüc l÷ñng cõa tªp hñp S.
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MÐ ��U

1. Lþ do chån �· t i

Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà, hay cán gåi l  Lþ thuy¸t Nevanlinna, �¢ �÷ñc R.

Nevanlinna x¥y düng tø cuèi thªp k� 20 cõa th¸ k� 20. Sau g¦n mët th¸ k� ph¡t

triºn, Lþ thuy¸t Nevanlinna �¢ trð th nh mët trong nhúng lþ thuy¸t �µp �³ nh§t cõa

To¡n håc vîi nhi·u ùng döng v o nhúng l¾nh vüc kh¡c nhau cõa To¡n håc. Luªn ¡n

cõa chóng tæi tªp trung t¼m hiºu v  nghi¶n cùu mët v i v§n �· cö thº trong Lþ thuy¸t

�â.

Luªn ¡n n y gçm hai ph¦n.

Ph¦n �¦u ti¶n cõa luªn ¡n tªp trung v o v§n �· duy nh§t cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh vîi

�i·u ki»n r ng buëc v· nghàch £nh cõa c¡c divisor. V§n �· n y �÷ñc nghi¶n cùu �¦u

ti¶n bði R. Nevanlinna [69] v o n«m 1926. Æng �¢ ch¿ ra r¬ng n¸u hai h m ph¥n h¼nh

kh¡c h¬ng f v  g tr¶n m°t ph¯ng phùc C câ còng £nh ng÷ñc cõa 5 gi¡ trà ph¥n bi»t

th¼ f = g.

N«m 1975, H. Fujimoto [18] têng qu¡t k¸t qu£ cõa Nevanlinna cho tr÷íng hñp c¡c

¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C). Æng �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng �èi vîi hai ¡nh x¤

ph¥n h¼nh f v  g tø Cn v o PN(C), n¸u mët trong hai ¡nh x¤ f ho°c g l  khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  chóng câ còng £nh ng÷ñc t½nh c£ bëi cõa (3N + 2) si¶u ph¯ng ð và

tr½ têng qu¡t trong PN(C), th¼ f ≡ g. Hìn núa, n¸u hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh f v  g tø

Cn v o PN(C) kh¡c h¬ng v  câ còng £nh ng÷ñc t½nh c£ bëi cõa (3N + 1) si¶u ph¯ng ð

và tr½ têng qu¡t trong PN(C) th¼ tçn t¤i mët bi¸n �êi x¤ £nh L tø PN(C) v o ch½nh nâ

thäa m¢n g = L(f). Kº tø �â, v§n �· duy nh§t �¢ �÷ñc nghi¶n cùu mët c¡ch m¤nh

m³, s¥u s­c bði nhi·u nh  to¡n håc nh÷ H. Fujimoto ([18],[28],...), W. Stoll([56]), L.

Smiley([55]), M. Ru([53]), G. Dethloff - T. V. T§n([12], [13], [14]...), �. �. Th¡i - S. �.

Quang([61], [62]) v  nhi·u ng÷íi kh¡c núa.

�º h¼nh th nh c¡c k¸t qu£, chóng ta �÷a v o mët sè kh¡i ni»m v  �ành ngh¾a sau:

Gi£ sû f l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tø Cn v o PN(C). Vîi méi

si¶u ph¯ng H trong khæng gian x¤ £nh PN(C), chóng ta k½ hi»u ν(f,H)(z), z ∈ Cn l  bëi

giao cõa £nh cõa f vîi H t¤i f(z).
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Vîi méi z ∈ Cn, ta k½ hi»u

ν(f,H),≤k(z) =

0 n¸u ν(f,H)(z) > k,

ν(f,H)(z) n¸u ν(f,H)(z) ≤ k,

ν(f,H),>k(z) =

ν(f,H)(z) n¸u ν(f,H)(z) > k,

0 n¸u ν(f,H)(z) ≤ k.

Gi£ sû k, d l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng ho°c l  +∞. X²t q si¶u ph¯ng H1, · · · , Hq ð và tr½

têng qu¡t trong khæng gian PN(C) thäa m¢n:

a) dim{z : ν(f,Hi),≤k(z) > 0 v  ν(f,Hj),≤k(z) > 0} 6 n− 2 vîi måi 1 ≤ i < j ≤ q.

Chóng ta k½ hi»u F
(
{Hj}qj=1, f, k, d) l  tªp t§t c£ c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy bi¸n

tuy¸n t½nh g tø Cn v o PN(C) thäa m¢n hai �i·u ki»n:

b) min{ν(g,Hj),≤k(z), d} = min{ν(f,Hj),≤k(z), d}, j ∈ {1, · · · , q}

(ta nâi r¬ng bëi �÷ñc ng­t bði k, d) v 

c) g = f tr¶n
q⋃
j=1

{z : ν(f,Hj),≤k(z) > 0}.

N¸u k = +∞ th¼ ta dòng k½ hi»u F
(
{Hj}qj=1, f, d) cho �ìn gi£n c¡c k½ hi»u.

V§n �· duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) l  b i to¡n chóng ta

c¦n ph£i t¼m �i·u ki»n cõa q v  k, d sao cho tªp F
(
{Hj}qj=1, f, k, d) ch¿ chùa mët ¡nh

x¤ (�ành lþ duy nh§t), ho°c theo ngh¾a rëng hìn l  chóng ta nghi¶n cùu lüc l÷ñng cõa

tªp F
(
{Hj}qj=1, f, k, d) v  t¼m ra c¡c mèi quan h» giúa c¡c ¡nh x¤ trong tªp hñp n y.

Mët sè c¥u häi tü nhi¶n �÷ñc �°t ra nh÷ sau.

C¥u häi 1. Sè c¡c si¶u ph¯ng (hay c¡c möc ti¶u cè �ành) trong PN(C) c¦n thi¸t l 

bao nhi¶u? Nâi c¡ch kh¡c, sè q c ng b² c ng tèt.

C¥u häi 2. T¼m c¡ch ch°n bëi d v  k c ng b² c ng tèt.

C¥u häi 3. Li»u c¡c möc ti¶u cè �ành (hay c¡c si¶u ph¯ng) câ thº �÷ñc mð rëng

th nh tr÷íng hñp möc ti¶u di �ëng (hay si¶u ph¯ng di �ëng) ho°c cho tr÷íng hñp si¶u

m°t?

V· c¡c c¥u häi 1 v  2, chóng tæi li»t k¶ ð �¥y mët v i k¸t qu£ tèt nh§t �¢ �÷ñc bi¸t

�¸n bao gçm:

+) Smiley [55] ] F(f, {Hi}3N+2
i=1 , 1) = 1,
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+) Th¡i-Quang [62] ] F(f, {Hi}3N+1
i=1 , 1) = 1, N ≥ 2,

+) Dethloff-T§n [15] ] F(f, {Hi}[2.75N ]
i=1 , 1) = 1 vîi N ≥ N0 (ð �â N0 câ cæng thùc t½nh

cö thº) v 

+) Chen-Yan [6] ] F(f, {Hi}2N+3
i=1 , 1) = 1.

Khi q < 2N + 3, câ mët v i k¸t qu£ g¦n �¥y �÷ñc �÷a ra bði T§n [60] v  Quang

[49],[50]. Nhúng k¸t qu£ n y gñi mð �¸n c¥u häi tü nhi¶n l .

Chóng ta câ thº nâi g¼ v· c¡c �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n trong tr÷íng hñp

q ≤ 2N + 2?

Möc ti¶u �¦u ti¶n cõa luªn ¡n l  nghi¶n cùu v§n �· vøa n¶u tr¶n. Tr÷îc h¸t chóng

tæi �÷a ra nhúng �ành lþ duy nh§t cho tr÷íng hñp q = 2N + 2.

M°t kh¡c, câ nhi·u k¸t qu£ thó và v· v§n �· duy nh§t cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n

C cho bði �i·u ki»n �¤o h m ho°c cho bði �i·u ki»n bëi bà ch°n r³ nh¡nh. Chóng tæi

công �¢ têng qu¡t v  �÷a ra mët sè k¸t qu£ v· v§n �· n y cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh nhi·u

bi¸n phùc.

Möc �½ch thù hai cõa luªn ¡n l  �÷a ra mët sè k¸t qu£ li¶n quan �¸n c¥u häi 3. C¡c

k¸t qu£ cõa chóng tæi l  nhúng c£i ti¸n thüc sü cõa nhúng k¸t qu£ tr÷îc �â cõa Ru

[53], Dethloff-T§n [14], Th¡i-Quang [61].

Song song vîi sü ph¡t triºn cõa lþ thuy¸t Nevanlinna, lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà cõa

¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu nhóng trong Rm �÷ñc nghi¶n cùu bði nhi·u nh  to¡n

håc nh÷ R. Osserman [45], S.S. Chern [7], F. Xavier [65], H. Fujimoto [20]-[24], S. J.

Kao [38], M. Ru [51]-[52] v  nhi·u ng÷íi kh¡c núa.

Chóng ta x²t M l  mët m°t cüc tiºu khæng ph¯ng trong R3, cö thº hìn l  mët

m°t cüc tiºu li¶n thæng �÷ñc �ành h÷îng trong R3. Theo �ành ngh¾a cê �iºn, ¡nh

x¤ Gauss G cõa m°t M l  ¡nh x¤ bi¸n måi �iºm p ∈ M th nh v²c tì trüc giao

G(p) ∈ S2 cõa M t¤i p. Thay cho nghi¶n cùu cõa G, chóng ta nghi¶n cùu ¡nh x¤

g := π ◦G : M → C := C∪ {∞}(= P1(C)) vîi ph²p chi¸u nêi π tø S2 l¶n P1(C). B¬ng

c¡ch dòng h» tåa �ë �àa ph÷ìng ch¿nh h¼nh z = u+
√
−1v �èi vîi méi h» tåa �ë �¯ng

nhi»t d÷ìng (u, v), ta câ thº xem M nh÷ l  mët m°t Riemann mð vîi mët m¶-tr½c b£o

gi¡c ds2. Do �â, tø gi£ thi¸t v· t½nh cüc tiºu cõa M, g s³ l  mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh

tr¶n M. B¬ng c¡ch t÷ìng tü, chóng ta câ thº �ành ngh¾a �÷ñc ¡nh x¤ Gauss cõa m°t
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cüc tiºu trong Rm. Cho �¸n nay c¡c nh  to¡n håc �¢ cæng bè nhi·u k¸t qu£ �µp �³

v· ¡nh x¤ Gauss t÷ìng tü nh÷ nhúng k¸t qu£ v· ¡nh x¤ ph¥n h¼nh trong lþ thuy¸t

Nevanlinna. Mët trong nhúng k¸t qu£ nh÷ th¸ l  �ành lþ Picard nhä.

N«m 1964, R. Osserman [45] ch¿ ra r¬ng ph¦n bò cõa £nh cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t

cüc tiºu �¦y khæng ph¯ng trong R3 câ �ë �o læ-ga-r½t b¬ng khæng trong P1(C). N«m

1981, mët k¸t qu£ �ët ph¡ �÷ñc chùng minh bði F. Xavier [65] r¬ng ¡nh x¤ Gauss cõa

m°t cüc tiºu �¦y khæng ph¯ng trong R3 ch¿ câ thº bä �÷ñc nhi·u nh§t 6 �iºm trong

P1(C). N«m 1988, H. Fujimoto [20] gi£m sè �iºm tø 6 xuèng 4. Nh÷ chóng ta �¢ bi¸t,

¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu Scherk ch¿ bä �÷ñc 4 �iºm trong P1(C) n¶n sè 4 l  tèi

÷u. N«m 1991, S. J. Kao [38] �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng ¡nh x¤ Gauss t¤i tªp d¤ng

v nh khuy¶n (tùc l  tªp b£o gi¡c vîi h¼nh v nh khuy¶n {z| 0 < 1/r < |z| < r}) cõa

m°t cüc tiºu �¦y trong R3 công nhªn måi gi¡ trà trong P1(C) trø �i khæng qu¡ 4 �iºm.

N«m 2007, Jin-Ru [37] mð rëng k¸t qu£ cõa Kao cho tr÷íng hñp m > 3.

M°t kh¡c, v o n«m 1993, M. Ru [52] nghi¶n cùu ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu

trong Rm (m ≥ 3) vîi t½nh ch§t r³ nh¡nh. �â l  mët sü mð rëng cõa c¡c k¸t qu£ vøa

�· cªp ð tr¶n.

Mët c¥u häi tü nhi¶n n£y sinh l  li»u câ thº nâi g¼ v· ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc

tiºu t¤i c¡c tªp d¤ng v nh khuy¶n vîi t½nh ch§t r³ nh¡nh?

Möc �½ch cuèi còng cõa luªn ¡n l  tr£ líi cho c¥u häi n y khi m = 3; 4. Chóng tæi

công giîi thi»u �¸n k¸t qu£ cõa Dethloff-H -Thoan [10] cho tr÷íng hñp m > 3. Chóng

tæi công l÷u þ r¬ng c¡ch ti¸p cªn cho tr÷íng hñp cõa chóng tæi kh¡c so vîi k¸t qu£

cõa Dethloff-H -Thoan [10] cho tr÷íng hñp m = 4.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu

Möc �½ch ch½nh cõa luªn ¡n l  nghi¶n cùu v§n �· duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n

h¼nh tø Cn v o PN(C) �èi vîi c¡c tr÷íng hñp si¶u ph¯ng cè �ành, si¶u ph¯ng di �ëng

v  câ bëi bà ch°n. Ngo i ra, luªn ¡n công nghi¶n cùu t½nh r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gauss

cõa m°t cüc tiºu trong Rm (m = 3; 4)

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

Nh÷ �¢ tr¼nh b y ð ph¦n lþ do chån �· t i, �èi t÷ñng nghi¶n cùu cõa luªn ¡n l  v§n

�· duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) v  t½nh r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤
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Gauss cõa m°t cüc tiºu �¦y trong Rm (m = 3; 4). Trong luªn ¡n, c¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc

l  mð rëng c¡c k¸t qu£ �¢ bi¸t g¦n �¥y.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

�º gi£i quy¸t nhúng v§n �· �°t ra trong luªn ¡n, chóng tæi sû döng c¡c ph÷ìng

ph¡p nghi¶n cùu cõa Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà, Gi£i t½ch phùc, H¼nh håc phùc �çng

thíi chóng tæi công �÷a ra nhúng k¾ thuªt mîi �º gi£i quy¸t v§n �·.

5. C¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc v  þ ngh¾a cõa �· t i

Luªn ¡n �÷ñc chia th nh ba ch÷ìng.

Ch÷ìng 1 d nh cho vi»c nghi¶n cùu c¡c �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa c¡c

¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø khæng gian phùc nhi·u chi·u v o khæng gian x¤ £nh phùc nhi·u

chi·u cho möc ti¶u cè �ành. Cö thº l  sau khi giîi thi»u l¤i c¡c kh¡i ni»m v  k¸t qu£

cì b£n cõa lþ thuy¸t Nevanlinna, chóng tæi chùng minh �ành lþ duy nh§t cho tr÷íng

hñp q = 2N + 2. Sau �â, chóng tæi mð rëng mët k¸t qu£ cõa Th¡i-Quang trong [62]

cho tr÷íng hñp bëi r³ nh¡nh. Ph¦n cuèi cõa ch÷ìng tr¼nh b y mët �ành lþ duy nh§t

cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh nhi·u bi¸n phùc vîi �i·u ki»n v· �¤o h m.

Ch÷ìng 2 d nh cho vi»c nghi¶n cùu �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa ¡nh x¤

ph¥n h¼nh cho möc ti¶u di �ëng. Ngo i ra, chóng tæi công �÷a ra mët �ành lþ duy nh§t

cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh nhi·u bi¸n phùc vîi �i·u ki»n �¤o h m.

Trong ch÷ìng 3, chóng tæi giîi thi»u ¡nh x¤ Gauss (mð rëng) cõa m°t cüc tiºu trong

Rm v  chóng tæi nghi¶n cùu t½nh ch§t r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gaus t¤i c¡c tªp d¤ng v nh

khuy¶n cõa m°t cüc tiºu trong R3,R4. Cö thº chóng tæi mð rëng c¡c k¸t qu£ tr÷îc �â

cõa S. J. Kao [38] trong tr÷íng hñp m = 3.

6. C§u tróc luªn ¡n

Bè cöc cõa luªn ¡n ngo i ph¦n mð �¦u v  ph¦n phö löc gçm ba ch÷ìng �÷ñc vi¸t

theo t÷ t÷ðng k¸ thøa. Ba ch÷ìng cõa luªn ¡n �÷ñc vi¸t düa tr¶n bèn cæng tr¼nh trong

�â hai cæng tr¼nh �¢ �÷ñc �«ng v  hai cæng tr¼nh �¢ �÷ñc gûi �i cæng bè.

Ch÷ìng 1: �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh cho möc ti¶u cè

�ành

Ch÷ìng 2: �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh cho möc ti¶u di
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�ëng

Ch÷ìng 3: Sü ph¥n bè gi¡ trà cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu t¤i tªp d¤ng v nh

khuy¶n



Ch÷ìng 1

�ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n

cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh cho möc ti¶u

cè �ành

Nh÷ �¢ tr¼nh b y trong ph¦n Mð �¦u, v§n �· duy nh§t cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø

Cn v o PN(C) vîi bëi bà ch°n �èi vîi mët hå húu h¤n c¡c si¶u ph¯ng trong PN(C) �¢

�÷ñc nghi¶n cùu s¥u s­c bði nhi·u nh  to¡n håc nh÷ H. Fujimoto, L. Smiley, S. Ji,

M. Ru, D.D. Thai, G. Dethloff, T.V. Tan, S.D. Quang, Z. Chen, Q. Yan ... v  �¢ trð

th nh mët l¾nh vüc lîn trong Lþ thuy¸t Nevanlinna.

B¥y gií, chóng tæi muèn giîi thi»u chi ti¸t hìn nhúng k¸t qu£ ch½nh trong l¾nh vüc

n y. B¬ng c¡ch sû döng l¤i c¡c k½ hi»u trong §1.1, ta câ c¡c k¸t qu£ sau.

�ành lþ A.(Smiley [55]) N¸u q ≥ 3N + 2 th¼ ] F(f, {Hi}qi=1, 1) = 1.

�ành lþ B.(Th¡i-Quang [62]) N¸u N ≥ 2 th¼ ] F(f, {Hi}3N+1
i=1 , 1) = 1.

�ành lþ C.(Dethloff-T§n [15])Tçn t¤i mët sè nguy¶n d÷ìng N0 (câ thº �÷a ra cæng

thùc t½nh t÷íng minh) sao cho ] F(f, {Hi}qi=1, 1) = 1 vîi N ≥ N0 v  q = [2.75N ].

�ành lþ D.(Chen-Yan [6]) N¸u N ≥ 1 th¼ ] F(f, {Hi}2N+3
i=1 , 1) = 1.

�ành lþ E.(T§n [60]) Cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh g ∈ F(f, {Hi}2N+2
i=1 , N + 1), khi �â câ

7
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mët h¬ng sè α ∈ C v  mët c°p (i, j) vîi 1 ≤ i < j ≤ q, thäa m¢n

(Hi, f)

(Hj, f)
= α

(Hi, g)

(Hj, g)
.

Trong t§t c£ c¡c k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t tr¶n (�ành lþ A-E) cõa c¡c ¡nh x¤

ph¥n h¼nh v o PN(C) vîi bëi bà ch°n th¼ sè si¶u ph¯ng khæng v÷ñt qu¡ 2N + 3.

Mët c¥u häi tü nhi¶n �÷ñc �°t ra l  li»u câ thº gi£m sè si¶u ph¯ng xuèng d÷îi

2N + 3?

G¦n �¥y S.D. Quang câ �÷a ra mët c¡ch ti¸p cªn cho v§n �· n y nh÷ sau

�ành lþ F. (Quang [49]) Cho f1 v  f2 l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n

t½nh tø Cn v o PN(C) (N ≥ 2) v  H1, ...., H2N+2 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t

trong PN(C) sao cho

dim{z ∈ Cn : ν(f1,Hi)(z) > 0 and ν(f1,Hj)(z) > 0} ≤ n− 2

cho måi 1 ≤ i < j ≤ 2N + 2. Gi£ sû r¬ng c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n.

(a) min{ν(f1,Hj),≤N , 1} = min{ν(f2,Hj),≤N , 1} (1 ≤ j ≤ 2N + 2),

(b) f1(z) = f2(z) tr¶n tªp
⋃2N+2
j=1 {z ∈ Cn : ν(f1,Hj)(z) > 0},

(c) min{ν(f1,Hj),≥N , 1} = min{ν(f2,Hj),≥N , 1} (1 ≤ j ≤ 2N + 2),

Khi �â ta câ f1 ≡ f2.

Ngo i ra S. D. Quang công �¢ chùng minh �÷ñc mët gi£ thuy¸t �÷ñc �÷a ra bði Th¡i

-Quang trong [62], cö thº l  �ành lþ sau

�ành lþ G. (Quang [50]) N¸u N ≥ 2, th¼ ] F
(
{Hj}2N+2

j=1 , f, 1) ≤ 2.

Ti¸p töc h÷îng nghi¶n cùu n y, trong ph¦n �¦u cõa ch÷ìng chóng tæi �÷a ra mët

v i �ành lþ duy nh§t cho tr÷íng hñp sè c¡c si¶u ph¯ng q ≤ 2N + 2. Cö thº l  chóng

tæi chùng minh �ành lþ sau.

�ành lþ 1.0.1. (H -Quang [33]) Gi£ sû f 1 v  f 2 l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh tø Cn v o PN(C) (N ≥ 2) v  H1, ...., H2N+2 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½

têng qu¡t trong PN(C) thäa m¢n

dim{z ∈ Cn : ν(f1,Hi)(z) > 0 v  ν(f1,Hj)(z) > 0} ≤ n− 2
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vîi måi 1 ≤ i < j ≤ 2N + 2. Gi£ sû m l  sè nguy¶n d÷ìng sao cho

m >

(
2N + 2

N + 1

)[(
2N + 2

N + 1

)
−2

]
.

Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n

(a) min{ν(f1,Hj), 1} = min{ν(f2,Hj), 1} (1 ≤ j ≤ 2N + 2),

(b) f 1(z) = f 2(z) tr¶n
⋃2N+2
j=1 {z ∈ Cn : ν(f1,Hj)(z) > 0},

(c) min{ν(f1,Hj)(z), ν(f2,Hj)(z)} > N ho°c ν(f1,Hj)(z) ≡ ν(f2,Hj)(z) (mod m) cho måi

z ∈ (f 1, Hj)
−1(0) (1 ≤ j ≤ 2N + 2).

Khi �â ta câ f 1 ≡ f 2.

Trong [62], c¡c t¡c gi£ �¢ chùng minh �÷ñc c¡c k¸t qu£ sau

�ành lþ H. (Th¡i-Quang [62])

(a) N¸u N = 1, th¼ ] F(f, {Hi}3N+1
i=1 , k, 2) ≤ 2 vîi k ≥ 15.

(b) N¸u N ≥ 2, th¼ ] F(f, {Hi}3N+1
i=1 , k, 2) ≤ 2 vîi k ≥ 3N + 3 +

4

N − 1
.

(c) N¸u N ≥ 4, th¼ ] F(f, {Hi}3N
i=1, k, 2) ≤ 2 vîi k > 3N + 7 +

24

N − 3
.

(d) N¸u N ≥ 6, th¼ ] F(f, {Hi}3N−1
i=1 , k, 2) ≤ 2 vîi k > 3N + 11 +

60

N − 5
.

Ph¦n thù hai cõa ch÷ìng d nh cho vi»c mð rëng �ành lþ H b¬ng c¡ch ch¿ ra �ành

lþ duy nh§t trong tr÷íng hñp bëi ch°n l  r³ nh¡nh. Cö thº l  chóng tæi chùng minh

�ành lþ sau.

�ành lþ 1.0.2. (H  [31]) Gi£ sû f 1, f 2, f 3 : Cn −→ PN(C) l  c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh

v  {Hi}qi=1 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£ sû d, k, k1i, k2i, k3i l 

c¡c sè nguy¶n thäa m¢n

1 ≤ k1i, k2i, k3i ≤ ∞ (1 ≤ i ≤ q). Ta �°t M = max{kji}, m = min{kji} (1 ≤ j ≤

3, 1 ≤ i ≤ q), k = max{]{i ∈ {1, 2 · · · , q} | kji = m} | 1 ≤ j ≤ 3} v  quy ÷îc d = 0

n¸u M = m v  d = min{kji −m > 0 | 1 ≤ j ≤ 3; 1 ≤ i ≤ q} n¸u M 6= m. Gi£ sû c¡c

�i·u ki»n sau thäa m¢n

(i) dim{z ∈ Cn : ν(fj ,Hi),≤kji > 0 v  ν(fj ,Hl),≤kjl > 0} ≤ n− 2

(1 ≤ j ≤ 3; 1 ≤ i < l ≤ q)

(ii) min(ν(fj ,Hi),≤kji , 2) = min(ν(f t,Hi),≤kti , 2) (1 ≤ j < t ≤ 3; 1 ≤ i ≤ q)

(iii) f 1 ≡ f j tr¶n
⋃q
α=1{z ∈ Cn : ν(f1,Hα),≤k1α(z) > 0} (1 ≤ j ≤ 3).
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Th¸ th¼ f 1 ≡ f 2 ho°c f 2 ≡ f 3 ho°c f 3 ≡ f 1 n¸u mët trong c¡c �i·u ki»n sau thäa

m¢n:

1) N ≥ 2, 3N − 1 ≤ q ≤ 3N + 1,m > 3N + 1 +
16

3(N − 1)
v 

(2q − 5N − 3) >
2Nk

m+ 1
+

2N(q − k)

m+ d+ 1
− 3N2 +N

M + 1
.

2) N = 1, q = 4 v 
3(2k + 1)

m+ 1
+

6(4− k)

m+ d+ 1
+

6k

M(m+ 1)
+

24− 6k

M(m+ d+ 1)
< 1 +

12

M
.

Nh÷ chóng ta �¢ bi¸t, v§n �· duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n C vîi �i·u ki»n

�¤o h m �÷ñc quan t¥m nghi¶n cùu tø l¥u. Tuy nhi¶n, theo chóng tæi bi¸t, khæng câ

k¸t qu£ n o nh÷ th¸ cho c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh nhi·u bi¸n phùc. Câ thº th§y ngay mët

khâ kh«n �â l  ta khæng �ành ngh¾a �÷ñc �¤o h m cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh. V÷ñt qua

nhúng khâ kh«n v· m°t kÿ thuªt, chóng tæi �÷a ra mët �ành lþ duy nh§t cho ¡nh x¤

ph¥n h¼nh tr¶n Cn vîi �i·u ki»n v· �¤o h m ð ph¦n cuèi cõa ch÷ìng. Cö thº, chóng

tæi chùng minh k¸t qu£ sau.

�ành lþ 1.0.3. (H -Quang [33]) N¸u N ≥ 4, 2 6 d 6 N − 1 v  k >
3dN2 − 2N2 + 2Nd− 2Nd2

2(d− 1)N + d− 2d2
− 1, th¼

] G(f, {Hi}3N+2−2d
i=1 , k, d) = 1.

1.1 C¡c ki¸n thùc v  k¸t qu£ cì b£n cõa lþ thuy¸t Nevanlinna

Chóng ta k½ hi»u ||z|| =
(
|z1|2 + · · · + |zn|2

)1/2
vîi méi z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn v  �ành

ngh¾a

B(r) := {z ∈ Cn : ||z|| < r}, S(r) := {z ∈ Cn : ||z|| = r} (0 < r <∞),

vn−1(z) :=
(
ddc||z||2

)n−1
v 

σn(z) := dclog||z||2 ∧
(
ddclog||z||2

)n−1
tr¶n Cn \ {0}.

Gi£ sû F l  h m ch¿nh h¼nh khæng �çng nh§t b¬ng khæng tr¶n mi·n Ω trong Cn. Vîi

méi bë ch¿ sè c¡c sè nguy¶n khæng ¥m α = (α1, ..., αn), ta �°t |α| = α1 + ... + αn v 

DαF =
∂|α|F

∂α1z1...∂αnzn
.

X²t ¡nh x¤ νF : Ω→ Z x¡c �ành bði cæng thùc

νF (z) := max {n : DαF (z) = 0 vîi måi α tho£ m¢n |α| < n}, z ∈ Ω
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�ành ngh¾a 1.1.1. Mët divisor tr¶n mi·n Ω trong Cn l  mët ¡nh x¤ ν : Ω → Z tho£

m¢n vîi méi a ∈ Ω, tçn t¤i c¡c h m ch¿nh h¼nh kh¡c khæng F v  G x¡c �ành tr¶n mët

l¥n cªn mð li¶n thæng U ⊂ Ω cõa a sao cho ν(z) = νF (z)− νG(z) vîi méi z ∈ U , ngo i

mët tªp con gi£i t½ch câ chi·u 6 n− 2.

Hai divisor �÷ñc xem l  gièng nhau n¸u chóng �çng nh§t vîi nhau b¶n ngo i mët

tªp gi£i t½ch câ chi·u 6 n − 2. Vîi méi divisor ν tr¶n Ω ta �°t |ν| := {z : ν(z) 6= 0}.

Khi �â, |ν| l  mët tªp con gi£i t½ch câ chi·u thu¦n tuþ (n− 1) cõa Ω ho°c l  mët tªp

réng.

Gi£ sû ϕ l  h m ph¥n h¼nh kh¡c khæng tr¶n mi·n Ω trong Cn. Vîi méi a ∈ Ω, chóng

ta chån c¡c h m ch¿nh h¼nh kh¡c khæng F v  G x¡c �ành tr¶n mët l¥n cªn U ⊂ Ω cõa

a sao cho ϕ =
F

G
tr¶n U v  dim(F−1(0)∩G−1(0)) 6 n− 2. Khi �â chóng ta �ành ngh¾a

divisor νϕ bði νϕ(z) := νF (z), ν∞ϕ (z) := νG(z) vîi måi z ∈ U . D¹ th§y kh¡i ni»m tr¶n

khæng phö thuëc v o vi»c chån c¡c h m F v  G. Do vªy, nâ ho n to n �÷ñc x¡c �ành

tr¶n to n bë Ω.

Gi£ sû ν l  mët divisor trong Cn v  k, d l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng ho°c +∞. �°t

ν(d)(z) = min {d, ν(z)},

ν
(d)
≤k(z) =

0 n¸u ν(z) > k,

ν(d)(z) n¸u ν(z) ≤ k,

ν
(d)
>k(z) =

ν
(d)(z) n¸u ν(z) > k,

0 n¸u ν(z) ≤ k.

Chóng ta �ành ngh¾a

n(t) =


∫

|ν| ∩B(t)

ν(z)vn−1 n¸u n ≥ 2,

∑
|z|≤t

ν(z) n¸u n = 1.

T÷ìng tü tr¶n ta công �ành ngh¾a �÷ñc n(d)(t), n
(d)
≤k(t), n

(d)
>k(t).

�ành ngh¾a

N(r, ν) =

r∫
1

n(t)

t2n−1
dt (1 < r <∞).
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Công t÷ìng tü ta �ành ngh¾a N(r, ν(d)), N(r, ν
(d)
≤k), N(r, ν

(d)
>k) v  k½ hi»u l¤i chóng

l¦n l÷ñt l  N (d)(r, ν), N
(d)
≤k (r, ν), N

(d)
>k (r, ν) .

Vîi h m ch¿nh h¼nh ϕ : Cn −→ C, ta �ành ngh¾a

Nϕ(r) = N(r, νϕ), N
(d)
ϕ (r) = N (d)(r, νϕ), N

(d)
ϕ,≤k(r) = N

(d)
≤k (r, νϕ), N

(d)
ϕ,>k(r) =

N
(d)
>k (r, νϕ).

�º ti»n cho k½ hi»u ta s³ bä ch¿ sè tr¶n (d) n¸u d =∞.

B¥y gií ta x²t mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh f tø Cn v o PN(C) khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh

tr¶n C v  q si¶u ph¯ng H1, ...., Hq trong PN(C) ð và tr½ têng qu¡t thäa m¢n

dim{z ∈ Cn : ν(f,Hi),6k(z) > 0 v  ν(f,Hj),6k(z) > 0} ≤ n− 2 (1 ≤ i < j ≤ q).

Ta k½ hi»u F(f, {Hj}qj=1, k, d) l  tªp t§t c£ c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh g : Cn → PN(C) thäa

m¢n c¡c �i·u ki»n sau

(a) g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n C,

(b) min (ν(f,Hj),≤k, d) = min (ν(g,Hj),≤k, d) (1 ≤ j ≤ q),

(c) f(z) = g(z) tr¶n
⋃q
j=1{z ∈ Cn : ν(f,Hj),≤k(z) > 0}.

Khi k = ∞, �º cho ti»n k½ hi»u ta thay k½ hi»u F(f, {Hj}qj=1,∞, d) bði k½ hi»u

F(f, {Hj}qj=1, d).

Trong PN(C) cè �ành mët tåa �ë thu¦n nh§t (w0 : · · · : wN). Gi£ sû f : Cn −→ PN(C)

l  mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh câ mët biºu di¹n rót gån f = (f0 : · · · : fN) cõa f , tùc l 

c¡c fi l  nhúng h m ch¿nh h¼nh tr¶n Cn thäa m¢n f(z) =
(
f0(z) : · · · : fN(z)

)
b¶n

ngo i tªp gi£i t½ch I(f) = {z ∈ Cn : f0(z) = · · · = fN(z) = 0} câ �èi chi·u > 2. �°t

‖f‖ =
(
|f0|2 + · · ·+ |fN |2

)1/2
.

H m �°c tr÷ng cõa f �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau

T (r, f) =

∫
S(r)

log‖f‖σn −
∫
S(1)

log‖f‖σn.

ChoH l  mët si¶u ph¯ng trong PN(C) cho bði ph÷ìng tr¼nh H = {a0ω0+...+aNωN =

0}, ð �â A := (a0, ..., aN) 6= (0, ..., 0). Chóng ta �°t (f,H) =
∑N

i=0 aifi. Th¸ th¼ ta câ

thº �ành ngh¾a divisor t÷ìng ùng l  ν(f,H), �÷ñc gåi l  bëi giao cõa £nh cõa f vîi H
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t¤i f(z). Hìn núa ta câ thº �ành ngh¾a h m x§p x¿ cõa H nh÷ sau

mf,H(r) =

∫
S(r)

log
||f || · ||H||
|(f,H)|

σn −
∫
S(1)

log
||f || · ||H||
|(f,H)|

σn,

ð �â ||H|| = (
∑N

i=0 |ai|2)
1
2 .

Cho ϕ l  mët h m ph¥n h¼nh kh¡c khæng tr¶n Cn, khi �â nâ câ thº �÷ñc xem nh÷ l 

mët ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh v o P1(C). Th¸ th¼ h m x§p x¿ cõa ϕ �÷ñc �ành ngh¾a bði

cæng thùc sau

m(r, ϕ) :=

∫
S(r)

log max (|ϕ|, 1)σn.

Ti¸p �¸n chóng tæi giîi thi»u mët sè k¸t qu£ �âng vai trá quan trång trong lþ thuy¸t

Nevanlinna (Noguchi-Ochiai [44], Stoll [56],[57]).

�ành lþ cì b£n thù nh§t cho si¶u ph¯ng. Cho f : Cn → PN(C) l  ¡nh x¤ ph¥n

h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H l  mët si¶u ph¯ng trong PN(C). Th¸ th¼ ta câ

N(f,H)(r) +mf,H(r) = T (r, f) (r > 1).

�ành lþ cì b£n thù hai cho si¶u ph¯ng. Cho f : Cn → PN(C) l  mët ¡nh x¤

ph¥n h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, ..., Hq (q ≥ N + 1) l  c¡c si¶u ph¯ng ð và

tr½ têng qu¡t trong PN(C). Th¸ th¼ ta câ

|| (q −N − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N
(N)
(f,Hi)

(r) + o(T (r, f)).

Bê �· 1.1.2. (Th¡i-Quang [62]) Cho f : Cn → PN(C) l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, H2, ..., Hq l  q si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£

sû k ≥ N − 1. Khi �â ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(q −N − 1− Nq

k + 1

)
T (r, f) ≤

q∑
j=1

(
1− N

k + 1

)
N

(N)
(f,Hj),≤k(r) + o(T (r, f)) .

Bê �· �¤o h m læ-ga-r½t. Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n Cn. Khi �â ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣ m

(
r,
Dα(f)

f

)
= O(log+ T (r, f)) (α ∈ Zn+).

Chóng ta k½ hi»uM∗
n nhâm nh¥n giao ho¡n cõa c¡c h m ph¥n h¼nh kh¡c khæng tr¶n

Cn. Th¸ th¼ nhâm nh¥nM∗
n/C∗ l  mët nhâm giao ho¡n khæng xo­n.



14

�ành ngh¾a 1.1.3. Cho G l  mët nhâm giao ho¡n khæng xo­n v  A = (a1, a2, ..., aq)

mët q-bë gçm c¡c ph¦n tû ai trong G. Gi£ sû q ≥ r > s > 1. Ta nâi q-bë A câ t½nh ch§t

(Pr,s) n¸u b§t k¼ r ph¦n tû al(1), ..., al(r) trong A thäa m¢n �i·u ki»n sau: Vîi b§t k¼ bë

ch¿ sè i1, ..., is (1 ≤ i1 < ... < is ≤ r), tçn t¤i bë ch¿ sè j1, ..., js (1 ≤ j1 < ... < js ≤ r)

vîi {i1, ..., is} 6= {j1, ..., js} sao cho al(i1)...al(is) = al(j1)...al(js).

M»nh �· 1.1.4. (Fujimoto [18]) Cho G l  mët nhâm giao ho¡n khæng xo­n v 

A = (a1, ..., aq) l  q-bë c¡c ph¦n tû ai cõa G. N¸u A câ t½nh ch§t (Pr,s) vîi c°p r, s n o

�â v  q ≥ r > s > 1 th¼ tçn t¤i c¡c ch¿ sè i1, ..., iq−r+2 vîi 1 ≤ i1 < ... < iq−r+2 ≤ q sao

cho ai1 = ai2 = ... = aiq−r+2 .

L§y ba ¡nh x¤ ph¥n h¼nh f 1, f 2, f 3 vîi biºu di¹n rót gån fk := (fk0 : ... : fkN) v  �°t

T (r) :=
∑3

k=1 T (r, fk). Vîi méi ph¦n tû c = (c0, ..., cN) ∈ CN+1 \ {0}, ta �ành ngh¾a

(fk, c) :=
∑N

i=0 cif
k
i (1 ≤ k ≤ 3).

Ta k½ hi»u C l  tªp t§t c£ c¡c ph¦n tû c ∈ CN+1 \ {0} sao cho

dim{z ∈ Cn : (fk, Hj)(z) = (fk, c)(z) = 0} ≤ n− 2.

Bê �· 1.1.5. Cho H1, H2, ..., Hq l  q si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£

sû min(ν(fj ,Hi), d) = min(ν(f1,Hi), d)(1 ≤ j ≤ 3), 1 ≤ d ≤ N v  q ≥ N + 2. Khi �â ta câ

|| T (r, fk) = O(T (r, f 1)) (1 ≤ k ≤ 3).

Chùng minh. Theo �ành lþ cì b£n thù hai ta câ∣∣∣∣ (q−N−1)T (r, fk) ≤
q∑
i=1

N
(N)

(fk,Hi)
(r)+o(T (r, fk)) ≤

q∑
i=1

N

d
·N (d)

(fk,Hi)
(r)+o(T (r, fk))

=

q∑
i=1

N

d
·N (d)

(f1,Hi)
(r) + o(T (r, fk)) ≤ q

N

d
T (r, f 1) + o(T (r, fk)).

Do �â || T (r, fk) = O(T (r, f 1)). T÷ìng tü ta công câ

||T (r, f 1) = O(T (r, fk)).

Bê �· 1.1.6. (Ji [35]) C trò mªt trong CN+1.

Bê �· 1.1.7. (Fujimoto [28]) Vîi méi ph¦n tû c ∈ C, chóng ta �°t F jk
c =

(fk, Hj)

(fk, c)
.

Khi �â ta câ

T (r, F jk
c ) ≤ T (r, fk) + o(T (r)).
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�ành ngh¾a 1.1.8. (Fujimoto [28]) Cho F0, ..., FM l  c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n Cn vîi

M ≥ 1. �°t α := (α0, ..., αM−1) vîi c¡c th nh ph¦n αk l  bë thù tü cõa n sè nguy¶n

khæng ¥m v  �°t |α| = |α0|+ ...+ |αM−1|. Chóng ta �ành ngh¾a h m bê trñ nh÷ sau

Φα ≡ Φα(F0, ..., FM) := F0F1···FM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

Dα0
( 1
F0

) Dα0
( 1
F1

) · · · Dα0
( 1
FM

)
...

...
...

...

DαM−1
( 1
F0

) DαM−1
( 1
F1

) · · · DαM−1
( 1
FM

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M»nh �· 1.1.9. (Fujimoto [19]) Cho α = (α0, · · · , αN) l  mët tªp th½ch hñp cho

F = (f0, · · · , fN) v  cho h l  mët h m ch¿nh h¼nh. Th¸ th¼

det

(
Dα0

(hF ), · · · , DαN (hF )

)
= hN+1det

(
Dα0

(F ), · · · , DαN (F )

)
.

Bê �· 1.1.10. (Fujimoto [28]) N¸u Φα(F,G,H) = 0 v  Φα( 1
F
, 1
G
, 1
H

) = 0 vîi måi α

m  |α| ≤ 1. Th¸ th¼ mët trong c¡c kh¯ng �ành sau �óng

(i) F = G,G = H ho°c H = F.

(ii) F
G
, G
H

v  H
F

�·u l  h m h¬ng.

Bê �· 1.1.11. Gi£ sû r¬ng Φα(F0, ..., FM) 6≡ 0 vîi |α| ≤ M(M − 1)

2
. N¸u

ν([d]) := min {νF0,≤k0 , d} = min {νF1,≤k1 , d} = · · · = min {νFM ,≤kM , d}

vîi mët sè d ≥ |α| th¼ νΦα(z0) ≥ min {ν([d])(z0), d− |α|} vîi måi z0 ∈ {z : νF0,≤k0(z) >

0} \ A, ð �â A l  mët tªp con gi£i t½ch �èi chi·u ≥ 2.

Chùng minh. �°t Hs := {z : νFs,≤ks(z) > 0}. Th¸ th¼ tø gi£ thi¸t ta câ H0 = H1 =

... = HM := H. Gåi A l  tªp t§t c£ c¡c �iºm k¼ dà cõa H. Ta câ A l  tªp gi£i t½ch câ

chi·u ≤ n− 2. Gi£ sû z0 ∈ H \A. Ta chån mët h m ch¿nh h¼nh kh¡c h¬ng h tr¶n mët

l¥n cªn U cõa z0 sao cho dh khæng câ khæng �iºm v  H ∩U = {z ∈ U ;h(z) = 0}. �°t

ms := νFs(z0) v  ϕs :=
1

Fs
vîi 0 ≤ s ≤ M. Ta câ thº vi¸t ϕs = h−msϕ̃s tr¶n mët l¥n

cªn V (⊂ U) cõa z0, ð �â ϕ̃s khæng �¥u b¬ng khæng tr¶n V .

Tr÷îc h¸t chóng ta x²t tr÷íng hñp ν [d](z0) = d. Khi �â ta câ
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Φα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F0 F1 · · · FM

F0.Dα
0
( 1
F0

) F1.Dα
0
( 1
F1

) · · · FM .Dα
0
( 1
FM

)
...

...
...

...

F0.Dα
M−1

( 1
F0

) F1.Dα
M−1

( 1
F1

) · · · FM .Dα
M−1

( 1
FM

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑M

i=0(−1)iFiψi,

ð �â ψi := det

(
Dαlϕk
ϕk

; k = 0, ..., i − 1, i + 1, ...,M ; l = 0, 1, ...,M − 1

)
l  c¡c h m

ph¥n h¼nh.

B¬ng chùng minh quy n¤p theo | αl | ta câ thº vi¸t
Dαlϕk
ϕk

th nh
Dαlϕk
ϕk

=
ψk,l
h|αl|

, ð

�â ψk,l l  mët h m ch¿nh h¼nh v 

ψi =
∑

l=(l1,...,lM )

ε(l)
Dαl1ϕ0

ϕ0

· · · D
αliϕi−1

ϕi−1

.
Dαli+1

ϕi+1

ϕi+1

· · · D
αlMϕM
ϕM

,

ð �â l = (l1, ..., lM) ch¤y tr¶n to n bë c¡c ho¡n và cõa {0, 1, ...,M −1} v  ε(l) l  k½ hi»u

d§u cõa ho¡n và l. �i·u n y suy ra ν∞ψi ≤| α | . Tø gi£ thi¸t νFi,≤ki(z0) ≥ ν [d](z0) = d,

ta câ νΦα(z0) ≥ d− | α | .

Tr÷íng hñp cán l¤i l  1 ≤ ν [d](z0) < d. Khi �â, theo gi£ thi¸t, ta câ

m∗ := m0 = m1 = · · · = mM = ν [d](z0).

B¥y gií ta vi¸t

Φα =
1

ϕ0ϕ1 · · ·ϕM
det

(
Dαl(ϕk − ϕ0); k = 1, ...,M ; l = 0, 1, ....,M − 1

)
,

v  ϕk − ϕ0 = h−m
∗
(ϕ̃k − ϕ̃0) vîi ϕ̃k − ϕ̃0 l  h m ch¿nh h¼nh.

�p döng M»nh �· 1.1.9, ta câ

Φα =
hm
∗(M+1)

ϕ̃0ϕ̃1...ϕ̃M
.

1

hm∗M
det

(
Dαl(ϕ̃k − ϕ̃0); k = 1, ...,M ; l = 0, 1, ....,M − 1

)
v  do �â

Φα =
hm
∗

ϕ̃0ϕ̃1...ϕ̃M
det

(
Dαl(ϕ̃k − ϕ̃0); k = 1, ...,M ; l = 0, 1, ....,M − 1

)
.

Vªy ta câ νΦα(z0) ≥ m∗. Bê �· �÷ñc chùng minh.

Bê �· 1.1.12. Còng vîi gi£ thi¸t nh÷ trong Bê �· 1.1.11, n¸u F0 = · · · = FM 6≡ 0,∞

tr¶n mët tªp con gi£i t½ch H vîi chi·u thu¦n tóy n− 1, th¼ νΦα(z0) ≥M, ∀ z0 ∈ H.
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Chùng minh. Sû döng c¡ch chùng minh v  k½ hi»u nh÷ trong Bê �· 1.1.11 chóng ta

gií ch¿ c¦n chùng minh r¬ng νΦα(z0) ≥ M cho t§t c£ c¡c �iºm ch½nh quy z0 cõa H

vîi Fk(z0) 6= 0,∞ (0 ≤ k ≤ M). L§y mët h m ch¿nh h¼nh h tr¶n mët l¥n cªn U

cõa z0 sao cho dh khæng câ khæng �iºm v  H ∩ U = {z ∈ U | h(z) = 0}. Ta vi¸t

ψk :=
1

Fk
− 1

F0

= hψ̃k (1 ≤ k ≤ M) vîi h m ch¿nh h¼nh kh¡c khæng ψ̃k tr¶n mët l¥n

cªn cõa z0. B¥y gií sû döng M»nh �· 1.1.9 chóng ta câ

Φα = F0F1...FM det

(
Dαlψ̃k; k = 1, ...,M ; l = 0, 1, ....,M − 1

)
= F0F1...FMh

M det

(
Dαlψk; k = 1, ...,M ; l = 0, 1, ....,M − 1

)
.

Vªy ta suy ra νΦα(z0) ≥M.

Bê �· 1.1.13. Cho f : Cn → PN(C) l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v 

H1, H2, ..., Hq l  q si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£ sû kj ≥ N − 1 (1 ≤

j ≤ q). Th¸ th¼ ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(q −N − 1−
q∑
j=1

N

kj + 1

)
T (r, f) ≤

q∑
j=1

(
1− N

kj + 1

)
N

(N)
(f,Hj),≤kj(r) + o(T (r, f)) .

Chùng minh. Sû döng �ành lþ cì b£n thù hai chóng ta câ

∣∣∣∣ (q −N − 1)T (r, f) ≤
q∑
j=1

N
(N)
(f,Hj)

(r) + o(T (r, f))

=

q∑
j=1

N
(N)
(f,Hj),≤kj(r) +

q∑
j=1

N
(N)
(f,Hj),>kj

(r) + o(T (r, f))

≤
q∑
j=1

N
(N)
(f,Hj),≤kj(r) +

q∑
j=1

N

kj + 1
N(f,Hj),>kj(r) + o(T (r, f))

=

q∑
j=1

N
(N)
(f,Hj),≤kj(r) +

q∑
j=1

N

kj + 1

(
N(f,Hj)(r)−N(f,Hj),≤kj(r)

)
+o(T (r, f))

≤
q∑
j=1

(
1− N

kj + 1

)
N

(N)
(f,Hj),≤kj(r) +

q∑
j=1

N

kj + 1
T (r, f) + o(T (r, f)).

Do �â chóng ta câ �i·u ph£i chùng minh.

Bê �· 1.1.14. Gi£ sû tçn t¤i Φα = Φα(F j00
c , ..., F j0M

c ) 6≡ 0 vîi ph¦n tû c ∈ C, |α| ≤
M(M − 1)

2
, 2 ≥ |α| v  gi£ thi¸t nh÷ trong Bê �· 1.1.11 �÷ñc thäa m¢n. Th¸ th¼ vîi
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méi 0 ≤ i ≤M, c¡c kh¯ng �ành sau �óng:

∣∣∣∣ N (2−|α|)
(f i,Hj0 ),≤kij0

(r)+M
∑
j 6=j0

N
(1)

(f i,Hj),≤kij(r) ≤ N(r, νΦα) ≤ T (r)+
M∑
l=0

N
(
M(M−1)

2
)

(f l,Hj0 ),>klj0
(r)+o(T (r)).

Chùng minh. V¸ tr¡i cõa b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh �÷ñc suy ra trüc ti¸p tø c¡c

Bê �· 1.1.11 v  Bê �· 1.1.12. M°t kh¡c ta công câ

N(r, νΦα) ≤ T (r,Φα) +O(1) = N(r, ν∞Φα) +m(r,Φα) +O(1). (1.1.1)

Chóng ta d¹ d ng nhªn th§y r¬ng cüc cõa Φα s³ l  khæng �iºm ho°c cüc �iºm cõa c¡c

F j0l
c n o �â v  Φα ch¿nh h¼nh t¤i t§t c£ c¡c khæng �iºm vîi bëi ≤ klj0 cõa F j0l

c theo

Bê �· 1.1.11(l ∈ {0, ...,M}). Gi£ sû z0 l  khæng �iºm cõa F j0l
c vîi bëi > klj0 . Chóng ta

công nhªn th§y r¬ng n¸u z0 l  cüc cõa
Dαi(1/F j0l

c )

(1/F j0l
c )

th¼ nâ v¨n câ bëi ≤ |αi|. Vªy n¸u

z0 l  cüc cõa Φα th¼ nâ câ bëi ≤ |α| =
∑M−1

i=0 |αi| ≤
M(M−1)

2
. �i·u n y suy ra

N(r, ν∞Φα) ≤
M∑
i=0

N
(
M(M−1)

2
)

(f i,Hj0 ),>kij0
(r) +

M∑
i=0

N(r, ν∞
F
j0i
c

) (1.1.2)

v 

m(r,Φα) ≤
M∑
i=0

m(r, F j0i
c ) +O

(∑
m

(
r,
Dαi(ϕj0kc )

ϕj0kc

))
+O(1)

≤
M∑
i=0

m(r, F j0i
c ) + o(T (r)) (1.1.3),

ð �â ϕj0kc = 1/F j0k
c . K¸t hñp (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) v  Bê �· 1.1.7, ta thu �÷ñc

N(r, νΦα) ≤
M∑
i=0

N
(
M(M−1)

2
)

(f i,Hj0 ),>kij0
(r) +

M∑
i=0

T (r, F j0i
c ) + o(T (r))

≤ T (r) +
M∑
i=0

N
(
M(M−1)

2
)

(f i,Hj0 ),>kij0
(r) + o(T (r)).

1.2 �ành lþ duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh vîi 2N+2 si¶u

ph¯ng v  bëi bà ch°n

Trong möc n y chóng ta chùng minh �ành lþ sau.
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�ành lþ 1.2.1. (H -Quang [33]) Gi£ sû f 1 v  f 2 l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh tø Cn v o PN(C) (N ≥ 2) v  H1, ...., H2N+2 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½

têng qu¡t trong PN(C) thäa m¢n

dim{z ∈ Cn : ν(f1,Hi)(z) > 0 v  ν(f1,Hj)(z) > 0} ≤ n− 2

vîi måi 1 ≤ i < j ≤ 2N + 2. Gi£ sû m l  sè nguy¶n d÷ìng sao cho

m >

(
2N + 2

N + 1

)[(
2N + 2

N + 1

)
−2

]
.

Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n.

(a) min{ν(f1,Hj), 1} = min{ν(f2,Hj), 1} (1 ≤ j ≤ 2N + 2),

(b) f 1(z) = f 2(z) tr¶n
⋃2N+2
j=1 {z ∈ Cn : ν(f1,Hj)(z) > 0},

(c) min{ν(f1,Hj)(z), ν(f2,Hj)(z)} > N ho°c ν(f1,Hj)(z) ≡ ν(f2,Hj)(z) (mod m) vîi måi

z ∈ (f 1, Hj)
−1(0) (1 ≤ j ≤ 2N + 2).

Khi �â ta câ f 1 ≡ f 2.

Chùng minh. Gi£ sû f 1 6≡ f 2. Khi �â vîi méi ch¿ sè i ∈ {1, ..., q}, ta �ành ngh¾a mët

divisor νi nh÷ sau

νi(z) :=


1 n¸u min{ν(f1,Hi)(z), ν(f2,Hi)(z)} > N,

1 n¸u ν(f1,Hi)(z) = ν(f2,Hi)(z)) < N,

0 cho c¡c tr÷íng hñp kh¡c.

�º chùng minh �ành lþ ch½nh ta c¦n mët sè c¡c bê �· sau.

Bê �· 1.2.2. Gi£ sû c°p ch¿ sè i, j ∈ {1, 2, ..., 2N + 2} thäa m¢n

Pij =
(f 1, Hi)

(f 1, Hj)
− (f 2, Hi)

(f 2, Hj)
6≡ 0.

Khi �â ta câ
2∑
s=1

∑
v=i,j

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hj)

(r) +N(r, νv)
)
+

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r)

≤ 2
2∑
s=1

T (r, f s) +O(1) (1.2.1)
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Chùng minh. Gi£ sû z ∈ (f 1, Hv)
−1(0). Chóng ta x²t ba tr÷íng hñp sau.

Tr÷íng hñp 1: min {ν(f1,Hv)(z), ν(f2,Hv)(z)} > N .

Ta câ

min{ν(f1,Hv)(z), ν(f2,Hv)(z)} ≥ N + 1

=
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} −N + νv(z).

Tr÷íng hñp 2: ν(f1,Hv)(z) = ν(f2,Hv)(z) < N .

Ta câ

min{ν(f1,Hv)(z), ν(f2,Hv)(z)} =
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} − ν(f1,Hv)(z)

≥
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} −N + νv(z).

Tr÷íng hñp 3: z khæng thäa m¢n hai tr÷íng hñp tr¶n.

Th¸ th¼ ta câ νv(z) = 0. Khi �â ta suy ra

min{ν(f1,Hv)(z), ν(f2,Hv)(z)} ≥
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} −N

=
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} −N + νv(z).

Tø 3 tr÷íng hñp tr¶n ta câ n¸u z ∈ (f 1, Hv)
−1(0) th¼

min{ν(f1,Hv)(z), ν(f2,Hv)(z)} ≥
2∑
s=1

min{ν(fs,Hv)(z), N} −N + νv(z).

K¸t hñp th¶m vîi �ành ngh¾a cõa Pij ta suy ra

νPij(z) ≥ min{ν(f1,Hi)(z), ν(f2,Hi)(z)}+
2N+2∑
v=1
v 6=i,j

ν
(1)

(f1,Hv)(z)

≥
2∑
s=1

ν
(N)
(fs,Hv)(z)−Nν(fs,Hi)(z) + νi(z) +

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

ν
(1)

(f1,Hv)(z)

Cho s = 1, 2 ta suy ra

νPij(z) ≥
2∑
s=1

(
ν

(N)
(fs,Hi)

(z)− N

2
ν

(1)
(fs,Hi)

(z) + νi

)
+

1

2

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

ν
(1)
(fs,Hv)(z).
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Do �â ta câ

2NPij(r) ≥
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)−NN (1)
(fs,Hi)

(r) +N(r, νi)
)

+
2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r) (1.2.2).

M°t kh¡c ta công câ

m(r, Pij) 6 m

(
r,

(f 1, Hi)

(f 1, Hj)

)
+m

(
r,

(f 2, Hi)

(f 2, Hj)

)
+O(1)

6 T

(
r,

(f 1, Hi)

(f 1, Hj)

)
−N

(
r,

(f 1, Hj)

(f 1, Hi)

)
+T

(
r,

(f 2, Hi)

(f 2, Hj)

)
−N

(
r,

(f 2, Hi)

(f 2, Hj)

)
+O(1)

6 T (r, f 1) + T (r, f 2)−N (f1,Hj)

(f1,Hi)

(r)−N (f2,Hj)

(f2,Hi)

(r) +O(1)

= T (r, f 1) + T (r, f 2)−N(f1,Hj)(r)−N(f2,Hj)(r) +O(1)

v 

N 1
Pij

(r) ≤ N(r, µj), vîi µj(z) = max {ν(f1,Hj)(z), ν(f2,Hj)(z)}.

X²t z ∈ (f 1, Hj)
−1(0), ta d¹ d ng ch¿ ra r¬ng

ν(f1,Hj)(z) + ν(f2,Hj)(z)− µj(z) = min{ν(f1,Hj)(z), ν(f2,Hj)(z)}

≥ min{ν(f1,Hj)(z), N}+ min{ν(f2,Hj)(z), N} −N + νj(z).

Do �â

2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)−NN (1)
(fs,Hi)

(r) +N(r, νi)
)

+
2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r)

≤ 2NPij(r) ≤ 2T (r, Pij) = 2N 1
Pij

(r) + 2m(r, Pij) +O(1).
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≤ 2
2∑
s=1

T (r, f s) + 2(N(r, µj)−N(f1,Hj)(r)−N(f2,Hj)(r)) +O(1)

≤ 2
2∑
s=1

T (r, f s)− 2(N
(N)

(f1,Hj)
(r) +N

(N)

(f2,Hj)
(r)−NN (1)

(f1,Hj)
(r) +N(r, νj))

+O(1)

≤ 2
2∑
s=1

T (r, f s)−
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hj)

(r)−NN (1)
(fs,Hj)

(r) +N(r, νj)
)

+O(1).

Tø �â ta câ

2∑
s=1

∑
v=i,j

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hj)

(r) +N(r, νv)
)
+

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r)

≤ 2
2∑
s=1

T (r, f s) +O(1).

Vªy Bê �· 1.2.2 �÷ñc chùng minh.

Bê �· 1.2.3. Vîi méi ch¿ sè 1 ≤ i ≤ 2N + 2, ta câ

∣∣∣∣ N(r, νi) = o(
2∑
s=1

T (r, f s)).

Chùng minh. B¬ng c¡ch thay �êi ch¿ sè n¸u c¦n thi¸t ta câ thº gi£ sû r¬ng

(f 1, H1)

(f 2, H1)
≡ (f 1, H2)

(f 2, H2)
≡ · · · ≡ (f 1, Hk1)

(f 2, Hk1)︸ ︷︷ ︸
nhâm 1

6≡ (f 1, Hk1+1)

(f 2, Hk1+1)
≡ · · · ≡ (f 1, Hk2)

(f 2, Hk2)︸ ︷︷ ︸
nhâm 2

6≡ (f 1, Hk2+1)

(f 2, Hk2+1)
≡ · · · ≡ (f 1, Hk3)

(f 2, Hk3)︸ ︷︷ ︸
nhâm 3

6≡ · · · 6≡
(f 1, Hks−1+1)

(f 2, Hks−1+1)
≡ · · · ≡ (f 1, Hks)

(f 2, Hks)︸ ︷︷ ︸
nhâm s

,

vîi ks = 2N + 2.

Vîi méi ch¿ sè 1 ≤ i ≤ 2N + 2, ta �°t

χ(i) =

i+N n¸u i ≤ N + 2,

i−N − 2 n¸u i > N + 2.

Do f 1 6≡ f 2 n¶n sè ph¦n tû cõa méi nhâm nhi·u nh§t l  N . Do �â
(f 1, Hi)

(f 2, Hi)
v 

(f 1, Hχ(i))

(f 2, Hχ(i))
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thuëc hai nhâm kh¡c nhau. Vªy ta câ
(f 1, Hi)

(f 2, Hi)
6≡

(f 1, Hχ(i))

(f 2, Hχ(i))
(1 ≤ i ≤ 2N + 2). Suy ra

Pχ(i)i =
(f 1, Hχ(i))

(f 1, Hi)
−

(f 2, Hχ(i))

(f 2, Hi)
6≡ 0 (1 ≤ i ≤ 2N + 2).

B¥y gií sû döng Bê �· 1.2.2, ta l§y têng hai v¸ cõa (1.2.1) cho t§t c£ c¡c c°p (i, χ(i)),

ta câ∑
s=1,2

2N+2∑
i=1

(
4N

(N)
(fs,Hi)

(r) + 2N(r, νi)

)
≤ 2(2N + 2)

2∑
s=1

T (r, f s) +O(1) (1.2.3)

Th¸ th¼ theo �ành lþ cì b£n thù hai ta thu �÷ñc

|| 2(2N + 2)
2∑
s=1

T (r, f s) ≥
∑
s=1,2

2N+2∑
i=1

(
4N

(N)
(fs,Hi)

(r) + 2N(r, νi)

)
+O(1)

≥ 4(N + 1)
∑
s=1,2

T (r, f s) + 4
2N+2∑
i=1

N(r, νi)

+ o(
∑
s=1,2

T (r, f s)) (1.2.4).

�i·u n y suy ra

|| N(r, νi) = o(
∑
s=1,2

T (r, f s)).

Vªy Bê �· 1.2.3 �÷ñc chùng minh.

Bê �· 1.2.4. Vîi méi i = 1, ..., 2N + 2 th¼ c¡c kh¯ng �ành sau �óng

(i) ||
2∑
s=1

∑
v=χ(i),i

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hj)

(r)) +
2∑
s=1

2N+2∑
v=1

v 6=χ(i),i

N
(1)
(fs,Hv)(r)

= 2
2∑
s=1

T (r, f s) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.5)

(ii) || 2NPχ(i)i(r) =
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hχ(i))

(r)−NN (1)
(fs,Hχ(i))

(r)

+
2∑
s=1

2N+2∑
v=1

v 6=χ(i),i

N
(1)
(fs,Hv)(r) + o(

2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.6)

Chùng minh. Do b§t �¯ng thùc (1.2.4) x£y ra d§u b¬ng n¶n c¡c b§t �¯ng thùc (1.2.1)

v  (1.2.2) công ph£i x£y ra d§u b¬ng vîi måi Pχ(i)i. Hìn núa chóng ta công câ
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|| N(r, νχ(i)) = N(r, νi) = o(
∑2

s=1 T (r, f s)). �i·u n y suy ra Bê �· 1.2.4 �÷ñc chùng

minh.

Bê �· 1.2.5. Cho i, j ∈ {1, ..., 2N + 2} sao cho Pij 6≡ 0. Th¸ th¼ c¡c kh¯ng �ành sau

�óng

(i) ||
2∑
s=1

∑
v=i,j

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hv)(r)) +

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r)

= 2
2∑
s=1

T (r, f s) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.7)

(ii) || 2NPij(r) =
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)−NN (1)
(fs,Hi)

(r))

+
2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,j

N
(1)
(fs,Hv)(r) + o(

2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.8)

Chùng minh. Do Pij 6≡ 0 v  (f1,Hi)
(f1,Hj)

, (f2,Hi)
(f2,Hj)

thuëc hai nhâm ph¥n bi»t n¶n ta câ thº thay

�êi ch¿ sè �º i = χ(j). �p döng Bê �· 1.2.4 ta suy ra Bê �· 1.2.5.

B¥y gií chóng ta trð l¤i chùng minh �ành lþ ch½nh. Ta x²t hai ch¿ sè b§t k¼

i, j ∈ {1, ..., 2N + 2}. Do f 1 6≡ f 2 n¶n tçn t¤i ch¿ sè k sao cho Pik 6≡ 0 v  Pjk 6≡ 0. Sû

döng (1.2.7), ta câ

||
2∑
s=1

∑
v=i,k

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hv)(r)) +

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=i,k

N
(1)
(fs,Hv)(r)

=
2∑
s=1

∑
v=j,k

(
2N

(N)
(fs,Hv)(r)−NN

(1)
(fs,Hv)(r)) +

2∑
s=1

2N+2∑
v=1
v 6=j,k

N
(1)
(fs,Hv)(r)

+ o(
2∑
s=1

T (r, f s)) = 2
2∑
s=1

T (r, f s) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)).

Do �â

||
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)− (N + 1)N
(1)
(fs,Hi)

(r)) =
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hj)

(r)

− (N + 1)N
(1)
(fs,Hj)

(r)) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.9)
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K¸t hñp vîi (1.2.7) v  (1.2.9), chóng ta thu �÷ñc

|| 2
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)− (N + 1)N
(1)
(fs,Hi)

(r)) +
2∑
s=1

2N+2∑
v=1

N
(1)
(fs,Hv)(r)

= 2
2∑
s=1

T (r, f s) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.10)

Gi£ sû r¬ng Hi = {ai0ω0 + · · ·+aiNωN = 0}. Ta �°t hi =
(f 1, Hi)

(f 2, Hi)
(1 ≤ i ≤ 2N + 2).

Th¸ th¼
hi
hj

=
(f 1, Hi) · (f 2, Hj)

(f 1, Hj) · (f 2, Hi)
khæng phö thuëc v o biºu di¹n rót gån cõa f 1 v  f 2

t÷ìng ùng. Ta l¤i câ
∑N

k=0 aikf1k − hi ·
∑N

k=0 aikf2k = 0 (1 ≤ i ≤ 2N + 2), n¶n suy ra

det(ai0, ..., aiN , ai0hi, ..., aiNhi; 1 ≤ i ≤ 2N + 2) = 0.

B¥y gií vîi méi tªp con I ⊂ {1, 2, ..., 2N + 2}, ta �°t hI =
∏

i∈I hi. K½ hi»u I l  tªp

t§t c£ c¡c tªp I = (i1, ..., iN+1) vîi 1 ≤ i1 < ... < iN+1 ≤ 2N + 2.

Vîi méi tªp con I = (i1, ..., iN+1) ∈ I, ta �ành ngh¾a

AI = (−1)
(N+1)(N+2)

2
+i1+...+iN+1 · det(airl; 1 ≤ r ≤ N + 1, 0 ≤ l ≤ N)·

det(ajsl; 1 ≤ s ≤ N + 1, 0 ≤ l ≤ N),

ð �â J = (j1, ..., jN+1) ∈ I sao cho I ∪ J = {1, 2, ..., 2N + 2}.

Th¸ th¼ ta câ
∑

I∈I AIhI = 0.

L§y I0 ∈ I, ta câ

AI0hI0 = −
∑

I∈I,I 6=I0

AIhI , hay hI0 = −
∑

I∈I,I 6=I0

AI
AI0

hI .

Chó þ r¬ng vîi méi I ∈ I, th¼ AI
AI0
6≡ 0.

Gåi t l  sè nhä nh§t thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

Tçn t¤i t ph¦n tû I1, ..., It ∈ I \ {I0} v  t h¬ng sè kh¡c khæng bi ∈ C sao cho

hI0 =
∑t

i=1 bihIi .

Ta d¹ d ng nhªn th§y t ≤
(

2N + 2

N + 1

)
−1.

Do hI0 6≡ 0 v  do t½nh ch§t nhä nh§t cõa t n¶n hå c¡c h m {hI1 , ..., hIt} l  �ëc lªp

tuy¸n t½nh tr¶n C.
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Gi£ sû ph£n chùng r¬ng t ≥ 2.

Khi �â ta x²t ¡nh x¤ ph¥n h¼nh h : Cn → Pt−1(C) vîi biºu di¹n rót gån

h = (dhI1 : ... : dhIt), ð �â d l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n Cn.

N¸u z l  khæng �iºm (t÷ìng ùng l  cüc �iºm) cõa hi th¼ ν(f1,Hi)(z) 6= ν(f2,Hi)(z). Do

�â max{ν(f1,Hi)(z), ν(f2,Hi)(z)} > N ho°c |ν(f1,Hi)(z) − ν(f2,Hi)(z)| > m. Vªy νi(z) = 1

ho°c z l  khæng �iºm ho°c cüc �iºm cõa hi vîi bëi lîn hìn ho°c b¬ng m. Ta d¹ th§y

r¬ng n¸u z l  khæng �iºm cõa dhI th¼ νi(z) = 1 vîi mët ch¿ sè i ∈ {1, ..., 2N + 2}

ho°c z l  khæng �iºm cõa dhI vîi bëi lîn hìn ho°c b¬ng m. Vªy ta câ, vîi méi

z 6∈ (f 1)
−1

(Hi) ∩ (f 1)
−1

(Hj)(1 ≤ i < j ≤ 2N + 2). th¼

min{1, νdhI (z)} ≤
2N+2∑
i=1

νi(z) +
1

m
νdhI (z).

�i·u n y suy ra r¬ng

|| N (1)
dhI

(r) ≤
2N+2∑
i=1

N(r, νi)(r) +
1

m
NdhI (r) ≤

1

m
T (r, h) + o(

2∑
s=1

T (r, f s))

vîi måi I ∈ I.

Sû döng �ành lþ cì b£n thù hai ta câ

|| T (r, h) ≤
t∑
i=1

N
(t−1)
dhIi

(r) +N
(t−1)
dhI0

(r) + o(T (r, h))

≤ (t− 1)
( t∑
i=1

N
(1)
dhIi

(r) +N
(1)
dhI0

(r)
)

+ o(T (r, h))

≤ (t− 1)(t+ 1)

m
T (r, h) + o(T (r, h)) + o(

2∑
s=1

T (r, f s)).

Suy ra || T (r, h) = o(
∑2

s=1 T (r, f s)).

Ta x²t c¡c si¶u ph¯ng H̃1 = {w1 = 0}, H̃2 = {w2 = 0}, H̃3 = {b1w1 + ...+ btwt = 0}

trong Pt−1(C). Th¸ th¼

T (r, h) ≥ T
(
r,

(h, H̃1)

(h, H̃2)

)
+O(1) = T

(
r,
hI1
hI2

)
+O(1) ≥ N

(1)
hI1
hI2
−1

+O(1),

T (r, h) ≥ T
(
r,

(h, H̃2)

(h, H̃3)

)
+O(1) = T

(
r,
hI2
hI0

)
+O(1) ≥ N

(1)
hI2
hI0
−1

+O(1),

T (r, h) ≥ T
(
r,

(h, H̃3)

(h, H̃1)

)
+O(1) = T

(
r,
hI0
hI1

)
+O(1) ≥ N

(1)
hI0
hI1
−1

(r) +O(1).
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Suy ra 3T (r, h) ≥ N
(1)
hI1
hI2
−1

(r) +N
(1)
hI2
hI0
−1

(r) +N
(1)
hI0
hI1
−1

(r) +O(1).

L¤i câ
hI
hJ

= 1 tr¶n tªp
⋃
j∈((I∪J)\(I∩J))c Ej,

ð �â Ej = {z ∈ Cn : ν(f,Hj)(z) > 0} v  ((I1 ∪ I2) \ (I1 ∩ I2))c ∪ ((I2 ∪ I0) \ (I2 ∩ I0))c ∪

((I0 ∪ I1) \ (I0 ∩ I1))c = {1, ..., 2N + 2}), n¶n ta suy ra

N
(1)
hI1
hI2
−1

(r) +N
(1)
hI2
hI0
−1

(r) +N
(1)
hI0
hI1
−1

(r) ≥
2N+2∑
i=1

N
(1)
(fs,Hi)

(r).

Do �â || 3T (r, h) ≥
∑2N+2

i=1 N
(1)
(fs,Hi)

(r)+O(1) =
N + 1

N
·T (r, f s)+o(T (r, f s)) (s = 1, 2).

Suy ra || T (r, f s) = 0 (s = 1, 2). �i·u n y l  m¥u thu¨n. Vªy t = 1.

Do vªy
hI0
hI1

= h¬ng sè 6= 0. Suy ra, vîi méi I ∈ I, câ tªp J ∈ I \ {I} sao cho

hI
hJ

= h¬ng sè 6= 0. X²t nhâm aben khæng xo­n sinh bði hå c¡c lîp {[h1], ..., [h2N+2]} cõa

nhâm aben khæng xo­nM∗
n/C∗. Th¸ th¼ hå {[h1], ..., [h2N+2]} câ t½nh ch§t P2N+2,N+1.

�i·u n y suy ra r¬ng câ 2N + 2 − 2N = 2 ph¦n tû, m  khæng m§t t½nh têng qu¡t ta

gi£ sû chóng l  [h1], [h2], sao cho [h1] = [h2]. Th¸ th¼
h1

h2

= χ ∈ C∗.

B¥y gií ta gi£ sû χ 6= 1.

Do
h1(z)

h2(z)
= 1 vîi méi z ∈

⋃2N+2
i=3 (f 1)

−1
(Hi) \ ((f 1)

−1
(H1) ∪ (f 1)

−1
(H2), n¶n⋃2N+2

i=3 (f 1)
−1

(Hi) = ∅. Sû döng �ành lþ cì b£n thù hai ta câ

|| (2N −N − 1)T (r, f 1) ≤
2N+2∑
i=3

N
(N)

(f1,Hi)
(r) + o(T (r, f 1)) = o(T (r, f 1)).

�i·u n y l  m¥u thu¨n. Vªy χ = 1, hay h1 = h2.

B¬ng c¡ch thay �êi biºu di¹n rót gån cõa f 1, f 2 n¸u c¦n thi¸t, chóng ta câ thº gi£

sû r¬ng (f 1, H1) = (f 2, H1). Suy ra ta câ (f 1, H2) = (f 2, H2) (1.2.11).

B¥y gií ta x²t

Pχ(N+3)(N+3) = P1(N+3) =
(f 1, H1)

(f 1, HN+3)
− (f 2, H1)

(f 2, HN+3)

=
(f 1, H1)((f 2, HN+3)− (f 1, HN+3))

(f 1, HN+3)(f 2, HN+3)
6≡ 0.

Do (f 1, Hi)(z) = (f 2, Hi)(z) tr¶n
⋃2N+2
j=1 (f 1)

−1
(Hj) \ ((f 1)

−1
(H1) ∩ (f 1)

−1
(H2)) vîi
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méi 1 ≤ i ≤ 2N + 2 n¶n

2NP1(N+3)
(r) ≥ 2N(f1,H1)(r) +

2N+2∑
v=1

v 6=N+3

2N
(1)

(f1,Hv)(r)

≥
2∑
s=1

(2N(fs,H1)(r)−NN (1)
(fs,H1)(r)) +

2∑
s=1

2N+2∑
v=1

v 6=N+3

N
(1)
(fs,Hv)(r) (1.2.12)

K¸t hñp th¶m vîi (1.2.8) v  (1.2.12), chóng ta suy ra

||N (1)

(f1,H1)(r)) = N
(1)

(f2,H1)(r)) = o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.13)

Tø (1.2.9) v  (1.2.13), vîi méi i ∈ {1, ..., 2N + 2} ta câ

||
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)− (N + 1)N
(1)
(fs,Hi)

(r)) = o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1.2.14)

M°t kh¡c, vîi méi z ∈ (f 1, Hi)
−1(0), n¸u νi(z) = 0 th¼ ho°c ν(f1,Hi)(z) = ν(f2,Hi)(z) = N

ho°c |ν(f1,Hi)(z)− ν(f2,Hi)(z)| ≥ m. Suy ra

ν(f1,Hi)(z) + ν(f2,Hi)(z) ≥ 2N.

Do �â

||
2∑
s=1

2N
(N)
(fs,Hi)

(r) ≥
2∑
s=1

2NN
(1)
(fs,Hi)

(r) + 2NN(r, νi)

=
2∑
s=1

2NN
(1)
(fs,Hi)

(r) + o(
2∑
s=1

T (r, f s)).

�i·u n y suy ra

||
2∑
s=1

(
2N

(N)
(fs,Hi)

(r)− (N + 1)N
(1)
(fs,Hi)

(r) ≥ (N − 1)
2∑
s=1

N
(1)
(fs,Hi)

(r))

+ o(
2∑
s=1

T (r, f s)).

K¸t hñp b§t �¯ng thùc vøa thu �÷ñc v  (1.2.14), ta câ
2∑
s=1

N
(1)
(fs,Hi)

(r) = o(
2∑
s=1

T (r, f s)) (1 ≤ i ≤ 2N + 2).

�p döng �ành lþ cì b£n thù hai, ta câ

||
2∑
s=1

(N + 1)T (r, f s) ≤
2∑
s=1

2N+2∑
v=1

N
(N)
(fs,Hv)(r) + o(

2∑
s=1

T (r, f s)) = o(
2∑
s=1

T (r, f s)).
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�i·u n y m¥u thu¨n. Vªy f 1 ≡ f 2. �ành lþ �÷ñc chùng minh.

1.3 �ành lþ duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh vîi möc ti¶u

cè �ành v  ch°n bëi câ r³ nh¡nh

Trong möc n y chóng tæi chùng minh k¸t qu£ sau.

�ành lþ 1.3.1. (H  [31]) Gi£ sû f 1, f 2, f 3 : Cn −→ PN(C) l  c¡c ¡nh ph¥n h¼nh v 

{Hi}qi=1 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£ sû d, k, k1i, k2i, k3i l  c¡c

sè nguy¶n thäa m¢n

1 ≤ k1i, k2i, k3i ≤ ∞ (1 ≤ i ≤ q). Ta �°t M = max{kji}, m = min{kji} (1 ≤ j ≤

3, 1 ≤ i ≤ q), k = max{]{i ∈ {1, 2 · · · , q} | kji = m} | 1 ≤ j ≤ 3} v  quy ÷îc d = 0

n¸u M = m v  d = min{kji −m > 0 | 1 ≤ j ≤ 3; 1 ≤ i ≤ q} n¸u M 6= m. Gi£ sû c¡c

�i·u ki»n sau thäa m¢n

(i) dim{z ∈ Cn : ν(fj ,Hi),≤kji > 0 v  ν(fj ,Hl),≤kjl > 0} ≤ n− 2

(1 ≤ j ≤ 3; 1 ≤ i < l ≤ q)

(ii) min(ν(fj ,Hi),≤kji , 2) = min(ν(f t,Hi),≤kti , 2) (1 ≤ j < t ≤ 3; 1 ≤ i ≤ q)

(iii) f 1 ≡ f j tr¶n
⋃q
α=1{z ∈ Cn : ν(f1,Hα),≤k1α(z) > 0} (1 ≤ j ≤ 3).

Khi �â ta câ f 1 ≡ f 2 ho°c f 2 ≡ f 3 ho°c f 3 ≡ f 1 n¸u mët trong c¡c �i·u ki»n sau

thäa m¢n:

1) N ≥ 2, 3N − 1 ≤ q ≤ 3N + 1,m > 3N + 1 +
16

3(N − 1)
v 

(2q − 5N − 3) >
2Nk

m+ 1
+

2N(q − k)

m+ d+ 1
− 3N2 +N

M + 1
.

2) N = 1, q = 4 v 
3(2k + 1)

m+ 1
+

6(4− k)

m+ d+ 1
+

6k

M(m+ 1)
+

24− 6k

M(m+ d+ 1)
< 1 +

12

M
.

Tr÷îc khi chùng minh �ành lþ 1.3.1, chóng ta �÷a ra mët sè h» qu£ cõa �ành lþ nh÷

sau.

*) �ành lþ G l  h» qu£ cõa �ành lþ 1.3.1 khi chån M = m v  k = q.

*) Khi k = 1,M = m+ d v  ho°c d = 1 ho°c d = 2, sû döng tr÷íng hñp 1 cõa �ành

lþ 1.3.1, chóng ta câ k¸t qu£ sau

H» qu£ 1.3.2. Gi£ sû f 1, f 2, f 3 : Cn −→ PN(C) l  ba ¡nh x¤ ph¥n h¼nh v  {Hi}3N+1
i=1

l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gi£ sû ki l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng thäa
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m¢n 1 ≤ i ≤ 3N + 1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n

(i) dim{z ∈ Cn : ν(fj ,Hi),≤ki > 0 v  ν(fj ,Hl),≤kl > 0} ≤ n− 2(1 ≤ i < l ≤ 3N + 1)

(ii) min(ν(fj ,Hi),≤ki , 2) = min(ν(f t,Hi),≤ki , 2) (1 ≤ j < t ≤ 3; 1 ≤ i ≤ 3N + 1)

(iii) f 1 ≡ f j tr¶n
⋃3N+1
α=1 {z ∈ Cn : ν(f1,Hα),≤kα(z) > 0} (1 ≤ j ≤ 3).

Th¸ th¼ ho°c f 1 ≡ f 2 ho°c f 2 ≡ f 3 ho°c f 3 ≡ f 1 n¸u mët trong c¡c �i·u ki»n sau

thäa m¢n

a) N ≥ 2, kj = k1 + 1 vîi 2 ≤ j ≤ 3N + 1 v  k1 > 3N + 2 +
14

3(N − 1)
.

b) N ≥ 2, kj = k1 + 2 vîi 2 ≤ j ≤ 3N + 1 v  k1 > 3N + 1 +
16

3(N − 1)
.

*) Khi k = 1 v  M = m+d, b¬ng c¡ch ¡p döng chùng minh cõa tr÷íng hñp 2 trong

�ành lþ 1.3.1, chóng ta thu �÷ñc k¸t qu£ sau

H» qu£ 1.3.3. Cho f 1, f 2, f 3 : Cn −→ P1(C) l  ba ¡nh x¤ ph¥n h¼nh v  {Hi}4
i=1 l 

c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C). Gåi ki (1 ≤ i ≤ 4) l  c¡c sè nguy¶n

d÷ìng thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau

(i) dim{z ∈ Cn : ν(fj ,Hi),≤ki > 0 v  ν(fj ,Hl),≤kl > 0} ≤ n− 2

( 1 ≤ j ≤ 3; 1 ≤ i < l ≤ 4)

(ii) min(ν(fj ,Hi),≤ki , 2) = min(ν(f t,Hi),≤ki , 2) (1 ≤ j < t ≤ 3; 1 ≤ i ≤ 4)

(iii) f 1 ≡ f j tr¶n
⋃4
α=1{z ∈ Cn : ν(f1,Hα),≤kα(z) > 0} (1 ≤ j ≤ 3)

Gi£ sû r¬ng mët trong c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n

a) k1 = 9, k2 = k3 = k4 = 66.

b) k1 = 10, k2 = k3 = k4 = 36.

c) k1 = 11, k2 = k3 = k4 = 26.

d) k1 = 12, k2 = k3 = k4 = 21.

e) k1 = 13, k2 = k3 = k4 = 18.

f) k1 = 14, k2 = k3 = k4 = 16.

Th¸ th¼ chóng ta câ ho°c f 1 ≡ f 2 ho°c f 2 ≡ f 3 ho°c f 3 ≡ f 1.

B¥y gií ta �i chùng minh �ành lþ 1.3.1.

Chùng minh. Tr÷íng hñp 1. N ≥ 2, 3N − 1 ≤ q ≤ 3N + 1,m > 3N + 1 +
16

3(N − 1)
v 
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(2q − 5N − 3) >
2Nk

m+ 1
+

2N(q − k)

m+ d+ 1
− 3N2 +N

M + 1
.

Tr÷îc h¸t chóng ta chùng minh bê �· sau.

Bê �· 1.3.4. K½ hi»u Q l  tªp t§t c£ c¡c ch¿ sè j0 ∈ {1, 2, ..., q} thäa m¢n �i·u ki»n

sau: Tçn t¤i c ∈ C v  α = (α0, α1) vîi |α| ≤ 1 sao cho Φα(F j01
c , F j02

c , F j03
c ) 6≡ 0.

Khi �â ta câ Q l  mët tªp réng.

Chùng minh. Gi£ sû r¬ng Q l  tªp kh¡c réng. Vîi méi 1 ≤ i ≤ 3 v  j0 ∈ Q, ¡p

döng Bê �· 1.1.14, chóng ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣ N
(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) + 2

∑
j 6=j0

N
(1)

(f i,Hj),≤kij(r) ≤ T (r) +
3∑
l=1

N
(1)

(f l,Hj0 ),>klj0
(r) + o(T (r)),

v  suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ N
(N)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r)+2

∑
j 6=j0

N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r) ≤ N ·T (r)+N
3∑
l=1

N
(1)

(f l,Hj0 ),>klj0
(r)+o(T (r)).

Tø �â ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣ 3∑
i=1

(
N

(N)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r)+2

∑
j 6=j0

N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r)

)
≤ 3NT (r)+3N

3∑
i=1

N
(1)

(f i,Hj0 ),>kij0
(r)+o(T (r))

≤ 3NT (r) +
3∑
i=1

(
3N

kij0 + 1

)
N(f i,Hj0 ),>kij0

(r) + o(T (r))

≤ 3NT (r) +
3∑
i=1

(
3N

kij0 + 1

)(
N(f i,Hj0 )(r)−N(f i,Hj0 ),≤kij0 (r)

)
+o(T (r))(1.3.1).

Suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑3
i=1

(
2
∑q

j=1 N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r)

)
≤ 3NT (r) +

∑3
i=1

(
3N

kij0 + 1

)
N(f i,Hj0 )(r)+

+
3∑
i=1

(1− 3N

kij0 + 1
)N

(N)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) + o(T (r)) (1.3.2).

M°t kh¡c, do 1 − 3N

kij0 + 1
> 0 v  max{N (N)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r);N(f i,Hj0 )(r)} ≤ T (r, f i) +

o(T (r, f i)) vîi måi 1 ≤ i ≤ 3 (1.3.3) n¶n ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣ 2
3∑
i=1

q∑
j=1

N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r) ≤ (3N + 1)T (r) + o(T (r))(1.3.4).
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�p döng Bê �· 1.1.13, ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(q −N − 1−
q∑
j=1

N

kij + 1

)
T (r, f i) ≤

q∑
j=1

(
1− N

kij + 1

)
N

(N)

(f i,Hj),≤kij(r) + o(T (r, f i)).

⇒
(
q−N−1− Nk

m+ 1
− N(q − k)

m+ d+ 1

)
T (r, f i) ≤

(
1− N

M + 1

) q∑
j=1

N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r)+o(T (r, f i)).

⇒
(
q−N−1− Nk

m+ 1
− N(q − k)

m+ d+ 1

)
T (r) ≤

(
1− N

M + 1

) 3∑
i=1

q∑
j=1

N
(N)

(f i,Hj),≤kij(r)+o(T (r)). (1.3.5)

K¸t hñp (1.3.4) v  (1.3.5), ta câ kh¯ng �ành sau∣∣∣∣∣∣∣∣ 2

(
q −N − 1− Nk

m+ 1
− N(q − k)

m+ d+ 1

)
T (r) ≤ (3N + 1)(1− N

M + 1
)T (r) + o(T (r)).

Cho r ti¸n ra +∞, chóng ta thu �÷ñc∣∣∣∣∣∣∣∣ 2

(
q −N − 1− Nk

m+ 1
− N(q − k)

m+ d+ 1

)
≤ (3N + 1)(1− N

M + 1
),

v  do �â

(2q − 5N − 3) ≤ 2Nk

m+ 1
+

2N(q − k)

m+ d+ 1
− 3N2 +N

M + 1
(1.3.6).

�i·u n y l  m¥u thu¨n. Vªy chóng ta câ ]Q = 0

Bê �· 1.3.5. N¸u ]

(
{1, 2, ..., q} \ Q

)
≥ 3N − 1 v  N ≥ 2 th¼ ho°c f 1 ≡ f 2, ho°c

f 2 ≡ f 3, ho°c f 3 ≡ f 1 .

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû r¬ng 1, ..., 3N − 1 /∈ Q. Th¸ th¼ theo t½nh ch§t trò

mªt cõa C ta suy ra

Φα(F i1
j , F

i2
j , F

i3
j ) = 0 (1 ≤ i, j ≤ 3N − 1, |α| ≤ 1).

Do �â tçn t¤i χij 6= 0 sao cho ho°c F i1
j = χijF

i2
j , ho°c F

i2
j = χijF

i3
j , ho°c F

i3
j = χijF

i1
j .

Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta gi£ sû F i1
j = χijF

i2
j .

Gi£ sû ph£n chùng r¬ng χij 6= 1. Th¸ th¼ ta câ: N¸u ν(f1,Hl),≤k1l(z) > 0 (l 6= i, j) th¼

ν(f1,Hi)(z) > 0 or ν(f1,Hj)(z) > 0.

Do �â ta câ∑
l 6=i,j ν

(1)

(f1,Hl),≤k1l(z) ≤ ν
(1)

(f1,Hi),>k1i
(z)+ν

(1)

(f1,Hj),>k1j
(z) ngo i hñp húu h¤n cõa c¡ tªp

con gi£i t½ch chi·u ≤ n− 2. Suy ra∑
l 6=i,j

N
(1)

(f1,Hl),≤k1l(r) ≤ N
(1)

(f1,Hi),>k1i
(r) +N

(1)

(f1,Hj),>k1j
(r)
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≤ 1

k1i + 1
N(f1,Hi),>k1i(r) +

1

k1j + 1
N(f1,Hj),>k1j(r)

≤ 1

k1i + 1
N(f1,Hi)(r) +

1

k1j + 1
N(f1,Hj)(r) ≤

2

m+ 1
T (r, f 1).

�p döng Bê �· 1.1.13 v  k1l ≥ N − 1, ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(q −N − 3−
∑
l 6=i,j

N

k1l + 1

)
T (r, f 1) ≤

∑
l 6=i,j

(
1− N

k1l + 1

)
N

(N)

(f1,Hl),≤k1l(r) + o(T (r, f 1)).

Do �â ta suy ra(
q −N − 3−

∑
l 6=i,j

N

m+ 1

)
T (r, f 1) ≤

∑
l 6=i,j

(
1− N

M + 1

)
N

(N)

(f1,Hl),≤k1l(r) + o(T (r, f 1))

≤ N

(
1− N

M + 1

)∑
l 6=i,j

N
(1)

(f1,Hl),≤k1l(r) + o(T (r, f 1))

≤
(

1− N

M + 1

)
2N

m+ 1
T (r, f 1) + o(T (r, f 1)).

Do �â (
q −N − 3− N(q − 2)

m+ 1

)
≤
(

1− N

M + 1

)
2N

m+ 1

⇒ q −N − 3− N(q − 2)

m+ 1
≤ 2N

m+ 1
− 2N2

(m+ 1)(M + 1)

⇒ q −N − 3 ≤ Nq

m+ 1
− 2N2

(m+ 1)(M + 1)
(1.3.7)

Hìn núa v¼ N ≥ 2, 3N + 1 ≥ q v  m > 3N + 1 +
16

3(N − 1)
, chóng ta câ

(3N − 3)

2
≥ Nq

m+ 1
v 

Nk

m+ 1
+

N(q − k)

m+ d+ 1
≥ Nq

m+ d+ 1
≥ Nq

M + 1
≥ 3N2 +N

2(M + 1)
.

Vªy ta suy ra

5N + 3

2
+

Nk

m+ 1
+

N(q − k)

m+ d+ 1
− 3N2 +N

2(M + 1)
> N + 3 +

Nq

m+ 1
− 2N2

(m+ 1)(M + 1)
.

K¸t hñp vîi gi£ thi¸t v  (1.3.7), chóng ta câ �i·u m¥u thu¨n. Vªy ta câ χij = 1.

Chóng ta �ành ngh¾a c¡c tªp con I1, I2 v  I3 nh÷ sau

I1 = {i : 1 ≤ i ≤ 3N − 2 v  F i1
3N−1 = F i2

3N−1},

I2 = {i : 1 ≤ i ≤ 3N − 2 v  F i2
3N−1 = F i3

3N−1},

I3 = {i : 1 ≤ i ≤ 3N − 2 v  F i3
3N−1 = F i1

3N−1}.
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Khi �â mët trong c¡c tªp chùa ½t nh§t N ch¿ sè. Chóng ta gi£ sû l  ]I1 ≥ N . Th¸

th¼ ta câ f 1 ≡ f 2. �i·u n y chùng minh bê �·.

Sû döng Bê �· 1.3.4, Bê �· 1.3.5 v  �i·u ki»n q ≥ 3N − 1, tr÷íng hñp 1 �÷ñc chùng

minh.

Tr÷íng hñp 2. Gi£ sû N = 1 v  q = 4.

Vîi méi ch¿ sè j0 ∈ Q, sû döng (1.3.1) chóng ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑3
i=1

(
2
∑q

j=1 N
(1)

(f i,Hj),≤kij(r)

)
≤ 3T (r)+

∑3
i=1

(
3

kij0 + 1

)
(N(f i,Hj0 )(r)−N

(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r))+

+
3∑
i=1

N
(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) + o(T (r))

v  N (1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) ≤ N(f i,Hj0 )(r) ≤ T (r, f i) + o(T (r)) (1 ≤ i ≤ 3).

Suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣2 3∑
i=1

4∑
j=1

N
(1)

(f i,Hj),≤kij(r) ≤ 3(1+
1

mj0 + 1
)T (r)+

3∑
i=1

(1− 3

mj0 + 1
)N

(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r)+o(T (r))

≤ 3(1 +
1

mj0 + 1
)T (r) +

3∑
i=1

(1− 3

mj0 + 1
)N

(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) + o(T (r)), (1.3.8)

ð �â mj = min{kij | 1 ≤ i ≤ 3}(1 ≤ j ≤ 4).

M°t kh¡c, ¡p döng Bê �· 1.1.13 chóng ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(2−
4∑
j=1

1

kij + 1

)
T (r, f i) ≤

4∑
j=1

(
1− 1

kij + 1

)
N

(1)

(f i,Hj),≤kij(r) + o(T (r, f i)).

�i·u n y suy ra(
2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)
T (r, f i) ≤

4∑
j=1

(
1− 1

M + 1

)
N

(1)

(f i,Hj),≤kij(r) + o(T (r, f i)).

Suy ra(
2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)
T (r) ≤

3∑
i=1

4∑
j=1

(
1− 1

M + 1

)
N

(1)

(f i,Hj),≤kij(r)+o(T (r)) (1.3.9)

K¸t hñp (1.3.8) v  (1.3.9), chóng ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)
(
M + 1

M
)T (r) ≤ 3(1 +

1

mj0 + 1
)T (r)+

+
3∑
i=1

(1− 3

mj0 + 1
)N

(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) + o(T (r)).
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Tø �â ta câ
3∑
i=1

N
(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) ≥

(
mj0 + 1

mj0 − 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)−3(1+

1

mj0 + 1
)

)
T (r)

+o(T (r)).

Suy ra

3∑
i=1

N
(1)

(f i,Hj0 ),≤kij0
(r) ≥

(
mj0 + 1

mj0 − 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)−3(1+

1

mj0 + 1
)

)
T (r)+

+o(T (r)) (1.3.10)

B¥y gií ta gi£ sû ph£n chùng r¬ng ]Q ≥ 3, tùc l  Q ⊃ {j0, j1, j2}.

�p döng (1.3.10), ta câ ∣∣∣∣∣∣∣∣ 3∑
i=1

2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r)

≥
2∑
s=0

(
mjs + 1

mjs − 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)−3(1+

1

mjs + 1
)

)
T (r)+o(T (r)) (1.3.11)

Do tçn t¤i c ∈ C sao cho F j01
c − F j02

c 6≡ 0 n¶n suy ra

2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r) ≤ N

F
j01
c −F j02c

(r) ≤ T (r, f 1) + T (r, f 2) +O(1).

Lªp luªn t÷ìng tü ta công câ

2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r) ≤ T (r, f 2) + T (r, f 3) +O(1)

v 
2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r) ≤ T (r, f 3) + T (r, f 1) +O(1).

K¸t hñp c¡c k¸t qu£ vøa câ ta suy ra

2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r) ≤ 2

3
· T (r) +O(1) (1 ≤ i ≤ 3)

v 
3∑
i=1

2∑
s=0

N
(1)

(f i,Hjs ),≤kijs
(r) ≤ 2.T (r) +O(1) (1.3.12)
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Tø (1.3.11) v  (1.3.12), ta thu �÷ñc

2.T (r) ≥
2∑
s=0

(
mjs + 1

mjs − 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)−3(1+

1

mjs + 1
)

)
T (r)+o(T (r)).

Cho r ti¸n ra +∞, ta suy ra

2 ≥
2∑
s=0

(
mjs + 1

mjs − 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)− 3(1 +

1

mjs + 1
)

)
.

M°t kh¡c ta d¹ câ h m sè sau l  h m t«ng theo bi¸n t > 2

f(t) =

(
t+ 1

t− 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)− 3(1 +

1

t+ 1
)

)
Do �â ta câ

2 ≥ 3.

(
m+ 1

m− 2

)(
2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)− 3(1 +

1

m+ 1
)

)
.

�i·u n y suy ra

2(m− 2)

3(m+ 1)
≥
(

2(2− k

m+ 1
− 4− k
m+ d+ 1

)(
M + 1

M
)− 3(1 +

1

m+ 1
)

)
.

Vªy ta câ

3(2k + 1)

m+ 1
+

6(4− k)

m+ d+ 1
+

6k

M(m+ 1)
+

24− 6k

M(m+ d+ 1)
≥ 1 +

12

M
.

�i·u n y l  væ l½ (l÷u þ r¬ng �¯ng thùc khæng thº x£y ra n¸u max1≤j≤4{mj} > m.)

Vªy ]Q ≤ 2.

B¥y gií chóng ta sû döng l¤i c¡ch lªp luªn nh÷ trong [62] �º k¸t thóc tr÷íng hñp 2.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, chóng ta câ thº gi£ sû 1, 2 /∈ Q. Do t½nh ch§t trò mªt

cõa C trong C2 n¶n ta suy ra Φα(F i0
j , F

i1
j , F

i2
j ) = 0 vîi méi 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 2 v  méi

α = (α0, α1) vîi |α| ≤ 1, ð �â F ik
j =

(fk, Hi)

(fk, Hj)
.

�p döng Bê �· 1.1.10 cho i = 1, j = 2, chóng ta câ hai tr÷íng hñp sau.

(i) Tçn t¤i 0 ≤ l1 < l2 ≤ 2 sao cho F 1l1
2 = F 1l2

2 . Th¸ th¼ ta câ f l1 ≡ f l2 .

(ii) Câ c¡c h¬ng sè ph¥n bi»t α, β ∈ C \ {0, 1} sao cho F 10
2 = αF 11

2 = βF 12
2 .

Khæng m§t t½nh têng qu¡t chóng ta câ thº gi£ sû nh÷ sau

H1 = {ω0 = 0}, H2 = {ω1 = 0}, H3 = {ω0 − cω1 = 0} (c ∈ C\{0}). Th¸ th¼
f 0

0

f 0
1

= α
f 1

0

f 1
1

= β
f 2

0

f 2
1

,
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(f 1, H3) = 0⇔ f 1
0 − cf 1

1 = 0⇔ (f 0
0 − cαf 0

1 )

(
f 1

1

αf 0
1

)
= 0

(f 2, H3) = 0⇔ f 2
0 − cf 2

1 = 0⇔ (f 0
0 − cβf 0

1 )

(
f 2

1

βf 0
1

)
= 0.

Suy ra {z ∈ Cn : ν(f0,H3),≤k03(z) > 0} ⊂
⋃2
i=0 I(f i). Do �â N (1)

(f0,H3),≤k03(r) = 0,

v 

ν(f1,H3)(z) = νf00−cαf01 (z) v  ν(f2,H3)(z) = νf00−cβf01 (z) vîi z /∈ I(f 0) ∪ I(f 1) ∪ I(f 2)

Do �â ta câ ν(f1,H3)(z) = νf00−cαf01 (z) (z ∈ Cn) v  ν(f2,H3)(z) = νf00−cβf01 (z) (z ∈ Cn).

�°t H ′3 = {ω0 − cαω1 = 0}, H ′′3 = {ω0 − cβω1 = 0}. Th¸ th¼ ta câ:

• H3, H
′
3, H

′′
3 ð và tr½ têng qu¡t.

• ν(f0,H′3)(z) = ν(f1,H3)(z), suy ra ν(1)

(f0,H′3),≤k13(z) = ν
(1)

(f1,H3),≤k13(z) = ν
(1)

(f0,H3),≤k03(z)

• ν(f0,H′′3 )(z) = ν(f2,H3)(z), suy ra ν(1)

(f0,H′′3 ),≤k23(z) = ν
(1)

(f2,H3),≤k23(z) = ν
(1)

(f0,H3),≤k03(z)

Gií sû döng Bê �· 1.1.13, ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(3−1−1−
2∑
j=0

1

kj3 + 1

)
T (r, f 0) ≤ (1− 1

1 + k03

)N
(1)

(f0,H3),≤k03(r)+(1− 1

1 + k13

)N
(1)

(f0,H′3),≤k13(r)+

+(1− 1

1 + k23

)N
(1)

(f0,H′′3 ),≤k23(r) + o(T (r, f 0))

⇒
(

1− 3

m+ 1

)
T (r, f 0) ≤

(
1− 1

M + 1

)(
N

(1)

(f0,H3),≤k03(r)+N
(1)

(f0,H′3),≤k13(r)+N
(1)

(f0,H′′3 ),≤k23(r)

)
+o(T (r, f 0))

⇒
(

1− 3

m+ 1

)
T (r, f 0) ≤

(
1− 1

M + 1

)(
N

(1)

(f0,H3),≤k03(r)+N
(1)

(f0,H3),≤k03(r)+N
(1)

(f0,H3),≤k03(r)

)
+o(T (r, f 0)) = 3(1− 1

M + 1
)N

(1)

(f0,H3),≤k03(r) + o(T (r, f 0))

Do �â ta câ (
1− 3

m+ 1

)
T (r, f 1) ≤ o(T (r, f 0))

�i·u n y l  væ l½. Vªy tr÷íng hñp 2 cõa �ành lþ 1.3.1 �÷ñc chùng minh.
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1.4 �ành lþ duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh vîi möc ti¶u

cè �ành v  �i·u ki»n �¤o h m

Cho mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh f tø Cn v o PN(C) khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n C,

d l  mët sè nguy¶n d÷ìng, k l  sè nguy¶n d÷ìng ho°c k = ∞. Gi£ sû H1, ...., Hq l  q

si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong PN(C) thäa m¢n

dim{z ∈ Cn : ν(f,Hi)(z) > 0 v  ν(f,Hj)(z) > 0} ≤ n− 2 (1 ≤ i < j ≤ q).

Ta x²t tªp G(f, {Hj}qj=1, k, d) gçm t§t c£ c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh g : Cn → PN(C)

thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau

(a) g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n C,

(b) min{ν(f,Hj),≤k, d} = min{ν(g,Hj),≤k, d} (1 ≤ j ≤ q),

(c) Cho f = (f0 : · · · : fN) v  g = (g0 : · · · : gN) t÷ìng ùng l  biºu di¹n rót gån cõa

f v  g. Th¸ th¼, vîi méi 0 6 j 6 N v  vîi méi ω ∈
⋃q
i=1{z ∈ Cn : ν(f,Hi),6k(z) > 0},

hai �i·u ki»n sau thäa m¢n:

(i) N¸u fj(ω) = 0 th¼ gj(ω) = 0,

(ii) N¸u fj(ω)gj(ω) 6= 0 th¼ Dα
(
fi
fj

)
(ω) = Dα

(
gi
gj

)
(ω) vîi méi n-bë α = (α1, ..., αn)

cõa c¡c sè nguy¶n khæng ¥m vîi |α| = α1 + ... + αn 6 d v  vîi méi i 6= j, ð �â

Dα =
∂|α|

∂α1z1...∂αnzn
.

Chóng ta câ thº l÷u þ r¬ng �i·u ki»n (c) khæng phö thuëc v o c¡ch chån biºu di¹n

rót gån.

Ph¦n cuèi cõa ch÷ìng n y chóng tæi chùng minh k¸t qu£ sau.

�ành lþ 1.4.1. (H -Quang [33]) N¸u N ≥ 4, 2 6 d 6 N − 1 v  k >
3dN2 − 2N2 + 2Nd− 2Nd2

2(d− 1)N + d− 2d2
− 1, th¼ ] G(f, {Hi}3N+2−2d

i=1 , k, d) = 1.

Chùng minh. Gi£ sû r¬ng tçn t¤i mët ¡nh x¤ g ∈ G(f, {Hi}3N+2−2d
i=1 , k, d) vîi biºu di¹n

rót gån g = (g0 : · · · : gN) sao cho g 6≡ f. Th¸ th¼ tçn t¤i ch¿ sè i v  j (0 6 i < j 6 N)

sao cho Pij =
(f,Hi)

(f,Hj)
− (g,Hi)

(g,Hj)
6≡ 0. Ta �ành ngh¾a

I = I(f) ∪ I(g) ∪16 t<s63N+2−2d {z ∈ Cn |ν(f,Ht),6k(z)ν(f,Hs),6k(z) > 0}.
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Khi �â I l  mët tªp gi£i t½ch vîi �èi chi·u 2 ho°c l  mët tªp réng.

Bê �· 1.4.2. Kh¯ng �ành sau l  �óng

3N+2−2d∑
v=1

N
(d)
(f,Hv),6k(r) 6 T (r, f) + T (r, g) + o(T (r, f) + T (r, g))

Chùng minh. Chóng ta cè �ành mët �iºm z 6∈ I thäa m¢n ν(f,Ht),6k(z) > 0 (t 6= j).

Gi£ sû r¬ng fl(z) · gl(z) = 0 (0 6 l 6 N). Th¸ th¼ ta câ gl(z) = 0 (0 6 l 6 N), hay

z ∈ I(g). �i·u n y l  væ l½. Do �â tçn t¤i ch¿ sè l sao cho fl(z) · gl(z) 6= 0. �i·u n y

�÷a tîi

DαPij(z) = Dα
(

(f,Hi)

(f,Hj)
− (g,Hi)

(g,Hj)

)
(z)

= Dα
(∑N

v=0
fv
fl
aiv∑N

v=0
fv
fl
ajv
−
∑N

v=0
gv
gl
aiv∑N

v=0
gv
gl
ajv

)
(z) = 0, ∀|α| 6 d.

Vªy νPij(z) ≥ d. Tø �â ta câ νPij ≥
∑3N+2−2d

t=1
t 6=j

dmin{1, ν(f,Ht),6k} ngo i mët tªp gi£i

t½ch câ �èi chi·u 2. �i·u n y suy ra

NPij(r) ≥
3N+2−2d∑

t=1
t6=j

N
(d)
(f,Ht),6k

(r).

Lªp luªn l¤i c¡ch chùng minh cõa �ành lþ 1.2.1, ta câ

m(r, Pij) 6 T (r, f) + T (r, g)−N (f,Hj)

(f,Hi)

(r)−N (g,Hj)

(g,Hi)

(r) +O(1)

v 

N 1
Pij

(r) 6 N(r, νj), ð �â νj = max {ν (f,Hj)

(f,Hi)

, ν (g,Hj)

(g,Hi)

}.

Do �â ta suy ra

3N+2−2d∑
v=1
v 6=j

N
(d)
(f,Hv),6k(r) 6 NPij(r)

6 T (r, Pij)

= N 1
Pij

(r) +m(r, Pij) +O(1)

6 T (r, f) + T (r, g) +N(r, νj)−N (f,Hj)

(f,Hi)

(r)

−N (g,Hj)

(g,Hi)

(r) + o(T (r, f) + T (r, g)).
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Vªy ta câ (
N (f,Hj)

(f,Hi)

(r) +N (g,Hj)

(g,Hi)

(r)−N(r, νj)
)
+

3N+2−2d∑
v=1
v 6=j

N
(d)
(f,Hv),6k(r)

6 T (r, f) + T (r, g) + o(T (r, f) + T (r, g)).

M°t kh¡c ta công câ

νj(z)− ν (f,Hj)

(f,Hi)

(z)− ν (g,Hj)

(g,Hi)

(z) + ν
(d)
(f,Hj),6k

(z) =

ν
(d)
(f,Hj),6k

(z)−min {ν (f,Hj)

(f,Hi)

(z), ν (g,Hj)

(g,Hi)

(z)} 6 0

ngo i tªp gi£i t½ch �èi chi·u 2. Do �â ta thu �÷ñc

N(r, νi)−N (f,Hj)

(f,Hi)

(r)−N (g,Hj)

(g,Hi)

(r) +N
(d)
(f,Hj),6k

(r) 6 0.

Vªy
3N+2−2d∑

v=1

N
(d)
(f,Hv),6k(r) 6 T (r, f) + T (r, g) + o(T (r, f) + T (r, g)).

�i·u n y suy ra Bê �· 1.4.2.

Tø Bê �· 1.4.2 ta câ
3N+2−2d∑

v=1

N
(N)
(f,Hv),6k(r) 6

N

d
(T (r, f) + T (r, g)) + o(T (r, f) + T (r, g)).

B¥y gií sû döng Bê �· 1.1.2 ta công câ

∣∣∣∣ 3N+2−2d∑
i=1

N
(N)
(f,Hi),6k

(r)
)
≥(2N + 1− 2d)(k + 1)−N(3N + 2− 2d)

k + 1−N
T (r, f)

+ o(T (r, f))

v  ∣∣∣∣ 3N+2−2d∑
i=1

N
(N)
(g,Hi),6k

(r)
)
≥(2N + 1− 2d)(k + 1)−N(3N + 2− 2d)

k + 1−N
T (r, g)

+ o(T (r, g)).

�i·u n y suy ra∣∣∣∣ 2N

d
((T (r, f) + T (r, g)) ≥

(
(2N + 1− 2d)(k + 1)−N(3N + 2− 2d)

k + 1−N

)
×

(T (r, f) + T (r, g)) + o((T (r, f) + T (r, g))).



41

Cho r ti¸n ra ∞, ta câ

2N

d
≥ (2N + 1− 2d)(k + 1)−N(3N + 2− 2d)

k + 1−N
,

v  suy ra

k + 1 6
3dN2 − 2N2 + 2Nd− 2Nd2

2(d− 1)N + d− 2d2
.

�i·u n y m¥u thu¨n. Vªy, ta câ ] G(f, {Hi}3N+2−2d
i=1 , k, d) = 1 hay �ành lþ 1.4.1 �÷ñc

chùng minh.



Ch÷ìng 2

�ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n

cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh cho möc

ti¶u di �ëng

Lþ thuy¸t Nevanlinna �¢ �÷ñc W. Stoll v  sau �â l  Stoll-Ru ph¡t triºn cho c¡c möc

ti¶u di �ëng chªm. V¼ th¸, v§n �· duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh

tø Cn v o PN(C) cho möc ti¶u di �ëng �÷ñc quan t¥m v  nghi¶n cùu m¤nh m³ trong

v i thªp k� g¦n �¥y. Vîi c¡c kh¡i ni»m v  k½ hi»u �÷ñc tr¼nh b y trong §2.1, chóng tæi

n¶u ra nhúng k¸t qu£ tèt nh§t cho �¸n hi»n nay. Tr÷îc h¸t l  k¸t qu£ cõa Dethloff-T§n

[14].

�ành lþ (Dethloff-T§n [14]) Gi£ sû f, g : Cn −→ PN(C) (N ≥ 2) l  hai ¡nh x¤ ph¥n

h¼nh kh¡c h¬ng v  {aj}3N+1
j=1 l  c¡c möc ti¶u di �ëng "nhä" (�èi vîi f) ð và tr½ têng

qu¡t thäa m¢n (f, ai) 6≡ 0, (g, ai) 6≡ 0 (1 6 i 6 3N + 1). Gi£ sû f khæng suy bi¸n tuy¸n

t½nh tr¶n R({aj}3N+1
j=1 ). �°t d = 3N(N + 1)

[(
2N+2
N+1

)]2[(
2N+2
N+1

)
− 1
]
+N(3N + 4). Gi£ sû

c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n.

(i) dim{z ∈ Cn : ν(f,ai),6d(z) > 0 v  ν(f,aj),6d(z) > 0} 6 n− 2

(1 6 i 6 N + 3, 1 6 j 6 3N + 1).

(ii) min{ν(f,ai), d} = min{ν(g,ai), d} ((1 6 i 6 3N + 1).

(iii) f(z) = g(z) tr¶n
⋃
j∈D{z ∈ Cn : ν(f,aj),6M(z) > 0}, ð �â D l  mët tªp con b§t k¼

42
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cõa tªp {1, · · · , 3N + 1} vîi ]D = N + 4.

Khi �â ta câ f ≡ g.

Chóng tæi l÷u þ ð �¥y l  vîi kÿ thuªt sû döng trong chùng minh cõa �ành lþ tr¶n

th¼ gi£ thi¸t ]D = N + 4 khæng thº l m tèt hìn �÷ñc

Möc ti¶u �¦u ti¶n cõa ch÷ìng n y l  chóng tæi �÷a ra c¡ch ti¸p cªn mîi nh¬m gi£m

sè ph¦n tû cõa D trong �ành lþ tr¶n tø N + 4 xuèng N + 2. Cö thº l  chóng tæi chùng

minh �ành lþ sau.

�ành lþ 2.0.1. (H -Quang-Th¡i [34]) Cho k, d l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng ho°c ∞ thäa

m¢n(
3

d+ 1
+

6

k + 1

)(
2N + 2

N + 1

)[(2N + 2

N + 1

)
−2
]
<

(
N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
− 2N + 2

k + 1

)
.

X²t hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f, g : Cn → PN(C) (N ≥ 2) v  {aj}3N+1
j=1 l 

3N + 1 ¡nh x¤ ph¥n h¼nh "nhä" (�èi vîi f) tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t sao

cho dim{z ∈ Cn : ν(f,ai),6k(z)ν(f,aj),6k(z) > 0} 6 n− 2 (1 6 i < j 6 3N + 1).

Gi£ sû r¬ng f, g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n R({aj}3N+1
j=1 ) v  c¡c �i·u ki»n sau thäa

m¢n

(i) min (ν(f,Hj),6k, d) = min (ν(g,Hj),6k, d) (1 6 j 6 3N + 1).

(ii) f(z) = g(z) tr¶n
⋃
j∈D{z ∈ Cn : ν(f,aj),6N(N+2)(z) > 0}, ð �â D l  mët tªp con b§t

k¼ cõa tªp {1, · · · , 3N + 1} vîi ]D = N + 2.

Khi �â ta câ f ≡ g. Ph¦n ti¸p theo cõa ch÷ìng d nh cho vi»c nghi¶n cùu �ành lþ duy

nh§t vîi bëi bà ch°n cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh cho möc ti¶u di �ëng câ �i·u ki»n �¤o h m.

Cö thº chóng tæi s³ chùng minh �ành lþ sau.

�ành lþ 2.0.2. (H -Quang-Th¡i [34]) Cho f, g : Cn → PN(C) l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh

v  k l  sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n k > 2N3 + 12N2 + 6N − 1. Cho {at}N+2
t=1 l  c¡c ¡nh

x¤ ph¥n h¼nh "nhä" (so vîi f) tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t sao cho

dim{z ∈ Cn : ν(f,as),6k(z)ν(f,at),6k(z) > 0} 6 n− 2 (1 6 s < t 6 N + 2).

Gi£ sû f, g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n R({at}N+2
t=1 ) v  thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(i) min (ν(f,at),6k, 1) = min (ν(g,at),6k, 1) (1 6 t 6 N + 2).

(ii) Gåi f = (f0 : · · · : fN) v  g = (g0 : · · · : gN) l  c¡c biºu di¹n rót gån cõa f

v  g t÷ìng ùng. Gi£ sû vîi méi ch¿ sè 0 6 j 6 N v  vîi méi ω ∈
⋃N+2
t=1 {z ∈ Cn :
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ν(f,at),6k(z) > 0}, c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

(a) N¸u fj(ω) = 0 th¼ gj(ω) = 0,

(b) N¸u fj(ω)gj(ω) 6= 0 th¼ Dα
(
fi
fj

)
(ω) = Dα

(
gi
gj

)
(ω) cho méi n-bë α = (α1, ..., αn)

cõa c¡c sè nguy¶n khæng ¥m vîi |α| = α1 + ... + αn 6 2N v  i 6= j, ð �â

Dα =
∂|α|

∂α1z1...∂αnzn
.

Khi �â ta câ f ≡ g.

2.1 Mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ bê trñ

Gi£ sû f, a : Cn −→ PN(C) l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh câ c¡c biºu di¹n rót gån f = (f0 :

· · · : fN), a = (a0 : · · · : aN). �°t (f, a) =
N∑
i=0

aifi, ngh¾a l  (f, a)(z) =
N∑
i=0

ai(z)fi(z).

�nh x¤ a công �÷ñc gåi l  "nhä" so vîi f n¸u Ta(r) = o(Tf (r)) khi r →∞. Ngo i ra,

h m x§p x¿ mf,a(r) �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau

mf,a(r) =

∫
S(r)

log
||f || · ||a||
|(f, a)|

σn −
∫
S(1)

log
||f || · ||a||
|(f, a)|

σn,

ð �â ‖a‖ =
(
|a0|2 + · · ·+ |aN |2

)1/2
.

Cho a1, . . . , aq (q ≥ N + 1) l  q ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) vîi c¡c biºu

di¹n rót gån aj = (aj0 : · · · : ajN) (1 6 j 6 q). Chóng ta nâi r¬ng c¡c möc ti¶u di �ëng

a1, . . . , aq ð và tr½ têng qu¡t n¸u det(ajkl) 6≡ 0 vîi måi 1 6 j0 < j1 < ... < jN 6 q.

K½ hi»uMn l  tr÷íng c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n Cn v  R
({
aj
}q
j=1

)
⊂Mn l  tr÷íng

con nhä nh§t chùa C v  t§t c£ c¡c h m
ajk
ajl

vîi ajl 6≡ 0. K½ hi»u R̃
({
aj
}q
j=1

)
⊂ Mn

l  tr÷íng con nhä nh§t chùa t§t c£ c¡c h m h ∈ Mn thäa m¢n hk ∈ R
({
aj
}q
j=1

)
vîi

mët sè nguy¶n d÷ìng k n o �â.

�nh x¤ ph¥n h¼nh f tø Cn v o PN(C) vîi biºu di¹n rót gån f = (f0 : · · · : fN) �÷ñc

gåi l  khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n R
({
aj
}q
j=1

)
(t÷ìng ùng l  tr¶n R̃

({
aj
}q
j=1

)
)

n¸u f0, . . . , fN l  �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n R
({
aj
}q
j=1

)
(t÷ìng ùng tr¶n R̃

({
aj
}q
j=1

)
).
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Cho f v  a l  hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C). Vîi méi z ∈ Cn, ta �°t

ν(f,a),≤k(z) =

0 n¸u ν(f,a)(z) > k,

ν(f,a)(z) n¸u ν(f,a)(z) ≤ k,

ν(f,a),>k(z) =

ν(f,a)(z) n¸u ν(f,a)(z) > k,

0 n¸u ν(f,a)(z) ≤ k.

�ành lþ cì b£n thù nh§t. (Ru-Stoll [54]) Gi£ sû f, a : Cn → PN(C) l  c¡c ¡nh x¤

ph¥n h¼nh sao cho (f, a) 6≡ 0. Khi �â ta câ

T (r, f) + T (r, a) = mf,a(r) +N(f,a)(r).

�ành lþ cì b£n thù hai cho möc ti¶u di �ëng. (Th¡i-Quang [61]) Cho

f : Cn → PN(C) l  mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh. Gåi {aj}qj=1 (q ≥ N + 2) l  c¡c ¡nh

x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t sao cho f l  khæng suy bi¸n tuy¸n

t½nh tr¶n R({ai}qi=1). Th¸ th¼ ta câ

|| q

N + 2
T (r, f) ≤

∑q
j=1N

(N)
(f,aj)

(r) + o(T (r, f)) +O(max1≤j≤q T (r, aj)).

2.2 �ành lþ duy nh§t vîi bëi bà ch°n cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh

cho möc ti¶u di �ëng

Trong möc n y chóng tæi chùng minh �ành lþ sau

�ành lþ 2.2.1. (H -Quang-Th¡i [34]) Cho k, d l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng ho°c ∞ thäa

m¢n(
3

d+ 1
+

6

k + 1

)(
2N + 2

N + 1

)[(2N + 2

N + 1

)
−2
]
<

(
N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
− 2N + 2

k + 1

)
.

X²t hai ¡nh x¤ ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f, g : Cn → PN(C) (N ≥ 2) v  {aj}3N+1
j=1 l 

3N + 1 ¡nh x¤ ph¥n h¼nh "nhä" (�èi vîi f) tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t sao

cho dim{z ∈ Cn : ν(f,ai),6k(z)ν(f,aj),6k(z) > 0} 6 n− 2 (1 6 i < j 6 3N + 1).

Gi£ sû r¬ng f, g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n R({aj}3N+1
j=1 ) v  c¡c �i·u ki»n sau thäa

m¢n

(i) min (ν(f,Hj),6k, d) = min (ν(g,Hj),6k, d) (1 6 j 6 3N + 1).
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(ii) f(z) = g(z) tr¶n
⋃
j∈D{z ∈ Cn : ν(f,aj),6N(N+2)(z) > 0}, ð �â D l  mët tªp con b§t

k¼ cõa tªp {1, · · · , 3N + 1} vîi ]D = N + 2.

Th¸ th¼ ta câ f ≡ g.

Chùng minh. Gåi biºu di¹n rót gån cõa f, g, ai nh÷ sau

f = (f0 : ... : fN), g = (g0 : ... : gN), ai = (ai0 : ... : aiN).

(i) Ta x²t 2N + 2 ¡nh x¤ ph¥n h¼nh b§t k¼ cõa hå {a1, ..., a3N+1}, �º ti»n k½ hi»u,

ta gåi l  a1, ..., a2N+2.

�°t hi =
(f, ai)

(g, ai)
(1 6 i 6 2N+2). Th¸ th¼

hi
hj

=
(f, ai) · (g, aj)
(g, ai) · (f, aj)

khæng phö thuëc v o

biºu di¹n rót gån cõa f v  g. L¤i tø
∑N

k=0 aikfk−hi ·
∑N

k=0 aikgk = 0 (1 6 i 6 2N + 2),

ta suy ra det (ai0, ..., aiN , ai0hi, ..., aiNhi; 1 6 i 6 2N + 2) = 0.

B¥y gií vîi méi tªp con I ⊂ {1, 2, ..., 2N + 2}, ta �°t hI =
∏

i∈I hi. K½ hi»u I l  tªp

t§t c£ c¡c bë N+1 th nh ph¦n I = (i1, ..., iN+1) thäa m¢n 1 6 i1 < ... < iN+1 6 2N+2.

Vîi méi I = (i1, ..., iN+1) ∈ I, ta �ành ngh¾a

AI = (−1)
(N+1)(N+2)

2
+i1+...+iN+1 · det(airl; 1 6 r 6 N + 1, 0 6 l 6 N)·

det(ajsl; 1 6 s 6 N + 1, 0 6 l 6 N),

ð �â J = (j1, ..., jN+1) ∈ I sao cho I ∪ J = {1, 2, ..., 2N + 2}.

Th¸ th¼ ta câ
∑

I∈I AIhI = 0.

(ii) L§y I0 ∈ I. Do AI0hI0 = −
∑

I∈I,I 6=I0 AIhI n¶n hI0 = −
∑

I∈I,I 6=I0
AI
AI0

hI .

Hìn núa ta công câ thº ch¿ ra ngay r¬ng

AI 6≡ 0 (I ∈ I) v 
AI
AI0
∈ R({ai}3N+1

i=1 ) (I ∈ I).

K½ hi»u t l  sè tü nhi¶n nhä nh§t sao cho c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

Tçn t¤i t ph¦n tû I1, ..., It ∈ I\{I0} v  t h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng bi ∈ R({ai}3N+1
i=1 )

sao cho

hI0 =
t∑
i=1

bihIi (2.2.1).

Do hI0 6≡ 0 v  t l  nhä nh§t n¶n hå h m {b1hI1 , ..., bthIt} �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n C.
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Gi£ sû ph£n chùng r¬ng t ≥ 2.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta �°t b0 = −1, th¸ th¼ ta câ
∑t

i=0 bihIi = 0.

L¤i �°t I =
⋂t
i=0 Ii, I

′
i = Ii \ I 6= ∅ (0 6 i 6 t) v  Ĩ =

⋃t
i=0 I

′
i, I

′ =
⋂t
i=1 I

′
i, I

′′
i =

I ′i \ I ′ 6= ∅ (1 6 i 6 t). Th¸ th¼ ta công câ
hI′0
hI′

=
∑t

i=1 bihI′′i (2.2.2).

X²t ¡nh x¤ ph¥n h¼nh h : Cn → Pt−1(C) vîi biºu di¹n rót gån h = (h̃hI′′1 : ... : h̃hI′′t ),

ð �â h̃ l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n Cn thäa m¢n νh̃ 6
∑

i∈∪tj=1I
′′
j
ν∞hi .

X²t ¡nh x¤ ph¥n h¼nh b : Cn → Pt−1(C) vîi biºu di¹n rót gån b = (ψb1 : ... : ψbt), ð

�â ψ l  c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n Cn. Khi �â chóng ta câ

T (r, b) = o(T (r, f)) v  Nψbi(r) 6 Nψb1(r) +N bi
b1

(r) = o(T (r, f)) (0 6 i 6 t).

N¸u z l  khæng �iºm (t÷ìng ùng l  cüc �iºm) cõa hi th¼ ν(f,ai)(z) 6= ν(g,ai)(z).

Do �â ν(f,ai)(z) > d ho°c ν(g,ai)(z) > d. Vªy chóng ta câ min{1, ν∞hi (z)} +

min{1, νhi(z)} 6 min{1, ν(f,ai),>d(z)}. �i·u n y suy ra r¬ng N
(1)
hi

(r) + N
(1)
1
hi

(r) 6

N
(1)
(f,ai),>d

(r) +N
(1)
(g,ai),>d

(r) (2.2.3).

X²t ¡nh x¤ ph¥n h¼nh h′ : Cn → Pt−1(C) vîi biºu di¹n rót gån

h′ =
( 1

h̃′
ψb1h̃hI′′1 : ... :

1

h̃′
ψbth̃hI′′t

)
.

Tø (2.2.1), ¡nh x¤ h′ l  khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n C. �p döng �ành lþ cì b£n

thù hai cho si¶u ph¯ng, ta thu �÷ñc

|| T (r, h′) 6
t∑
i=1

N
(t−1)
1
h̃′
ψbih̃hI′′

i

(r) +N
(t−1)

1
h̃′
ψh̃

h
I′0
hI′

(r) + o(T (r, h′))

6 (t− 1) ·
t∑
i=1

N
(1)

h̃hI′′
i

(r) + (t− 1) ·N (1)

h̃·
h
I′0
hI′

(r) + o(T (r, f))

+ o(T (r, h′)) (2.2.4).

Hìn núa ta công câ N (1)

h̃hI′′
i

(r) 6 O(T (r, f)) v  N (1)

h̃·
h
I′0
hI′

(r) 6 O(T (r, f)). Do vªy ta suy

ra

|| T (r, h′) 6 O(T (r, f)).

�°t I ′′ =
⋃t
i=1 I

′′
i v  W =

⋃
i∈I′′{z : ν(f,ai),>k(z) > 0}. Th¸ th¼ ta câ

N
(1)

h̃hI′′
i

(r) = N
(1)
hI′′
i

(r) +N
(1)

1
h
I′′\I′′

i

(r) +
∑
j∈I′′

(N
(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r))
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v 

N
(1)

h̃.
h
I′0
hI′

(r) = N
(1)
hI′0

(r) +N
(1)

1
h
(I′′∪I′)\I′0

(r) +
∑
j∈I′′

(N
(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r)).

Vîi méi tªp J ⊂ {1, 2, ..., 2N + 2}, x²t J c = {1, 2, ..., 2N + 2} \ J . Khi �â ta câ

I ′′i ⊂ Ii v  I ′′ \ I ′′i ⊂ Ici (1 6 i 6 t),

I ′0 ⊂ I0 v  (I ′′ ∪ I ′) \ I ′0 = Ĩ \ I ′0 = Ĩ \ (I0 \ I) = (Ĩ ∪ I) \ I0 ⊂ Ic0.

Suy ra

N
(1)

h̃hI′′
i

(r) 6 N
(1)
hIi

(r) +N
(1)
1
hIc
i

(r) +
2N+2∑
j=1

(N
(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r))

v  N (1)

h̃.
h
I′0
hI′

(r) 6 N
(1)
hI0

(r) +N
(1)
1
hIc0

(r) +
2N+2∑
j=1

(N
(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r)).

K¸t hñp vîi (2.2.4), ta câ kh¯ng �ành sau

|| T (r, h′) 6 (t− 1)
t∑
i=0

(
N

(1)
hIi

(r) +N
(1)
1
hIc
i

(r) +
2N+2∑
j=1

(
N

(1)
(f,aj),>k

(r)

+N
(1)
(g,aj),>k

(r)
))

+o(T (r, f))

= (t− 1)
t∑
i=0

(∑
j∈Ii

N
(1)
hj

(r) +
∑
j∈Ici

N
(1)
1
hj

(r) +
2N+2∑
j=1

(
N

(1)
(f,aj),>k

(r)

+N
(1)
(g,aj),>k

(r)
))

+o(T (r, f))

6

[(
2N + 2

N + 1

)
− 2

]∑
I∈I

(∑
i∈I

(
N

(1)
hi

(r) +N
(1)
1
hi

(r)
)

+
2N+2∑
j=1

(
N

(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r)
))

+o(T (r, f))

=
1

2

(
2N + 2

N + 1

)[(
2N + 2

N + 1

)
− 2

](2N+2∑
i=1

(
N

(1)
hi

(r) +N
(1)
1
hi

(r)
)

+ 2
2N+2∑
j=1

(
N

(1)
(f,aj),>k

(r) +N
(1)
(g,aj),>k

(r)
))

+o(T (r, f)) (2.2.5).
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K¸t hñp (2.2.3) v  (2.2.5) chóng ta câ

|| T (r, h′) 6
1

2

(
2N + 2

N + 1

)[(
2N + 2

N + 1

)
− 2

]
2N+2∑
i=1

(
N

(1)
(f,ai),>d

(r) +N
(1)
(g,ai),>d

(r)

+ 2N
(1)
(f,ai),>k

(r) + 2N
(1)
(g,ai),>k

(r)

)
+o(T (r, f)) (2.2.6)

X²t c¡c si¶u ph¯ng H1 = {w1 = 0}, H2 = {w2 = 0}, H3 = {w1 + ...+wt = 0} trong

Pt−1(C). Ta câ

|| T (r, h′) ≥ T
(
r,

(h′, H1)

(h′, H2)

)
+O(1) = T

(
r,
b1hI′′1
b2hI′′2

)
+O(1)

= T
(
r,
b1hI1
b2hI2

)
+O(1) = T

(
r,
hI1
hI2

)
+o(T (r, f))

≥ N
(1)
hI1
hI2
−1

(r) + o(T (r, f)),

|| T (r, h′) ≥ T
(
r,

(h′, H2)

(h′, H3)

)
+O(1) = T

(
r,
b2hI2
hI0

)
+O(1)

= T
(
r,
hI2
hI0

)
+o(T (r, f))

≥ N
(1)
hI2
hI0
−1

(r) + o(T (r, f)),

|| T (r, h′) ≥ T
(
r,

(h′, H3)

(h′, H1)

)
+O(1) = T

(
r,

hI0
b1hI1

)
+O(1)

= T
(
r,
hI0
hI1

)
+o(T (r, f))

≥ N
(1)
hI0
hI1
−1

(r) + o(T (r, f)).

Suy ra

|| 3T (r, h′) ≥ N
(1)
hI1
hI2
−1

(r) +N
(1)
hI2
hI0
−1

(r) +N
(1)
hI0
hI1
−1

(r) + o(T (r, f)).

L¤i do
hI
hJ

= 1 tr¶n tªp
⋃
j∈D\((I∪J)\(I∩J))Ej \ W , ð �â Ej = {z ∈ Cn :

ν(f,aj),6N(N+2)(z) > 0} v 

(D \ ((I1∪ I2) \ (I1∩ I2)))∪ (D \ ((I2∪ I0) \ (I2∩ I0)))∪ (D \ ((I0∪ I1) \ (I0∩ I1))) = D,

chóng ta suy ra

N
(1)
hI1
hI2
−1

(r) +N
(1)
hI2
hI0
−1

(r) +N
(1)
hI0
hI1
−1

(r) ≥
∑
i∈D

N
(1)
(f,ai),6N(N+2)(r)

−
2N+2∑
i=1

(N
(1)
(f,ai),>k

(r) +N
(1)
(g,ai),>k

(r)).
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Suy ra

|| 3T (r, h′) ≥
∑
i∈D

N
(1)
(f,ai),6N(N+2)(r)−

2N+2∑
i=1

(N
(1)
(f,ai),>k

(r) +N
(1)
(g,ai),>k

(r))

+ o(T (r, f)) (2.2.7).

M°t kh¡c, ta công câ∣∣∣∣∣∣ ∑
i∈D

N
(1)
(f,ai),6N(N+2)(r) =

∑
i∈D

(N
(1)
(f,ai)

(r)−N (1)
(f,ai),>N(N+2)(r))

≥ N + 2

N(N + 2)
T (r, f)− N + 2

N(N + 2) + 1
T (r, f) + o(T (r, f))

=
N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
T (r, f) + o(T (r, f)).

B¬ng lªp luªn t÷ìng tü ta công câ∣∣∣∣∣∣ ∑
i∈D

N
(1)
(g,ai),6N(N+2)(r) ≥

N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
T (r, g) + o(T (r, g))

K¸t hñp (2.2.6) v  (2.2.7) ta suy ra∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 3

(
2N + 2

N + 1

)[(2N + 2

N + 1

)
− 2
]2N+2∑
i=1

(N
(1)
(f,ai),>d

(r) +N
(1)
(g,ai),>d

(r)

+ 2N
(1)
(f,ai),>k

(r) + 2N
(1)
(g,ai),>k

(r))

≥ N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
(T (r, f) + T (r, g))

−
2N+2∑
i=1

(N
(1)
(f,ai),>k

(r) +N
(1)
(g,ai),>k

(r)) + o(T (r, f) + T (r, g)) (2.2.8).

Tø (2.2.8) chóng ta kh¯ng �ành �÷ñc∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

3

d+ 1
+

6

k + 1

)(
2N + 2

N + 1

)[(2N + 2

N + 1

)
− 2
]
(T (r, f) + T (r, g))

>

(
N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
− 2N + 2

k + 1

)
(T (r, f) + T (r, g))

+ o(T (r, f) + T (r, g)).

Cho r ti¸n ra ∞, chóng ta suy ra(
3

d+ 1
+

6

k + 1

)(
2N + 2

N + 1

)[(
2N + 2

N + 1

)
−2

]
>

(
N + 2

N(N + 2)(N(N + 2) + 1)
−2N + 2

k + 1

)
.
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�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t cõa �ành lþ. Vªy t = 1 hay ta suy ra
hI0
hI1

= b1 ∈

R({ai}3N+1
i=1 ).

Do �â, vîi méi tªp I ∈ I, câ tªp J ∈ I \ {I} sao cho
hI
hJ
∈ R({ai}3N+1

i=1 ).

(iii) Chóng ta k½ hi»uM∗
n l  nhâm nh¥n aben cõa c¡c h m ph¥n h¼nh kh¡c khæng

tr¶n Cn. Gåi J ⊂ M∗
n l  nhâm con nhä nh§t chùa t§t c£ c¡c h m h ∈ M∗

n sao cho

hk ∈ R({ai}qi=1) vîi mët sè nguy¶n d÷ìng k n o �â. Khi �â ta câ nhâm nh¥n M∗
n/J

l  nhâm aben khæng xo­n.

X²t nhâm con aben tü do sinh bði c¡c ph¦n tû {[h1], ..., [h3N+1]} cõa nhâm aben khæng

xo­nM∗
n/J , ð �â hi =

(f, ai)

(g, ai)
(1 6 i 6 3N + 1). Th¸ th¼ hå {[h1], ..., [h3N+1]} câ t½nh

ch§t P2N+2,N+1. �i·u n y suy ra r¬ng tçn t¤i 3N + 1− 2N = N + 1 ph¦n tû, ta s³ gåi

l , [h1], ..., [hN+1], sao cho [h1] = ... = [hN+1]. Do �â ta câ
hi
hj
∈ J (1 6 i < j 6 N + 1),

v  suy ra

T (r,
hi
hj

) = o(T (r, f)) (1 6 i < j 6 N + 1).

Ta câ bèn tr÷íng hñp sau.

Tr÷íng hñp 1. Gi£ sû tçn t¤i ba ch¿ sè {i, j, k} (1 6 i < j < k 6 N + 1) sao cho

hi 6≡ hj 6≡ hk 6≡ hi.

Th¸ th¼ ta câ

T (r,
hi
hj

) ≥ Nhi
hj
−1

(r) +O(1)

≥
∑

l∈D\{i,j}

N
(1)
(f,al),6N(N+2)(r)−

∑
s∈{i,j}

N
(1)
(f,as),>k

(r) +O(1).

Suy ra N (1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{i,j}N

(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f)), ∀l ∈ D \ {i, j}.

Lªp luªn t÷ìng tü ta công câ N (1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{j,k}N

(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f))

vîi méi l ∈ D \ {j, k} v  N (1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{i,k}N

(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f)) vîi méi

l ∈ D \ {i, k}. Do �â ta câ

N
(1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{i,j,k}

N
(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f))
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vîi méi l ∈ D. �i·u n y suy ra r¬ng

|| T (r, f) 6
∑
l∈D

N
(N)
(f,al)

(r) + o(T (r, f))

6
∑
l∈D

N
(N)
(f,al),>N(N+2)(r) +N(2N + 2)

∑
s∈{i,j,k}

N
(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f))

6

(
N(N + 2)

N(N + 2) + 1
+

3N(2N + 2)

k + 1

)
T (r, f) + o(T (r, f)).

Vªy ta câ || T (r, f) = o(T (r, f)). �i·u n y l  væ lþ.

Tr÷íng hñp 2. Gi£ sû câ hai tªp con I v  J cõa tªp {1, · · · , N + 1} vîi

I ∩ J = ∅, I ∪ J = {1, · · · , N + 1}, ]I ≥ 2, ]J ≥ 2 sao cho

hi = hj ∀i, j ∈ I v  hi = hj ∀i, j ∈ J v  hk 6≡ hl ∀k ∈ I, ∀l ∈ J.

Chån c¡c ph¦n tû i, k ∈ I v  j, t ∈ J ta s³ câ

T (r,
hi
hj

) ≥ Nhi
hj
−1

(r) +O(1)

≥
∑

l∈D\{i,j}

N
(1)
(f,al),6N(N+2)(r)−

∑
s∈{i,j}

N
(1)
(f,as),>k

(r) +O(1).

Suy ra N (1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{i,j}N

(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f)), ∀l ∈ D \ {i, j}.

T÷ìng tü ta câ N
(1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{k,t}N

(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f)) vîi méi

l ∈ D \ {k, t}. Ta suy ra

N
(1)
(f,al),6N(N+2)(r) 6

∑
s∈{i,j,k,t}

N
(1)
(f,as),>k

(r) + o(T (r, f)) ∀l ∈ D.

Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ trong Tr÷íng hñp 1 chóng ta công câ T (r, f) = o(T (r, f)).

�i·u n y l  væ lþ.

Tr÷íng hñp 3. Gi£ sû r¬ng h1 = · · · = hN 6≡ hN+1.

Tø gi£ thi¸t (i) cõa �ành lþ, ta th§y r¬ng hi l  c¡c h m ph¥n h¼nh vîi måi 1 6 i 6 N.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta gi£ sû 1 = h1 = · · · = hN 6≡ hN+1. M°t kh¡c ta công câ

thº d¹ r ng suy ra r¬ng câ c¡c h m ph¥n h¼nh cli (N + 2 6 l 6 3N + 1, 1 6 i 6 N + 1)

sao cho

al =
N+1∑
i=1

cliai (N + 2 6 l 6 3N + 1) v  Ncli(r) +N 1
cli

(r) = o(T (r, f)).
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Vªy ta câ

(f, al) =
N+1∑
i=1

cli(f, ai),

(g, al) =
N∑
i=1

cli(f, ai) +
cli
hN+1

(f, aN+1)

= (f, al) + cli(
1

hN+1

− 1)(f, aN+1) (N + 2 6 l 6 3N + 1).

Sû döng �i·u ki»n (i) v  (ii), ta nhªn th§y n¸u ν
(1)
(f,al),6k

(z) = 1 v  (f, aN+1)(z) 6= 0

th¼ (cli(
1

hN+1

− 1))(z) = 0. Do �â ta câ

N
(1)
(f,al),6k

(r)−N (1)
(f,aN+1),>k(r) 6 N 1

hN+1
−1(r) + o(T (r, f))

= o(T (r, f)) (N + 2 6 l 6 3N + 1).

Tø �â suy ra

N
(1)
(f,al),6k

(r) 6 N
(1)
(f,aN+1),>k(r) + o(T (r, f)) 6

1

k + 1
T (r, f) + o(T (r, f)).

M°t kh¡c ta công câ

|| T (r, f) 6
2N

N + 2

3N+1∑
l=N+2

N
(N)
(f,al)

(r) + o(T (r, f))

6
2N2

N + 2

3N+1∑
l=N+2

(N
(1)
(f,al),6k

(r) +N
(1)
(f,al),>k

(r)) + o(T (r, f))

6
8N3

(N + 2)(k + 1)
T (r, f) + o(T (r, f)).

Suy ra || T (r, f) = o(T (r, f)) . �i·u n y l  m¥u thu¨n.

Tr÷íng hñp 4. h1 = · · · = hN+1.

Khi �â ta câ f ≡ g. Vªy �ành lþ �÷ñc chùng minh.

2.3 �ành lþ duy nh§t cõa ¡nh x¤ ph¥n h¼nh vîi �i·u ki»n �¤o

h m

Trong möc n y chóng tæi chùng minh k¸t qu£ sau.
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�ành lþ 2.3.1. (H -Quang-Th¡i [34]) Gi£ sû f, g : Cn → PN(C) l  hai ¡nh x¤ ph¥n

h¼nh v  k l  sè nguy¶n d÷ìng thäa m¢n k > 2N3 + 12N2 + 6N − 1. Cho {at}N+2
t=1 l  c¡c

¡nh x¤ ph¥n h¼nh "nhä" (so vîi f) tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t sao cho

dim{z ∈ Cn : ν(f,as),6k(z)ν(f,at),6k(z) > 0} 6 n− 2 (1 6 s < t 6 N + 2).

Gi£ sû f, g khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n R({at}N+2
t=1 ) v  thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(i) min (ν(f,at),6k, 1) = min (ν(g,at),6k, 1) (1 6 t 6 N + 2).

(ii) Gåi f = (f0 : · · · : fN) v  g = (g0 : · · · : gN) l  c¡c biºu di¹n rót gån cõa f

v  g t÷ìng ùng. Gi£ sû vîi méi ch¿ sè 0 6 j 6 N v  vîi méi ω ∈
⋃N+2
t=1 {z ∈ Cn :

ν(f,at),6k(z) > 0}, c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

(a) N¸u fj(ω) = 0 th¼ gj(ω) = 0,

(b) N¸u fj(ω)gj(ω) 6= 0 th¼ Dα
(
fi
fj

)
(ω) = Dα

(
gi
gj

)
(ω) vîi méi n-bë α = (α1, ..., αn)

cõa c¡c sè nguy¶n khæng ¥m vîi |α| = α1 + ... + αn 6 2N v  i 6= j, ð �â

Dα =
∂|α|

∂α1z1...∂αnzn
.

Khi �â ta câ f ≡ g.

Chóng ta l÷u þ r¬ng �i·u ki»n (ii) trong �ành lþ 2.3.1 khæng phö thuëc v o biºu

di¹n rót gån.

Chùng minh. Gi£ sû f 6≡ g v  f, g, ai câ biºu di¹n rót gån

f = (f0 : ... : fN), g = (g0 : ... : gN), ai = (ai0 : ... : aiN).

Bê �· 2.3.2. Cho f : Cn → PN(C) l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh sao cho f khæng suy bi¸n

tuy¸n t½nh tr¶n C. Gåi a1, a2, ..., aN+2 l  N + 2 c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh "nhä" (so vîi f)

tø Cn v o PN(C) ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â vîi k ≥ N − 1, ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(1− N(N + 2)

k + 1

)
T (r, f) 6

N+2∑
j=1

(
1− N

k + 1

)
N

(N)
(f,aj),6k

(r) + o(T (r, f)).
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Chùng minh. Theo �ành lþ cì b£n thù hai ta câ

∣∣∣∣ T (r, f) 6
N+2∑
j=1

N
(N)
(f,aj)

(r) + o(T (r, f))

6
N+2∑
j=1

N
(N)
(f,aj),6k

(r) +
N+2∑
j=1

N

k + 1
N(f,aj),>k(r) + o(T (r, f))

6
N+2∑
j=1

(
1− N

k + 1

)
N

(N)
(f,aj),6k

(r) +
N(N + 2)

k + 1
T (r, f) + o(T (r, f)).

Vªy ta câ∣∣∣∣∣∣∣∣(1− N(N + 2)

k + 1

)
T (r, f) 6

N+2∑
j=1

(
1− N

k + 1

)
N

(N)
(f,aj),6k

(r) + o(T (r, f)).

Bê �· �÷ñc chùng minh.

Bê �· 2.3.3. Ta câ kh¯ng �ành sau �óng

(2N + 1)
N+2∑
v=1

N
(1)
(f,av),6k(r) 6

(
1 +

4N + 2

k + 1

)
(T (r, f) + T (r, g))

+ o(T (r, f) + T (r, g))

Chùng minh. Cè �ành mët ch¿ sè j (0 6 j 6 N). Do g 6≡ f n¶n câ ch¿ sè

i (0 6 i 6 N) sao cho Pij = (f,ai)
(f,aj)

− (g,ai)
(g,aj)

6≡ 0.

Ta �°t I = I(f) ∪ I(g) ∪ ∪16 t<s6N+2{z ∈ Cn |ν(f,at),6k(z) · ν(f,as),6k(z) > 0}. Th¸

th¼ I l  mët tªp con gi£i t½ch �èi chi·u 2 ho°c l  tªp réng.

Ta �°t ν0 l  divisor x¡c �ành nh÷ sau

ν0 := (max{0, (2N + 1)− ν(f,aj) − ν(g,aj)}) · (min{1, ν(f,aj),6k}).

Ta s³ ch¿ ra r¬ng νPij ≥
∑N+2

s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k}+ν0 − (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

ngo i

mët tªp câ �èi chi·u 2.

Thªt vªy, ta cè �ành �iºm z ∈ ∪N+2
i=1 {w : ν(f,ai),6k(w) > 0} \ I.

X²t tr÷íng hñp (f, aj)(z) 6= 0. Gi£ sû r¬ng fl(z) · gl(z) = 0 (0 6 l 6 N). Th¸ th¼

gl(z) = 0 (0 6 l 6 N). Suy ra z ∈ I(g). �i·u n y væ lþ. Vªy tçn t¤i ch¿ sè l sao cho
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fl(z)gl(z) 6= 0. Suy ra

DαPij(z) = Dα
( (f, ai)

(f, aj)
− (g, ai)

(g, aj)

)
(z)

= Dα
(∑N

v=0
fv
fl
aiv∑N

v=0
fv
fl
ajv
−
∑N

v=0
gv
gl
aiv∑N

v=0
gv
gl
ajv

)
(z) = 0 (|α| 6 2N).

Tø �â ta câ νPij(z) ≥ 2N + 1. (2.3.1)

T÷ìng tü, n¸u (f, aj)(z) = 0 th¼

Dα
(
(f, ai)(g, aj)− (g, ai)(f, ai)

)
(z) = Dα

(
(flgl)(

N∑
v=0

fv
fl
aiv

N∑
v=0

gv
gl
ajv

−
N∑
v=0

gv
gl
aiv

N∑
v=0

fv
fl
ajv)

)
(z) = 0 (|α| 6 2N).

Do �â ta công câ ν((f,ai)(g,aj)−(f,aj)(g,ai))(z) ≥ 2N + 1. (2.3.2)

Gi£ sû ν(f,aj),>k(z) = 0. Ta x²t hai tr÷íng hñp sau.

Tr÷íng hñp 1. Gi£ sû ν(f,at),6k(z) > 0 vîi t n o �â m  t 6= j.

Th¸ th¼ ν(f,as),6k(z) = 0 (s 6= t), �°c bi»t l  ν(f,aj),6k(z) = 0. Suy ra ν0(z) = 0 v ∑N+2
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)} = 2N + 1. Tø (2.3.1), ta câ

νPij(z) ≥
N+2∑
t=1
t6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,at),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν1
(f,aj),>k

(z) (2.3.3)

Tr÷íng hñp 2. Gi£ sû ν(f,aj),6k(z) > 0.

Khi �â ta x²t ν(f,at),6k(z) = 0 vîi måi t 6= j.

Th¸ th¼
∑N+2

s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)} = 0.

M°t kh¡c, tø Pij =
(f, ai)(g, aj)− (f, aj)(g, ai)

(f, aj)(g, aj)
v  (2.3.2), chóng ta suy ra

νPij(z) = ν((f,ai)(g,aj)−(f,aj)(g,ai))(z)− ν(f,aj)(z)− ν(g,aj)(z)

≥ (2N + 1)− ν(f,aj)(z)− ν(g,aj)(z).
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K¸t hñp th¶m vîi νPij(z) ≥ 0, ta câ

νPij(z) ≥ max{0, (2N + 1)− ν(f,aj)(z)− ν(g,aj)(z)}

≥ (max{0, (2N + 1)− ν(f,aj)(z)− ν(g,aj)(z)}) · (min{1, ν(f,aj),6k(z)})

= ν0(z)

=
N+2∑
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

(z) (2.3.4)

N¸u ν(f,aj),>k(z) > 0 th¼ ν0(z) = 0 v 

N+2∑
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)} 6 2N + 1.

�i·u n y suy ra

νPij(z) > 0 >
N+2∑
s=1
s6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

(z) (2.3.5)

K¸t hñp (2.3.4) v  (2.3.5), ta câ

νPij(z) ≥
N+2∑
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

(z) (2.3.6)

vîi måi z ∈ ∪N+2
i=1 {w : ν(f,ai),6k(w) > 0} \ I.

D¹ th§y r¬ng n¸u z 6∈ ∪N+2
i=1 {w : ν(f,ai),6k(w) > 0} th¼

N+2∑
s=1
s6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z) = 0.

�i·u n y suy ra

νPij(z) ≥
N+2∑
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

(z) (2.3.7)

K¸t hñp (2.3.6) v  (2.3.7), vîi méi z 6∈ I ta câ

νPij(z) ≥
N+2∑
s=1
s 6=j

(2N + 1) min{1, ν(f,as),6k(z)}+ ν0(z)− (2N + 1)ν
(1)
(f,aj),>k

(z).



58

Suy ra

NPij(r) ≥ (2N + 1)
N+2∑
j 6=t=1

N
(1)
(f,at),6k

(r) +N(r, ν0)− (2N + 1)N
(1)
(f,aj),>k

(r).

B¥y gií ta s³ ch¿ ra r¬ng

ν 1
Pij

(z)− ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z)

+ (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z)

vîi méi z 6∈ I.

Thªt vªy, ta d¹ r ng ch¿ ra r¬ng

ν 1
Pij

(z)− ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6 max{ν (f,aj)

(f,ai)

(z), ν (g,aj)

(g,ai)

(z)}

− ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6 0.

Cè �ành z 6∈ I. Chóng ta x²t hai tr÷íng hñp sau.

Tr÷íng hñp 1. Gi£ sû (f, ai)(z) 6= 0.

N¸u ν(f,aj),6k(z) > 0 th¼

ν 1
Pij

(z) = max{0, ν(f,aj) + ν(g,aj) − ν((f,ai)(g,aj)−(f,aj)(g,ai))}(z)

6ν(f,aj)(z) + ν(g,aj)(z)− (2N + 1) + ν0(z)

=ν (f,aj)

(f,ai)

(z) + ν (g,aj)

(g,ai)

(z)− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z)

+ (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).

N¸u ν(f,aj),6k(z) = 0 th¼

ν 1
Pij

(z)−ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6 0

6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z) + (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).

Do �â ta câ

ν 1
Pij

(z)− ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z)

+ (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).
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Tr÷íng hñp 2. Gi£ sû r¬ng (f, ai)(z) = 0.

N¸u ν(f,ai),6k(z) > 0 th¼ ν(f,aj),6k(z) = 0. �i·u n y suy ra

ν 1
Pij

(z)−ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6 0

6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z) + (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).

N¸u ν(f,ai),>k(z) > 0 th¼

(2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)} 6 (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).

Vªy ta suy ra

ν 1
Pij

(z)−ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6 0

6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z) + (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z).

K¸t hñp hai tr÷íng hñp tr¶n chóng ta câ

ν 1
Pij

(z)− ν (f,aj)

(f,ai)

(z)− ν (g,aj)

(g,ai)

(z) 6− (2N + 1) min{1, ν(f,aj),6k(z)}+ ν0(z)

+ (2N + 1)ν
(1)
(f,ai),>k

(z)

vîi måi z 6∈ I.

Tø �â suy ra

N 1
Pij

(r)−N(f, aj)

(f, ai)

(r)−N(g, aj)

(g, ai)

(r) 6− (2N + 1)N
(1)
(f,aj),6k

(r) +N(r, ν0)

+ (2N + 1)N
(1)
(f,ai),>k

(r).

B¥y gií chóng ta câ

m(r, Pij) 6 m

(
r,

(f, ai)

(f, aj)

)
+m

(
r,

(g, ai)

(g, aj)

)
+o(T (r, f) + T (r, g))

6 T (r, f) + T (r, g)−N
(
r,

(f, aj)

(f, ai)

)
−N

(
r,

(g, aj)

(g, ai)

)
+o(T (r, f)) + o(T (r, g))

6 T (r, f) + T (r, g)−N (f,aj)

(f,ai)

(r)−N (g,aj)

(g,ai)

(r) + o(T (r, f) + T (r, g)).
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Suy ra

(2N + 1)
N+2∑
v=1
v 6=j

N
(1)
(f,av),6k(r) +N(r, ν0)− (2N + 1)N

(1)
(f,aj),>k

(r)

6 NPij(r) 6 T (r, Pij) = N 1
Pij

(r) +m(r, Pij) +O(1)

6 T (r, f) + T (r, g) +N 1
Pij

(r)−N (f,aj)

(f,ai)

(r)−N (g,aj)

(g,ai)

(r) + o(T (r, f) + T (r, g))

6 T (r, f) + T (r, g)− (2N + 1)N
(1)
(f,aj),6k

(r) +N(r, ν0)

+ (2N + 1)N
(1)
(f,ai),>k

(r) + o(T (r, f) + T (r, g)).

V¼ th¸

(2N + 1)
N+2∑
v=1

N
(1)
(f,av),6k(r) 6 (1 +

4N + 2

k + 1
)(T (r, f) + T (r, g)) + o(T (r, f) + T (r, g)).

Bê �· 2.3.3 �÷ñc chùng minh.

B¥y gií ¡p döng Bê �· 2.3.3, ta câ

N+2∑
v=1

N
(N)
(f,av),6k(r) 6 (

N

2N + 1
+

2N

k + 1
)(T (r, f) + T (r, g)) + o(T (r, f) + T (r, g)).

T÷ìng tü ta công câ

N+2∑
v=1

N
(N)
(g,av),6k(r) 6 N

N+2∑
v=1

N
(1)
(g,av),6k(r) = N

N+2∑
v=1

N
(1)
(f,av),6k(r)

6

(
N

2N + 1
+

2N

k + 1

)(
T (r, f) + T (r, g)

)
+o(T (r, f) + T (r, g)).

Suy ra
N+2∑
v=1

(N
(N)
(f,av),6k(r) +N

(N)
(g,av),6k(r))

6

(
2N

2N + 1
+

4N

k + 1

)(
T (r, f) + T (r, g)

)
+o(T (r, f) + T (r, g)).

M°t kh¡c theo Bê �· 2.3.2, ta suy ra

∣∣∣∣ N+2∑
i=1

N
(N)
(f,ai),6k

(r) ≥ (k + 1)−N(N + 2)

k + 1−N
T (r, f)

v  ∣∣∣∣ N+2∑
i=1

N
(N)
(g,ai),6k

(r) ≥ (k + 1)−N(N + 2)

k + 1−N
T (r, g).
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Suy ra ∣∣∣∣ (
2N

2N + 1
+

4N

k + 1
)((T (r, f) + T (r, g))

≥ (k + 1)−N(N + 2)

k + 1−N
(T (r, f) + T (r, g)) + o((T (r, f) + T (r, g))).

Cho r ti¸n ra ∞, ta câ

2N

2N + 1
+

4N

k + 1
≥ (k + 1)−N(N + 2)

k + 1−N
.

Do �â ta suy ra
2N

2N + 1
≥ (k + 1)−N(N + 6)

k + 1−N
. Vªy ta thu �÷ñc k+1 6 2N3 +12N2 +

6N. �i·u n y l  m¥u thu¨n. Vªy, f ≡ g v  �ành lþ 2.3.1 �¢ �÷ñc chùng minh.



Ch÷ìng 3

Sü ph¥n bè gi¡ trà cõa ¡nh x¤

Gauss cõa m°t cüc tiºu t¤i tªp

d¤ng v nh khuy¶n

Gi£ sû M l  mët m°t cüc tiºu khæng ph¯ng R3, hay cö thº l  mët m°t cüc tiºu li¶n

thæng v  �÷ñc �ành h÷îng trong R3. Theo �ành ngh¾a cê �iºn th¼ ¡nh x¤ Gauss cõa

m°t cüc tiºu M l  ¡nh x¤ G bi¸n méi �iºm p ∈ M th nh mët v²c tì �ìn và trüc giao

cõaM l  G(p) ∈ S2. Khi �â b¬ng c¡ch dòng ph²p chi¸u nêi π tø S2 l¶n P1(C) ta câ thº

thay th¸ vi»c nghi¶n cùu G b¬ng ¡nh x¤ g := π ◦ G : M → C := C ∪ {∞}(= P1(C)).

B¬ng c¡ch x²t h» tåa �ë ch¿nh h¼nh �àa ph÷ìng z = u+
√
−1v ùng vîi h» tåa �ë �¯ng

nhi»t d÷ìng (u, v), ta câ thº xem M l  mët m°t Riemann mð vîi m¶-tr½c b£o gi¡c ds2.

Khi �â, v¼ M l  m°t cüc tiºu n¶n ta câ g l  mët ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n M.

Vi»c nghi¶n cùu sü ph¥n bè gi¡ trà cõa ¡nh x¤ Gauss �÷ñc nghi¶n cùu bði nhi·u

nh  to¡n håc nh÷ R. Osserman, F. Xavier, H. Fujimoto, M. Ru, ... K¸t qu£ tèt nh§t l 

v o n«m 1988 khi H. Fujimoto [20] �¢ chùng minh �÷ñc gi£ thuy¸t cõa Nirenberg r¬ng

n¸u M l  m°t cüc tiºu �¦y trong R3 th¼ ¡nh x¤ Gauss cõa nâ câ thº bä nhi·u nh§t 4

�iºm v  �¥y l  k¸t qu£ tèi ÷u. N«m 1991, S. J. Kao [38] công �÷a ra k¸t qu£ t÷ìng

tü khi x²t ¡nh x¤ Gauss t¤i c¡c tªp con d¤ng v nh khuy¶n cõa M, tùc l  tªp con b£o

gi¡c vîi tªp v nh khuy¶n {z| 0 < 1/r < |z| < r}. C¡c mð rëng cõa nhúng k¸t qu£ tr¶n

cho tr÷íng hñp Rm(m > 3) công �÷ñc quan t¥m nghi¶n cùu m¤nh m³ v  công �¢ thu

62
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�÷ñc nhi·u k¸t qu£ tèt. Theo mët gâc �ë kh¡c, n«m 1993, M. Ru [52] �¢ �÷a ra c¡c

k¸t qu£ v· t½nh r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu �¦y trong Rm. Möc ti¶u

cõa ch÷ìng n y l  ti¸p töc ph¡t triºn c¡c k¸t qu£ cõa M Ru, S. J. Kao �º nghi¶n cùu

t½nh r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu �¦y trong R3,R4 t¤i c¡c tªp con

d¤ng v nh khuy¶n. Tr÷íng hñp Rm(m > 4) chóng tæi giîi thi»u tîi cæng vi»c ti¸p theo

cõa Dethloff-H -Thoan [10].

3.1 M°t cüc tiºu trong Rm

Cho M l  mët �a t¤p vi ph¥n thüc hai chi·u li¶n thæng v  �ành h÷îng �÷ñc, x²t

x = (x1, ..., xn) : M −→ Rm l  mët nhóng.

Cho méi �iºm p ∈M , ta l§y mët h» tåa �ë �àa ph÷ìng �÷ñc �ành h÷îng d÷ìng (u1, u2)

quanh �iºm p. M°t ph¯ng ti¸p xóc cõa M t¤i p �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

Tp(M) :=

{
λ
∂x

∂u1

+ µ
∂x

∂u2

|λ, µ ∈ R
}

v  khæng gian trüc giao cõa M t¤i p �÷ñc cho bði

Np(M) :=

{
N ∈ TpRm|

(
N,

∂x

∂u1

)
=

(
N,

∂x

∂u2

)
= 0

}
,

ð �â (X, Y ) k½ hi»u l  t½ch væ h÷îng cõa hai v²c tì X v  Y.

Gåi ds2 l  m¶ tr½c tr¶n M �÷ñc h¤n ch¸ tø m¶ tr½c ch½nh t­c tr¶n Rm, công �÷ñc gåi

l  d¤ng cì b£n thù nh§t tr¶n M , x¡c �ành bði

ds2 = |dx|2 := (dx, dx) =

(
∂x

∂u1

du1 +
∂x

∂u2

du2,
∂x

∂u1

du1 +
∂x

∂u2

du2

)
= g11du

2
1 + 2g12du1du2 + g22du

2
2,

ð �â gij :=

(
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

)
, 1 6 i, j 6 2

D¤ng cì b£n thù hai cõa M ùng vîi ph¡p v²c tì �ìn và N �÷ñc cho bði cæng thùc

dσ2 :=
∑

16i,j62

bij(N)duiduj,

ð �â bij(N) :=

(
∂2x

∂ui∂uj
, N

)
(1 6 i, j 6 2), khæng phö thuëc v o h» tåa �ë �àa ph÷ìng

.
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Cho mët �÷íng cong ch½nh quy γ : x = x(t) (a < t < b) vîi x(0) = p tr¶n

M (a < 0 < b). X²t mët tåa �ë �àa ph÷ìng u1, u2 quanh p cho bði mët vi phæi Φ

tø mët l¥n cªn cõa p l¶n tªp con mð cõa R2, khi �â ta câ thº biºu di¹n γ d÷îi d¤ng

γ : ui = ui(t) (i = 1, 2)

M»nh �· 3.1.1. (xem chi ti¸t trong [25, trang 3]) Cho mët �÷íng cong γ : (a, b) −→M

ch½nh quy tr¶n M , γ(t) = (u1(t), u2(t)). Khi �â ta câ

kγ(N) :=

(
d2x

dv2
, N

)
=
dσ2

ds2
=

∑
ij biju

′
iu
′
j∑

ij giju
′
iu
′
j

∀N ∈ Nγ(t)(M).

Ta câ thº ch¿ ra r¬ng kγ(N) ch¿ phö thuëc v o v²c tì N v  v²c tì ti¸p xóc cõa γ

t¤i p (xem chi ti¸t trong [25, trang 2]). Ta chån mët v²c tì kh¡c khæng N ∈ Np(M) v 

mët v²c tì ti¸p xóc �ìn và T ∈ Tp(M). Chån mët �÷íng cong ρ(v) trong M vîi tham

sè hâa tü nhi¶n v sao cho ρ(0) = p v  (dρ/dv)(0) = T

�ành ngh¾a 3.1.2. �ë cong chu©n t­c cõa M theo h÷îng T ùng vîi v²c tì ph¡p tuy¸n

N �÷ñc cho bði cæng thùc

k(N, T ) :=

(
d2ρ

dv2
, N

)
.

Nhªn x²t: N¸u gåi α l  m°t ph¯ng qua p chùa v²c tì N, T v  γ l  �÷íng cong giao

cõa α vîi M th¼ b¬ng c¡c t½nh to¡n thæng th÷íng chóng ta câ thº ch¿ ra r¬ng k(N, T )

l  nghàch �£o cõa b¡n k½nh �ë cong cõa �÷íng cong γ trong m°t ph¯ng α.

�°t

k1(N) := min{k(N, T );T ∈ Tp(M), |T | = 1},

k2(N) := max{k(N, T );T ∈ Tp(M), |T | = 1},

�ành ngh¾a 3.1.3. �ë cong trung b¼nh cõa M ùng vîi h÷îng N t¤i p �÷ñc �ành ngh¾a

bði

Hp(N) :=
k1(N) + k2(N)

2

Chóng ta công câ thº t½nh to¡n �ë cong trung b¼nh theo cæng thùc sau

Hp(N) =
g11b22(N) + g22b11(N)− 2g12b12(N)

2
(
g11g22 − g2

12

)
(xem chùng minh trong [25]).



65

�ành ngh¾a 3.1.4. Mët m°t M nhóng trong Rm �÷ñc gåi l  m°t cüc tiºu n¸u

Hp(N) = 0 vîi måi �iºm p ∈M v  måi v²c tì N ∈ Np(M).

�ành ngh¾a 3.1.5. Cho mët m°t M còng vîi m¶-tr½c ds2. Mët h» tåa �ë �àa ph÷ìng

(u1, u2) tr¶n mët l¥n cªn mð U trong M �÷ñc gåi l  mët h» tåa �ë �¯ng nhi»t tr¶n U

n¸u ds2 câ thº �÷ñc biºu di¹n nh÷ sau

ds2 = λ2(du2
1 + du2

2),

vîi mët h m C∞ d÷ìng λ tr¶n U.

�ành lþ 3.1.6. (Chern [7]). Méi m°t M �·u câ mët h» tåa �ë �¯ng nhi»t �àa ph÷ìng

phõ to n bë M.

M»nh �· 3.1.7. Cho mët m°t �ành h÷îng M vîi m¶ tr½c ds2. N¸u chóng ta l§y hai

h» tåa �ë �¯ng nhi»t �àa ph÷ìng (u, v) v  (x, y) th¼ w = u +
√
−1v l  mët h m ch¿nh

h¼nh theo bi¸n z = x+
√
−1y tr¶n mi·n chung.

Chùng minh: Chi ti¸t trong [25, trang 8].

B¥y gií chóng ta x²t x : M −→ Rm l  mët m°t �ành h÷îng vîi m¶ tr½c Riemann

ds2. Còng vîi h» tåa �ë �àa ph÷ìng �¯ng nhi»t d÷ìng (u, v) chóng ta x²t h m phùc

li¶n k¸t z = u +
√
−1v. Theo m»nh �· 3.1.7, chóng ta câ thº xem M nh÷ l  mët m°t

Riemann. Khi �â m¶-tr½c ds2 �÷ñc cho bði

ds2 = λ2
z(du

2 + dv2),

ð �â λz
2 =

(
∂x

∂u
,
∂x

∂u

)
=

(
∂x

∂v
,
∂x

∂v

)
.

Ta �ành ngh¾a c¡c vi ph¥n phùc

∂xi
∂z

:=
1

2

(
∂xi
∂u
−
√
−1

∂xi
∂v

)
,
∂xi
∂z

:=

(
∂xi
∂z

)
.
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Th¸ th¼

λz
2 =

n∑
i=1

(
∂xi
∂u

)2

=
n∑
i=1

2

(
1

4

(
∂xi
∂u

)2

+
1

4

(
∂xi
∂v

)2)
= 2

n∑
i=1

1

2

(
∂xi
∂u
−
√
−1

∂xi
∂v

)
1

2

(
∂xi
∂u

+
√
−1

∂xi
∂v

)
= 2

n∑
i=1

∂xi
∂z

.
∂xi
∂z

= 2

(∣∣∣∣∂x1

∂z

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂x2

∂z

∣∣∣∣2 + · · ·+
∣∣∣∣∂xn∂z

∣∣∣∣2).
Hìn núa ta câ

|dz|2 = dz.dz = du2 + dv2.

Do �â chóng ta câ thº biºu di¹n

ds2 = 2

(∣∣∣∣∂x1

∂z

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂x2

∂z

∣∣∣∣2 + · · ·+
∣∣∣∣∂xn∂z

∣∣∣∣2)∣∣dz∣∣2. (3.1.1)

Ta �ành ngh¾a to¡n tû Laplace ∆z =
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2
trong h» tåa �ë phùc �àa ph÷ìng

z = u+
√
−1v. N¸u chóng ta chån mët h» tåa �ë �àa ph÷ìng phùc kh¡c ξ th¼ chóng ta câ

∆ξ = |dz/dξ|2∆z. Do λξ = λz|dz/dξ| n¶n to¡n tû ∆ = (1/λ2
z)∆z khæng phö thuëc v o

c¡ch chån tåa �ë phùc �àa ph÷ìng z. To¡n tû n y �÷ñc gåi l  to¡n tû Laplace-Bertrami.

M»nh �· 3.1.8. Ta luæn câ

(i)
(
∆x,X

)
= 0, cho méi X ∈ Tp(M),

(ii)
(
∆x,N

)
= 2H(N), cho méi N ∈ Np(M).

Chùng minh: Xem chi ti¸t trong [25, trang 9].

�ành lþ 3.1.9. Cho x = (x1, ..., xn) : M −→ Rm l  mët m°t nhóng trong Rm.M �÷ñc

xem nh÷ l  mët m°t Riemann. Khi �â M l  m°t cüc tiºu n¸u v  ch¿ n¸u méi xi l  mët

h m �i·u háa tr¶n M, ngh¾a l 

∆zxi =

(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
xi = 0 (1 ≤ i ≤ n)

vîi måi h» tåa �ë ch¿nh h¼nh �àa ph÷ìng z = u+
√
−1v.
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Chùng minh:

Theo M»nh �· 3.1.8(i), ta câ ∆x = 0 khi v  ch¿ khi ∆x trüc giao vîi khæng gian trüc

chu©n cõa M. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi H = 0 do M»nh �· 3.1.8(ii), tùc l  M l  m°t

cüc tiºu. Vªy M l  m°t cüc tiºu n¸u v  ch¿ n¸u méi xi l  mët h m �i·u háa tr¶n M.

H» qu£ 3.1.10. Khæng tçn t¤i m°t cüc tiºu compact khæng câ bí trong Rm.

Chùng minh:

Cho m°t cüc tiºu M nhóng trong Rm v  câ bí. N¸u M l  m°t compact th¼ méi xi �°t

gi¡ trà cüc �¤i t¤i mët �iºm p n o �â thuëc M. Theo ti¶u chu©n cüc �¤i cõa h m �i·u

háa th¼ xi l  h m h¬ng. M  x l  mët nhóng n¶n suy ra væ l½. Vªy khæng tçn t¤i m°t

cüc tiºu compact khæng câ bí trong Rm.

Cho x : M −→ Rm l  m°t cüc tiºu nhóng trong Rm.

�ành ngh¾a 3.1.11. Mët �÷íng cong li¶n töc γ(t) (0 ≤ t < 1) trong M �÷ñc gåi

l  ph¥n k¼ trong M n¸u vîi méi tªp compact K, tçn t¤i sè d÷ìng t0 (< 1) sao cho

γ(t) 6∈ K vîi måi t ≥ t0.

�ành ngh¾a 3.1.12. Chóng ta �ành ngh¾a kho£ng c¡ch d(p) (≤ +∞) tø mët �iºm

p ∈M tîi bi¶n cõa M nh÷ l  gi¡ trà lîn nh§t cõa ch°n d÷îi c¡c �ë d i cõa c¡c �÷íng

cong li¶n töc ph¥n k¼ trong M xu§t ph¡t tø p.

�ành ngh¾a 3.1.13. Mët m°t cüc tiºu M nhóng trong Rm �÷ñc gåi l  �¦y n¸u £nh

cõa måi �÷íng cong ph¥n k¼ trong M v o Rm câ �ë d i væ tªn (tùc l , d(p) = +∞ vîi

måi �iºm p ∈M).

M»nh �· 3.1.14. Cho dσ2 l  mët m¶-tr½c b£o gi¡c ph¯ng tr¶n mët m°t Riemann mð

M. Khi �â måi �iºm p ∈M, câ mët vi phæi �àa ph÷ìng Φ tø mët �¾a ∆R0 := {w; |w| <

R0} (0 < R0 ≤ ∞) l¶n mët l¥n cªn mð cõa p vîi Φ(0) = p sao cho Φ l  mët �¯ng cü

�àa ph÷ìng, tùc l  Φ∗(dσ2) l  m¶-tr½c ch½nh t­c tr¶n ∆R0 , v  câ �iºm a0 vîi |a0| = 1

sao cho £nh Γa0cõa �÷íng cong La0 : w := a0s (0 ≤ s < R) qua Φ l  �÷íng ph¥n k¼

trong M.

Chùng minh: Xem chi ti¸t [25, trang 36].
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3.2 �nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu trong Rm

Cho x := (x1, · · · , xm) : M → Rm l  mët m°t cüc tiºu trong Rm.

Chóng ta gåi Π l  tªp t§t c£ c¡c ph¯ng hai chi·u chùa gèc trong Rm.

�º mi¶u t£ rã hìn v· tªp Π, chóng ta s³ xem nâ nh÷ l  mët tªp con cõa khæng gian

x¤ £nh phùc m-1 chi·u Pm−1(C) nh÷ sau. Vîi méi P ∈ Π, ta l§y mët cì sð �ành h÷îng

d÷ìng {X, Y } cõa P nh÷ sau

| X |=| Y |, (X, Y ) = 0. (3.2.1)

K½ hi»u �iºm φ(P ) = π(X −
√
−1Y ) vîi π l  ph²p chi¸u ch½nh t­c tø Cm − {0} l¶n

tr¶n Pm−1(C). Cö thº, π bi¸n méi �iºm p = (w1, · · · , wm) 6= (0, · · · , 0) th nh lîp t÷ìng

�÷ìng

(w1 : · · · : wm) := {(cw1, · · · , cwm); c ∈ C− {0}}.

N¸u ta chån mët cì sð kh¡c {X̃, Ỹ } cõa P thäa m¢n �i·u ki»n (3.2.1) th¼ ta câ thº t¼m

�÷ñc mët sè thüc θ sao cho

X̃ = r(cosθ ·X + sinθ · Y ),

Ỹ = r(−sinθ ·X + cosθ · Y ),

ð �â r :=
| X̃ |
| X |

. Khi �â ta câ

X̃ −
√
−1Ỹ = re

√
−1θ(X −

√
−1Y ).

�i·u n y ch¿ ra r¬ng gi¡ trà cõa φ(P ) khæng phö thuëc v o vi»c chån cì sð d÷ìng cõa

P thäa m¢n (3.2.1) nh÷ng phö thuëc v o P. M°t kh¡c, tø (3.2.1) suy ra

|X| = |Y | ⇔
m∑
j=1

X2
j =

m∑
j=1

Y 2
j ; (X, Y ) = 0⇔

m∑
j=1

XjYj = 0,

v  tø c¡ch x¡c �ành φ(P ) ta câ

w2
1 + · · ·+ w2

m =
m∑
j=1

(Xj +
√
−1Yj)

2 =
m∑
j=1

(X2
j − Y 2

j ) = 0.

Do �â φ(P ) chùa trong

Qm−2(C) := {(w1 : · · · : wm)|w2
1 + · · ·+ w2

m = 0} ⊂ Pm−1(C).
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Chóng ta công câ thº ch¿ ra r¬ng φ l  song ¡nh v  ta s³ �çng nh§t Π vîi Qm−2(C).

Chóng ta x²t m°t x := (x1, · · · , xm) : M → Rm nhóng trong Rm. Vîi méi �iºm

P ∈ M, m°t �ành h÷îng Tp(M) �÷ñc �çng nh§t ch½nh t­c vîi méi ph¦n tû cõa Π sau

mët ph²p tành ti¸n �iºm p v· gèc tåa �ë.

�ành ngh¾a 3.2.1. �nh x¤ Gauss (¡nh x¤ Gauss mð rëng) cõa m°t M �÷ñc �ành

ngh¾a l  ¡nh x¤ bi¸n méi �iºm p ∈M th nh φ(Tp(M)) trong Qm−2(C).

Ta x²t mët h» tåa �ë �àa ph÷ìng �¯ng nhi»t �÷ñc �ành h÷îng d÷ìng (u, v). C¡c v²c

tì X =
∂x

∂u
, Y =

∂x

∂v
cho ta mët cì sð �ành h÷îng d÷ìng cõa Tp(M) thäa m¢n �i·u

ki»n (3.2). Do �â, ¡nh x¤ Gauss cõa M câ cæng thùc biºu di¹n �àa ph÷ìng l 

G(p) = π(X −
√
−1Y ) = (

∂x1

∂z
(p) : · · · : ∂xm

∂z
(p)),

ð �â z = u+
√
−1v. Ta vi¸t G = (ω1 : · · · : ωm) vîi �ành ngh¾a to n cöc cõa c¡c d¤ng

ch¿nh h¼nh ωi := dxi ≡
∂xi
∂z

dz (1 ≤ i ≤ m).

M»nh �· 3.2.2. (Fujimoto [25]) Mët m°t x : M → Rm l  m°t cüc tiºu n¸u v  ch¿

n¸u ¡nh x¤ Gauss G : M → Pm−1(C) l  ch¿nh h¼nh.

Chóng ta nâi r¬ng mët d¤ng ch¿nh h¼nh ω tr¶n m°t Riemann M khæng câ chu k¼

thüc n¸u

Re

∫
γ

ω = 0

cho måi �÷íng cong �âng trong M. N¸u ω khæng câ chu k¼ thüc th¼ �¤i l÷ñng

x(z) = Re

∫
γzz0

ω

ch¿ phö thuëc v o z v  z0 cho måi �÷íng cong trìn tøng khóc γzz0 trong M nèi z0 v  z.

Khi �â x l  mët h m �÷ñc �ành ngh¾a tèt theo bi¸n z tr¶n M. Tø gií ta s³ k½ hi»u nâ

l 

x(z) = Re

∫ z

z0

ω.

Li¶n quan �¸n M»nh �· 3.2.2, chóng ta ch¿ ra mët c¡ch x¥y düng m°t cüc tiºu bði �ành

lþ sau.

�ành lþ 3.2.3. Cho M l  mët m°t Riemann mð v  ω1, ω2, ..., ωm l  c¡c d¤ng ch¿nh

h¼nh tr¶n Msao cho chóng khæng câ khæng �iºm chung, khæng chu k¼ thüc v  thäa m¢n
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(v· �àa ph÷ìng) �çng nh§t thùc

f 2
1 + f 2

2 + · · ·+ f 2
n = 0

cho c¡c h m ch¿nh h¼nh fi vîi ωi = fidz. �°t

xi = 2Re

∫ z

z0

ωi,

vîi �iºm cè �ành b§t k¼ z0 trong M. Th¸ th¼, m°t x = (x1, ..., xm) : M −→ Rm l  m°t

cüc tiºu nhóng trong Rm thäa m¢n r¬ng ¡nh x¤ Gauss l  ¡nh x¤ G = (ω1 : · · · : ωm) :

M −→ Qm−2(C) v  m¶-tr½c h¤n ch¸ �÷ñc cho bði cæng thùc

ds2 = 2(|ω1|2 + · · ·+ |ωm|2). (3.2.2)

Chùng minh: Xem chi ti¸t trong [25, trang 13].

�ành ngh¾a 3.2.4. Cho M l  mët m°t Riemann vîi m¶-tr½c ds2. M¶-tr½c �â �÷ñc gåi

l  b£o gi¡c n¸u nâ câ thº biºu di¹n d÷îi d¤ng

ds2 = λ2
z|dz|2

vîi mët C∞ h m nhªn gi¡ trà thüc d÷ìng λz trong h» tåa �ë �àa ph÷ìng z.

�ành ngh¾a 3.2.5. Vîi méi �iºm p ∈ M, chóng ta �ành ngh¾a �ë cong Gauss cõa M

t¤i p bði cæng thùc

K ≡ Kds2 := −∆ log λz

(
= −∆z log λz

λ2
z

)
.

Cho mët m°t cüc tiºu M nhóng trong Rm, sû döng ( 3.1), chóng ta ch¿ ra r¬ng

K ≡ Kds2 = −4
|g̃ ∧ g̃′|2

|g̃|6
= −4

∑
j<k |gjg′k − gkg′j|2

(
∑m

j=1 |gj|2)3
(3.2.3)

ð �â g̃ = (g1, ..., gm), gj =
∂xj
∂z
, 1 ≤ j ≤ m.

�i·u n y ch¿ ra r¬ng �ë cong cõa m°t cüc tiºu luæn khæng d÷ìng.

N¸u mët m°t cüc tiºu l  ph¯ng (tùc l  �ë cong Gauss suy bi¸n måi nìi) th¼ (3.2.3) ch¿

ra r¬ng gi/gi0 l  h m h¬ng (1 ≤ i ≤ n) �èi vîi ch¿ sè i0 n o �â m  gi0 6≡ 0. Do �â ¡nh

x¤ Gauss g l  ¡nh x¤ h¬ng.

M»nh �· 3.2.6. (Fujimoto [25]) Cho m°t cüc tiºu M nhóng trong Rm. Khi �â M l 

ph¯ng, hay t÷ìng �÷ìng vîi ¡nh x¤ Gauss cõa M l  ¡nh x¤ h¬ng, n¸u v  ch¿ n¸u nâ

n¬m trong mët m°t ph¯ng.
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Chùng minh. Khi M n¬m trong m°t ph¯ng th¼ d¹ d ng nhªn th§y ¡nh x¤ Gauss cõa

nâ l  ¡nh x¤ h¬ng.

Ng÷ñc l¤i, n¸u ¡nh x¤ Gauss cõa m°t M l  h¬ng th¼ måi m°t ph¯ng ti¸p xóc Tp(M)

cõa M t¤i �iºm p trüc giao vîi (m− 2)-ph¯ng sinh bði m− 2 v²c tì �ëc lªp tuy¸n t½nh

cè �ành N1, ..., Nm−2. Khi �â ta câ

(
∂x

∂u
,Nk) = (

∂x

∂v
,Nk) = 0 (1 ≤ k ≤ m− 2)

�óng cho måi tåa �ë �àa ph÷ìng (u, v). Do �â (x,Nk) l  h¬ng cho måi k = 1, 2, ...,m−2

v  v¼ th¸ M thuëc m°t ph¯ng trüc giao vîi (m− 2)-ph¯ng < N1, ..., Nm−2 > .

Chóng ta giîi thi»u ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu trong R3.

�ành ngh¾a 3.2.7. Cho m°t cüc tiºu M nhóng trong R3. �nh x¤ Gauss cê �iºn

g : M → C cõa M �÷ñc �ành ngh¾a l  ¡nh x¤ bi¸n méi �iºm p ∈ M th nh �iºm thuëc

S2 ∼= C.

Nhªn x²t: Ng÷íi ta ch¿ �÷ñc r¬ng Q1(C) song ch¿nh h¼nh vîi C ≡ P1(C) (xem trong

[25, trang 17-18]).

Gi£ sû x = (x1, x2, x3) : M → R3 l  mët m°t cüc tiºu khæng ph¯ng v  G : M → Q1(C)

l  ¡nh x¤ Gauss cõa nâ. �°t fi := ∂xi/∂z (i = 1, 2, 3). Th¸ th¼ G = (f1 : f2 : f3) v 

¡nh x¤ g : M → P1(C) �÷ñc cho bði cæng thùc

g =
f3

f1 −
√
−1f2

,

ch½nh l  ¡nh x¤ Gauss cê �iºn cõa M. Do vªy trong tr÷íng hñp R3 ta câ thº �çng nh§t

¡nh x¤ Gauss v  ¡nh x¤ Gauss cê �iºn.

Nh÷ mët h» qu£ cõa M»nh �· 3.2.2 ta câ

M»nh �· 3.2.8. Cho mët m°t M nhóng trong R3. Khi �â M l  m°t cüc tiºu khi v 

ch¿ khi ¡nh x¤ Gauss cê �iºn cõa nâ l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tr¶n M.

3.3 T½nh r³ nh¡nh cõa h m ph¥n h¼nh

Cho f l  ¡nh x¤ ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tø �¾a ∆R := {z ∈ C; |z| < R} v o P1(C), ð

�â 0 < R < ∞. L§y mët biºu di¹n rót gån cõa ¡nh x¤ f = (f0 : f1) tr¶n ∆R v  �ành
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ngh¾a

||f || := (|f0|2 + |f1|2)1/2,W (f0, f1) := f0f
′
1 − f1f

′
0.

Gåi aj(1 ≤ j ≤ q) l  q �iºm ph¥n bi»t trong P1(C). Khæng gi£m t½nh têng qu¡t ta câ

thº gi£ sû aj = (aj0 : aj1) vîi |aj0|2 + |aj1|2 = 1(1 ≤ j ≤ q). �°t

Fj := aj0f1 − aj1f0 (1 ≤ j ≤ q).

�ành ngh¾a 3.3.1. Chóng ta nâi r¬ng h m ph¥n h¼nh f r³ nh¡nh t¤i �iºm a = (a0 :

a1) ∈ P1(C) vîi bëi nhä nh§t l  e n¸u t§t c£ c¡c khæng �iºm cõa h m F := a0f1− a1f0

câ bªc lîn hìn ho°c b¬ng e. N¸u £nh cõa f bä qua �iºm a, chóng ta nâi r¬ng f l  r³

nh¡nh t¤i a vîi bëi ∞.

M»nh �· 3.3.2. (Fujimoto [19]) Vîi méi ε > 0, tçn t¤i h¬ng sè d÷ìng C1 v  µ ch¿

phö thuëc v o a1, · · · , aq v  ε t÷ìng ùng sao cho

∆ log

(
||f ||ε

Πq
j=1 log(µ||f ||2/|Fj|2)

)
≥ C1||f ||2q−4|W (f0, f1)|2

Πq
j=1|Fj|2 log2(µ||f ||2/|Fj|2)

Bê �· 3.3.3. Gi£ sû q− 2−
∑q

j=1
1
mj

> 0 v  f r³ nh¡nh t¤i aj vîi bëi nhä nh§t l  mj

vîi måi 1 ≤ j ≤ q. Khi �â tçn t¤i c¡c h¬ng sè d÷ìng C v  µ (> 1) ch¿ phö thuëc v o

aj v  mj (1 ≤ j ≤ q) thäa m¢n r¬ng n¸u ta �°t

v :=
C||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj log(µ||f ||2/|Fj|2)

tr¶n ∆R − A v  v := 0 tr¶n ∆R ∩ A vîi A := {z ∈ ∆R; Πq
j=1Fj(z) = 0}, th¼ v li¶n töc

tr¶n ∆R v  thäa m¢n �i·u ki»n ∆ log v ≥ v2 theo ngh¾a ph¥n bè.

Chùng minh. Ta d¹ d ng nhªn th§y v l  h m li¶n töc tr¶n ∆R − A. X²t �iºm ξ ∈ A.

Th¸ th¼ tçn t¤i i vîi Fi(ξ) = 0. Do ai 6= aj vîi måi j 6= i n¶n Fj(ξ) 6= 0 vîi måi j 6= i.

V¼ |f0(ξ)|+ |f1(ξ)| 6= 0 n¶n thay �êi ch¿ sè n¸u c¦n thi¸t ta câ thº gi£ sû r¬ng f0(ξ) 6= 0

trong biºu di¹n rót gån f = (f0 : f1). �°t ψi :=
W (f0, f1)

Fi
. Ta câ

ψi :=
W (f0, f1)

Fi
= −f0

ai0
.

(f1
f0

)′

f1
f0
− a1i

ai0

= −f0

ai0
.
(f1
f0
− ai1

ai0
)′

f1
f0
− ai1

ai0

.
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Th¸ th¼ ψi câ cüc bªc mët t¤i ξ. Do �â ta câ

νvΠqj=1 log(µ||f ||2/|Fj |2)(z0) = νW
Fj

(z0) +
1

mj

νFj(z0)

≥ νFi(z0)

mi

− 1 ≥ 0.

Vªy vΠq
j=1 log(µ||f ||2/|Fj|2) bà ch°n trong mët l¥n cªn cõa ξ. Do �â limz→ξ v(z) = 0.

Suy ra v li¶n töc t¤i ξ v  ta câ v li¶n töc tr¶n ∆R.

B¥y gií ta chån c¡c h¬ng sè C v  µ sao cho C2 v  µ thäa m¢n b§t �¯ng thùc trong

M»nh �· 3.3.2 cho tr÷íng hñp ε = q − 2−
∑q

j=1
1
mj
. Khi �â ta câ

∆ log v ≥ ∆ log
||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj

Πq
j=1 log(µ||f ||2/|Fj|2)

≥ C2 ||f ||2q−4|W (f0, f1)|2

Πq
j=1|Fj|2 log2(µ||f ||2/|Fj|2)

≥ C2 ||f ||
2q−4−2

∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|2

Πq
j=1|Fj|

2− 2
mj log2(µ||f ||2/|Fj|2)

= v2 (by |Fj| ≤ ||f ||(1 ≤ j ≤ q)).

Bê �· 3.3.3 �÷ñc chùng minh.

Bê �· 3.3.4. (Bê �· Schwarz mð rëng [1]) Cho v l  mët h m �i·u háa d÷îi li¶n töc

nhªn gi¡ trà thüc khæng ¥m tr¶n ∆R. N¸u v thäa m¢n b§t �¯ng thùc ∆ log v ≥ v2 theo

ngh¾a ph¥n bè th¼

v(z) ≤ 2R

R2 − |z|2
.

Chùng minh. �°t λr(z) =
2r

r2 − |z|2
. Th¸ th¼ λr(z) l  h m li¶n töc theo bi¸n r. Do �â

b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh s³ �óng n¸u chóng ta ch¿ ra r¬ng

ηr(z) :=
v(z)

λr(z)
≤ 1

vîi måi z ∈ ∆r v  vîi måi r < R. Do limz→∂∆r ηr(z) = 0 n¶n tçn t¤i �iºm z0 ∈ ∆r sao

cho ηr(z0) = max∆r
{ηr(z)}. Gi£ sû ηr(z0) > 1. Th¸ th¼ tçn t¤i l¥n cªn mð U cõa z0

sao cho ηr(z) > 1 v  do �â v(z) > λ(z) vîi måi z thuëc U. Ta d¹ d ng t½nh �÷ñc r¬ng

∆ log λr(z) = λ2
r(z). V¼ th¸, tø gi£ thi¸t ta câ

∆ log ηr(z) = ∆ log v(z)−∆ log λr(z) ≥ v2(z)− λ2
r(z) > 0
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theo ngh¾a ph¥n bè tr¶n U. Do �â ηr(z) l  h m �i·u háa d÷îi tr¶n U. M°t kh¡c, nâ

�¤t cüc �¤i t¤i z0 n¶n ηr l  h m h¬ng tr¶n U. �i·u n y m¥u thu¨n vîi b§t �¯ng thùc

tr¶n. Vªy ηr(z0) ≤ 1 hay ta câ �i·u c¦n chùng minh.

Bê �· 3.3.5. Cho sè d÷ìng δ thäa m¢n q − 2−
∑q

j=1
1
mj

> qδ > 0 v  f r³ nh¡nh t¤i

c¡c �iºm aj vîi bëi nhä nh§t l  mj vîi méi 1 ≤ j ≤ q. Khi �â, tçn t¤i h¬ng sè d÷ìng

C0 sao cho

||f ||q−2−
∑q
j=1

1
mj
−qδ|W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj
−δ

≤ C0
2R

R2 − |z|2
.

Chùng minh. Sû döng Bê �· 3.3.3, v¸ tr¡i cõa b§t �¯ng thùc b¬ng tr¶n b¬ng 0 n¶n b§t

�¯ng thùc �óng tr¶n tªp c¡c �iºm thäa m¢n {F1...Fq = 0} vîi måi sè d÷ìng C0.

N¸u z 6∈ {F1...Fq = 0} th¼ theo Bê �· 3.3.3 v  Bê �· 3.3.4 ta câ

C||f ||q−2−
∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj log(µ||f ||2/|Fj|2)

≤ 2R

R2 − |z|2
, (3.3.1)

ð �â C v  µ l  c¡c h¬ng sè �÷ñc cho nh÷ trong Bê �· 3.3.3.

M°t kh¡c, cho mët sè d÷ìng δ. Do limx→0+ x
δ log(µ/x2) = 0 n¶n tçn t¤i

sup0<x≤1 x
δ log(µ/x2)(< +∞). Ta �°t

C := sup
0<x≤1

xδ log(µ/x2)(< +∞). (3.3.2)

Ta câ

||f ||q−2−
∑q
j=1

1
mj
−qδ|W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj
−δ

=
||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj

q∏
j=1

(
|Fj|
||f ||

)δ

=
||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj log(µ||f ||2/|Fj|2)

q∏
j=1

(
|Fj|
||f ||

)δ log(µ||f ||2/|Fj|2).
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Suy ra

||f ||q−2−
∑q
j=1

1
mj
−qδ|W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj
−δ

≤ C
q||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj |W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj log(µ||f ||2/|Fj|2)

≤ C
q

C

2R

R2 − |z|2
.

Vªy Bê �· 3.3.5 �÷ñc chùng minh.

B¬ng c¡ch sû döng Bê �· 3.3.5, chóng ta câ thº �÷a ra mët chùng minh trüc ti¸p

cho k¸t qu£ v· mèi quan h» sè khuy¸t trong lþ thuy¸t Nevanlinna cê �iºn. K¸t qu£ n y

ta công s³ dòng cho chùng minh k¸t qu£ ch½nh trong möc sau.

M»nh �· 3.3.6. Gi£ sû f : C→ P1(C) l  ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh. Cho c¡c �iºm ph¥n bi»t

a1, ..., aq ∈ P1(C) v  f r³ nh¡nh t¤i aj vîi bëi nhä nh§t l  mj vîi måi 1 ≤ j ≤ q sao

cho
q∑
j=1

(1− 1

mj

) > 2.

Th¸ th¼ f l  h m h¬ng.

Chùng minh. Gi£ sû f khæng l  ¡nh x¤ h¬ng. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£

sû Fj(0) 6= 0 (1 ≤ j ≤ q) v  W (f0, f1)(0) 6= 0, ð �â f = (f0 : f1) l  biºu di¹n rót gån

cõa f. Theo gi£ thi¸t, vîi méi R > 0, tçn t¤i δ thäa m¢n
∑q

j=1(1− 1

mj

)− 2 > qδ > 0.

�p döng Bê �· 3.3.5, vîi méi R > 0, f |∆R
: ∆R → P1(C) v  δ, tçn t¤i c¡c h¬ng sè

d÷ìng C0 ch¿ phö thuëc v o aj v  ηj (1 ≤ j ≤ q) sao cho

||f ||q−2−
∑q
j=1

1
mj
−qδ|W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj
−δ

≤ C0
2R

R2 − |z|2
.

Thay z = 0 v o b§t ph÷ìng tr¼nh tr¶n chóng ta suy ra R bà ch°n tr¶n bði h¬ng sè ch¿

phö thuëc v o aj, uj(0), f(0), Fj(0) v  W (f0, f1)(0). �i·u n y væ l½. Vªy M»nh �· 3.3.6

�÷ñc chùng minh.
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3.4 T½nh r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu

�ành ngh¾a 3.4.1. Chóng ta nâi r¬ng ¡nh x¤ g tø m°t Riemann mð A v o Pm−1(C)

l  r³ nh¡nh �èi vîi si¶u ph¯ng H = {(w0 : · · · : wm−1) ∈ Pm−1(C) : a0w0 +

... + am−1wm−1 = 0} vîi bëi nhä nh§t l  e n¸u t§t c£ c¡c khæng �iºm cõa h m

(g,H) := a0g0 + ...+ am−1gm−1 câ bªc lîn hìn ho°c b¬ng e, ð �â g = (g0 : ... : gm−1) l 

biºu di¹n rót gån cõa g. N¸u £nh cõa g bä qua H, chóng ta s³ nâi g r³ nh¡nh �èi vîi

H vîi bëi ∞.

�ành lþ 3.4.2. (Ru [52]) Cho m°t cüc tiºu �¦y M nhóng trong Rm v  gi£ sû r¬ng

¡nh x¤ Gauss g cõa M l  k-khæng suy bi¸n (tùc l  g(M) �÷ñc chùa trong khæng gian

con tuy¸n t½nh chi·u k cõa Pm−1(C) nh÷ng khæng thuëc khæng gian chi·u nhä hìn) v 

1 ≤ k ≤ m − 1. Gi£ sû {Hj}qj=1 l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong Pm−1(C).

N¸u g r³ nh¡nh �èi vîi Hi vîi bëi nhä nh§t l  mi vîi méi i v 

q∑
j=1

(1− k

mj

) > (k + 1)(m− k

2
− 1) +m

th¼ M ph¯ng hay g l  ¡nh x¤ h¬ng.

Trong tr÷íng hñp m = 3, ta vi¸t l¤i k¸t qu£ tr¶n nh÷ sau.

�ành lþ 3.4.3. (Ru [52]) Cho M l  mët m°t cüc tiºu �¦y khæng ph¯ng trong R3. N¸u

câ q (q > 4) �iºm ph¥n bi»t a1, ..., aq ∈ P1(C) sao cho ¡nh x¤ Gauss cõa M r³ nh¡nh

t¤i aj vîi bëi nhä nh§t l  mj vîi méi j th¼
∑q

j=1(1− 1
mj

) ≤ 4.

H» qu£ 3.4.4. �nh x¤ Gauss g nhªn måi gi¡ trà tr¶n m°t c¦u �ìn và trø bä �i nhi·u

nh§t l  4 �iºm.

�ành lþ 3.4.5. (Kao [38]) �nh x¤ Gauss g tr¶n tªp d¤ng v nh khuy¶n cõa m°t cüc

tiºu �¦y trong R3 nhªn måi gi¡ trà tr¶n m°t c¦u �ìn và trø bä �i nhi·u nh§t l  4 �iºm.

�ành lþ 3.4.6. (Dethloff-H  [9]) Cho M l  mët m°t cüc tiºu �¦y nhóng trong

R3 v  A l  mët tªp con d¤ng v nh khuy¶n cõa M, tùc l  A b£o gi¡c vîi mi·n

{z| 0 < 1/r < |z| < r}, ð �â z l  tåa �ë b£o gi¡c. Gi£ sû tçn t¤i q (q > 4) �iºm

ph¥n bi»t a1, ..., aq ∈ P1(C) sao cho ¡nh x¤ Gauss cõa M r³ nh¡nh �èi vîi aj vîi bëi

lîn hìn ho°c b¬ng mj vîi méi j tr¶n A. Khi �â ta câ
∑q

j=1(1− 1
mj

) ≤ 4.
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Chùng minh. X²t x = (x1, x2, x3) : M → R3 l  m°t cüc tiºu �¦y khæng ph¯ng v 

g : M → P1(C) l  ¡nh x¤ Gauss cõa nâ. Gi£ sû A l  tªp con d¤ng v nh khuy¶n cõa

M . Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta câ thº coi A = {z| 0 < 1/r ≤ |z| < r < ∞}, ð �â z

l  tåa �ë b£o gi¡c. �°t φi := ∂xi/∂z (i = 1, 2, 3) v  φ := φ1 −
√
−1φ2. Th¸ th¼ ¡nh x¤

Gauss g : M → P1(C) �÷ñc cho bði cæng thùc

g =
φ3

φ1 −
√
−1φ2

v  m¶-tr½c tr¶n M �÷ñc h¤n ch¸ tø R3 cho bði cæng thùc

ds2 = |φ|2(1 + |g|2)2|z|2 (Fujimoto [25]).

Gåi biºu di¹n rót gån cõa cõa g l  g = (g0 : g1) tr¶n M v  �°t ||g|| = (|g0|2 + |g1|2)1/2.

Khi �â ta vi¸t l¤i m¶-tr½c ds2 = |h|2||g||4|dz|2, vîi h := φ/g2
0.

B¥y gií ta x²t q �iºm ph¥n bi»t a1, ..., aq trong P1(C). Gi£ sû g kh¡c h¬ng v  g r³

nh¡nh t¤i c¡c �iºm aj vîi bëi ½t nh§t l  mj vîi måi 1 ≤ j ≤ q tr¶n A v 

q∑
j=1

(1− 1

mj

) > 4.

Chóng tæi chó þ r¬ng ta câ thº gi£ sû r¬ng mj > 1 vîi måi j = 1, ..., q.

Do gi£ thi¸t tr¶n n¶n ta câ thº chån δ > 0 sao cho

q − 4−
∑q

j=1
1
mj

q
> δ >

q − 4−
∑q

j=1
1
mj

q + 2
.

�°t p = 2/(q − 2−
∑q

j=1
1
mj
− qδ). Th¸ th¼ ta câ

0 < p < 1,
p

1− p
>

δp

1− p
> 1 (3.4.1).

X²t tªp con mð

A1 = Int(A)− {z|W (g0, g1)(z).W (g0, g1)(1/z) = 0}

cõa A v  ta �ành ngh¾a mët m¶-tr½c mîi

dτ 2 = |h|
2

1−p

(
Πq
j=1|Gj|

1− 1
mj
−δ

|W (g0, g1)|

) 2p
1−p

|dz|2 (3.4.2)

tr¶n A1, ð �â Gj := aj0g1 − aj1g0.

Ta d¹ th§y dτ l  ph¯ng. Ta công nhªn th§y dτ li¶n töc tr¶n A1. Thªt vªy
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Vîi méi z0 ∈ A1, n¸u Gj(z0) 6= 0 vîi måi j = 1, ..., q th¸ th¼ dτ li¶n töc t¤i z0.

B¥y gií gi£ sû z0 ∈ A1 sao cho câ ch¿ sè j n o �â �º Gj(z0) = 0. Khi �â do c¡c ai ph¥n

bi»t n¶n Gi(z0) 6= 0 vîi måi i 6= j v  ta công câ νGj(z0) ≥ mj. Thay �êi ch¿ sè n¸u c¦n

thi¸t ta câ thº gi£ sû r¬ng g0(z0) 6= 0 th¸ th¼ aj0 6= 0. Vªy ta câ

νW (g0,g1)(z0) = ν
(aj0

g1
g0
− aj1)′

aj0

(z0) = ν(Gj/g0)′

aj0

(z0) = νGj(z0)− 1.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi z0 ∈ A1. Do �â dτ li¶n töc tr¶n A1.

B¥y gií ta chùng minh bê �· sau.

Bê �· 3.4.7. dτ 2 l  �¦y tr¶n tªp {z||z| = r} ∪ {z|W (g0, g1)(z)}, tùc l  tªp {z||z| =

r} ∪ {z|W (g0, g1)(z) = 0} câ kho£ng c¡ch væ h¤n tø mët �iºm trong b§t k¼ cõa A1.

Thªt vªy, n¸u W (g0, g1)(z0) = 0, th¸ th¼ ta câ hai tr÷íng hñp.

Tr÷íng hñp 1. Gj(z0) = 0 vîi mët ch¿ sè j ∈ {1, 2, ..., q}.

Khi �â do c¡c ai ph¥n bi»t Gi(z0) 6= 0 vîi måi i 6= j v  νGj(z0) ≥ mj. L°p l¤i c¡c lþ

luªn ð tr¶n ta câ

νW (g0,g1)(z0) = νGj(z0)− 1.

Vªy ta câ

νdτ (z0) =
p

1− p
((1− 1

mj

− δ)νGj(z0)− νW (g0,g1)(z0))

=
p

1− p
(1− (

1

mj

− δ)νGj(z0))

≤ − δp

1− p
.

Tr÷íng hñp 2. Gj(z0) 6= 0 vîi måi ch¿ sè 1 ≤ j ≤ q.

Khi �â ta câ νdτ (z0) ≤ − p

1− p
.

K¸t hñp vîi (3.4.1), chóng ta câ thº t¼m �÷ñc h¬ng sè d÷ìng C sao cho

|dτ | ≥ C

|z − z0|δp/(1−p)
|dz|

trong mët l¥n cªn cõa z0 v  do �â dτ �¦y tr¶n {z|W (g0, g1)(z) = 0}.

B¥y gií gi£ sû dτ khæng �¦y tr¶n tªp {z||z| = r}. Th¸ th¼ câ �÷íng cong

γ : [0, 1) → A1 vîi γ(1) ∈ {z||z| = r} sao cho |γ| < ∞. Do ta câ thº cho γ(0)
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ti¸n g¦n ra bi¶n n¶n ta câ thº gi£ sû dist(γ(0); {z||z| = 1/r}) > 2|γ|. X²t mët �¾a nhä

∆ vîi t¥m l  γ(0). Do dτ ph¯ng n¶n ∆ �¯ng cü tîi mët �¾a câ t¥m tròng vîi gèc trong

m°t ph¯ng phùc. Gåi Φ : {|w| < η} → ∆ l  �¯ng cü. Mð rëng Φ nh÷ l  ¡nh x¤ �¯ng

cü �àa ph÷ìng v o trong A1 tîi �¾a lîn nh§t {|w| < R} = ∆R. Th¸ th¼ R ≤ |γ| v¼ Φ

khæng thº mð rëng tîi mët �¾a m  £nh n¬m ngo i bi¶n {z||z| = r} cõa A1. Vªy tçn

t¤i �iºm w0 vîi |w0| = R sao cho Φ(0, w0) = Γ0 l  �÷íng cong ph¥n k¼ tr¶n A.

D¹ th§y Φ(w) l  song ch¿nh h¼nh �àa ph÷ìng v  m¶-tr½c tr¶n ∆R h¤n ch¸ tø ds2 thæng

qua Φ �÷ñc cho bði cæng thùc

Φ∗ds2 = |hoΦ|2||goΦ||4|
dz

dw
|2|dw|2 (3.4.3).

M°t kh¡c, do Φ l  �¯ng cü n¶n ta câ

|dw| = |dτ | =
( |h|Πq

j=1|Gj|
(1− 1

mj
−δ)p

|W (g0, g1)|p

) 1
1−p

|dz|

⇒ |dw
dz
|1−p =

|h|Πq
j=1|Gj|

(1− 1
mj
−δ)p

|W (g0, g1)|p
.

K½ hi»u f := g(Φ), f0 := g0(Φ), f1 := g1(Φ) v  Fj := Gj(Φ). B¬ng t½nh to¡n trüc ti¸p

ta câ

W (f0, f1) = (W (g0, g1)oΦ)
dz

dw
.

Suy ra

| dz
dw
| = |W (f0, f1)|p

|h(Φ)|Πq
j=1|Fj|

(1− 1
mj
−δ)p

(3.4.4).

K¸t hñp (3.4.3) v  (3.4.4), ta câ

Φ∗ds2 =

(
||f ||2|W (f0, f1)|p

Πq
j=1|Fj|

(1− 1
mj
−δ)p

)2

|dw|2

=

(
||f ||q−2−

∑q
j=1

1
mj
−qδ|W (f0, f1)|

Πq
j=1|Fj|

1− 1
mj
−δ

)2p

|dw|2.

�p döng Bê �· 3.3.5, ta suy ra

Φ∗ds2 6 C2p
0 .(

2R

R2 − |w|2
)2p|dw|2.

L¤i do 0 < p < 1 n¶n ta câ

dΓ0 6
∫

Γ0

ds =

∫
0,w0

Φ∗ds 6 Cp
0 .

∫ R

0

(
2R

R2 − |w|2
)p|dw| < +∞,
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ð �â dΓ0 l  kho£ng c¡ch cõa �÷íng cong ph¥n k¼ Γ0 trong M. �i·u n y m¥u thu¨n vîi

t½nh �¦y cõa m°t M. Bê �· 3.4.7 �÷ñc chùng minh.

B¥y gií chóng ta �ành ngh¾a

dτ̃ 2 =

(
|h(z)h(

1

z
)|.

Πq
j=1|Gj(z)Gj(

1
z
)|(1−

1
mj
−δ)p

|W (g0, g1)(z)W (g0, g1)(1
z
)|p

) 2
1−p

|dz|2

= λ2(z)|dz|2

tr¶n A1. Th¸ th¼ dτ̃ 2 l  �¦y v  ph¯ng tr¶n A1 theo Bê �· 3.4.7. �°t u(z) = log λ(z).

Ta câ u(z) l  h m �i·u háa tr¶n A1. Gåi D l  phõ phê döng cõa A1. Trong mët l¥n

cªn cõa mët �iºm b§t k¼ trong D, ta câ thº chån mët h m gi£i t½ch k(z) sao cho ph¦n

thüc cõa nâ l  u(z) v  ¡nh x¤

w(z) =

∫
ek(z)dz

thäa m¢n

|dw
dz
| = |ek(z)| = eu(z) = λ (3.4.5).

Do �â �ë d i cõa b§t k¼ �÷íng cong tr¶n D theo m¶-tr½c dτ̃ th¼ b¬ng �ë d i cõa £nh

cõa nâ trong w-ph¯ng. Do t½nh �ìn li¶n cõa Dn¶n câ mët ¡nh x¤ tr¶n to n D v o

w-ph¯ng thäa m¢n (3.4.5). L¤i do t½nh �¦y cõa D, ¡nh x¤ n y ph£i l  ¡nh x¤ 1-1 tø D

l¶n w-ph¯ng. Do �â D l  b£o gi¡c vîi m°t ph¯ng phùc. �i·u n y m¥u thu¨n vîi M»nh

�· 3.3.6. �ành lþ 3.4.6 �÷ñc chùng minh .

Gi£ sû x = (x1, x2, x3, x4) : M → R4 l  mët m°t cüc tiºu �¦y khæng ph¯ng trong

R4 v  Q2(C) := {(w1 : ... : w4)|w2
1 + ... + w2

4 = 0} ∈ P3(C). Theo �ành ngh¾a th¼ ¡nh

x¤ Gauss cõa M l  g : M → Q2(C). Chóng ta câ thº ch¿ ra r¬ng Q2(C) l  song ch¿nh

h¼nh vîi P1(C) × P1(C). Do �â chóng ta câ thº �çng nh§t g nh÷ l  mët c°p ¡nh x¤

g = (g1, g2) tr¶n M(gl : M → P1(C)). Thªt vªy, �°t φi := ∂xi/dz vîi i = 1, ..., 4. Khi

�â ta câ thº t½nh g1 v  g2 nh÷ sau

g1 =
φ3 +

√
−1φ4

φ1 −
√
−1φ2

, g2 =
−φ3 +

√
−1φ4

φ1 −
√
−1φ2

.

Hìn núa m¶-tr½c tr¶n M �÷ñc h¤n ch¸ tø R4 cho bði cæng thùc

ds2 = |φ|2(1 + |g1|2)(1 + |g2|2)|dz|2,

ð �â φ := φ1 −
√
−1φ2 (xem chi ti¸t hìn trong Fujimoto [25] ho°c Kawakami [39]).
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�ành lþ 3.4.8. (Dethloff-H  [9]) Gi£ sû M l  mët m°t cüc tiºu khæng ph¯ng trong

R4 v  g = (g1, g2) l  ¡nh x¤ Gauss cõa M. Gåi A l  tªp câ d¤ng v nh khuy¶n cõa M,

tùc l  A b£o gi¡c vîi mi·n {z|0 < 1/r < |z| < r}, ð �â z l  tåa �ë b£o gi¡c. Gi£ sû

a11, ..., a1q1 , a21, ..., a2q2 l  q1 + q2 (q1, q2 > 2) c¡c �iºm ph¥n bi»t trong P1(C).

(i) Gi£ sû gl 6≡ h¬ng sè (l = 1, 2) v  gl r³ nh¡nh t¤i alj vîi bëi nhä nh§t mlj

vîi méi j (l = 1, 2) tr¶n A. Khi �â ta câ ho°c γ1 =
∑q1

j=1(1 − 1
m1j

) ≤ 2, ho°c

γ2 =
∑q2

j=1(1− 1
m2j

) ≤ 2, ho°c

1

γ1 − 2
+

1

γ2 − 2
≥ 1.

(ii) Gi£ sû mët trong hai ¡nh x¤ g1 v  g2 l  ¡nh x¤ h¬ng. Gi£ sû l  g2 ≡ h¬ng sè

v  g1 r³ nh¡nh t¤i a1j vîi bëi nhä nh§t l  m1j vîi méi j. Khi �â kh¯ng �ành sau �óng

γ1 =

q1∑
j=1

(1− 1

m1j

) ≤ 3.

Chùng minh. L§y c¡c biºu di¹n rót gån gl = (gl0 : gl1) tr¶n M v  �°t ||gl|| =

(|gl0|2 + |gl1|2)1/2 vîi l = 1, 2. Th¸ th¼ chóng ta câ thº vi¸t l¤i

ds2 = |h|2||g1||2||g2||2|dz|2 (3.4.6),

ð �â h := φ/(g1
0g

2
0).

Tr÷îc h¸t chóng ta x²t tr÷íng hñp gl 6≡ h¬ng sè vîi l = 1, 2. Gi£ sû ph£n chùng

r¬ng gl l  r³ nh¡nh t¤i alj vîi bëi nhä nh§t l  mlj vîi méi j, (l = 1, 2) v  γ1 > 2, γ2 > 2

v 
1

γ1 − 2
+

1

γ2 − 2
< 1.

Chån δ0 (> 0) sao cho γl − 2− qlδ0 > 0 vîi måi l = 1, 2 v 

1

γ1 − 2− q1δ0

+
1

γ2 − 2− q2δ0

= 1.

Ta chån h¬ng sè d÷ìng δ (< δ0) �õ g¦n δ0 v  �°t

pl := 1/(γl − 2− qlδ), (l = 1, 2).

Th¸ th¼ ta câ

0 < p1 + p2 < 1,
δpl

1− p1 − p2

> 1 (l = 1, 2) (3.4.7).
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X²t tªp con mð

A2 = Int(A)− {z|Πl=1,2W (gl0, g
l
1)(z).W (gl0, g

l
1)(1/z) = 0}

cõa A. Ta �ành ngh¾a m¶-tr½c mîi

dτ 2 =

(
|h|

Πq1
j=1|G1

j |
(1− 1

m1j
−δ)p1

Πq2
j=1|G2

j |
(1− 1

m2j
−δ)p2

|W (g1
0, g

1
1)|p1|W (g2

0, g
2
1)|p2

) 2
1−p1−p2

|dz|2

tr¶n A2, ð �â Gl
j := alj0 g

l
1 − a

lj
1 g

l
0 (l = 1, 2).

B¬ng c¡ch lþ luªn nh÷ trong chùng minh �ành lþ 3.4.6 ta câ thº ch¿ ra dτ 2 l  ph¯ng

v  li¶n töc tr¶n A2. B¥y gií chóng ta s³ chùng minh bê �· sau.

Bê �· 3.4.9. dτ 2 �¦y tr¶n tªp {z||z| = r} ∪ {z|Πl=1,2W (gl0, g
l
1)(z) = 0}, tùc l  tªp

{z||z| = r} ∪ {z|Πl=1,2W (gl0, g
l
1)(z)} câ kho£ng c¡ch �¸n �iºm trong cõa A2 b§t k¼ l  væ

h¤n.

Sû döng c¡ch chùng minh nh÷ trong Bê �· 3.4.7, chóng ta suy ra dτ 2 �¦y tr¶n tªp

{z|Πl=1,2W (gl0, g
l
1)(z) = 0}.

�èi vîi tr÷íng hñp dτ 2 �¦y tr¶n {z||z| = r} chóng ta s³ chùng minh b¬ng ph£n

chùng.

Gi£ sû dτ 2 khæng �¦y tr¶n {z||z| = r}.Khi �â tçn t¤i �÷íng cong ph¥n k¼ γ : [0, 1)→ A2

vîi γ(1) ∈ {z||z| = r} sao cho |γ| < ∞. Do ta câ thº cho γ(0) ti¸n g¦n �¸n γ(1) n¶n

ta câ thº gi£ sû dist(γ(0), {z||z| = 1/r}) > 2|γ|. X²t mët �¾a nhä ∆ vîi t¥m l  γ(0).

Do dτ 2 l  ph¯ng n¶n ∆ �¯ng cü vîi mët �¾a câ t¥m l  gèc trong m°t ph¯ng phùc. X²t

Φ : {|w| < η} → ∆ l  �¯ng cü. Chóng ta mð rëng Φ nh÷ l  �¯ng cü v o A2, tîi �¾a lîn

nh§t {|w| < R} = ∆R. Th¸ th¼ R ≤ |γ| v¼ Φ khæng thº mð rëng tîi mët �¾a lîn hìn.

Khi �â tçn t¤i �iºm w0 vîi |w0| = R sao cho Φ(0, w0) = Γ0 l  �÷íng cong ph¥n k¼ tr¶n

A2.

Do Φ(w) l  ¡nh x¤ song ch¿nh h¼nh �àa ph÷ìng n¶n m¶-tr½c tr¶n ∆R h¤n ch¸ tø ds2

qua Φ �÷ñc cho bði cæng thùc

Φ∗ds2 = |hoΦ|2||g1
oΦ||2||g2

oΦ||2|
dz

dw
|2|dw|2 (3.4.8).

M°t kh¡c, do Φ l  �¯ng cü n¶n ta câ

|dw| = |dτ | =
(
|h|

Πq1
j=1|G1

j |
(1− 1

m1j
−δ)p1

Πq2
j=1|G2

j |
(1− 1

m2j
−δ)p2

|W (g1
0, g

1
1)|p1 |W (g2

0, g
2
1)|p2

) 1
1−p1−p2

|dz|
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⇒ |dw
dz
|1−p1−p2 = |h|

Πq1
j=1|G1

j |
(1− 1

m1j
−δ)p1

Πq2
j=1|G2

j |
(1− 1

m2j
−δ)p2

|W (g1
0, g

1
1)|p1|W (g2

0, g
2
1)|p2

.

Vîi méi l = 1, 2, ta �°t f l := gl(Φ), f l0 := gl0(Φ), f l1 := gl1(Φ) v  F l
j := Gl

j(Φ). L¤i do

W (f l0, f
l
1) = (W (gl0, g

l
1)oΦ)

dz

dw
(l = 1, 2)

n¶n ta câ

| dz
dw
| = Πl=1,2|W (f l0, f

l
1)|pl

|h(Φ)|Πl=1,2Πql
j=1|F l

j |
(1− 1

mlj
−δ)pl

(3.4.9).

K¸t hñp (3.4.8) v  (3.4.9), ta thu �÷ñc

Φ∗ds2 =

(
Πl=1,2

||f l||(|W (f l0, f
l
1)|)pl

Πql
j=1|F l

j |
(1− 1

mlj
−δ)pl

)2

|dw|2

= Πl=1,2

(
||f l||ql−2−

∑ql
j=1

1
mlj
−qlδ|W (f l0, f

l
1)|

Πq
j=1|F l

j |
1− 1

mlj
−δ

)2pl

|dw|2.

Sû döng Bê �· 3.3.5 ta câ

Φ∗ds2 6 C
2(p1+p2)
0 .(

2R

R2 − |w|2
)2(p1+p2)|dw|2.

Tø (3.4.7) ta câ 0 < p1 + p2 < 1. V¼ th¸

dΓ0 6
∫

Γ0

ds =

∫
0,w0

Φ∗ds 6 Cp1+p2
0 .

∫ R

0

(
2R

R2 − |w|2
)p1+p2|dw| < +∞,

ð �â dΓ0 l  �ë d i cõa �÷íng cong ph¥n k¼ Γ0 trong M. �i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t r¬ng

M l  m°t �¦y. Vªy Bê �· 3.4.9 �÷ñc chùng minh.

Ta �ành ngh¾a dτ̃ 2 = λ2(z)|dz|2 tr¶n A2 vîi

λ(z) =

(
|h(z)|

Πq1
j=1|G1

j(z)|(1−
1

m1j
−δ)p1

Πq2
j=1|G2

j(z)|(1−
1

m2j
−δ)p2

|W (g1
0, g

1
1)(z)|p1|W (g2

0, g
2
1)(z)|p2

) 1
1−p1−p2

×
(
|h(1/z)|

Πq1
j=1|G1

j(1/z)|(1−
1

m1j
−δ)p1

Πq2
j=1|G2

j(1/z)|(1−
1

m2j
−δ)p2

|W (g1
0, g

1
1)(1/z)|p1 |W (g2

0, g
2
1)(1/z)|p2

) 1
1−p1−p2

.

Theo Bê �· 3.4.9, dτ̃ �¦y v  ph¯ng tr¶n A2.

B¬ng c¡ch sû döng l¤i c¡c l½ luªn nh÷ trong ph¦n cuèi cõa ph²p chùng minh �ành

lþ 3.4.6, ta câ ph¦n (i) cõa �ành lþ 3.4.8 �÷ñc chùng minh.

X²t tr÷íng hñp g2 ≡ h¬ng sè v  g1 6≡ h¬ng sè. Gi£ sû γ1 > 3. Ta chån δ sao cho

γ1 − 3

q1

> δ >
γ1 − 3

q1 + 1
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v  �°t p = 1/(γ1 − 2− q1δ). Th¸ th¼

0 < p < 1,
p

1− p
>

δp

1− p
> 1.

�°t

dτ 2 = |h|
2

1−p

(
Πq1
j=1|G1

j |
1− 1

m1j
−δ

|W (g1
0, g

1
1)|

) 2p
1−p

|dz|2.

L¤i b¬ng c¡ch sû döng c¡c l½ luªn nh÷ trong ph¦n cuèi cõa ph²p chùng minh �ành lþ

3.4.6, ta suy ra tr÷íng hñp (ii) cõa �ành lþ 3.4.8.



K¸t luªn v  ki¸n nghà

K¸t luªn

C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa luªn ¡n:

• Chùng minh �ành lþ duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) vîi bëi

bà ch°n v  sè si¶u ph¯ng 2N + 2. Ngo i ra c¡c �ành lþ duy nh§t vîi bëi r³ nh¡nh

ho°c câ �i·u ki»n �¤o h m cóng �÷ñc chùng minh.

• Chùng minh c¡c �ành lþ duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C) vîi

möc ti¶u di �ëng v  bëi bà ch°n.

• Chùng minh c¡c �ành lþ v· t½nh ch§t r³ nh¡nh cõa ¡nh x¤ Gauss cõa m°t cüc tiºu

�¦y trong Rm(m = 3; 4) t¤i c¡c tªp d¤ng v nh khuy¶n.

Ki¸n nghà v· nhúng nghi¶n cùu ti¸p theo

H÷îng nghi¶n cùu cán câ c¡c c¥u häi mð sau �¥y:

1. Nghi¶n cùu c¡c b i to¡n duy nh§t cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh tø Cn v o PN(C)

vîi sè c¡c si¶u ph¯ng {Hj} nhä hìn 2N + 2. Hìn núa li»u câ thº bä �i �i·u ki»n tªp

�çng nh§t trong c¡c �ành lþ �¢ câ.

2. C¡c k¸t qu£ trong tr÷íng hñp möc ti¶u cè �ành li»u câ thº �÷a �¸n c¡c k¸t qu£

t÷ìng tü cho tr÷íng hñp möc ti¶u di �ëng hay si¶u m°t.

3. Li»u câ thº x¥y düng c¡c �ành lþ duy nh§t cho c¡c ¡nh x¤ Gauss cõa c¡c m°t cüc

tiºu �¦y vîi t½nh ch§t t÷ìng tü nh÷ cõa c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh.

V¼ thíi gian câ h¤n chóng tæi ch÷a thº gi£i quy¸t �÷ñc c¡c v§n �· tr¶n. Chóng tæi

hi vång s³ câ thº gi£i quy¸t c¡c v§n �· tr¶n trong thíi gian tîi.
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