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Mð ��u�çng nh§t thù l  mët trong nhúng kh¡i ni»m ì b£n õa h÷ìng tr¼nhTo¡n ð bª hå phê thæng. �° bi»t, ð ¡ tr÷íng THPT huy¶n v  ¡ lîphuy¶n to¡n â r§t nhi·u d¤ng to¡n li¶n quan �¸n �çng nh§t thù. Trong¡ �· thi tuyºn sinh �¸n ¡ �· thi hå sinh giäi ¡ §p â nhi·u b i to¡nv· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh v  h» b§t ph÷ìng tr¼nh ...�÷ñ gi£i b¬ng¡h ¡p döng ¡ �çng nh§t thù �¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡. Hi»n nay¡ t i li»u â t½nh h» thèng v· v§n �· n y án h÷a �÷ñ �· ªp nhi·u.�º �¡p ùng nhu �u hå tªp v  gi£ng d¤y mæn To¡n ð bª phê thæng,luªn v«n "C¡ �çng nh§t thù �¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡ v  ¡p döng"nh¬m h» thèng v  gi£i quy¸t ¡ b i to¡n li¶n quan �¸n �çng nh§t thù�¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡. Luªn v«n �÷ñ hia ra l m ba h÷ìng.Ch÷ìng 1 - N¶u mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ h m sè v  �a thùl÷ñng gi¡, �çng thíi tr¼nh b y ¡ h» thù l÷ñng gi¡ trong tam gi¡ v mët sè d¤ng h» thù l÷ñng gi¡ trong h¼nh hå.Ch÷ìng 2 - Tr¼nh b y ¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan �¸n h m sin,h m osin, h m tang v  h m otang. �° bi»t trong h÷ìng n y án tr¼nhb y mët sè �çng nh§t thù h m v  ¡p döng õa �çng nh§t thù h m �ºsinh ra ¡ b i to¡n v· hùng minh �¯ng thù, b§t �¯ng thù l÷ñng gi¡trong tam gi¡.Ch÷ìng 3 - Sû döng ¡ �çng nh§t thù �¤i sè n¶u ð h÷ìng 2 �º gi£iv  bi»n luªn ph÷ìng tr¼nh bª ba, gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh �¤i sè.Ph�n uèi õa h÷ìng tr¼nh b y mët sè d¤ng b§t �¯ng thù �¤i sè �÷ñgi£i b¬ng bi¸n �êi l÷ñng gi¡.�º ho n th nh luªn v«n n y, tr÷î nh§t t¡ gi£ xin �÷ñ gûi líi £m ìns¥u s tîi GS.TSKH Nguy¹n V«n Mªu �¢ d nh thíi gian h÷îng d¨n, h¿b£o tªn t¼nh gióp �ï trong suèt qu¡ tr¼nh x¥y düng �· t i �ng nh÷ ho nthi»n luªn v«n. Ti¸p theo, t¡ gi£ �ng xin gûi líi £m ìn h¥n th nh ¡th�y æ �¢ �å, kiºm tra, �¡nh gi¡ v  ho nhúng þ ki¸n quþ b¡u �º luªnv«n �÷ñ ��y �õ hìn, phong phó hìn. Qua �¥y, t¡ gi£ �ng xin �÷ñ gûilíi £m ìn tîi Ban gi¡m hi»u, pháng Sau �¤i hå, pháng � o t¤o, khoa
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3To¡n - Tin Tr÷íng �HKH, �¤i hå Th¡i Nguy¶n v  ¡ b¤n �çng nghi»p�¢ t¤o �i·u ki»n thuªn lñi trong suèt qu¡ tr¼nh hå tªp t¤i tr÷íng.Tuy b£n th¥n â nhi·u è gng, song thíi gian, tr¼nh �ë v  �i·u ki»nnghi¶n ùu án h¤n h¸ n¶n luªn v«n khâ tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât. R§tmong �÷ñ sü �âng gâp þ ki¸n õa ¡ th�y æ v  ¡ b¤n �çng nghi»p �ºluªn v«n �÷ñ ho n thi»n hìn.T¡ gi£ xin h¥n th nh £m ìn! Th¡i Nguy¶n, Th¡ng 07 n«m 2013.L÷u Thà Minh Thõy
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Ch÷ìng 1�¯ng thù l÷ñng gi¡
1.1 Mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ �a thù l÷ñnggi¡1.1.1 �ành ngh¾a v  t½nh h§t õa �a thù l÷ñng gi¡�ành ngh¾a 1.1 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

An(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx,trong �â an v  bn khæng �çng thíi b¬ng 0 (tù l  a2n+b2n > 0), ai, bj ∈ R vîi
i = 0, 1, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n �÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n (n ∈ N∗).Khi t§t £ ¡ bj = 0 vîi j = 1, 2, . . . , n ta â�ành ngh¾a 1.2 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

Cn(x) = a0 + a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx (an 6= 0),�÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n theo osin. T÷ìng tü, khi t§t £ ¡
ai = 0 vîi i = 0, 1, . . . , n ta â�ành ngh¾a 1.3 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

Sn(x) = b0 + b1 sin x+ b2 sin 2x+ · · ·+ bn sinnx (bn 6= 0),�÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n theo sin.Sau �¥y, ta li»t k¶ mët sè t½nh h§t �ìn gi£n õa �a thù l÷ñng gi¡.T½nh h§t 1.1. Têng õa hai �a thù l÷ñng gi¡ An(x) v  Bm(x) l  mët�a thù l÷ñng gi¡ â bª nhä hìn ho° b¬ng max {n,m} .T½nh h§t 1.2. T½h õa hai �a thù l÷ñng gi¡ An(x) v  Bm(x) l  mët�a thù l÷ñng gi¡ â bª b¬ng n+m.
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5T½nh h§t 1.3. N¸u �a thù l÷ñng gi¡
An(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx,�çng nh§t b¬ng 0 vîi måi x ∈ R, th¼ t§t £ ¡ h» sè õa nâ �·u b¬ng 0,tù l 

a0 = a1 = b1 = a2 = b2 = · · · = an = bn = 0.1.1.2 Mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ h m sè l÷ñng gi¡B i to¡n 1.1. Biºu di¹n ¡ h m sè sinnx v  cosn x d÷îi d¤ng ¡ �a thùl÷ñng gi¡.Líi gi£i. Gi£ sû z = cos t+ i sin t. Khi �â
z−1 = (cos t+ i sin t)

−1
= cos t− i sin t.Do �â

cos t =
z + z−1

2
v  sin t =

z − z−1

2i
·Ta â

(z + z−1)
n
= zn + C1

nz
n−1z−1 + C2

nz
n−2z−2 + · · ·+ Cn−1

n zz−n+1 + z−n

=

{

(zn + z−n) + C1
n(z

n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C
n

2

n (n¸u n h®n),
(zn + z−n) + C1

n(z
n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C

n−1

2

n (z + z−1) (n¸u n l´).V 
(z − z−1)

n
= zn − C1

nz
n−1z−1 + C2

nz
n−2z−2 + · · ·+ (−1)

n
z−n

=

{

(zn + z−n)− C1
n(z

n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ (−1)
n

2C
n

2

n ,

(zn − z−n)− C1
n(z

n−2 − z−(n−2)) + · · ·+ (−1)
n−1

2 C
n−1

2

n (z − z−1).Vªy
cosn x =











1

2n−1

[

cosnx+ C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ 1

2
C

n

2

n

] (n¸u n h®n),
1

2n−1

[

cosnx+ C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ C

n−1

2

n cosx
] (n¸u n l´).

sinn x =















(−1)
n

2

2n

[

2 cosnx− 2C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ (−1)

n

2C
n

2

n

]

,

(−1)
n−1

2

2n

[

2 sinnx− 2iC1
n sin(n− 2)x+ · · ·+ (−1)

n−1

2 C
n−1

2

n 2 sinx
]

.
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6B i to¡n 1.2. Chùng minh r¬ng h m sè f(x) = sin2p x (p l  mët sè tünhi¶n) l  mët �a thù l÷ñng gi¡ theo osin.Líi gi£i. Tø æng thù eix = cosx+ i sin x d¹ d ng suy ra
sinx =

eix − e−ix

2i
; cosx =

eix + e−ix

2
·Do �â

sin2p x =

(

eix − e−ix

2i

)2p

,suy ra
f(x) =

(−1)p

22p
·

2p
∑

k=0

(−1)kCk
2p.e

ikx.e−i(2p−k)x

=
(−1)p

22p
·
(

p−1
∑

k=0

(−1)kCk
2p.e

2ikx−2ipx +
2p
∑

k=p+1

(−1)kCk
2p.e

2i(k−p)x

)

+
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p
·
p−1
∑

k=0

(−1)kCk
2p(e

2i(k−p)x + e−2i(k−p)x) +
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p−1
·
p−1
∑

k=0

(−1)k.Ck
2p. cos 2(k − p)x+

Cp
2p

22p
·Vªy f(x) l  mët �a thù l÷ñng gi¡ bª 2p theo osin.B i to¡n 1.3. Cho §p sè ëng {an} vîi æng sai d. T½nh ¡ têng sau:a) Sn =

n
∑

k=1

sin ak,b) Tn =
n
∑

k=1

cos ak.Líi gi£i.a) - N¸u d = 2kπ (k ∈ Z) th¼ Sn = n sin a1.- N¸u d 6= 2kπ (k ∈ Z) th¼ sin d

2
6= 0. Ta â

2 sin an sin
d

2
= 2 sin[a1 + (n− 1)d] sin

d

2

= cos
[

a1 + (n− 3

2
)d
]

− cos
[

a1 + (n− 1

2
)d
]

.
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7X²t g(n) = cos
[

a1 + (n− 3

2
)d
], ta â

2 sin an. sin
d

2
= g(n)− g(n+ 1).Vªy



































2 sin a1. sin
d

2
= g(1)− g(2),

2 sin a2. sin
d

2
= g(2)− g(3),

· · · · · · · · ·
2 sin an. sin

d

2
= g(n)− g(n+ 1).Cëng ¡ �çng nh§t thù theo v¸, ta �÷ñ

2Sn sin
d

2
= g(1)− g(n+ 1)

= cos
(

a1 −
d

2

)

− cos
[

a1 +
(

n− 1

2

)

d
]

= −2 sin
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
(

− n

2
d
)

.Do �â
Sn =

sin
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
(n

2
d
)

sin
d

2

·b) Theo ¡h gi£i nh÷ tr¶n, ta thu �÷ñ- N¸u d = 2kπ (k ∈ Z) th¼ Tn = n cos a1.- N¸u d 6= 2kπ (k ∈ Z) th¼
Tn =

cos
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
n

2
d

sin
d

2

·Chó þ 1.1. Nh÷ vªy, vîi méi mët §p sè ëng, ta t¼m �÷ñ mët æng thùt½nh têng t÷ìng ùng. Ch¯ng h¤n, vîi x 6= lπ(l ∈ Z) ta â
Tn =

n
∑

k=1

cos(2k − 1)x

=
cos
(

x+
n− 1

2
.2x
)

. sin
(n

2
.2x
)

sin
2x

2

=
cosnx. sinnx

sin x
=

sin 2nx

2 sinx
·
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8Nhªn x²t 1.1. Vîi nhúng gi¡ trà õa x sao ho sin 2nx = sinx (sinx 6= 0)th¼ ta luæn â Tn =
1

2
· Tø �â, ta thu �÷ñ mët sè k¸t qu£ sau:Vîi n = 2, hån x =

π

5
, ta â
cos

π

5
+ cos

3π

5
=

1

2
·Vîi n = 3, hån x =

π

7
, ta â

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
·Vîi n = 4, hån x =

π

9
, ta â

cos
π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
·B i to¡n 1.4. T½nh ¡ têng sau:

Sn =
n
∑

k=1

k sin kx, Tn =
n
∑

k=1

k cos kx vîi x 6= 2lπ (l ∈ Z).Líi gi£i. Tr÷î h¸t, ta nh l¤i r¬ng
n
∑

k=1

sin kx =
sin
(n+ 1

2
x
)

sin
(n

2
x
)

sin
x

2

,

n
∑

k=1

cos kx =
cos
(n+ 1

2
x
)

sin
n

2
x

sin
x

2

·Ta â:
Sn =

n
∑

k=1

k. sin kx =
n
∑

k=1

[−(cos kx)
′

] = −
(

n
∑

k=1

cos kx

)
′

,

Tn =
n
∑

k=1

k. cos kx =
n
∑

k=1

[(sin kx)
′

] =

(

n
∑

k=1

sin kx

)
′

.Tø �â suy ra ¡ æng thù �n t¼m.
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9B i to¡n 1.5. Cho §p sè ëng {an} vîi æng sai d. T½nh têng
Sn =

n
∑

k=1

k sin ak.Líi gi£i. X²t Bn =
n
∑

k=1

sin ak. Ta â
Sn =

n−1
∑

k=1

[k − (k − 1)]Bk + n.Bn = −
n−1
∑

k=1

Bk + n.Bn.Theo k¸t qu£ B i to¡n 1 ta â- N¸u d = 2lπ (l ∈ Z) th¼ Sn =
n (n+ 1)

2
sin a1.- N¸u d 6= 2lπ (l ∈ Z) th¼

Sn =−
n−1
∑

k=1

cos

(

a1 −
d

2

)

− cos

[

a1

(

k − 1

2

)

d

]

2 sin
d

2

+ n

sin

(

a1 +
n− 1

2
d

)

sin
(n

2
d
)

sin
d

2

=− 1

2 sin
d

2

{

n−1
∑

k=1

cos

(

a1 −
d

2

)

−
n−1
∑

k=1

cos

[

a1 +

(

k − 1

2

)

d

]

−2n sin

(

a1 +
n− 1

2
d

)

sin
(n

2
d
)

}

=− 1

sin
d

2

{

(n− 1) cos

(

a1 −
d

2

)

−
n−1
∑

k=1

cos

[

a1 +

(

k − 1

2

)

d

]

−2n sin

(

a1 +
n− 1

2
d

)

sin
(n

2
d
)

}

·Trong �â
n−1
∑

k=1

cos

(

a1 +
d

2
+ kd

)

=

cos

(

a1 −
d

2
+

n− 2

2
d

)

sin

(

n− 1

2
d

)

sin
d

2

·
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10Nhªn x²t 1.2. T÷ìng tü ta �ng t½nh �÷ñ ¡ têng d¤ng
Tn =

n
∑

k=1

k cos ak, Un =
n
∑

k=1

ak sin bk, Vn =
n
∑

k=1

ak cos bk.Trong �â {an} v  {bn} l  hai §p sè ëng.1.1.3 T½nh gi¡ trà õa mët sè biºu thù l÷ñng gi¡B i to¡n 1.6. T½nh ¡ têng sau1) S1 = cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
·2) S2 = cos

π

10
+ cos

3π

10
+ cos

5π

10
+ cos

7π

10
+ cos

9π

10
·Líi gi£i.1) Ta â

2 sin
π

7
(cos

π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
)

= 2 sin
π

7
cos

π

7
− 2 sin

π

7
cos

2π

7
+ 2 sin

π

7
cos

3π

7

= sin
2π

7
− (sin

3π

7
− sin

π

7
) + (sin

4π

7
− sin

2π

7
)

= sin
π

7
·Vªy

cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
=

sin
π

7

2 sin
π

7

=
1

2
·2) Ta â cos 5α = 16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα. Thªt vªy

cos 5α = cos(2α+ 3α)

= cos 2α cos 3α− sin 2α sin 3α

= (2 cos2 α− 1)(4 cos3 α− 3 cosα)− 2 sinα cosα(3 sinα− 4 sin3 α)

= 8 cos5 α− 4 cos3 α− 6 cos3 α + 3 cosα

− 6(1− cos2 α) cosα− 8(1− cos2 α)2 cosα

= 16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα.
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11Vîi ¡ gi¡ trà
α =

π

10
, α =

3π

10
, α =

5π

10
, α =

7π

10
, α =

9π

10th¼ cos 5α = 0. Do vªy
cos

π

10
, cos

3π

10
, cos

5π

10
, cos

7π

10
, cos

9π

10l  ¡ nghi»m õa �a thù f(x) = 16x5− 20x3+5x. Theo �ành l½ Vieta, tathu �÷ñ S2 = 0.B i to¡n 1.7. T½nh têng
S = cos 50 + cos 770 + cos 2210 + cos 2930.Líi gi£i. Ta â
cos 5α = 16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα.Vîi ¡ gi¡ trà

α = 50, α = 770, α = 1490, α = 2210, α = 2930th¼ cos 5α �·u b¬ng cos 250. Do �â
cos 50, cos 770, cos 1490, cos 2210, cos 2930l  ¡ nghi»m õa �a thù P (x) = 16x5 − 20x3 + 5x− cos 250. Theo �ànhl½ Vieta, ta â S = 0.B i to¡n 1.8. T½nh têng
S = cos 0 + cos

π

7
+ cos

2π

7
+ . . .+ cos

6π

7
·Líi gi£i. �°t

S1 = cos
π

7
+ cos

2π

7
+ . . .+ cos

6π

7
·Theo b i to¡n 1.3 ta â

S1 =
cos(

π

7
+

5π

14
) sin

3π

14

sin
π

14

=
cos

π

2
sin

3π

14

sin
π

14

= 0.Vªy n¶n S = cos 0 = 1.
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12B i to¡n 1.9. T½nh têng
S = cos

π

19
+ cos

3π

19
+ cos

5π

19
+ · · ·+ cos

17π

19
·Líi gi£i. Theo b i to¡n 1.3 ta â

S =

cos

(

π

19
+

8π

19

)

sin

(

9

2
· 2π
19

)

sin
π

19

=
cos

9π

19
· sin 9π

19

sin
π

19

=
1

2
·
sin

18π

19

sin
π

19

=
1

2
·
sin

π

19

sin
π

19

=
1

2
·B i to¡n 1.10. T½nh sin 180, cos 360.Líi gi£i. Ta â

cos 540 = sin 360 ⇔ cos(3.180) = sin(2.180)

⇔ 4 cos3 180 − 3 cos 180 = 2 sin 180 cos 180

⇔ 4 sin2 180 + 2 sin 180 − 1 = 0.Suy ra sin 180 l  nghi»m d÷ìng õa ph÷ìng tr¼nh 4t2 + 2t− 1 = 0. Do �â
sin 180 =

√
5− 1

4
,v  suy ra

cos 360 = 1− 2 sin2 180 =

√
5 + 1

4
·1.2 H» thù l÷ñng gi¡ trong tam gi¡Ta quy ÷î kþ hi»u �ë d i ¡ ¤nh, ¡ �÷íng trung tuy¸n, �÷íng ph¥ngi¡, �÷íng ao, ¡ b¡n k½nh �÷íng trán ngo¤i ti¸p, nëi ti¸p v  b ng ti¸põa tam gi¡ ABC l�n l÷ñt l  a, b, c; ma, mb, mc; la, lb, lc; ha, hb, hc; R, r; ra,

rb, rc; p =
a+ b+ c

2
l  nûa hu vi tam gi¡, S l  di»n t½h tam gi¡.1.2.1 C¡ h» thù ì b£n trong tam gi¡�ành lþ 1.1 (Xem [7℄, �ành l½ h m sè osin). Trong tam gi¡ ABC, taluæn â

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA,
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13t÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi b, c.�ành lþ 1.2 (Xem [7℄, �ành l½ h m sè sin). Trong måi tam gi¡ ABC, ta�·u â
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R.�ành lþ 1.3 (Xem [7℄, Cæng thù �÷íng trung tuy¸n). Trong tam gi¡

ABC, ta luæn â
m2

a =
2(b2 + c2)− a2

4
,t÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi mb, mc.�ành lþ 1.4 (Xem [7℄, �ành l½ h m sè tang). Trong tam gi¡ ABC, taluæn â

a− b

a+ b
=

tan
A− B

2

tan
A+ B

2

= tan
A−B

2
tan

C

2
·�ành lþ 1.5 (Xem [7℄, �ành l½ v· h¼nh hi¸u ho tam gi¡ ABC).

a = b cosC + c cosB = r

(

cot
B

2
+ cot

C

2

)

,t÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi b, c.�ành lþ 1.6 (Xem [7℄). Di»n t½h S õa tam gi¡ ABC �÷ñ t½nh b¬ng¡ æng thù sau �¥y:
S =

1

2
aha =

1

2
bhb =

1

2
chc,

S =
1

2
ab sinC =

1

2
ac sinB =

1

2
bc sinA,

S =
abc

4R
,

S = p.r,

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c).�ành lþ 1.7 (Xem [7℄). B¡n k½nh �÷íng trán ngo¤i ti¸p tam gi¡
R =

a

2 sinA
=

b

2 sinB
=

c

2 sinC
,

R =
abc

4S
,

R =
abc

4
√

p(p− a)(p− b)(p− c)
·
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14�ành lþ 1.8 (Xem [7℄). B¡n k½nh �÷íng trán nëi ti¸p tam gi¡
r = (p− a) tan

A

2
= (p− b) tan

B

2
= (p− c) tan

C

2

=
S

p
=

√

(p− a)(p− b)(p− c)

p
·�ành lþ 1.9 (Xem [7℄). B¡n k½nh �÷íng trán b ng ti¸p tam gi¡

ra = p tan
A

2
=

S

p− a
=

√

p(p− b)(p− c)

p− a
,t÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi rb, rc.�ành lþ 1.10. (Xem [7℄, Cæng thù �÷íng ph¥n gi¡). Trong tam gi¡

ABC, ta luæn â
la =

2bc cos
A

2
b+ c

,t÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi lb, lc.1.2.2 C¡ h» thù l÷ñng gi¡ th÷íng g°p trong tam gi¡B i to¡n 1.11. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC ta luæn â h»thù
sinA+ sinB + sinC = 4 cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
·Líi gi£i. Ta â:

sinA+ sinB + sinC = sin(B + C) + 2 sin
B + C

2
cos

B − C

2

= 2 sin
B + C

2

(

cos
B + C

2
+ cos

B − C

2

)

= 4 cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
·B i to¡n 1.12. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC ta luæn â h»thù

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
·
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15Líi gi£i. Thªt vªy, ta â:
V T = 1− 2 sin2 A

2
+ 2 cos

B + C

2
cos

B − C

2

= 1 + 2 sin
A

2

(

cos
B − C

2
− sin

A

2

)

= 1 + 2 sin
A

2

(

cos
B − C

2
− cos

B + C

2

)

= 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
= V P.B i to¡n 1.13. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC ta luæn â

sin2 A+ sin2B + sin2C = 2 + 2 cosA cosB cosC.Líi gi£i. Bi¸n �êi v¸ tr¡i ta â
V T =

1− cos 2A

2
+

1− cos 2B

2
+

1− cos 2C

2

=
3

2
− cos 2A+ cos 2B + cos 2C

2
= V P.B i to¡n 1.14. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC, ta luæn â

cos2A+ cos2 B + cos2 C = 1− 2 cosA cosB cosC.Líi gi£i. Dòng æng thù h¤ bª ta â
cos2A+ cos2 B =

1

2
(1 + cos 2A) +

1

2
(1 + cos 2B)

= 1− cos(A+ B) cos(A−B).V¼ cosC = −cos(A+ B) n¶n
cos2A+ cos2 B + cos2 C = 1 + cos(A+ B)[cos(A− B) + cos(A+ B)]

= 1 + 2 cos(A+ B) cosA cosB

= 1− 2 cosA cosB cosC.B i to¡n 1.15. Cho A,B, C l  3 gâ õa mët tam gi¡. CMR:
tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.Líi gi£i. V¼ B + C = π −A n¶n

tan(B + C) = − tanA

⇔ tanB + tanC

1− tanB tanC
= − tanA

⇔ tanA+ tanB + tanC = tanA tanB.
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16B i to¡n 1.16. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC ta luæn â
cot

A

2
+ cot

B

2
+ cot

C

2
= cot

A

2
cot

B

2
cot

C

2
·Líi gi£i. V¼ π

2
− A

2
=

B

2
+

C

2
n¶n

cot(
π

2
− A

2
) = cot(

B

2
+

C

2
)

⇔ tan
A

2
=

cot
B

2
cot

C

2
− 1

cot
B

2
+ cot

C

2

=
1

cot
C

2

⇔ cot
B

2
+ cot

C

2
= cot

A

2
cot

B

2
cot

C

2
− cot

A

2

⇔ cot
A

2
+ cot

B

2
+ cot

C

2
= cot

A

2
cot

B

2
cot

C

2
·B i to¡n 1.17. Chùng minh r¬ng trong måi tam gi¡ ABC, ta luæn â

cotA =
b2 + c2 − a2

4S
· (1.1)T÷ìng tü ta â ¡ h» thù �èi vîi cotB v  cotC.Líi gi£i. Theo �ành lþ h m sè osin, cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
, theo �ành lþh m sè sin, sinA =

a

2R
v  theo æng thù t½nh di»n t½h tam gi¡ S =

abc

4Rta â
cotA =

cosA

sinA
=

b2 + c2 − a2

2bc
:
a

2R
=

R(b2 + c2 − a2)

abc

=
R(b2 + c2 − a2)

4RS
=

b2 + c2 − a2

4S
·1.3 Mët sè d¤ng h» thù l÷ñng gi¡ trong h¼nh håB i to¡n 1.18. Cho tam gi¡ ABC. Gi£ sû G l  giao �iºm õa ¡ �÷íngtrung tuy¸n õa tam gi¡ ABC. K½ hi»u ĜAB = α, ĜBC = β, ĜCA = γ.Chùng minh r¬ng

cotα + cotβ + cot γ =
3(a2 + b2 + c2)

4S
·
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17Líi gi£i. Gåi 3 �÷íng trung tuy¸n ùng vîi 3 ¤nh BC,CA,AB l 
ma, mb, mc. �p döng �ành l½ h m sè osin ho tam gi¡ ABM ta â

BM 2 = AB2 + AM 2 − 2AB.AM. cosα

⇔a2

4
= c2 +m2

a − 2AB.AM. sinα cotα

⇔a2

4
= c2 +m2

a − 2.S cotα

⇔ cotα =
4c2 + 4m2

a − a2

8S
· (1.2)T÷ìng tü:

cotβ =
4a2 + 4m2

b − b2

8S
, (1.3)

cot γ =
4b2 + 4m2

c − c2

8S
· (1.4)Cëng tøng v¸ (1.2), (1.3), (1.4) ta â

cotα + cotβ + cot γ =
3(a2 + b2 + c2) + 4(m2

a +m2
b) +m2

c

8S
·Ta bi¸t r¬ng

m2
a +m2

b +m2
c =

3

4
(a2 + b2 + c2).Nh÷ vªy

cotα + cotβ + cot γ =
3(a2 + b2 + c2) + 4 · 3

4
(a2 + b2 + c2)

8S

⇔ cotα + cotβ + cot γ =
3(a2 + b2 + c2)

4S
·B i to¡n 1.19. Cho tam gi¡ ABC v  M l  mët �iºm b§t ký trong tamgi¡. Gåi A1, B1, C1 l  h¼nh hi¸u õa M l¶n BC,CA,AB. Chùng minhr¬ng:

cot ÂA1B + cot B̂B1C + cot ĈC1A = 0.Líi gi£i. �p döng æng thù (1.1) v o tam gi¡ ABA1, ta â
cot ÂA1B =

AA2
1 + BA2

1 −AB2

4SAA1B

· (1.5)
Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu             http://lrc.tnu.edu.vn/



18Ta â
cot ÂA1B = − cot ÂA1C, (1.6)v  do �â l¤i theo æng thù (1.1) ¡p döng v o tam gi¡ AA1C â

cot ÂA1C =
AA2

1 + A1C
2 −AC2

4SAA1C

· (1.7)Tø (1.5), (1.6), (1.7) suy ra
cot ÂA1B =

AA2
1 + BA2

1 −AB2

4SAA1B

=
AC2 − AA2

1 − A1C
2

4SAA1C

· (1.8)Tø (1.8) v  theo t½nh h§t õa d¢y t¿ sè b¬ng nhau (vîi hó þ l 
S = SAA1B + SAA1C) ta �i �¸n

cot ÂA1B =
BA2

1 − CA2
1 +AC2 − AB2

4S
· (1.9)Rã r ng

BA2
1 − CA2

1 = (MB2 −MA2
1)− (MC2 −MA2

1) = MB2 −MC2.Vªy suy ra
cot ÂA1B =

AC2 − AB2 +MB2 −MC2

4S
· (1.10)Ho n to n t÷ìng tü ta â

cot B̂B1C =
BA2 − BC2 +MC2 −MA2

4S
, (1.11)

cot ĈC1A =
CB2 − CA2 +MA2 −MB2

4S
· (1.12)Cëng tøng v¸ (1.10), (1.11), (1.12) suy ra �i·u ph£i hùng minh.B i to¡n 1.20. Cho h¼nh b¼nh h nh vîi hai ¤nh a, b (a > b). Hai �÷íngh²o 2x, 2y (x > y). Gåi ϕ l  gâ nhån õa h¼nh b¼nh h nh, v  ϕ1 l  gânhån giúa hai �÷íng h²o. Chùng minh1. cosϕ cosϕ1 =

(x2 − y2)(a2 − b2)

4abxy
·2. tanϕ1 =

2ab sinϕ

a2 − b2
·
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19Líi gi£i.1. �p döng �ành l½ h m sè osin trong ¡ tam gi¡ COD v  ABD, taâ
b2 = x2 + y2 − 2xy cosϕ1, (1.13)

4y2 = a2 + b2 − 2ab cosϕ. (1.14)Tø (1.13) suy ra
2xy cosϕ1 = x2 + y2 − b2,v  tø (1.14) â
2ab cosϕ = a2 + b2 − 4y2.Suy ra

4abxy cosϕ cosϕ1 = (x2 + y2 − b2)(a2 + b2 − 4y2). (1.15)Theo h» thù l÷ñng trong h¼nh b¼nh h nh ta â
4x2 + 4y2 = 2a2 + 2b2.Suy ra

x2 + y2 − b2 =
a2 + b2

2
− b2 =

a2 − b2

2
, (1.16)

a2 + b2 − 4y2 = 2(x2 + y2)− 4y2 = 2(x2 − y2). (1.17)Thay (1.16), (1.17) v o (1.15) â
4abxy cosϕ cosϕ1 = (a2 − b2)(x2 − y2).Suy ra

cosϕ cosϕ1 =
(x2 − y2)(a2 − b2)

4abxy
·2. �p döng æng thù (1.1) v o tam gi¡ COD, ta â

tanϕ1 =
4SCOD

x2 + y2 − b2
=

SABCD

a2 − b2

2

=
2ab sinϕ

a2 − b2
·B i to¡n 1.21. Cho ∆ABC, �ë d i ¡ �÷íng trung tuy¸n xu§t ph¡t tø�¿nh B v  �¿nh C t÷ìng ùng l  mb v  mc thäa m¢n c

b
=

mb

mc

6= 1. Chùngminh r¬ng
2 cotA = cotB + cotC.
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20Líi gi£i. Ta â
c

b
=

mb

mc

⇔ c2m2
c = b2m2

b .Theo �ành lþ h m sè osin ta â
bc. cosA =

b2 + c2 − a2

2
= b2 +

c2

4
−
(a2 + b2

2
− c2

4

)

= b2 +
c2

4
−m2

c .V 
bc cosA = c2 +

b2

4
−
(a2 + c2

2
− b2

4

)

= c2 +
b2

4
−m2

b.Vªy
bcc2 cosA = b2c2 +

c4

4
− c2m2

c , (1.18)
bcb2 cosA = b2c2 +

b4

4
− b2m2

b . (1.19)Trø v¸ vîi v¸ õa (1.18) ho (1.19) ta �÷ñ
bc(c2 − b2) cosA =

1

4
(c4 − b4) (do c2m2

c = b2m2
b)

=
1

4
(c2 − b2)(c2 + b2).Suy ra

4 cosA =
b2 + c2

bc
(do b 6= c). (1.20)Do b2 + c2 = a2 = 2bc. cosA n¶n (1.20) trð th nh

4 cosA =
a2 + 2bc cosA

bc
=

a2

bc
+ 2 cosA

⇔2 cosA =
a2

bc
=

sin2A

sinB sinC
⇔ 2 cosA

sinA
=

sin(B + C)

sinB sinC

⇔2 cosA

sinA
=

sinB cosC + sinC cosB

sinB sinC
⇔ 2 cotA = cotB + cotC.B i to¡n 1.22. Cho tù gi¡ ABCD â AB = a, BC = b, CD = c,DA = dv  p l  nûa hu vi. Chùng minh:1) SABCD =

√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2
A+ C

2
·2) SABCD =

√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d) khi ABCD l  tù gi¡ nëi ti¸p.
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21Líi gi£i.1) �p döng �ành lþ h m sè osin ho 2 tam gi¡ ABD v  BCD, ta â
BD2 = a2 + d2 − 2ad cosA = b2 + c2 − 2bc cosA.Suy ra
(a2 + d2 − b2 − c2)2 = 4(ad cosA− bc cosC)2. (1.21)M°t kh¡

SABCD =
1

2
(ad sinA+ bc sinC). (1.22)Tø (1.21) v  (1.22) suy ra

S2
ABCD + (a2 + d2 − b2 − c2)2

= 4[a2d2 + b2c2 − 2abcd(cosA cosC − sinA sinC)]

= 4[a2d2 + b2c2 − 2abcd cos(A+ C)]

= 4

[

(ad)2 + (bc)2 + 2abcd− 4abcd cos2
A+ C

2

]

= 4

[

(ad+ bc)2 − 4abcd cos2
A+ C

2

]

·Suy ra
16S2

ABCD = 4(ad+ bc)2 − (a2 + d2 − b2 − c2)2 − 16abcd cos2
A+ C

2
= (2ad+ 2bc− a2 − d2 + b2 + c2)(2ad+ 2bc+ a2 + d2

− b2 − c2)− 16abcd cos2
A+ C

2
(1.23)

= [(a+ d)2 − (b− c)2][(b+ c)2 − (a− d)2]− 16abcd cos2
A+ C

2
·�°t 2p = a+ b+ c+ d suy ra

a(p− a) = −a+ b+ c+ d; 2(p− b) = a− b+ c+ d;

2(p− c) = a+ b− c+ d 2(p− d) = a+ b+ c− d.Thay v o (1.23) ta â
16S2

ABCD = 16(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− 16abcd cos2
A+ C

2
·Hay

SABCD =

√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2
A+ C

2
·
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222) Khi ABCD l  tù gi¡ nëi ti¸p th¼
A+ C

2
=

B +D

2
=

π

2
·Suy ra

cos2
A+ C

2
= 0.Do �â SABCD =

√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d).Nhªn x²t 1.3.1. Cho tù gi¡ ngo¤i ti¸p ABCD â AB = a, BC = b, CD = c v  DA = d.Khi �â di»n t½h S õa tù gi¡ �÷ñ t½nh theo æng thù
S =

√
abcd sin

A+ C

2
·2. Cho tù gi¡ nëi ti¸p v  ngo¤i ti¸p ABCD â AB = a, BC = b, CD = cv  DA = d. Khi �â di»n t½h S õa tù gi¡ �÷ñ t½nh b¬ng æng thù

S =
√
abcd.B i to¡n 1.23. Cho tù gi¡ ABCD vøa nëi ti¸p vøa ngo¤i ti¸p â di»nt½h S v  nûa hu vi p. Chùng minh r¬ng

p2

S
= tan

A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
· (1.24)Líi gi£i. Gåi O, r l�n l÷ñt l  t¥m v  b¡n k½nh õa �÷íng trán nëi ti¸p tùgi¡ABCD. GåiM,N, P,Ql�n l÷ñt l  h¼nh hi¸u õaO l¶nAB,BC,CD,DA.Ta â:

p = AM +BN + CP +DQ = r

(

cot
A

2
+ cot

B

2
+ cot

C

2
+ cot

D

2

)

·Theo gi£ thi¸t th¼ A+ C

2
=

B +D

2
=

π

2
, n¶n sin

A

2
= cos

C

2
,

sin
C

2
= cos

A

2
v 











































cot
A

2
+ cot

C

2
=

sin
A+ C

2

sin
A

2
sin

C

2

,

tan
A

2
+ tan

C

2
=

sin
A+ C

2

cos
A

2
cos

C

2

·
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23Suy ra
tan

A

2
+ tan

C

2
= cot

B

2
+ cot

D

2
·Tø �â ta nhªn �÷ñ

p = r
(

cot
A

2
+cot

B

2
+cot

C

2
+cot

D

2

)

= r
(

tan
A

2
+tan

B

2
+tan

C

2
+tan

D

2

)

.Suy ra r = p
(

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
+ tan

D

2

)−1 v 
S = pr = p2

(

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
+ tan

D

2

)−1n¶n
p2

S
= tan

A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
+ tan

D

2
·
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Ch÷ìng 2C¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan�¸n bi¸n �êi l÷ñng gi¡
2.1 C¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan �¸n h m sinv  osinNhªn x²t r¬ng �¯ng thù ì b£n �º d¨n �¸n sü phong phó õa h» thèng¡ �çng nh§t thù l÷ñng gi¡ l  æng thù

sin2 t+ cos2 t = 1, ∀t ∈ R. (2.1)Gn vîi h» thù (2.1) l  �çng nh§t thù Lagrange
(2x)

2
+ (1− x2)

2
, måi x ∈ R. (2.2)Hai �çng nh§t thù (2.1) v  (2.2) l  hai ¡h vi¸t õa mët h» thù. N¸u tathay x = tan

t

2
v o (2.2) th¼ d¹ d ng thu �÷ñ (2.1) v  ng÷ñ l¤i. Nh÷ vªyl  méi æng thù l÷ñng gi¡ s³ t÷ìng ùng vîi mët �çng nh§t thù �¤i sèt÷ìng ùng. �i·u �â �ng thªt d¹ hiºu n¸u hóng ta nhî l¤i qu¡ tr¼nh d¨ndt �¸n �ành ngh¾a ¡ h m sè l÷ñng gi¡ ì b£n �èi vîi gâ nhån �÷ñmæ t£ düa theo �ành lþ Pytago:Trong tam gi¡ vuæng ABC vîi ¤nh huy·n BC ta luæn â h» thù.

AB2 + AC2 = BC2.Tuy nhi¶n, vîi sè l÷ñng ¡ æng thù bi¸n �êi l÷ñng gi¡ qu¡ nhi·u,b£n th¥n ¡ h» thù l÷ñng gi¡ t¤o th nh mët huy¶n �· â t½nh �ë lªpt÷ìng �èi, d�n t¡h h¯n ì sð �¤i sè õa nâ, �¢ l m ho hóng ta qu¶n �imët l÷ñng lîn ¡ h» thù �¤i sè â òng xu§t xù tø mët h» thù l÷ñnggi¡ quen bi¸t. �° bi»t trong h÷ìng tr¼nh to¡n bª phê thæng hi»n nay,
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25¡ h m sè l÷ñng gi¡ ng÷ñ, h m l÷ñng g¡ hyperboli, khæng n¬m trongph�n ki¸n thù bt buë th¼ nhúng b i to¡n li¶n quan �¸n hóng l  mëtth¡h thù lîn �èi vîi hå sinh v  £ gi¡o vi¶n.Ta nh l¤i æng thù Euler quen bi¸t
eiα = cosα + i sinα, α ∈ R.Khi �â










cosα =
eiα + e−iα

2

sinα =
eiα − e−iα

2i
·Rã r ng khi kh£o s¡t h m sè cos t th¼ ½t ai ngh¾ trong ��u r¬ng nâ â d¤ng

1

2

(

a+
1

a

) v¼ khi �â a khæng án l  mët sè thü. Nh÷ng n¸u ta hó þ �¸nbiºu thù
eα + e−α

2
, α ∈ R,th¼ �â h½nh l  cos(iα) (= coshα) v  v¼ vªy, v· m°t h¼nh thù, ta s³ ânhi·u bi¸n �êi thu �÷ñ tø ¡ æng thù li¶n quan �¸n bi¸n x /∈ [−1, 1],gièng nh÷ æng thù �èi vîi h m cos t.V½ dö 2.1. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù

cos 2t = 2cos2t− 1h½nh l  æng thù
1

2

(

a2 +
1

a2

)

= 2

[

1

2

(

a+
1

a

)]2

− 1.V½ dö 2.2. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù
cos 3t = 4cos3t− 3 cos th½nh l  æng thù

1

2

(

a3 +
1

a3

)

= 4

[

1

2

(

a+
1

a

)3
]

− 3

[

1

2

(

a+
1

a

)]

,hay
4x3 − 3x =

1

2

(

a3 +
1

a3

)vîi
x =

1

2

(

a+
1

a

)

, a 6= 0.
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26V½ dö 2.3. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù
cos 4t = 2cos22t− 1h½nh l  æng thù:

1

2

(

a4 +
1

a4

)

= 2

[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]2

− 1.Sû döng k¸t qu£ khai triºn õa h m l÷ñng gi¡ cos 2t, ta thu �÷ñ �çngnh§t thù �¤i sè d¤ng bª 4.
1

2

(

a4 +
1

a4

)

= 8m4 − 8m2 + 1vîi
m =

1

2

(

a+
1

a

)

·V½ dö 2.4. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù
cos 5t+ cos t = 2 cos 3t cos 2th½nh l  æng thù

1

2

(

a5 +
1

a5

)

+
1

2

(

a+
1

a

)

= 2

[

1

2

(

a3 +
1

a3

)] [

1

2

(

a2 +
1

a2

)]

·Tø v½ dö tr¶n, sû döng k¸t qu£ khai triºn ¡ h m l÷ñng gi¡ cos 3t v 
cos2t, ta thu �÷ñ �çng nh§t thù �¤i sè d¤ng bª 5.

1

2

(

a5 +
1

a5

)

= −m+ 2(4m3 − 3m)(2m2 − 1),trong �â
m =

1

2

(

a+
1

a

)

·V½ dö 2.5. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù
cos 6t = 4cos32t− 3 cos 2th½nh l  æng thù

1

2

(

a6 +
1

a6

)

= 4

[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]3

−
[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]

·
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27Sû döng k¸t qu£ khai triºn h m l÷ñng gi¡ cos 2t, ta thu �÷ñ �çng nh§tthù d¤ng bª 6.
1

2

(

a6 +
1

a6

)

= 4(2m2 − 1)
3 − 3(2m2 − 1)vîi

m =
1

2

(

a+
1

a

)

·B¥y gií, ta huyºn sang x²t ¡ h» thù �¤i sè li¶n quan �¸n h m sè
sin t. Tø æng thù Euler, ta thu �÷ñ h» thù

i sin t =
eit − e−it

2
·Tø �¥y suy ra biºu thù i sin(it) nhªn gi¡ trà thü. �i·u n y gñi þ ho ta¡h huyºn �êi ¡ �çng nh§t thù �èi vîi h m sè sin sang ¡ �çng nh§tthù �¤i sè.V½ dö 2.6. X²t æng thù khai triºn

sin 3t = 3 sin t− 4sin3t.Tø �¥y ta thu �÷ñ æng thù (h¼nh thù)
i sin i(3t) = 3(i sin it) + 4(i sin it)

3
.H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

1

2

(

a3 − 1

a3

)

= 3

[

1

2

(

a− 1

a

)]

+ 4

[

1

2

(

a− 1

a

)]3

,hay
4x3 + 3x =

1

2

(

a3 − 1

a3

)vîi
x =

1

2

(

a− 1

a

)

, a 6= 0.V½ dö 2.7. X²t æng thù bi¸n �êi
sin 5t+ sin t = 2 sin 3t(1− 2sin2t).Ta vi¸t l¤i æng thù d÷îi d¤ng

i sin i(5t) + i sin it = 2i sin i(3t)(1 + 2(i sin it)
2
).
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28H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù
1

2

(

a5 − 1

a5

)

+
1

2

[

a− 1

a

]

= 2

[

1

2

(

a3 − 1

a3

)]

[

1 + 2

(

1

2

(

a− 1

a

))2
]

·Tø v½ dö tr¶n, sû döng k¸t qu£ khai triºn h m l÷ñng gi¡ sin 3t ta thu �÷ñ�çng nh§t thù �¤i sè sau
1

2

(

a5 − 1

a5

)

= −n+ 2(4n3 + 3n)(2n2 + 1),trong �â
n =

1

2

(

a− 1

a

)

·Tø nhúng k¸t qu£ tr¶n ta s³ �i x²t ¡ h» thù �¤i sè giúa h m sè sin tv  h m sè cos t.V½ dö 2.8. X²t æng thù khai triºn
sin 2t = 2 sin t cos t.Tø �¥y ta thu �÷ñ æng thù (h¼nh thù)

i sin i(2t) = 2(i sin it) cos t.H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù
1

2

(

a2 − 1

a2

)

= 2

[

1

2

(

a− 1

a

)]

.
1

2

(

a+
1

a

)

,hay
1

2

(

a2 − 1

a2

)

= 2mn,vîi
m =

1

2

(

a+
1

a

)

, n =
1

2

(

a− 1

a

)

·V½ dö 2.9. T÷ìng tü nh÷ 2.8, x²t æng thù khai triºn
sin 4t = 2 sin 2t cos 2t.H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù d¤ng bª 4sau:

1

2

(

a4 − 1

a4

)

= 2mn(2n2 − 1)vîi
m =

1

2

(

a+
1

a

)

, n =
1

2

(

a− 1

a

)

·
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29V½ dö 2.10. X²t �çng nh§t thù
sin4t− cos4t = 1− 2cos2t.Tr÷î h¸t ta hùng minh �çng nh§t thù tr¶n. Ta â

sin4 t− cos4 t =
(

sin2 t− cos2 t
) (

sin2 t+ cos2 t
)

= sin2 t− cos2 t = 1− 2 cos2 t.Tø �çng nh§t thù l÷ñng gi¡ �¢ ho ta â �çng nh§t thù �¤i sè sau:
[

1

2

(

a− 1

a

)]4

−
[

1

2

(

a+
1

a

)]4

= 1− 2

[

1

2

(

a+
1

a

)]2

,hay
[

1

2

(

a− 1

a

)]4

= m4 − 2m2 + 1,vîi
m =

1

2

(

a+
1

a

)

·V½ dö 2.11. X²t �çng nh§t thù
sin4t+ cos4 t =

1

4
cos 4t+

3

4
·Ta s³ hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â

sin4t+ cos4 t =
(

sin2t+ cos2 t
)2 − 2sin2tcos2t

= 1− 1

2
sin22t = 1− 1

4
(1− cos 4t)

=
3

4
+

1

4
cos 4t.Tø �çng nh§t thù l÷ñng gi¡ �¢ ho ta â �çng nh§t thù �¤i sè sau

[

1

2

(

a− 1

a

)]4

+

[

1

2

(

a+
1

a

)]4

=
1

4

[

1

2

(

a4 +
1

a4

)]

+
3

4
,hay

1

8

(

a4 +
1

a4

)

= n4 +m4 − 3

4
,trong �â

n =
1

2

(

a− 1

a

)

, m =
1

2

(

a+
1

a

)

·
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30V½ dö 2.12. X²t �çng nh§t thù
3− 4 cos 2t+ cos 4t = 8sin4t.Ta s³ hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â

3− 4 cos 2t+ cos 4t = 3(1− cos 2t) + cos 4t− cos 2t
= 6sin2t− 2 sin t sin 3t
= 6sin2t− 2 sin t(3 sin t− 4sin3t)
= 2sin2t(3− 3 + 4sin2t) = 8sin4t.Tø �çng nh§t thù l÷ñng gi¡ tr¶n ta â �çng nh§t thù �¤i sè sau

3− 4

[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]

+
1

2

(

a4 +
1

a4

)

= 8

[

1

2

(

a− 1

a

)]4

·Sû döng k¸t qu£ khai triºn ¡ h m l÷ñng gi¡ cos 2t v  cos 4t ta thu �÷ñ�çng nh§t thù �¤i sè sau
3− 4(2m2 − 1) + (8m4 − 8m2 + 1) = 8

[

1

2

(

a− 1

a

)]4

,trong �â
m =

1

2

(

a+
1

a

)

·V½ dö 2.13. X²t �¯ng thù sau
sin 3t.sin3t+ cos 3t. cos3 t = cos3 2t.Tr÷î h¸t ta �i hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Theo æng thùnh¥n ba, ta â

sin 3t = 3 sin t− 4sin3t ⇒ sin3t =
3 sin t− sin 3t

4
·

cos 3t = 4cos3t− 3 cos t ⇒ cos3 t =
3 cos t+ cos 3t

4
·Do �â

sin 3t.sin3t+ cos 3t. cos3 t = sin 3t

(

3 sin t− sin 3t

4

)

+ cos 3t

(

3 cos t+ cos 3t

4

)

=
3

4
(cos 3t cos t+ sin 3t sin t)− 1

4

(

sin23t− cos2 3t
)

=
3

4
cos(3t− t) +

1

4
cos 6t =

1

4
[3 cos 2t+ cos 6t]

= cos3 2t.

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu             http://lrc.tnu.edu.vn/



31Tø �çng nh§t thù �¢ ho, ta â �çng nh§t thù �¤i sè sau:
1

2

(

a3 − 1

a3

)

·
[

1

2

(

a− 1

a

)]3

+
1

2

(

a3 +
1

a3

)

·
[

1

2

(

a+
1

a

)]3

=

[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]3

·Sû döng k¸t qu£ bi¸n �êi h m sè l÷ñng gi¡ sin 3t, cos 3t v  cos 2t, ta thu�÷ñ �çng nh§t thù �¤i sè
(4n3 + 3n).n3 +

(

4m3 − 3m
)

.m3 =

[

1

2

(

a2 +
1

a2

)]3

,trong �â
n =

1

2

(

a− 1

a

)

, m =
1

2

(

a+
1

a

)

·2.2 C¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan �¸n h mtang v  otangTheo æng thù l÷ñng gi¡ ì b£n ta â
tan t =

sin t

cos t
, t 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.Tø æng thù Euler, ta thu �÷ñ h» thù

i tan t =
eiα − e−iα

eiα + e−iα
.Tø �¥y suy ra

i tan(it) =
e−α − eα

e−α + eα
,hay

i tan(it) =
a2 − 1

a2 + 1
.Ta th§y biºu thù i tan(it) nhªn gi¡ trà thü. �i·u n y gñi þ ho ta ¡hhuyºn �êi ¡ �çng nh§t thù �èi vîi h m sè tan t sang ¡ �çng nh§tthù �¤i sè.V½ dö 2.14. X²t æng thù khai triºn

tan 2t =
2 tan t

1− tan2t
,
(

t, 2t 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

)

·
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32Tø �¥y ta thu �÷ñ æng thù (h¼nh thù)
i tan i(2t) =

2i tan(it)

1 + (i tan it)
2 ·H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

a4 − 1

a4 + 1
=

2
a2 − 1

a2 + 1

1 +

(

a2 − 1

a2 + 1

)2 ,hay
a4 − 1

a4 + 1
=

2x

1 + x2
,vîi

x =
a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.15. X²t æng thù khai triºn

tan 3t =
3 tan t− tan3t

1− 3tan2t
, , (t, 3t 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z)·Tø �¥y ta thu �÷ñ æng thù (h¼nh thù)

i tan i(3t) =
3i tan(it) + (i tan it)

3

1 + 3(i tan it)
2 ·H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

a6 − 1

a6 + 1
=

3.
a2 − 1

a2 + 1
+

(

a2 − 1

a2 + 1

)3

1 + 3

(

a2 − 1

a2 + 1

)2 ,hay
a6 − 1

a6 + 1
=

3x+ x3

1 + 3x2
vîi x =

a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.16. X²t æng thù bi¸n �êi

tan 4t =
2 tan 2t

1− tan22t
,
(

2t, 4t 6= π

2
+ kπ

)

·
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33Ta vi¸t l¤i æng thù tr¶n d÷îi d¤ng
i tan i(4t) =

2i tan i(2t)

1 + (i tan i(2t))
2 ·H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

a8 − 1

a8 + 1
=

2.
a4 − 1

a4 + 1

1 +

(

a4 − 1

a4 + 1

)2 ·Tø v½ dö tr¶n, sû döng k¸t qu£ khai triºn h m l÷ñng gi¡ tan 2t, ta thu�÷ñ �çng nh§t thù �¤i sè sau.
a8 − 1

a8 + 1
=

4x

1 + x2

1 +
2x

1 + x2

, vîi x =
a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.17. X²t æng thù bi¸n �êi

tan 5t = tan(2t+ 3t) =
tan 2t+ tan 3t

1− tan 2t tan 3t
,
(

2t, 3t, 5t 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

)

·Tø �¥y ta thu �÷ñ æng thù (h¼nh thù)
i tan i(5t) =

i tan i(2t) + i tan i(3t)

1 + i tan i(2t)i tan i(3t)
·H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

a10 − 1

a10 + 1
=

a4 − 1

a4 + 1
+

a6 − 1

a6 + 1

1 +
a4 − 1

a4 + 1
· a

6 − 1

a6 + 1

·Tø v½ dö tr¶n, sû döng k¸t qu£ khai triºn ¡ h m l÷ñng gi¡ tan 2t v 
tan 3t, ta thu �÷ñ �çng nh§t thù �¤i sè sau:

a10 − 1

a10 + 1
=

2x

1 + x2
+

3x+ x3

1 + 3x2

1 +
2x

1 + x2
· 3x+ x3

1 + 3x2

, vîi x =
a2 − 1

a2 + 1
·
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34B¥y gií ta huyºn sang x²t ¡ h» thù �¤i sè li¶n quan �¸n h m sèotang. Tø æng thù l÷ñng gi¡ ì b£n
tan t. cot t = 1 suy ra cot t =

1

tan t
(t 6= k

π

2
)·Do �â

i cot(it) =
−1

i tan(it)
·Tø �¥y suy ra

i cot(it) =
−(a2 + 1)

a2 − 1
, (a 6= ±1).V½ dö 2.18. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù

cot(2t) =
1

tan 2t
, (2t 6= k

π

2
, k ∈ Z),h½nh l  �çng nh§t thù �¤i sè d÷îi �¥y

a4 + 1

a4 − 1
=

1 + x2

2x
, vîi x =

a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.19. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù bi¸n �êi

cot 3t =
1

tan 3t
, (3t 6= k

π

2
, k ∈ Z),h½nh l  �çng nh§t thù sau:

a6 + 1

a6 − 1
=

1 + 3x2

3x+ x3
, vîi x =

a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.20. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù bi¸n �êi

cot 4t =
1

tan 4t
, (4t 6= k

π

2
, k ∈ Z),h½nh l  �çng nh§t thù

a8 + 1

a8 − 1
=

1 +

(

2x

1 + x2

)2

4x

1 + x2

, vîi x =
a2 − 1

a2 + 1
·

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu             http://lrc.tnu.edu.vn/



35V½ dö 2.21. H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù bi¸n �êi
cot 5t =

1

tan 5t
, (5t 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z),h½nh l  �çng nh§t thù

a10 + 1

a10 − 1
=

1 +
2x

1 + x2
· 3x+ x3

1 + 3x2

2x

1 + x2
+

3x+ x3

1 + 3x2

,trong �â
x =

a2 − 1

a2 + 1
·Sau �¥y ta �i x²t ¡ h» thù �¤i sè giúa h m sè tang v  h m sè otang.V½ dö 2.22. X²t �çng nh§t thù

(tan t+ cot t)
2 − (tan t− cot t)

2
= 4.Ta s³ hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â

V T = 2 tan t cot t+ 2 tan t cot t = 4 = V P ·Ta vi¸t l¤i �çng nh§t thù �¢ ho d÷îi d¤ng
[i tan(it) + i cot(it)]

2 − [i tan(it)− i cot(it)]
2
= −4·H» thù �¤i sè ùng vîi æng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù

(

a2 − 1

a2 + 1
− a2 + 1

a2 − 1

)2

−
(

a2 − 1

a2 + 1
+

a2 + 1

a2 − 1

)2

= −4,hay
(

x− 1

x

)2

−
(

x+
1

x

)2

= −4, vîi x =
a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.23. X²t �çng nh§t thù

tan t. tan 3t =
tan22t− tan2t

1− tan2t. tan 2t
·Ta s³ hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â

V P =
tan 2t+ tan t

1− tan t. tan 2t
· tan 2t− tan t

1− tan t. tan 2t

= tan(2t+ t). tan(2t− t)

= tan 3t. tan t = V T.
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36Ta vi¸t l¤i �çng nh§t thù �¢ ho d÷îi d¤ng
i tan(it).i tan i(3t) =

(i tan i(2t))2 − (i tan it)
2

1− (i tan it)
2
(i tan i(2t))

2 ·H» thù �¤i sè ùng vîi �¯ng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù
a2 − 1

a2 + 1
· a

6 − 1

a6 + 1
=

(

a4 − 1

a4 + 1

)2

−
(

a2 − 1

a2 + 1

)2

1−
(

a2 − 1

a2 + 1

)2(
a4 − 1

a4 − 1

)2 ,hay
a2 − 1

a2 + 1
· a

6 − 1

a6 + 1
=

(

2x

1 + x2

)2

− x2

1− x2

(

2x

1 + x2

)2 , vîi x =
a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.24. X²t �çng nh§t thù

cot t− tan t− 2 tan 2t = 4 cot 4t.Tr÷î h¸t ta hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â
cotx− tanx =

1

tanx
− tanx =

1− tan2x

tanx
= 2 cot 2x. (2.3)









V¼ 2 cot 2x =
2

tan 2x
=

2
2 tanx

1− tan2x

=
1− tan2x

tan x









·L�n l÷ñt thay x bði t, 2t th¼ �¯ng thù (2.3) trð th nh
cot t− tan t = 2 cot 2t. (2.4)

2(cot 2t− tan 2t) = 4 cot 4t. (2.5)Cëng ¡ v¸ õa (2.4) v  (2.5) v  l m gån ta �÷ñ
cot t− tan t− 2 tan 2t = 4 cot 4t.Ta vi¸t l¤i �çng nh§t thù �¢ ho d÷îi d¤ng

i cot it− i tan it− 2i tan i(2t) = 4i cot i(4t).
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37H» thù �¤i sè ùng vîi �¯ng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù
a2 + 1

a2 − 1
+

a2 − 1

a2 + 1
+ 2.

a4 − 1

a4 + 1
= 4 · a

8 + 1

a8 − 1
,hay

1

x
+ x+ 2 · 2x

1 + x2
= 4 · a

8 + 1

a8 − 1
, vîi x =

a2 − 1

a2 + 1
·V½ dö 2.25. X²t �çng nh§t thù

tan t+ 2 cot 2t = cot t.Tr÷î h¸t ta hùng minh �çng nh§t thù �¢ ho. Ta â
tan t− cot t =

sin t

cos t
− cos t

sin t
= − cot 2t

sin t cos t
= −2 cot 2t

sin 2t
= −2 cot 2t.Suy ra

tan t+ 2 cot 2t = cot t.Ta vi¸t l¤i �çng nh§t thù �¢ ho d÷îi d¤ng
i tan it+ 2i cot i(2t) = i cot it.H» thù �¤i sè ùng vîi �¯ng thù tr¶n h½nh l  �çng nh§t thù �¤i sè
a2 − 1

a2 + 1
− 2

a4 + 1

a4 − 1
= −a2 + 1

a2 − 1
,hay

x− 1 + x2

x
= −a2 + 1

a2 − 1
, vîi x =

a2 − 1

a2 + 1
·2.3 Mët sè d¤ng �çng nh§t thù h m2.3.1 Ph²p huyºn �êi b£o to n gâ õa tam gi¡Trong t i li»u [3℄, b i to¡n ì b£n sau �¥y �¢ �÷ñ �· ªp.B i to¡n 2.1. X¡ �ành ¡ h m sè f (x) li¶n tö trong �o¤n [0; π], saoho f (A), f (B) , f (C) luæn t¤o th nh sè �o ¡ gâ õa mët tam gi¡n o �â ùng vîi måi tam gi¡ ABC ho tr÷î.
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38Líi gi£i. Tr÷î h¸t ta â nhªn x²t r¬ng, hai h m sè f (x) = x v  f (x) =
π

3thäa m¢n b i to¡n.Ta ph¡t biºu b i to¡n d÷îi d¤ng sauX¡ �ành ¡ h m sè f (x) li¶n tö trong �o¤n [0; π] v 
f (x) > 0, f (x)+f (y)+f (π − x− y) = π, ∀x, y ∈ (0; π) , x+y < π. (2.6)Cho y → 0+, ta thu �÷ñ

f (x) + f (0) + f (π − x) = π, ∀x ∈ (0; π)hay
f (π − x) = π − f (0)− f (x) , ∀x ∈ (0; π) .Thay v o (2.6), ta thu �÷ñ

f (x) + f (y) + (π − f (0)− f (x+ y)) = π, ∀x, y ∈ (0; π) , x+ y ≤ πhay
f (x) + f (y) = f (x+ y) + f (0) , ∀x, y ∈ [0; π] , x+ y < π. (2.7)�°t f (x) = f (0)+ g (x). Khi �â g (x) li¶n tö trong �o¤n [0; π] v  (2.7)â d¤ng

f (0)+g (x)+f (0)+g (y) = f (0)+g (x+ y)+f (0) , ∀x, y ∈ [0; π] , x+y < π

⇔ g (x) + g (y) = g (x + y) , ∀x, y ∈ [0; π] , x+ y < π. (2.8)Do g (x) li¶n tö trong �o¤n [0; π] n¶n (2.8) l  ph÷ìng tr¼nh h m Cauhy,mët d¤ng ph÷ìng tr¼nh h m ì b£n, â nghi»m g (x) = αx. Suy ra f (x) =

f (0) + αx.�°t f (0) = β, ta �÷ñ f (x) = αx + β.Ta �n x¡ �ành α, β �º f (x) > 0, ∀x ∈ (0; π), x + y < π v  f (A) +

f (B) + f (C) = π hay
{

αx + β > 0, ∀x ∈ (0; π) ;

αA+ β + αB + β + αC + β = π.

⇔
{

αx+ β > 0, ∀x ∈ (0; π) ;

α (A+ B + C) + 3β = π.
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⇔
{

αx + β > 0, ∀x ∈ (0; π) ;

απ + 3β = π.

⇔











αx+ β > 0, ∀x ∈ (0; π) ;

β =
(1− α)π

3
.Do �â

f (x) = αx+
(1− α) π

3
, ∀x ∈ (0; π) . (2.9)Cho x → 0+, tø (2.9), suy ra

(1− α) π

3
≥ 0 ⇔ α ≤ 1.Cho x → π−, tø (2.9), suy ra

απ +
(1− α)π

3
≥ 0 hay α ≥ −1

2
.Vªy −1

2
≤ α ≤ 1.Vîi −1

2
< α < 1, th¼ f (x) x¡ �ành bði (2.9) hiºn nhi¶n thäa m¢n b ito¡n.X²t α = −1

2
th¼ f (x) = −1

2
x+

π

2
thäa m¢n �i·u ki»n b i ra.Thªt vªy, vîi 0 < x < π th¼ f (x) > f (π) = 0. Suy ra f (x) > 0,

∀x ∈ (0; π).X²t α = 1 th¼ f (x) = x hiºn nhi¶n thäa m¢n �i·u ki»n b i ra. Vªy ¡h m sè �n t¼m �·u â d¤ng
f (x) = αx+

(1− α)π

3
, −1

2
≤ α ≤ 1.Nh÷ vªy, líi gi£i tr¶n �¥y �¢ v²t h¸t t§t £ ¡ nghi»m, l  ¡ h m sè

f (x), thäa m¢n ¡ �i·u ki»n õa b i to¡n. B¥y gií, ta ti¸p tö t¼m ki¸mnhúng ¡p döng ö thº õa b i to¡n tr¶n v  x²t nhúng tr÷íng hñp kh¡ m b i to¡n h÷a �· ªp.Tø B i to¡n �¢ x²t, ta â
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40M»nh �· 2.1. Vîi −1

2
≤ α ≤ 1, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡,th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau

A1 = αA+
(1− α)π

3
, B1 = αB +

(1− α) π

3
, C1 = αC +

(1− α)π

3
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.M»nh �· 2.2. Vîi α < −1

2
, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäam¢n max {A,B, C} <

(α− 1)π

3α
, th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau

A1 = αA+
(1− α)π

3
, B1 = αB +

(1− α) π

3
, C1 = αC +

(1− α)π

3
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Chùng minh. Thªt vªy, vîi α < −1

2
, ta â

max {A,B, C} <
(α− 1)π

3α

⇒ A <
(α− 1) π

3α⇒ 3αA+ (1− α)π > 0

⇒ αA+
(1− α) π

3
> 0 ⇒ A1 > 0.T÷ìng tü B1 > 0 v  C1 > 0. Hìn núa, A1 + B1 + C1 = π, n¶n ta â �i·uph£i hùng minh.M»nh �· 2.3. Vîi α > 1, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäam¢n min {A,B, C} >

(α− 1)π

3α
, th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau

A1 = αA+
(1− α)π

3
, B1 = αB +

(1− α) π

3
, C1 = αC +

(1− α)π

3
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.
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41Chùng minh. Thªt vªy, vîi α > 1, ta â
min {A,B, C} >

(α− 1) π

3α

⇒ A >
(α− 1) π

3α

⇒ 3αA+ (1− α)π > 0

⇒ αA+
(1− α) π

3
> 0 ⇒ A1 > 0.T÷ìng tü B1 > 0 v  C1 > 0. Hìn núa, A1 + B1 + C1 = π, n¶n ta â �i·uph£i hùng minh.D÷îi �¥y l  mët sè tr÷íng hñp ri¶ng, minh håa ho ¡ m»nh �· tr¶n.- Tø M»nh �· 2.1, vîi α = −1

2
, ta âH» qu£ 2.1. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A1, B1, C1 x¡�ành nh÷ sau

A1 =
π −A

2
, B1 =

π − B

2
, C1 =

π − C

2hay
A1 =

B + C

2
, B1 =

C + A

2
, C1 =

A+ B

2�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.1, vîi α =
1

2
, ta âH» qu£ 2.2. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A1, B1, C1 x¡�ành nh÷ sau

A1 =
π + 3A

6
, B1 =

π + 3B

6
, C1 =

π + 3C

6hay
A1 =

4A+ B + C

6
, B1 =

4B + C +A

6
, C1 =

4C +A+B

6�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.2, vîi α = −2

3
, ta â
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42H» qu£ 2.3. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n
max {A,B, C} <

5π

6th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 =

5π − 6A

9
, B1 =

5π − 6B

9
, C1 =

5π − 6C

9hay
A1 =

5B + 5C −A

9
, B1 =

5C + 5A−B

9
, C1 =

5A+ 5B − C

9�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.2, vîi α = −4

5
, ta âH» qu£ 2.4. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n

max {A,B, C} <
3π

4th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 =

3π − 4A

5
, B1 =

3π − 4B

5
, C1 =

3π − 4C

5hay
A1 =

3B + 3C −A

5
, B1 =

3C + 3A−B

5
, C1 =

3A+ 3B − C

5�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.2, vîi α = −1, ta âH» qu£ 2.5. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n
max {A,B, C} <

2π

3th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 =

2π

3
− A, B1 =

2π

3
− B, C1 =

2π

3
− Chay

A1 =
2B + 2C −A

3
, B1 =

2C + 2A−B

3
, C1 =

2A+ 2B − C

3�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.2, vîi α = −2, ta â
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43H» qu£ 2.6. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n
max {A,B, C} <

π

2tù l  tam gi¡ ABC nhån, th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 = π − 2A, B1 = π − 2B, C1 = π − 2Chay

A1 = B + C − A, B1 = C + A− B, C1 = A+B − C�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.3, vîi α = 2, ta âH» qu£ 2.7. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n
min {A,B, C} >

π

6th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 = 2A− π

3
, B1 = 2B − π

3
, C1 = 2C − π

3hay
A1 =

5A− B − C

3
, B1 =

5B − C −A

3
, C1 =

5C −A−B

3�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.- Tø M»nh �· 2.3, vîi α = 4, ta âH» qu£ 2.8. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡ thäa m¢n
min {A,B, C} >

π

4th¼ A1, B1, C1 x¡ �ành nh÷ sau
A1 = 4A− π, B1 = 4B − π, C1 = 4C − πhay

A1 = 3A− B − C, B1 = 3B − C − A, C1 = 3C −A− B
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44�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.B¥y gií, nhªn x²t r¬ng, vîi −1

2
≤ α ≤ 1, ta â

A1 = αA+
(1− α) π

3

= αA+
(1− α) (A+B + C)

3

=
(1 + 2α)

3
A+

(1− α)

3
B +

(1− α)

3
C.T÷ìng tü nh÷ biºu di¹n tr¶n �èi vîi B1 v  C1.�°t

α1 =
1 + 2α

3
, β1 = γ1 =

1− α

3
.Th¸ th¼ α1, β1, γ1 ≥ 0 v  α1 + β1 + γ1 = 1. Khi �â

A1 = α1A+ β1B + γ1C, B1 = α1B + β1C + γ1A, C1 = α1C + β1A+ γ1B�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Nhªn x²t tr¶n gñi þ ho ta k¸t qu£ sauM»nh �· 2.4. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A1, B1, C1x¡ �ành nh÷ sau






















A1 = αA+ βB + γC;

B1 = αB + βC + γA;

C1 = αC + βA+ γB,

(2.10)trong �â α, β, γ ≥ 0 v  α+ β + γ = 1, �ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Chùng minh. D¹ d ng kiºm tra �÷ñ r¬ng A1, B1, C1 > 0 v 
A1 + B1 + C1 = (α + β + γ) (A+ B + C) = 1.π = π.B¥y gií, gi£ sû ng÷ñ l¤i, A1, B1, C1 l  ba gâ õa mët tam gi¡ hotr÷î. Ta �n x¡ �ành ¡ gâ A, B, C õa tam gi¡ ABC thäa m¢n h»ph÷ìng tr¼nh (2.10) n¶u tr¶n.Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh n y (â thº b¬ng ph÷ìng ph¡p sû döng�ành thù), ta �÷ñ
A =

(α2 − βγ)A1 + (γ2 − αβ)B1 + (β2 − γα)C1

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
;
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B =

(α2 − βγ)B1 + (γ2 − αβ)C1 + (β2 − γα)A1

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
;

C =
(α2 − βγ)C1 + (γ2 − αβ)A1 + (β2 − γα)B1

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
,vîi �i·u ki»n ph¡t sinh l  α, β, γ khæng �çng thíi b¬ng nhau (b¬ng 1

3
).�º thèng nh§t trong vi» tr¼nh b y nëi dung ¡ m»nh �·, ta thay �êik½ hi»u ¡ gâ õa hai tam gi¡ ho nhau v  thu �÷ñ k¸t qu£ sauM»nh �· 2.5. Cho ¡ sè α, β, γ ≥ 0, khæng �çng thíi b¬ng nhau (b¬ng

1

3
) v  α+ β+ γ = 1. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A1, B1,

C1 x¡ �ành nh÷ sau






















A1 = α1A+ β1B + γ1C;

B1 = α1B + β1C + γ1A;

C1 = α1C + β1A+ γ1B,

(2.11)
trong �â

α1 =
α2 − βγ

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
;

β1 =
γ2 − αβ

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
;

γ1 =
β2 − γα

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Ch¯ng h¤n, ¡ sè α, β, γ sau �¥y thäa m¢n M»nh �· 2.5

α = sin2 ϕ, β = cos2ϕ, γ = 0.Do �â, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A1, B1, C1 x¡ �ànhnh÷ sau
A1 = α1A+ β1B + γ1C;

B1 = α1B + β1C + γ1A;

C1 = α1C + β1A+ γ1B,
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46trong �â
α1 =

sin4 ϕ

sin6ϕ+ cos6ϕ
;

β1 =
− sin2 ϕ.cos2ϕ

sin6ϕ+ cos6ϕ
;

γ1 =
cos4ϕ

sin6ϕ + cos6ϕ
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.B¥y gií, ta ti¸p tö ¡ h÷îng khai th¡ kh¡ �º ¡ k¸t qu£ t¼m �÷ñphong phó hìn.Nhªn x²t r¬ng, trong ¡ k¸t qu£ ð ¡ ph�n tr¶n �¥y, ¡h thi¸t lªp¡ gâ A1, B1, C1 tø ¡ gâ A, B, C â t½nh ho¡n và váng quanh. Do �â,vai trá õa ¡ gâ A1, B1, C1 l  nh÷ nhau. Trong ph�n ti¸p theo, ta s³thi¸t lªp ¡ gâ õa mët tam gi¡ m  vai trá õa hóng khæng nh÷ nhau,v¼ t½nh ho¡n và váng quanh khæng thü hi»n �÷ñ.Ch¯ng h¤n, tø M»nh �· 2.1 ta th§y r¬ng, vîi α l  sè thü b§t k¼, n¸u�°t

A2 = αA, B2 = αB, C2 = αC + (1− α)π,th¼ A2 +B2 +C2 = π. Do �â, n¸u A2 > 0, B2 > 0, C2 > 0 th¼ A2, B2, C2 l ba gâ õa mët tam gi¡. Ta â ¡ k¸t qu£ sauM»nh �· 2.6. Vîi 0 < α ≤ 1, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡,th¼ A2, B2, C2 x¡ �ành nh÷ sau
A2 = αA, B2 = αB, C2 = αC + (1− α)π,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Chùng minh. Rã r ng A2 > 0, B2 > 0, C2 > 0. Suy ra �i·u ph£i hùngminh.- Tø M»nh �· 2.6, vîi α =

1

2
, ta âH» qu£ 2.9. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A2, B2, C2 x¡�ành nh÷ sau

A2 =
A

2
, B2 =

B

2
, C2 =

π + C

2�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡, trong �â C2 l  gâ tò.
Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu             http://lrc.tnu.edu.vn/



47M»nh �· 2.7. Vîi 0 < α ≤ 2, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡,trong �â C l  gâ tò, th¼ A2, B2, C2 x¡ �ành nh÷ sau
A2 = αA, B2 = αB, C2 = αC + (1− α)π,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Chùng minh. Rã r ng A2 > 0, B2 > 0. Ngo i ta, ta â

C >
π

2
⇒ C2 = αC+(1− α)π > α

π

2
+(1− α)π =

(2− α)π

2
≥ 0 ⇒ C2 > 0.Suy ra �i·u ph£i hùng minh.- Tø M»nh �· 2.7, vîi α = 2, ta âH» qu£ 2.10. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, trong �â C l  gâtò, th¼ A2, B2, C2 x¡ �ành nh÷ sau

A2 = 2A, B2 = 2B, C2 = 2π − C�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.M»nh �· 2.8. Vîi −1

2
≤ α < 0, n¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡,th¼ A3, B3, C3 x¡ �ành nh÷ sau

A3 = αA+mπ, B3 = αB + nπ, C3 = αC + pπ,trong �â
m ≥ −α, n ≥ −α, p ≥ −α, m+ n+ p = 1− α,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Chùng minh. Ta â

A3 + B3 + C3 = α (A+ B + C) + (m+ n+ p)π = απ + (1− α)π = π.Ngo i ra, ta â
A < π ⇒ −αA < −απ ⇒ −α >

−αA

π
.Theo gi£ thi¸t, ta â m ≥ −α. Dâ �â

m >
−αA

π
⇒ αA+mπ > 0 ⇒ A3 > 0.
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48T÷ìng tü, ta â B3 > 0 v  C3 > 0.Cuèi òng, v¼m ≥ −α , n ≥ −α , p ≥ −α, n¶n 1−α = m+n+p ≥ −3α.Nh÷ vªy, gi£ thi¸t α ≥ −1

2
s³ �£m b£o �÷ñ r¬ng 1− α ≥ −3α.Ta â �i·u ph£i hùng minh.- Tø M»nh �· 2.8, vîi α = −1

4
, m =

1

4
, n =

1

4
, p =

3

4
, ta âH» qu£ 2.11. N¸u A, B, C l  ba gâ õa mët tam gi¡, th¼ A3, B3, C3x¡ �ành nh÷ sau

A3 = −A

4
+

π

4
, B3 = −B

4
+

π

4
, C3 = −C

4
+

3π

4
,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡.Ti¸p theo, d¹ d ng hùng minh �÷ñ ¡ k¸t qu£ sau �¥yM»nh �· 2.9. N¸u tam gi¡ ABC â ba gâ nhån (ho° vuæng t¤i C), th¼

A3, B3, C3 x¡ �ành nh÷ sau
A3 =

π

2
− A, B3 =

π

2
−B, C3 = π − C,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡ tò (ho° vuæng t¤i C3).M»nh �· 2.10. N¸u tam gi¡ ABC â gâ C tò (ho° vuæng), th¼ A3, B3,

C3 x¡ �ành nh÷ sau
A3 =

π

2
− A, B3 =

π

2
−B, C3 = π − C,�ng l  ba gâ õa mët tam gi¡ nhån (ho° vuæng t¤i C3).2.3.2 �p döngTø nhúng k¸t qu£ ð ph�n tr¶n ta th§y r¬ng, vîi ba gâ õa mët tamgi¡ ho tr÷î, â thº t¤o ra �÷ñ ba gâ õa mët tam gi¡ mîi v  do �ââ thº suy ra �÷ñ nhi·u h» thù l÷ñng gi¡ li¶n quan �¸n ¡ gâ õa tamgi¡ �â. Hìn núa, b¬ng ¡h phèi hñp nhúng ph÷ìng ph¡p kh¡ nhau, taán â thº t¤o ra �÷ñ nhi·u �¯ng thù v  b§t �¯ng thù l÷ñng gi¡ kh¡,væ òng phong phó.Sau �¥y l  mët v i v½ dö.
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49Gi£ sû r¬ng, ta �¢ hùng minh �÷ñ ¡ h» thù sau �¥y v  xem hóngl  nhúng h» thù "gè" ban ��u
sinA+ sinB + sinC ≤ 3

√
3

2
, (2.12)

cosA cosB cosC ≤ 1

8
(2.13)

0 < sinA sinB sinC ≤ 3
√
3

8
, (2.14)

sin 2A+ sin 2B + sin 2C = 4 sinA sinB sinC. (2.15)�p döng H» qu£ 2.1 v o (2.12), ta â
sin

(

π −A

2

)

+ sin

(

π − B

2

)

+ sin

(

π − C

2

)

≤ 3
√
3

2
.Nh÷ vªy, ta �¢ t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.1. cos

A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≤ 3

√
3

2
.�p döng H» qu£ 2.1 v o (2.13), ta â

cos

(

π −A

2

)

cos

(

π −B

2

)

cos

(

π − C

2

)

≤ 1

8
.Nh÷ vªy, ta �¢ t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.2. sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
≤ 1

8
.�p döng H» qu£ 2.1 v o (2.15), ta â

sin 2

(

π − A

2

)

+sin 2

(

π − B

2

)

+sin 2

(

π − C

2

)

= 4 sin
π − A

2
sin

π − B

2
sin

π − C

2hay
sin (π −A) + sin (π − B) + sin (π − C) = 4 sin

π −A

2
sin

π − B

2
sin

π − C

2
.Nh÷ vªy, ta �¢ t¤o �÷ñ �¯ng thù sau�¯ng thù 2.1. sinA+ sinB + sinC = 4cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
.
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50B¥y gií, �º s¡ng t¡ th¶m nhúng h» thù �a d¤ng hìn, ta ti¸p tö khaith¡ nhúng k¸t qu£ tr¶n, h¯ng h¤n tø B§t �¯ng thù 2.2 ta â
8 sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
≤ 1

⇔32 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
.cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
≤ 4cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2

⇔4

(

2 sin
A

2
cos

A

2

)(

2 sin
B

2
cos

B

2

)(

2 sin
C

2
cos

C

2

)

≤ 4cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2

⇔4 sinA sinB sinC ≤ 4cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
. (2.16)Nh÷ vªy, ta �¢ t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.3. sinA sinB sinC ≤ cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
.Bði (2.15) v  �¯ng thù 2.1, tø (2.16), ta â b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.4. sin 2A+ sin 2B + sin 2C ≤ sinA+ sinB + sinC.Ta ti¸p tö khai th¡ B§t �¯ng thù 2.4. Nhªn x²t r¬ng, n¸u tam gi¡

ABC l  tam gi¡ nhån th¼, ¡p döng H» qu£ 2.6 v o B§t �¯ng thù 2.4, taâ
sin 2 (π − 2A) + sin 2 (π − 2B) + sin 2 (π − 2C)

≤ sin (π − 2A) + sin (π − 2B) + sin (π − 2C)

⇔ − sin 4A− sin 4B − sin 4C ≤ sin 2A+ sin 2B + sin 2C.Nh÷ vªy, ta ti¸p tö t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.5.
sin 2A+ sin 2B + sin 2C + sin 4A+ sin 4B + sin 4C ≥ 0.B¥y gií, ¡p döng H» qu£ 2.9 v o B§t �¯ng thù 2.4, ta â

sin

(

2.
A

2

)

+ sin

(

2.
B

2

)

+ sin

(

2.
π + C

2

)

≤ sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

π + C

2
.
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51Ta t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.6. sinA+ sinB − sinC ≤ sin
A

2
+ sin

B

2
+ cos

C

2
.B¥y gií, gi£ sû tam gi¡ ABC â gâ C tò. �p döng H» qu£ 2.10 v oB§t �¯ng thù 2.1, ta â

cos
2A

2
+ cos

2B

2
+ cos

2C − π

2
≤ 3

√
3

2
.Ta t¤o �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.7. cosA+ cosB + sinC ≤ 3

√
3

2

(

C >
π

2

).Ti¸p theo, gi£ sû tam gi¡ ABC nhån (ho° vuæng t¤i C). �p döngM»nh �· 2.9 v o (2.14), ta â
0 < sin

(π

2
− A

)

sin
(π

2
− B

)

sin (π − C) ≤ 3
√
3

8
·Ta �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.8. 0 < cosA cosB sinC ≤ 3

√
3

8

(

C ≤ π

2

).B¥y gií, gi£ sû tam gi¡ ABC â gâ C tò (ho° vuæng). �p döng M»nh�· 2.10 v o (2.12), ta â
0 < sin

(π

2
−A

)

+ sin
(π

2
− B

)

+ sin (π − C) ≤ 3
√
3

2
·Ta �÷ñ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.9. 0 < cosA+ cosB + sinC ≤ 3

√
3

2

(

C ≥ π

2

).2.3.3 Ph²p huyºn �êi b£o to n ¤nh õa tam gi¡Hai b i to¡n sau �ng �¢ �÷ñ t i li»u [3℄ �· ªpB i to¡n 2.2. X¡ �ành ¡ °p sè α, β �º h m sè f (x) = αx + β âT½nh h§t 2.1. l  f (a), f (b), f (c) luæn lªp th nh �ë d i ¡ ¤nh õamët tam gi¡ ùng vîi måi tam gi¡ ABC ho tr÷î.Líi gi£i. �º f (a), f (b), f (c) l  �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡, tr÷îh¸t ta ph£i â
f (a) > 0, f (b) > 0, f (c) > 0, ∀∆ABC.
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52Suy ra
αa+ β > 0, αb+ β > 0, αc+ β > 0, ∀∆ABC. (2.17)Do �â α ≥ 0. Thªt vªy, n¸u α < 0, β tòy þ th¼ ta hån tam gi¡ ABCâ a �õ lîn. Khi �â, theo t½nh h§t õa nhà thù bª nh§t, ta �ng s³ nhªn�÷ñ αa + β < 0.Tr÷íng hñp khi �çng thíi x£y ra α = 0, β = 0 th¼ f (x) ≡ 0 khæng thäam¢n b i to¡n.Ng÷ñ l¤i, vîi α ≥ 0, β ≥ 0, α + β > 0 th¼ ta th§y f (a), f (b), f (c) l �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡, do a, b, c l  �ë d i ba ¤nh õa tamgi¡ ABC. Thªt vªy, ta â

f (a) + f (b) > f (c) , f (b) + f (c) > f (a) , f (c) + f (a) > f (b) ,tù l 






















αa + β + αb+ β > αc+ β

αb+ β + αc+ β > αa + β

αc + β + αa+ β > αb+ βhay






















α (a+ b) + β > αc

α (b+ c) + β > αa

α (c+ a) + β > αb.�i·u n y hiºn nhi¶n v¼ α ≥ 0, β ≥ 0, α + β > 0.Vªy vîi α ≥ 0, β ≥ 0, α+β > 0 th¼ h m sè f (x) = αx+β â t½nh h§tl  f (a), f (b), f (c) luæn lªp th nh �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡ ùngvîi måi tam gi¡ ABC ho tr÷î.B i to¡n 2.3. X¡ �ành ¡ °p sè α, β �º h m sè f (x) =
1

αx+ β
â t½nhh§t l  f (a), f (b), f (c) luæn lªp th nh �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡ùng vîi måi tam gi¡ ABC ho tr÷î.Líi gi£i. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta luæn gi£ thi¸t a ≥ b ≥ c.Nhªn x²t r¬ng, h m sè g (x) =

1

x
(ph²p nghàh �£o) khæng â t½nh h§t

g (a), g (b), g (c) l  �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡ ùng vîi måi tam gi¡
Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu             http://lrc.tnu.edu.vn/



53
ABC ho tr÷î. Thªt vªy, x²t tam gi¡ ¥n ABC â a = b = 2, c = 1, th¼ta â g (a) =

1

a
=

1

2
, g (b) = 1

b
=

1

2
, g (c) = 1

c
= 1.Khi �â

g (a) + g (b) =
1

2
+

1

2
= 1 = g (c) .�¸ f (a), f (b), f (c) l  �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡ ho tr÷î,tr÷î h¸t ta ph£i â

f (a) > 0, f (b) > 0, f (c) > 0, ∀∆ABC.Suy ra
1

αa+ β
> 0,

1

αb+ β
> 0,

1

αc+ β
> 0, ∀∆ABChay

αa+ β > 0, αb+ β > 0, αc+ β > 0, ∀∆ABC. (2.18)Tø (2.18), ta thu �÷ñ α ≥ 0. Thªt vªy, n¸u α < 0, β tòy þ ho tr÷î,th¼ ta hån tam gi¡ ABC â a �õ lîn. Khi �â, theo t½nh h§t õa nhà thùbª nh§t, ta s³ nhªn �÷ñ αa + β < 0.T÷ìng tü, �ng tø (2.18) suy ra β ≥ 0. Thªt vªy, n¸u β < 0 th¼ ta håntam gi¡ ABC â a �õ nhä. Khi �â, theo t½nh h§t õa nhà thù bª nh§t,ta �ng s³ nhªn �÷ñ αa+ β < 0.Tr÷íng hñp khi �çng thíi x£y ra α = 0, β = 0 th¼ f (x) khæng x¡ �ành.Vîi α = 0, β > 0, ta thu �÷ñ h m h¬ng d÷ìng f (x) =
1

β
n¶n f (a) =

f (b) = f (c) > 0 v  f (a), f (b), f (c) l  �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡�·u.Vîi α > 0, β = 0, th¼ f (x) =
1

αx
khæng thäa m¢n b i to¡n (do nhªnx²t tr¶n).X²t tr÷íng hñp α > 0, β > 0. Khi �â, vîi a ≥ b ≥ c, ta â

αa+ β ≥ αb+ β ≥ αc+ β > 0.Suy ra
1

αa+ β
≤ 1

αb+ β
≤ 1

αc+ βhay
f (a) ≤ f (b) ≤ f (c) .
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54Vªy ta �n x¡ �ành ¡ sè α > 0, β > 0 sao ho luæn â f (a) + f (b) >

f (c) ùng vîi måi tam gi¡ ABC thäa m¢n a ≥ b ≥ c hay
1

αa+ β
+

1

αb+ β
>

1

αc+ β
, ∀∆ABC : a ≥ b ≥ c. (2.19)X²t ¡ tam gi¡ ¥n ABC �çng d¤ng vîi tam gi¡ ¥n ¤nh 3, 3, 1,tù l  a = b = 3d, c = d vîi d > 0 tòy þ. Khi �â (2.19) â d¤ng

1

3dα + β
+

1

3dα+ β
>

1

dα+ β
, ∀d > 0.B§t �¯ng thù tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi

2

3dα + β
>

1

dα + β
, ∀d > 0hay

2dα+ 2β > 3dα+ β, ∀d > 0,tù l  β > dα, ∀d > 0. �i·u n y khæng x£y ra khi d �õ lîn.Vªy vîi α = 0, β > 0, th¼ h m sè
f (x) =

1

αx+ β
,(tù l  h m h¬ng, d÷ìng) â t½nh h§t f (a), f (b), f (c) l  �ë d i ¡ ¤nhõa mët tam gi¡, ùng vîi måi tam gi¡ ABC ho tr÷î.Tr¶n �¥y l  hai b i to¡n kh¡ têng qu¡t �º x¡ �ành mët sè h m sè ât½nh h§t f (a), f (b), f (c) l  �ë d i ¡ ¤nh õa mët tam gi¡, ùng vîimåi tam gi¡ ABC ho tr÷î.B¥y gií, ta �ng ti¸p tö t¼m ki¸m nhúng ¡p döng ö thº õa b i to¡ntr¶n v  x²t nhúng tr÷íng hñp kh¡ m  b i to¡n h÷a �· ªp.M»nh �· 2.11. N¸u a, b, c l  �ë d i ba ¤nh õa mët tam gi¡ th¼

1

a+ b
,

1

b+ c
,

1

c+ a�ng l  �ë d i ba ¤nh õa mët tam gi¡.Chùng minh. Tr÷î h¸t, ta hùng minh b§t �¯ng thù
1

a+ b
>

1

2 (b+ c).
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55Thªt vªy
b+ c > a ⇒ b+ 2c > a ⇒ 2b+ 2c > a+ b ⇒ 1

a+ b
>

1

2 (b+ c)
.T÷ìng tü, ta â

1

c+ a
>

1

2 (b+ c)
.Suy ra

1

a+ b
+

1

c+ a
>

1

b+ c
.Do �â, t÷ìng tü, ta â

1

b+ c
+

1

a+ b
>

1

c+ a
,

1

c+ a
+

1

b+ c
>

1

a+ b
.Suy ra �i·u ph£i hùng minh.M»nh �· 2.12. N¸u ha, hb, hc l  �ë d i ¡ �÷íng ao õa mët tam gi¡â ba ¤nh a, b, c, th¼ 1

ha

, 1

hb

, 1

hc

lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡ �çngd¤ng vîi tam gi¡ �¢ ho.Chùng minh. Ta â
2S =

a
(

1

ha

) =
b

(

1

hb

) =
c

(

1

hc

).

Suy ra 1

ha

, 1

hb

, 1

hc

lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡ �çng d¤ng vîitam gi¡ â ba ¤nh l  a, b, c, t¿ sè �çng d¤ng l  k =
1

2S
.M»nh �· 2.13. �ë d i ¡ trung tuy¸n ma, mb, mc lªp th nh ba ¤nh õamët tam gi¡.Chùng minh. Gi£ sû tam gi¡ ABC â ¡ trung tuy¸n AA1, BB1, CC1t nhau t¤i G. Qua C1 k´ �÷íng th¯ng song song vîi AA1, t BB1, BCt¤i E, Q. Qua C k´ �÷íng th¯ng song song vîi BB1, t C1Q t¤i P . Ta â

EG =
1

2
BG =

1

2
.
2

3
mb =

1

3
mb;
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56
EG

PC
=

C1G

C1C
=

1

3
⇔ EG =

1

3
PC.Suy ra PC = mb. Ta â

C1E

C1P
=

C1G

C1C
=

1

3
⇒ C1E =

1

3
C1P ;

C1E =
1

2
AG =

1

2
.
2

3
ma =

1

3
ma.Suy ra C1P = ma v  CC1 = mc. Tø �â tam gi¡ CC1P â ba ¤nh l 

ma, mb, mc (�pm).M»nh �· 2.14. N¸u a, b, c l  �ë d i ba ¤nh õa tam gi¡ A,B, C, thäam¢n min (A,B, C) ≥ π

12
, th¼ √ab, √bc, √ca �ng l  �ë d i ba ¤nh õamët tam gi¡.Chùng minh. Ta hùng minh b¬ng ph÷ìng ph¡p ph£n hùng. G¿a sû√

ab, √bc, √ca khæng thº l  �ë d i ba ¤nh õa mët tam gi¡. Khi �â taph£i â, h¯ng h¤n, b§t �¯ng thù sau
√
ab+

√
bc ≤

√
cahay

√

b

c
+

√

b

a
≤ 1. (2.20)Tø (2.20), suy ra min

(

√

b

c
,

√

b

a

)

≤ 1

2
, h¯ng h¤n √

b√
c
≤ 1

2
hay b

c
≤ 1

4
.Theo �ành l½ H m sè sin, suy ra sinB

sinC
≤ 1

4
hay

sinB ≤ 1

4
. (2.21)Ngo i ra, ta â

sin
π

12
=

√

√

√

√

1− cos
π

6
2

=

√

2−
√
3

2
>

1

4
.Tø �â ta â, gâ nhån α m  sinα =

1

4
th¼ 0 < α <

π

6
.
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57Bði (2.21), ta â sinB ≤ sinα. X²t hai kh£ n«ng â thº x£y ra, nh÷ sau- N¸u B ≤ α <
π

12
, th¼ �i·u n y væ l½, v¼ B ≥ min (A,B, C) ≥ π

12
.- N¸u B ≥ π − α, th¼ A v  C �·u nhä hìn π

12
. �i·u n y �ng væ lþ, v¼

min (A,B, C) ≥ π

12
.Vªy ta â �i·u ph£i hùng minh.2.3.4 �p döngTø B i to¡n 2.3, ta â thº s¡ng t¡ �÷ñ b i to¡n sau �¥y.B i to¡n 2.4. Chùng minh r¬ng khæng tçn t¤i tam gi¡ â ba ¤nh l 

1

a+ 1
,

1

b+ 1
,

1

c+ 1
,trong �â a, b, c l  ba ¤nh õa mët tam gi¡ (khæng ph£i l  tam gi¡ �·u)n o �â.Ti¸p theo l  mët ph÷ìng ph¡p �º s¡ng t¡ mët sè b i to¡n kh¡.Theo M»nh �· 2.12, ta â 1

ha

, 1

hb

, 1

hc

lªp th nh ba ¤nh õa mët tamgi¡. Do �â 1

hb

+
1

hc

>
1

ha

. Vªy n¸u ta hån ha, hb, hc sao ho 1

hb

+
1

hc

≤ 1

ha

,th¼ 1

ha

, 1

hb

, 1

hc

khæng thº lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡. Ch¯ng h¤n,hån
ha = 1, hb =

√
5, hc = 1 +

√
5,th¼

1

hb

+
1

hc

=

√
5

5
+

√
5− 1

4
=

9
√
5− 5

20
< 1 =

1

ha

.Tø �â, ta thu �÷ñ b i to¡n sauB i to¡n 2.5. Chùng minh r¬ng khæng tçn t¤i tam gi¡ â ba �÷íng aol 
ha = 1, hb =

√
5, hc = 1 +

√
5.Ta bi¸t r¬ng, n¸u a, b, c l  ba ¤nh õa mët tam gi¡, th¼

a2 + b2 + c2 < 2 (ab+ bc+ ca) . (2.22)
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58Thªt vªy, ta â a < b+ c ⇒ a2 < ab+ ca. T÷ìng tü, ta â b2 < bc+ ab,
c2 < ca+ bc.Suy ra �i·u ph£i hùng minh.Ngo i ra, ta â thº hùng minh �÷ñ r¬ng

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

=
1

r
, (2.23)vîi r l  b¡n k½nh �÷íng trán nëi ti¸p tam gi¡.Thªt vªy, ta â S = rp = r

(

a+ b+ c

2

)

.Suy ra
1

r
=

a+ b+ c

2S
=

a

2S
+

b

2S
+

c

2S
=

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

.V¼ 1

ha

, 1

hb

, 1

hc

lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡ (theo M»nh �· 2.12)n¶n tø (2.19) v  (2.20), ta â
1

h2
a

+
1

h2
b

+
1

h2
c

< 2

(

1

hahb

+
1

hbhc

+
1

hcha

)

.Vªy
1

r2
=

(

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

)2

< 4

(

1

hahb

+
1

hbhc

+
1

hcha

)

.Tâm l¤i, tø ¡ ph÷ìng ph¡p phèi hñp tr¶n �¥y, ta �¢ t¤o ra �÷ñ b§t�¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.10. 1

hahb

+
1

hbhc

+
1

hcha

>
1

4r2
.Hìn núa, phèi hñp ¡ m»nh �· v  ¡p döng ¡ æng thù tr¶n, ta s³thu �÷ñ nhi·u k¸t qu£ thó và. Ch¯ng h¤n, tø M»nh �· 2.13, bði (2.19), taâ b§t �¯ng thù sauB§t �¯ng thù 2.11. m2

a +m2
b +m2

c < 2 (mamb +mbmc +mcma).Mët ¡h phèi hñp kh¡, h¯ng h¤n, tø M»nh �· 2.12 ta bi¸t r¬ng 1

ha

,
1

hb

, 1

hc

lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡. Do �â, theo M»nh �· 2.11, taâ
1

1

ha

+
1

hb

,
1

1

hb

+
1

hc

,
1

1

hc

+
1

ha
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59hay
hahb

ha + hb

,
hbhc

hb + hc

,
hcha

hc + ha�ng lªp th nh ba ¤nh õa mët tam gi¡.Tø nhªn x²t tr¶n, ta thi¸t lªp �÷ñ b§t �¯ng thù sau �¥yB§t �¯ng thù 2.12. hahb

ha + hb

+
hbhc

hb + hc

>
hcha

hc + ha

.
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Ch÷ìng 3Mët sè lîp ph÷ìng tr¼nh v  b§tph÷ìng tr¼nh trong �¤i sè gi£i b¬ng¡ �çng nh§t thù
3.1 Gi£i v  bi»n luªn ph÷ìng tr¼nh bª baX²t ph÷ìng tr¼nh

ax3 + bx2 + cx + d = 0. (a 6= 0).B i to¡n 3.1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh
ax3 + bx2 + cx+ d = 0. (a 6= 0) (3.1)bi¸t x = x0 l  mët nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh.Líi gi£i. V¼ x = x0 l  mët nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh (3.1) n¶n ta â thºvi¸t (3.1) d÷îi d¤ng

ax3 + bx2 + cx + d = ax3
0 + bx2

0 + cx0 + d.Suy ra
(x− x0)[ax

2 + (ax0 + b)x+ ax2
0 + bx0 + c] = 0.X²t ph÷ìng tr¼nh

ax2 + (ax0 + b)x+ ax2
0 + bx0 + c = 0. (3.2)Ta â

∆ = (ax0 + b)2 − 4a(ax2
0 + bx0 + c).N¸u ∆ < 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.2) væ nghi»m, do �â ph÷ìng tr¼nh (3.1)â nghi»m duy nh§t l  x = x0.
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61N¸u ∆ ≥ 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.2) â hai nghi»m
x1,2 =

−(ax0 + b)±
√
∆

2a
.Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.1) â ba nghi»m l 

x0, x1,2 =
−(ax0 + b)±

√
∆

2a
.B i to¡n 3.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

4x3 − 3x = m, |m| ≤ 1. (3.3)Líi gi£i. �°t
m = cosα( hay m = cos(α± 2π)).V¼

cosα = 4 cos3
α

3
− 3 cos

α

3n¶n â thº vi¸t ph÷ìng tr¼nh (3.3) d÷îi d¤ng
4x3 − 3x = 4 cos3

α

3
− 3 cos

α

3
.Tø �â, ta nhªn �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

(x− cos
α

3
)[4x2 + 4x cos

α

3
+ 4 cos2

α

3
− 3] = 0

⇔









x− cos
α

3
= 0

4x2 + 4x cos
α

3
+ 4 cos2

α

3
− 3] = 0.Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.3) â ba nghi»m l 

x1 = cos
α

3
; x2,3 = cos

α± 2π

3
.B i to¡n 3.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

4x3 − 3x = m, |m| > 1. (3.4)Líi gi£i. Ta nhªn x²t r¬ng khi |x| 6 1 th¼ gi¡ trà tuy»t �èi õa biºu thùð v¸ tr¡i õa ph÷ìng tr¼nh khæng v÷ñt qu¡ 1 n¶n kh¡ m. V¼ vªy, ta â thº�°t
x =

1

2
(a+

1

a
), a 6= 0.
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62Khi �â, ta s³ hùng minh �÷ñ
4x3 − 3x =

1

2
(a3 +

1

a3
).Tø �â ta â ¡h gi£i �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (3.4) nh÷ sau.�°t

m =
1

2

(

a3 +
1

a3

)

.Suy ra
a =

3

√

m±
√
m2 − 1Vîi ¡h �°t m nh÷ tr¶n th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.4) â nghi»m duy nh§t

x =
1

2

(

a+
1

a

)

·Thªt vªy, gi£ sû ph÷ìng tr¼nh (3.4) â nghi»m x0 th¼ x0 6∈ [−1; 1]. Suy ra
|x0| > 1. Khi �â (3.4) â d¤ng

4x3 − 3x = 4x3
0 − 3x0hay

(x− x0)(4x
2 + 4xx0 + 4x2

0 − 3) = 0.X²t ph÷ìng tr¼nh
4x2 + 4xx0 + 4x2

0 − 3) = 0 (3.5)Ta â ∆
′

= 12− 12x2
0 < 0. Do �â ph÷ìng tr¼nh (3.5) væ nghi»m.Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.4) â mët nghi»m duy nh§t l 

x =
1

2
(

3

√

m+
√
m2 − 1 +

3

√

m−
√
m2 − 1).B i to¡n 3.4. Gi£i v  bi»n luªn ph÷ìng tr¼nh

4x3 + 3x = m, m ∈ R. (3.6)Líi gi£i. Ta â nhªn x²t r¬ng n¸u ph÷ìng tr¼nh (3.6) â nghi»m x = x0th¼ �â �ng h½nh l  nghi»m duy nh§t õa ph÷ìng tr¼nh.Thªt vªy, vîi x > x0 th¼
4x3 + 3x > 4x3

0 + 3x0 = mv  vîi x < x0 th¼
4x3 + 3x < 4x3

0 + 3x0 = m.
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63Do �â ph÷ìng tr¼nh (3.6) â khæng qu¡ mët nghi»m.�°t
x =

1

2
(a− 1

a
), a 6= 0.Ta d¹ d ng hùng minh �÷ñ

4x3 + 3x =
1

2
(a3 − 1

a3
)·Tø �â ta â ¡h gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.6) nh÷ sau.�°t

m =
1

2

(

a3 − 1

a3

)th¼
a =

3

√

m±
√
m2 + 1.Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.6) â nghi»m duy nh§t l 

x =
1

2
(a− 1

a
) =

1

2
(

3

√

m+
√
m2 + 1 +

3

√

m−
√
m2 + 1).B i to¡n 3.5. Gi£i v  bi»n luªn ph÷ìng tr¼nh

x3 + ax2 + bx+ c = 0. (3.7)Líi gi£i. Tr÷î h¸t ta â nhªn x²t r¬ng måi ph÷ìng tr¼nh bª ba d¤ngtêng qu¡t
a1x

3 + b1x
2 + c1x+ d1 = 0, (a1 6= 0)�·u �÷a �÷ñ v· d¤ng ph÷ìng tr¼nh (3.7) vîi

a =
b1
a1
, b =

c1
a1
, c =

d1
a1
.�°t x = y − a

3
ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh
(y − a

3
)3 + a(y − a

3
)2 + b(y − a

3
) + c = 0hay

y3 − py = q, (3.8)vîi p =
a3

3
− b; q =

−2a3

27
+

ab

3
− c.1) N¸u p = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.8) â nghi»m duy nh§t y = 3

√
q.
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642) N¸u p > 0 th¼ ta �÷a ph÷ìng tr¼nh (3.8) v· d¤ng b i to¡n 3.2 ho°b i to¡n 3.3 b¬ng ¡h �°t y = 2

√

p

3
t, khi �â ta �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4t3 − 3t = m, (3.9)vîi m =
3
√
3q

2p
√
p
.a) N¸u m = 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.9) â mët nghi»m �ìn t1 = 1 v  mëtnghi»m k²p t2 =

−1

2
.b) N¸u m = −1 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.9) â mët nghi»m �ìn t1 = −1 v mët nghi»m k²p t2 =
1

2
.) N¸u |m| < 1, th¼ ta �°t m = cosα. Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.9) â banghi»m
t1 = cos

α

3
, t2,3 = cos

α± 2π

3
·d) N¸u |m| > 1, th¼ ta �°t m =

1

2
(d3 +

1

d3
), trong �â

d3 = m±
√
m2 − 1.Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.9) â nghi»m duy nh§t

t =
1

2
(d+

1

d
) =

1

1
(

3

√

m+
√
m2 − 1 +

3

√

m+
√
m2 − 1).3) N¸u p < 0 th¼ �°t y = 2

√−p

3
t. Khi �â ta �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4t3 + 3t = m, (3.10)vîi
m =

−3
√
3q

2p
√−p

.�°t
m =

1

2
(d3 − 1

d3
)vîi

d3 = m±
√
m2 + 1.Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.10) â nghi»m duy nh§t l 

t =
1

2
(d− 1

d
) =

1

2
(

3

√

m+
√
m2 + 1 +

3

√

m−
√
m2 + 1).
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65Tø nghi»m t ta t½nh �÷ñ nghi»m y v  tø �â suy ra nghi»m x.Sau �¥y l  mët sè v½ dö v· gi£i ph÷ìng tr¼nh bª ba nh¬m minh håaho ¡ b i to¡n �¢ tr¼nh b y ð tr¶n.V½ dö 3.1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh
4x3 − 3x =

1

2
· (3.11)Líi gi£i. Ta â 1

2
= cos

π

3
· Theo æng thù nh¥n ba th¼

cos
π

3
= 4 cos3

π

9
− 3 cos

π

9
.Do �â ta â thº vi¸t ph÷ìng tr¼nh �¢ ho d÷îi d¤ng

4x3 − 3x = 4 cos3
π

9
− 3 cos

π

9
.

⇔ (x− cos
π

9
)(4x2 + 4x cos

π

9
+ 4 cos2

π

9
− 3) = 0

⇔









x− cos
π

9
= 0

4x2 + 4x cos
π

9
+ 4 cos2

π

9
− 3 = 0Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.11) â ba nghi»m l 

x1 = cos
π

9
, x2 = cos

5π

9
, x3 = cos

7π

9
.V½ dö 3.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

8x3 − 6x+
√
3 = 0 (3.12)Líi gi£i. Ta â

8x3 − 6x+
√
3 = 0 ⇔ 4x3 − 3x =

−
√
3

2
· (3.13)
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66�°t −
√
3

2
= cos

5π

6
. Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.13) �÷ñ vi¸t d÷îi d¤ng

4x3 − 3x = 4 cos3
5π

18
− 3 cos

5π

18

⇔
(

x− cos
5π

18

)(

4x2 + 4x cos
5π

18
+ 4 cos2

5π

18
− 3

)

= 0

⇔











x = cos
5π

18
,

4x2 + 4x cos
5π

18
+ 4 cos2

5π

18
− 3 = 0.Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.12) â ba nghi»m l 

x1 = cos
5π

18
, x2 = cos

17π

18
, x3 = cos

7π

18
.V½ dö 3.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

8x3 + 24x2 + 6x− 10− 3
√
6 = 0 (3.14)Líi gi£i. Ph÷ìng tr¼nh (3.14) t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh sau

x3 + 3x2 +
3

4
x− 10 + 3

√
6

8
= 0.�°t x = y − 1, ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

y3 − 9

4
y − 3

√
6

8
= 0.L¤i �°t y = t

√
3 ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4t3 − 3t =

√
2

2
.Ph÷ìng tr¼nh n y â ¡ nghi»m l 

t1 = cos
π

12
, t2 = cos

3π

4
, t3 = cos

7π

12
.Trð l¤i vîi ©n x th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.14) â ¡ nghi»m l 

x1 =
√
3 cos

π

12
− 1, x2 =

√
3 cos

3π

4
− 1, x3 =

√
3 cos

7π

12
− 1.
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67V½ dö 3.4. Gi£i ph÷ìng tr¼nh
x3 + 3x2 − 6x+ 3 = 0 (3.15)Líi gi£i. �°t x = y − 1, ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh
y3 − 9y + 11 = 0. (3.16)L¤i �°t y = 2

√
3t ta �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4t3 − 3t =
−11

6
√
3

(3.17)V¼ ∣∣∣
∣

−11

6
√
3

∣

∣

∣

∣

> 1 n¶n ta gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.17) nh÷ b i to¡n 3.3. Do �âph÷ìng tr¼nh (3.17) â mët nghi»m l 
t =

1

2





3

√

−11 +
√
13

6
√
3

+
3

√

−11−
√
13

6
√
3



 ·Suy ra ph÷ìng tr¼nh (3.16) â mët nghi»m l 
y = 2

√
3
1

2





3

√

−11 +
√
13

6
√
3

+
3

√

−11−
√
13

6
√
3



 =
3

√

−11 +
√
13

2
+

3

√

−11−
√
13

2
·Trð l¤i vîi ©n x th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.15) â mët nghi»m l 

x =
3

√

−11 +
√
13

2
+

3

√

−11−
√
13

2
− 1.V½ dö 3.5. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

x3 − 9x2 + 36x− 68 = 0. (3.18)Líi gi£i. �°t x = y + 3, ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh
y3 + 9y − 14 = 0. (3.19)L¤i �°t y = 2

√
3t, ta â ph÷ìng tr¼nh

4t3 + 3t =
7

3
√
3
. (3.20)
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68Gi£i nh÷ b i to¡n 3.4 th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.20) â mët nghi»m l 
t =

1

2





3

√

7 +
√
76

3
√
3

+
3

√

7−
√
76

3
√
3



 .Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.19) â mët nghi»m l 
y =

3

√

7 +
√
76 +

3

√

7−
√
76.Vªy ph÷ìng tr¼nh (3.18) â mët nghi»m l 

x =
3

√

7 +
√
76 +

3

√

7−
√
76 + 3.� Ch÷ìng I ta �¢ hùng minh �÷ñ ¡ �çng nh§t thù sau

cos
π

5
+ cos

3π

5
=

1

2
· (3.21)

cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
=

1

2
· (3.22)

cos 5α = 16 cos5 α− 20 cos3 α+ 5 cosα· (3.23)
cos

π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
· (3.24)

cos
π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
· (3.25)Tø (3.21) dòng æng thù nh¥n ba ta suy ra �çng nh§t thù

4 cos3
π

5
− 2 cos

π

5
− 1

2
= 0.Do �â ta s³ â b i to¡n sauB i to¡n 3.6. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

8t3 − 4t− 1 = 0.Ph÷ìng tr¼nh n y â 3 nghi»m l : t = cos
π

5
, t = cos

3π

5
, t = cos

2π

3
· Tø �¥yta �ng t½nh �÷ñ

cos
π

5
=

√
5 + 1

4
·Vîi cos π

5
=

√
5 + 1

4
ta suy ra

4 cos3
π

15
− 3 cos

π

15
=

√
5 + 1

4
·Nh÷ vªy ta s³ â ph÷ìng tr¼nh sau.
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69B i to¡n 3.7. Gi£i ph÷ìng tr¼nh
16x3 − 12x =

√
5 + 1.Tø (3.22) dòng æng thù nh¥n �æi v  æng thù nh¥n ba ta suy ra �çngnh§t thù

4 cos3
π

7
− 2 cos2

π

7
− 2 cos

π

7
+

1

2
= 0.Bði vªy ta ti¸p tö â b i to¡n sau.B i to¡n 3.8. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

8t3 − 4t2 − 4t+ 1 = 0.Ph÷ìng tr¼nh â 3 nghi»m l  t = cos
π

7
, t = − cos

2π

7
, t = cos

3π

7
·B i to¡n 3.9. Chùng minh tan2 200, tan2 400, tan2 800 l  ¡ nghi»m õaph÷ìng tr¼nh

x3 − 33x2 + 27x− 3 = 0.Líi gi£i. Ta â
tan 3α =

3 tanα− tan3 α

1− 3 tan2 α
· (3.26)Vîi α = 200 th¼

(3.26) ⇒ tan 600 =
3 tan 200 − tan3 200

1− 3 tan2 200

⇒
√
3(1− 3 tan2 200) = 3 tan 200 − tan3 200

⇒ 3(1− 3 tan2 200)2 = (3 tan 200 − tan3 200)2

⇒ tan6 200 − 33 tan4 200 + 27 tan2 200 − 3 = 0.Vªy tan2 200 l  nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh
x3 − 33x2 + 27x− 3 = 0.L m t÷ìng tü b¬ng ¡h thay α = 400, α = 800 v o (3.26) ta �÷ñ

tan2 400, tan2 800 �ng l  nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh
x3 − 33x2 + 27x− 3 = 0.Ngo i ¡ ph÷ìng tr¼nh bª ba ta �ng â thº x¥y düng �÷ñ ¡ ph÷ìngtr¼nh bª ao hìn tø ¡ �çng nh§t thù l÷ñng gi¡. Ch¯ng h¤n tø �çngnh§t thù (3.23)

cos 5α = 16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα.
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70Vîi ¡ gi¡ trà
α = 50, α = 770, α = 1490, α = 2210, α = 2930th¼ cos 5α �·u b¬ng cos 250. Do �â cos 50, cos 770, cos 1490, cos 2210, cos 2930l  ¡ nghi»m õa �a thù

f(x) = 16x5 − 20x3 + 5x− cos 250.Do �â ta â b i to¡n sau.B i to¡n 3.10. Gi£i ph÷ìng tr¼nh
16x5 − 20x3 + 5x− cos 250 = 0.Tø �çng nh§t thù (3.24) ta suy ra �çng nh§t thù

16 cos5
π

7
− 16 cos3

π

7
+ 3 cos

π

7
− 1

2
= 0.Bði vªy ta â ph÷ìng tr¼nh sau.B i to¡n 3.11. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

32t5 − 32t3 + 6t− 1 = 0.Ph÷ìng tr¼nh n y â 5 nghi»m l 
t1 = cos

π

7
, t2 = cos

3π

7
, t3 = cos

5π

7
, t4 = − cos

π

5
, t5 = cos

2π

5
·Tø �çng nh§t thù (3.25) ta suy ra �çng nh§t thù

64 cos7
π

9
− 96 cos5

π

9
+ 40 cos3

π

9
− 4 cos

π

9
− 1

2
= 0.Do �â ta ti¸p tö t¤o ra ph÷ìng tr¼nh sau.B i to¡n 3.12. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh

64x7 − 96x5 + 40x3 − 4x− 1

2
= 0,â nghi»m l 

x = cos
π

9
, x = cos

3π

9
, x = cos

5π

9
, x = cos

7π

9
·
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71B i to¡n 3.13. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh
16x5 − 20x3 + 5x+ 2 = 0â nghi»m duy nh§t. T¼m nghi»m �â.Líi gi£i.1) X²t x ∈ [−1; 1]. �°t x = cosα, α ∈ [0; π], ph÷ìng tr¼nh �¢ ho trðth nh ph÷ìng tr¼nh

16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα + 2 = 0

⇔ cos 5α + 2 = 0 (ph÷ìng tr¼nh væ nghi»m).2) X²t x /∈ [−1; 1] ⇔ |x| > 1.Khi �â tçn t¤i duy nh§t gi¡ trà a ∈ R, |a| > 1 m  x =
1

2

(

a+
1

a

). Gi¡trà a �â l  x−
√
x2 − 1 n¸u x < −1; l  x+

√
x2 − 1 n¸u x > 1.Ló �â ph÷ìng tr¼nh �¢ ho t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh

1

2

(

a5 +
1

a5

)

+ 2 = 0.�°t t = a5 ta s³ â a5 = −2−
√
3.Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â nghi»m thü duy nh§t l 

x =
5
√

−2−
√
3 +

5
√

−2 +
√
3

2
·3.2 Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh �¤i sèB i to¡n 3.14. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau



















x+ y + z = 0

xy + yz + zx =
−3

4

xyz =
1

8Líi gi£i. �p döng �ành l½ Vieta v· nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh bª ba, taâ x, y, z l  nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh
t3 − 3

4
t− 1

8
= 0 ⇔ 4t3 − 3t =

1

2
.
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72�¥y l  ph÷ìng tr¼nh �¢ �÷ñ gi£i ð v½ dö (3.3), ph÷ìng tr¼nh n y â banghi»m l 
t1 = cos

π

9
, t2 = cos

5π

9
, t3 = cos

7π

9
.Do �â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â s¡u nghi»m l 



























x = cos
π

9
,

y = cos
5π

9
,

z = cos
7π

9



























x = cos
5π

9
,

y = cos
7π

9
,

z = cos
π

9
,



























x = cos
7π

9
,

y = cos
π

9
,

z = cos
5π

9
,



























x = cos
π

9
,

y = cos
7π

9
,

z = cos
5π

9
,



























x = cos
5π

9
,

y = cos
π

9
,

z = cos
7π

9
,



























x = cos
7π

9
,

y = cos
5π

9
,

z = cos
π

9
.B i to¡n 3.15. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau

{

4x3 = y + 1
y3 + y − 27x3 = 27x2 + 12x+ 2Líi gi£i. Ta â ph÷ìng tr¼nh

y3 + y − 27x3 = 27x2 + 12x+ 2 ⇔ y3 + y = (3x+ 1)3 + 3x+ 1.X²t h m sè f(t) = t3 + t.Ta â f
′

(t) = 3t2 + 1 > 0 vîi ∀t ∈ R n¶n h m f(t) l  h m �ìn �i»u t«ngtr¶n R. Tø ph÷ìng tr¼nh
f(y) = f(3x+ 1) ⇔ y = 3x+ 1,ta thu �÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4x3 − 3x = 2.Ph÷ìng tr¼nh n y â nghi»m duy nh§t l 
x =

1

2
(

3

√

2 +
√
3 +

3

√

2−
√
3).Suy ra

y =
3

2
(

3

√

2 +
√
3 +

3

√

2−
√
3) + 1.
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73Vªy h» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â nghi»m duy nh§t l 










x =
1

2

(

3

√

2 +
√
3 +

3

√

2−
√
3
)

y =
3

2

(

3
√

2 +
√
3 +

3
√

2−
√
3
)

+ 1.B i to¡n 3.16. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau










x3 + 3x = y + 5
√
3

y3 + 3y = z + 5
√
3

z3 + 3z = x+ 5
√
3Líi gi£i. X²t h m sè f(t) = t3 + 3t− 5

√
3.Ta â

f
′

(t) = 3t2 + 3 > 0, ∀t ∈ RVªy h m sè f(t) �çng bi¸n tr¶n R. Ta vi¸t l¤i h» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho nh÷sau






f(x) = y
f(y) = z
f(z) = xKhæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû x = min{x, y, z}. Ló �â

x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y) ⇒ y ≤ z ⇒ f(y) ≤ f(z) ⇒ z ≤ xhay
x ≤ y ≤ z ≤ x ⇒ x = y = z.Vîi x = y = z, x²t ph÷ìng tr¼nh: x3 + 2x = 5

√
3. �°t x = 2

√

2

3
t, ta thu�÷ñ ph÷ìng tr¼nh

4t3 + 3t =
45

4
√
2
.�¥y l  ph÷ìng tr¼nh bª ba �¢ n¶u ¡h gi£i, ph÷ìng tr¼nh n y â nghi»mduy nh§t l 

t =
1

2





3

√

45 +
√
2057

4
√
2

+
3

√

45−
√
2057

4
√
2



 ·Suy ra
x =

1√
3





3

√

45 +
√
2057

2
+

3

√

45−
√
2057

2



 ·
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74Vªy h» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â nghi»m duy nh§t l  (x, y, z) vîi
x = y = z =

1√
3





3

√

45 +
√
2057

2
+

3

√

45−
√
2057

2



 ·B i to¡n 3.17. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
{

x
√
1− y2 + y

√
1− x2 = 1

(1− x)(1 + y) = 2.Líi gi£i. �i·u ki»n õa b i to¡n l 
{

1− x2 ≥ 0
1− y2 ≥ 0

⇔
{

|x| ≤ 1
|y| ≤ 1.�°t x = cosα, y = cos β vîi α, β ∈ [0; π], khi �â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ hot÷ìng �÷ìng vîi h» sau

{

cosα sin β + cos β sinα = 1
(1− cosα)(1 + cos β) = 2

⇔
{

α + β =
π

2
sinα− cosα− sinα cosα− 1 = 0.�°t t = sinα− cosα, |t| ≤

√
2 suy ra sinα cosα =

1− t2

2
· Khi �â ta â

t− 1− t2

2
− 1 = 0 ⇔ t2 + 2t− 3 = 0 ⇔ t = 1.Vîi t = 1, ta â

√
2 sin(α− π

4
) = 1 ⇒ α =

π

2
⇒ β = 0 ⇒ x = 0, y = 1.Vªy h» �¢ ho â mët nghi»m l  {x = 0

y = 1.B i to¡n 3.18. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
{√

2(x− y)(1 + 4xy) =
√
3

x2 + y2 = 1
(3.27)Líi gi£i. Do x2 + y2 = 1 ⇒ x, y ∈ [−1; 1]. �°t x = sinα, y = cosα vîi

α ∈ [0; 2π]. Khi �â ph÷ìng tr¼nh thù nh§t õa (3.27) t÷ìng �÷ìng vîi
√
2(sinα− cosα)(1 + 2 sin 2α) =

√
3

⇔
√
2.
√
2 sin

(

α− π

4

)

· 2 ·
(

sin 2α+
1

2

)

=
√
3

⇔4 sin
(

α− π

4

) (

sin 2α+ sin
π

6

)

=
√
3

⇔8 sin
(

α− π

4

)

sin
(

α− π

12

)

cos
(

α− π

12

)

=
√
3
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⇔4 cos

(

α+
π

12

) [

cos
π

3
− cos

(

2α− π

6

)]

=
√
3

⇔2 cos
(

α− π

12

)

− 4 cos
(

α− π

12

)

cos
(

2α− π

6

)

=
√
3

⇔2 cos
(

α− π

12

)

− 2
[

cos
(

3α− π

4

)

+ cos
(

α− π

12

)]

=
√
3

⇔− 2 cos
(

3α− π

4

)

=
√
3

⇔ cos
(

3α− π

4

)

=
−
√
3

2
·Suy ra

[

α = −350 + k1200

α = 650 + k1200
(k ∈ R).Tø �â suy ra h» â 6 nghi»m: (x, y) = {(sin 650, cos 650), (− sin 350, cos 350),

(sin 850, cos 850), (− sin 50,− cos 50), (− sin 250,− cos 250), (sin 3050, cos 3050)}.B i to¡n 3.19. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh






x− 3z2x− 3z + z3 = 0
y − 3x2y − 3x+ x3 = 0
z − 3y2z − 3y + y3 = 0Líi gi£i. Ta vi¸t l¤i h» ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng






x(1− 3z2) = 3z − z3

y(1− 3x2) = 3x− x3

z(1− 3y2) = 3y − y3.
(3.28)Tø �â, d¹ th§y n¸u (x, y, z) l  nghi»m õa ph÷ìng tr¼nh �¢ ho th¼ ph£i â

x, y, z 6= ± 1√
3
. Bði th¸ h» (3.28) t÷ìng �÷ìng vîi h»































x =
3z − z3

1− 3z2

y =
3x− x3

1− 3x2

z =
3y − y3

1− 3y2
·

(3.29)
�°t x = tanα vîi

α ∈
(−π

2
;
π

2

)

, (3.30)v  sao ho
tanα, tan 3α, tan 9α 6= ± 1√

3
· (3.31)
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76Khi �â tø ¡ ph÷ìng tr¼nh õa h» (3.29) s³ â: y = tan 3α, z = tan 9α,
x = tan 27α.Tø �¥y d¹ d ng suy ra (x, y, z) l  nghi»m õa (3.29) khi v  h¿ khi
y = tan 3α, z = tan 9α, x = tan 27α vîi α �÷ñ x¡ �ành bði (3.30), (3.31)v 

tanα = tan 27α. (3.32)L¤i â (3.32)⇔ 26α = kπ (k ∈ Z).V¼ th¸ α thäa m¢n �çng thíi (3.30) v  (3.32) khi v  h¿ khi α =
kπ

26
vîi knguy¶n thäa m¢n: −12 ≤ k ≤ 12. D¹ d ng kiºm tra �÷ñ r¬ng, t§t £ ¡gi¡ trà α �÷ñ x¡ �ành nh÷ vøa n¶u �·u thäa m¢n (3.31). Vªy tâm l¤i h»ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â t§t £ 25 nghi»m, �â l 

(

x = tan
kπ

26
, y = tan

3kπ

26
, z = tan

9kπ

26

)

, k = 0,±1, . . . ,±12.B i to¡n 3.20. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh






3

(

x+
1

x

)

= 4

(

y +
1

y

)

= 5

(

z +
1

z

)

xy + yz + zx = 1Líi gi£i. Nhªn x²t: xyz 6= 0; x, y, z òng d§u. N¸u (x, y, z) l  mët nghi»mõa h» th¼ (−x,−y,−z) �ng l  nghi»m õa h», n¶n hóng ta s³ t¼m nghi»m
x, y, z d÷ìng.�°t x = tanα, y = tanβ, z = tan γ (0 < α, β, γ < 900). Khi �â ta â h»ph÷ìng tr¼nh






3

(

tanα +
1

tanα

)

= 4

(

tanβ +
1

tanβ

)

= 5

(

tan γ +
1

tan γ

)

tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = 1.
(3.33)Bi¸n �êi ph÷ìng tr¼nh thù nh§t õa h» (3.33), ta �÷ñ

3

(

1 + tan2 α

tanα

)

= 4

(

1 + tan2 β

tanβ

)

= 5

(

1 + tan2 γ

tan γ

)

⇔ 3

sin 2α
=

4

sin 2β
=

5

sin 2γ
·
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77Tø ph÷ìng tr¼nh thù hai õa h» (3.33), suy ra
tan γ(tanα + tanβ) = 1− tanβ tanα

⇒ cot γ =
tanα + tanβ

1− tanβ tanα
= tan(α+ β).Suy ra

tan
(π

2
− γ

)

= tan(α+ β) ⇔ α + β + γ =
π

2
·Do











3

sin 2α
=

4

sin 2β
=

5

sin 2γ

0 < α, β, γ <
π

2
;α+ β + γ =

π

2n¶n 2α, 2β, 2γ l  ¡ gâ õa mët tam gi¡ â sè �o ba ¤nh l  3, 4, 5. Dotam gi¡ â ba ¤nh 3, 4, 5 l  tam gi¡ vuæng n¶n 2γ = 900 suy ra γ = 450suy ra z = tan γ = 1. Ta â
tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
=

3

4
⇔ 2x

1− x2
=

3

4
⇒ x =

1

3
·

tan 2β =
2 tanβ

1− tan2 β
=

4

3
⇔ 2y

1− y2
=

4

3
⇒ y =

1

2
·B i to¡n 3.21. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau â nghi»m

{|x|+ |y| = 1
x2 + y2 = m.Líi gi£i. Tø ph÷ìng tr¼nh thù nh§t õa h» ta â |x| ≤ 1, |y| ≤ 1. Do �âta â thº �°t

|x| = sin2 t, |y| = cos2 t.Khi �â ph÷ìng tr¼nh thù nh§t õa h» trð th nh
sin2 t+ cos2 t = 1 ( luæn �óng vîi måi t ∈ R).Tø �â ta â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho t÷ìng �÷ìng vîi

sin4 t+ cos4 t = m

⇔(sin2 t+ cos2 t)2 − 2 sin2 t cos2 t = m

⇔1− 1

2
sin2 2t = m

⇔ cos 4t = 4m− 3.
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78H» ph÷ìng tr¼nh �¢ ho â nghi»m khi v  h¿ khi ph÷ìng tr¼nh
cos 4t = 4m− 3â nghi»m. Suy ra
− 1 ≤ 4m− 3 ≤ 1

⇔1

2
≤ m ≤ 1.B i to¡n 3.22. T¼m a �º h» sau â nghi»m duy nh§t

{

x2 + y2 + 2x = 1
x− y + a ≤ 0.Líi gi£i. Ta â

x2 + y2 + 2x = 1 ⇔ (x+ 1)2 + y2 = 2.Do �â ta �°t
{

x+ 1 =
√
2 sinα

y =
√
2 cosα,vîi α ∈ [0; 2π]. Khi �â

x− y + a =
√
2(sinα− cosα)− 1 + a = 2 sin

(

α− π

4

)

+ a− 1.�º h» â nghi»m duy nh§t th¼
2 sin

(

α− π

4

)

+ a− 1 ≤ 0â nghi»m duy nh§t. Suy ra
−1 =

1− a

2
⇔ a = 3 ( V¼ − 1 ≤ sin

(

α− π

4

)

≤ 1− a

2
).Vªy khi a = 3 th¼ h» �¢ ho â nghi»m duy nh§t.3.3 Mët sè d¤ng b§t �¯ng thù �¤i sè gi£i b¬ng bi¸n�êi l÷ñng gi¡Khi gi£i ¡ b i to¡n v· hùng minh b§t �¯ng thù �¤i sè, trong mët sètr÷íng hñp ta â thº huyºn hóng th nh ¡ b i to¡n l÷ñng gi¡ �º gi£i.
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79Vi» lüa hån ph÷ìng ph¡p bi¸n �êi l÷ñng gi¡ n o ho b i to¡n �÷ñx¡ �ành thæng qua ¡ d§u hi»u �° bi»t õa ¡ bi¸n â m°t trong b ito¡n v  ¡ d§u hi»u �â l¤i �÷ñ x¡ �ành thæng qua mi·n gi¡ trà òngvîi ¡ æng thù l÷ñng gi¡ thæng th÷íng. Ch¯ng h¤n n¸u �i·u ki»n r ngbuë giúa ¡ ©n �÷ñ qui v· d¤ng x2 + y2 = a2(a > 0), th¼ ta â thº �°t
x = a sinα, y = a cosα ho° n¸u â x + y + z = xyz, th¼ ta â thº �°t
x = tanα, y = tanβ, z = tan γ vîi α + β + γ = kπ...Sau khi �°t ©n phö ta qui b i to¡n ban ��u v· b i to¡n l÷ñng gi¡. Gi£ib i to¡n l÷ñng gi¡, tø k¸t qu£ �â ta â k¸t qu£ õa b i to¡n hùng minhb§t �¯ng thù �¤i sè.B i to¡n 3.23. Cho x2 + y2 − 2x− 4y + 4 = 0. Chùng minh r¬ng

x2 − y2 + 2
√
3xy − 2(1 + 2

√
3)x+ (4− 2

√
3)y − 3 + 4

√
3 ≤ 2.Líi gi£i. Tø �i·u ki»n x2 + y2 − 2x− 4y + 4 = 0, suy ra

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 1.�°t x− 1 = sinα, y − 2 = cosα, khi �â
∣

∣

∣x2 − y2 + 2
√
3xy − 2(1 + 2

√
3)x +(4− 2

√
3)y − 3 + 4

√
3
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣sin2 α− cos2 α + 2
√
3 sinα cosα

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

√
3 sinα− cos 2α

∣

∣

∣

= 2
∣

∣

∣sin(2α− π

6
)
∣

∣

∣ ≤ 2.Vªy b i to¡n �÷ñ hùng minh.B i to¡n 3.24. Cho a > 0, b > 0 v  a+ b = 1. Chùng minh r¬ng
a)ab ≤ 1

4

b)
2

3
≤ a

b+ 1
+

b

a+ 1
≤ 1.D§u "=" x£y ra khi n o?Líi gi£i. Tø gi£ thi¸t a > 0, b > 0 v  a + b = 1, suy ra tçn t¤i gâ αthuë [0; π] sao ho

{

a = cos2 α
b = sin2 α
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80a) Ta â ab = sin2 α cos2 α =
1

4
sin22α ≤ 1

4
, ta â �i·u ph£i hùng minh.D§u "=" x£y ra khi

sin2 2α = 1 ⇔









α =
π

4

α =
3π

4
,tù l 

a = b =
1

2
·b) Ta â

a

b+ 1
+

b

a+ 1
=

cos2 α

1 + sin2 α
+

sin2 α

1 + cos2α

=
cos4 α+ cos2 α + sin4 α + sin2 α

(1 + sin2 α)(1 + cos2 α)

=
2− 2 sin2 α cos2 α

2 + sin2 α cos2 α
≤ 1, ∀α ∈ [0; π]D§u "=" x£y ra khi v  h¿ khi sinα cosα = 0 tù l  a = 1, b = 0, ho°

a = 0, b = 1.L¤i â
a

b+ 1
+

b

a+ 1
− 2

3
=

2− 1

2
sin2 2α

2 +
1

4
sin2 2α

− 2

3

=
2(1− sin2 2α)

3(2 +
1

4
sin2 2α)

≥ 0, ∀α ∈ [0; π].D§u "=" x£y ra khi
sin22α = 1 ⇔









α =
π

4

α =
3π

4
,hay

a = b =
1

2
·
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81Vªy
a

b+ 1
+

b

a+ 1
≥ 2

3
.D§u "=" x£y ra khi a = b =

1

2
·B i to¡n 3.25. Cho a, b, x, y > 0 thäa m¢n �i·u ki»n
a

x
+

b

y
= 1.Chùng minh r¬ng

x+ y > (
√
a+

√
b)2.Líi gi£i. V¼ a, b, x, y > 0 v  a

x
+

b

y
= 1 n¶n tçn t¤i α ∈

(

0;
π

2

) sao ho














a

x
= cos2 α

b

y
= sin2 αSuy ra











x =
a

cos2 α

y =
b

sin2 α

v  x

y
=

a

b
tan2 α.Ta â

x+ y =
a

cos2 α
+

b

sin2 α

= a(1 + tan2 α) + b(1 + cot2 α)

= a+ b+ a tan2 α + b cot2 α

≥ a+ b+ 2
√
ab cot2 α tan2 αhay x+ y > (

√
a+

√
b)2.D§u "=" x£y ra khi

a tan2 α = b cot2 α =
b

tan2 α

⇔ tan4 α =
b

a
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⇔ tan2 α =

√

b

a

⇔ x

y
· b
a
=

√

b

a

⇔ x

y
=

√

a

b
·B i to¡n 3.26. Chùng minh r¬ng vîi måi sè tü nhi¶n n ≥ 2 v  vîi måi ata â

−(1 + a2)n ≤ (2a)n + (1− a2)n ≤ (1 + a2)n.Líi gi£i. B§t �¯ng thù �n hùng minh t÷ìng �÷ìng vîi
−1 ≤ (

2a

1 + a2
)n + (

1− a2

1 + a2
)n ≤ 1.�°t a = tan

α

2
vîi −π < α < π, ta â

2a

1 + a2
= sinα;

1− a2

1 + a2
= cosα.Khi �â b§t �¯ng thù �n hùng minh â d¤ng

−1 ≤ sinn α + cosn α ≤ 1.Thªt vªy, ta â
−1 ≤ sinα ≤ 1 ⇒ − sin2 α ≤ sinn α ≤ sin2 α, vîi ∀n ≥ 2.T÷ìng tü
−1 ≤ cosα ≤ 1 ⇒ − cos2 α ≤ cosn α ≤ cos2 α, vîi ∀n ≥ 2.Do �â −1 ≤ sinn α + cosn α ≤ 1, b i to¡n �÷ñ hùng minh.B i to¡n 3.27. Chùng minh r¬ng vîi måi x, y ta â

−1

4
≤ (x2 − y2)(1− x2y2)

(1 + x2)2(1 + y2)2
≤ 1

4
·Líi gi£i. �°t x = tanα, y = tanβ vîi −π

2
< α, β <

π

2
· Khi �â, b§t �¯ngthù �n hùng minh â d¤ng

−1

4
≤ (tan2 α− tan2 β)(1− tan2 α tan2 β)

(1 + tan2 α)2(1 + tan2 β)2
≤ 1

4
·
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83Thªt vªy �°t
A =

(tan2 α− tan2 β)(1− tan2 α tan2 β)

(1 + tan2 α)2(1 + tan2 β)2
·Ta â

A =

sin2 α cos2 β − sin2 β cos2 α

cos2 α cos2 β
· cos

2 α cos2 β − sin2 α sin2 β

cos2 α cos2 β
1

cos4 α cos4 β
= sin(α− β) sin(α+ β) cos(α+ β) cos(α− β)

=
1

4
sin[2(α− β)] sin[2(α+ β)].Do �â
−1

4
≤ (tan2 α− tan2 β)(1− tan2 α tan2 β)

(1 + tan2 α)2(1 + tan2 β)2
≤ 1

4
·

A =
1

4
khi v  h¿ khiho° {sin[2(α− β)] = 1

sin[2(α+ β)] = 1
ho° {sin[2(α− β)] = −1

sin[2(α+ β)] = −1.Ch¯ng h¤n










2(α− β) =
π

2

2(α+ β) =
π

2

ho° 




2(α− β) = −π

2

2(α+ β) = −π

2
,hay α = ±π

4
, β = 0 tù l  x = ±1, y = 0.

A = −1

4
khi v  h¿ khiho° {sin[2(α− β)] = 1

sin[2(α+ β)] = −1
ho° {sin[2(α− β)] = −1

sin[2(α+ β)] = 1Ch¯ng h¤n α = 0, β = ±π

4
tù l  x = 0, y = ±1.B i to¡n 3.28. Cho ¡ sè x, y, z thäa m¢n 0 < x, y, z < 1 v 
xy + yz + zx = 1.
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84Chùng minh r¬ng
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
≥ 3

√
3

2
·Líi gi£i. �°t

A =
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
·V¼ 0 < x, y, z < 1 n¶n â thº hån �÷ñ α, β, γ sao ho

x = tanα, y = tanβ, z = tan γ vîi 0 < α, β, γ <
π

4
·Ta â

xy + yz + zx = 1 ⇔ tanα tanβ + tanβ tan γ + tan γ tanα = 1

⇔ tanβ(tanα + tan γ) = 1− tanα tan γ.V¼ 0 < α, β, γ <
π

4
n¶n tanα, tanβ, tanγ > 0 suy ra

tanβ(tanα + tan γ) > 0 ⇒ 1− tanα tan γ 6= 0.Do �â
tanβ(

tanα + tan γ

1− tanα tan γ
) = 1 ⇔ tanβ tan(α+ γ) = 1(� �¥y tan(α+γ) ho n to n x¡ �ành v¼ 0 < α, γ <

π

4
n¶n 0 < α+γ <

π

2
)Tø tanβ tan(α+ γ) = 1, suy ra

sin β sin(α + γ) = cosβ cos(α+ γ) ⇔ cos(α+ β + γ) = 0

⇔ α + β + γ =
π

2
·Ta â

2A =
2x

1− x2
+

2y

1− y2
+

2z

1− z2

= tan 2α+ tan 2β + tan 2γ.M°t kh¡ α + β + γ =
π

2
suy ra

tan(2α+ 2β) = tan(π − 2γ).C�ng v¼ 0 < α, β, γ <
π

4
suy ra tan 2α, tan 2β, tan 2γ â ngh¾a n¶n

tan 2α+ tan 2β

1− tan 2α tan 2β
= − tan 2γ,
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85t÷ìng �÷ìng vîi
tan 2α+ tan 2β + tan 2γ = tan 2α tan 2β tan 2γ.D¹ th§y tan 2α, tan 2β, tan 2γ l  ¡ sè d÷ìng n¶n theo b§t �¯ng thù AM- GM ta â

tan 2α + tan 2β + tan 2γ ≥ 3 3

√

tan 2α tan 2β tan 2γ.Suy ra
tan 2α+ tan 2β + tan 2γ ≥ 3 3

√
tan 2α + tan 2β + tan 2γ.

⇔ (tan 2α+ tan 2β + tan 2γ)2 ≥ 27

⇔ tan 2α+ tan 2β + tan 2γ ≥ 3
√
3.Vªy A ≥ 3

√
3

2
, b§t �¯ng thù �÷ñ hùng minh.B i to¡n 3.29. Cho bèn sè d÷ìng a1, a2, a3, a4. Chùng minh r¬ng trongbèn sè §y bao gií �ng hån �÷ñ hai sè ai, aj(i 6= j) sao ho

0 ≤ ai − aj
1 + ai + aj + 2aiaj

< 2−
√
3.Líi gi£i. �°t

bi = 1 +
1

ai
(i = 1, 2, 3, 4).Do ai > 0 n¶n bi > 1.�°t bi − tanαi th¼

π

4
< αi <

π

2
, (i = 1, 2, 3, 4).Nh÷ vªy trong kho£ng (π

4
;
π

2

) â 4 sè α1, α2, α3, α4, vªy ph£i tçn t¤i hai sè
αi, αj sao ho

0 ≤ αj − αi <
1

3

(π

2
− π

4

)

=
π

12
.Suy ra

0 ≤ tan(αj − αi) < tan
π

12
= 2−

√
3 ⇔ 0 ≤ tanαj − tanαi

1 + tanαi tanαj

< 2−
√
3.
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86Hay
0 ≤ bj − bi

1 + bibj
< 2−

√
3

⇔ 0 ≤

(

1 +
1

aj

)

−
(

1 +
1

ai

)

1 +

(

1 +
1

aj

)(

1 +
1

ai

) < 2−
√
3

⇔ 0 ≤ ai − aj
1 + ai + aj + 2aiaj

< 2−
√
3.
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K¸t luªnLuªn v«n "C¡ �çng nh§t thù �¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡ v  ¡pdöng" �¢ �¤t �÷ñ mët sè k¸t qu£ sau:- Tr¼nh b y mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ h m sè v  �a thù l÷ñnggi¡, tø �â �i gi£i quy¸t mët sè b i to¡n v· t½nh gi¡ trà õa biºu thù l÷ñnggi¡.- H» thèng hâa ¡ h» thù l÷ñng gi¡ ì b£n trong tam gi¡.- Chùng minh mët sè h» thù l÷ñng gi¡ th÷íng g°p trong tam gi¡ v mët sè d¤ng h» thù l÷ñng gi¡ trong h¼nh hå.- Tr¼nh b y mët sè lîp ¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan �¸n ¡ h msè l÷ñng gi¡.- Tr¼nh b y mët sè d¤ng �çng nh§t thù h m v  ¡p döng.- Ph�n uèi õa luªn v«n tr¼nh b y mët sè lîp ph÷ìng tr¼nh v  b§tph÷ìng tr¼nh trong �¤i sè �÷ñ gi£i b¬ng ¡ �çng nh§t thù. Chóng tæihy vång luªn v«n n y s³ l  t i li»u tham kh£o â ½h ho hå sinh THPTv  ¡ �ë gi£ quan t¥m �¸n v§n �· n y. �çng thíi hy vång ¡ �ë gi£quan t¥m �âng gâp þ ki¸n ho luªn v«n ho n thi»n hìn.
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