
Mét sè bµi tËp vÒ nguyªn lý Dirichlet
TrÇn Lª B¸ch

Líp 11A1 trêng THPT Chuyªn Lª Quý §«n-§µ N½ng

Tãm t¾t néi dung

Díi ®©y lµ mét sè bµi to¸n ¸p dông nguyªn t¾c Dirichlet ®îc su tÇm
tõ nhiÒu nguån kh¸c nhau. Hy väng tuyÓn tËp nµy sÏ gióp c¸c b¹n n¾m s©u
h¬n c¸c øng dông cña nguyªn lý Dirichlet.

1 §Ò to¸n

~~~
1.
C¸c sè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ®îc chia lµm ba tËp hîp kh¸c rçng. Chøng minh
r»ng cã mét tËp hîp mµ tÝch tÊt c¶ c¸c phÇn tö vît qu¸ 77.

~~~
2.
Mét kiÖn tíng cê vua cã 77 ngµy ®Ó xÕp lÞch du ®Êu. Anh ta muèn ch¬i Ýt nhÊt
mét v¸n mçi ngµy, nhng kh«ng ch¬i qu¸ 132 v¸n. Chøng minh r»ng cã mét sè
ngµy liªn tôc anh ta ®· ch¬i 21 v¸n cê.

~~~
3.
Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn cã 16 ch÷ sè bÊt k×, ta lu«n t×m ®îc mét
chuçi c¸c ch÷ sè liªn tiÕp sao cho tÝch cña chóng lµ mét sè chÝnh ph¬ng.

~~~
4. (Putnam 1978)
Cho A lµ mét tËp hîp gåm 20 sè bÊt k× chän ra tõ tiÕn tr×nh sè häc 1; 4; 7; :::; 100.
Chøng minh r»ng lu«n tån t¹i hai sè thuéc A cã tæng lµ 104.
NhËn xÐt: Ta cã thÓ thay sè 20 b»ng 9.

~~~
5.
Chän mét tËp hîp gåm 10 sè nguyªn bÊt k× tõ 1 ®Õn 99. Chøng minh r»ng tån t¹i
hai tËp con kh«ng giao nhau cña tËp ®ã cã tæng c¸c phÇn tö b»ng nhau.

~~~
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6.
Cho S lµ mét tËp gåm k sè nguyªn ph©n biÖt chän tõ d·y 1, 2,...,10n � 1. Chøng
minh r»ng nÕu

n < log10

�
2k � 1

k
+

k + 1

2

�

th× ta cã thÓ t×m ®îc hai tËp con cña S sao cho tæng tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña chóng
b»ng nhau.

~~~
7. (BAMO)
TÊt c¶ nh÷ng chiÕc ghÕ trong líp ®îc xÕp theo mét b¶ng vu«ng n� n. Trªn mçi
chiÕc ghÕ cã mét häc sinh. ThÇy gi¸o muèn s¾p xÕp l¹i c¸c häc sinh theo nh÷ng
quy t¾c sau:
1. Mçi häc sinh ph¶i dêi sang ghÕ kh¸c
2. Mçi häc sinh chØ ®îc chän chç trong hµng hoÆc cét cña chç cò.
Chøng minh r»ng tiÕn tr×nh nµy chØ cã thÓ hoµn thµnh nÕu n ch¾n, vµ kh«ng thÓ
x¶y ra khi n lÎ.

~~~
8.
Cã n thùc kh¸ch t¹i mét b÷a tiÖc. Chøng minh r»ng cã hai thùc kh¸ch, mµ trong
sè n� 2 ngêi cßn l¹i, cã Ýt nhÊt

�
n
2
� 1

�
trong sè ®ã mçi ngêi quen c¶ hai ngêi

hoÆc kh«ng quen c¶ hai. Gi¶ sö r»ng "quen" lµ mét quan hÖ cã tÝnh ®èi xøng.

~~~
9.
Cã mét sè ®éi tham gia tranh gi¶i bãng ®¸ theo thÓ thøc vßng trßn mét lît. Chøng
minh r»ng t¹i mäi thêi ®iÓm, tån t¹i hai ®éi ®· ®¸ cïng sè trËn.

~~~
10. (CMO)
C¸c k× thñ, c¶ chuyªn nghiÖp lÉn nghiÖp d, n ngêi tæng céng, cïng tham gia mét
gi¶i ®Êu theo thÓ thøc vßng trßn mét lît. Mçi trËn th¾ng ®îc 1 ®iÓm, hßa ®îc
1
2
®iÓm vµ thua kh«ng ®îc ®iÓm nµo. Sau khi cuéc ch¬i kÕt thóc, ngêi ta nhËn

thÊy r»ng mçi ngêi nhËn ®îc mét nöa sè ®iÓm tæng céng cã thÓ cã khi ®Êu víi
nh÷ng k× thñ nghiÖp d. Chøng minh r»ng

p
n lµ mét sè nguyªn.

~~~
11. (CMO)
Mçi thµnh viªn cña mét ®éi cê 7 ngêi ph¶i thi ®Êu víi mçi thµnh viªn cña mét
®éi cê kh¸c. Chøng minh r»ng ngay khi ®· cã 22 v¸n ®Êu diÔn ra, ta cã thÓ chän 4
k× thñ ngåi quanh mét bµn trßn mµ mçi cÆp ngåi c¹nh ®· ®Êu víi nhau.

~~~
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12. (USAMO)
Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d¬ng n, tån t¹i mét sè nguyªn n ch÷ sè chia
hÕt cho 5n, víi tÊt c¶ c¸c ch÷ sè ®Òu lÎ.

~~~
13.
Cho S lµ tËp n sè nguyªn. Chøng minh tån t¹i mét tËp con cña S sao cho tæng tÊt
c¶ c¸c phÇn tö cña chóng lµ béi sè cña n.

~~~
14.
LÊy bÊt k× 10 tËp con 8 phÇn tö tõ tËp 1; 2; :::; 38. Chøng minh r»ng lu«n tån t¹i 2
tËp cã sè phÇn tö phÇn giao kh«ng nhá h¬n 2.

~~~
15.
Chän n+ 1 sè nguyªn bÊt k× tõ tËp f1; 2; 3; :::; 2ng. Khi ®ã tån t¹i 2 sè sao cho sè
nµy chia hÕt cho sè kia.

~~~
16.
Chän 16 sè nguyªn bÊt k× trong 30 sè nguyªn tõ 1 ®Õn 30. Chøng minh r»ng tån
t¹i 2 sè mµ ®é lÖch cña chóng b»ng 3.

~~~
17.
Chän n + 2 sè trong 3n sè tù nhiªn ®Çu tiªn. Chøng minh r»ng bao giê còng t×m
®îc 2 sè a,b sao cho n < a� b < 2n.

~~~
18. (BAMO)
Cho n sè thùc bÊt k×, kh«ng ®ång thêi b»ng 0 nhng tæng cña chóng b»ng 0. Chøng
minh lu«n tån t¹i c¸ch ®¸nh chØ sè c¸c phÇn tö trong d·y sao cho

a1a2 + a2a3 + :::+ an�1an + ana1 < 0

~~~
19.
Cho a1; a2; :::; a44 lµ c¸c sè nguyªn tháa m·n

0 < a1 < a2 < ::: < a44 � 125

Chøng minh r»ng tån t¹i Ýt nhÊt mét trong sè 43 hiÖu dj = aj+1� aj lÆp l¹i Ýt nhÊt
10 lÇn.
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~~~
20.
Chän 51 sè nguyªn bÊt k× trong c¸c sè nguyªn tõ 1 ®Õn 100. Chøng minh r»ng tån
t¹i 2 sè nguyªn tè cïng nhau trong ®ã.

~~~
21.
Chøng minh tån t¹i sè nguyªn k > 1 sao cho 3k kÕt thóc b»ng 0001.

~~~
22.
Cã n thùc kh¸ch t¹i mét b÷a tiÖc. Chøng minh r»ng cã hai thùc kh¸ch cã cïng sè
ngêi quen.

~~~
23.
Cã n ch÷ sè 0 vµ 1 ®îc ®¸nh dÊu thµnh mét vßng trßn. Chøng minh r»ng nÕu sè
lîng cña mét trong hai ch÷ sè vît qu¸ (k�1)n

k
th× tån t¹i mét chuçi ®é dµi k cña

ch÷ sè ®ã.

~~~
24.
Cho mét ma trËn A m � n sè thùc tháa m·n ai1 � ai1 � ::: � ain víi i = 1;m.
C¸c phÇn tö trªn mçi cét sau ®ã ®îc s¾p xÕp ®Ó t¹o thµnh mét ma trËn B míi tháa
m·n b1j � b2j � ::: � bnj víi j = 1; n. Chøng minh r»ng bi1 � bi2 � ::: � bim víi
i = 1; n.

~~~
25.
Cho mét bµn cê n � n ®îc ®¸nh dÊu bëi c¸c ch÷ sè bÊt k× tõ 1 ®Õn n2. Chøng
minh r»ng tån t¹i 2 h×nh vu«ng liÒn nhau cã nh·n lÖch Ýt nhÊt n ®¬n vÞ.

~~~
26.
C¸c sè nguyªn ®îc ®iÒn vµo b¶ng 10�10 sao cho c¸c sè ë 2 « liÒn kÒ kh«ng lÖch
qu¸ 5 ®¬n vÞ. Chøng minh tÊt c¶ c¸c sè ®ã ph¶i b»ng nhau.

~~~
27.
Mét bµn cê gåm cã 4 hµng vµ 7 cét. Chän 2 hµng liªn tiÕp vµ 2 hoÆc nhiÒu h¬n
sè cét liªn tiÕp t¹o thµnh mét bµn cê con. Gi¶ sö c¶ 28 « vu«ng ®Òu ®îc t« mµu
tr¾ng hoÆc ®en. Chøng minh r»ng tån t¹i mét bµn cê con mµ c¶ 4 gãc ®Òu cã cïng
mµu.
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~~~
28. (Putnam 1971)
Cho 9 ®iÓm nguyªn trong kh«ng gian Euclide 3 chiÒu. Chøng minh r»ng tån t¹i Ýt
nhÊt 1 ®iÓm nguyªn trªn mét trong c¸c ®êng th¼ng nèi c¸c ®iÓm ®· cho.

~~~
29. (Putnam 2003)
Cho 5 ®iÓm bÊt k× trong mét h×nh cÇu. Chøng minh tån t¹i 4 ®iÓm trong sè ®ã cïng
thuéc mét b¸n cÇu.

~~~
30. (Olympic 30-4 2006)
Cho mét ngò gi¸c låi víi c¸c ®Ønh nguyªn. Chøng minh tån t¹i mét ®iÓm nguyªn-
n»m trªn c¸c c¹nh hoÆc miÒn trong cña ngò gi¸c.

~~~
31.
T¹i mçi ®iÓm nguyªn kh¸c 0 thuéc R2 vÏ c¸c ®êng trßn b¸n kÝnh 1

10
. Chøng minh

r»ng mçi tia xuÊt ph¸t tõ gèc täa ®é lu«n ®i qua Ýt nhÊt mét ®êng trßn.

~~~
32. (Putnam 1974)
Gäi mét tËp hîp c¸c sè nguyªn lµ "conspiratorial-cã ©m mu" khi 3 sè bÊt k× cña
chóng ®Òu t¹o thµnh mét bé nguyªn tè cïng nhau (íc chung lín nhÊt cña 3 sè
b»ng 1). T×m sè phÇn tö lín nhÊt cña mét tËp "conspiratorial" lµ tËp con cña c¸c
sè nguyªn tõ 1 ®Õn 16.

~~~
33. (Putnam 1977)
T×m tÊt c¶ c¸c sè thùc x,y,z,w lµ nghiÖm cña hÖ(

x+ y + z = w
1
x
+ 1

y
+ 1

z
= 1

w

~~~
34.
Chøng minh tån t¹i sè nguyªn k > 1 sao cho 3k kÕt thóc b»ng 0001.

~~~
35.
Cho 41 qu©n xe ®Æt trªn mét bµn cê 10� 10. Chøng minh tån t¹i 5 qu©n xe kh«ng
thÓ tÊn c«ng nhau.
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~~~
36.
Cho tríc mét sè nguyªn n � 1.
(a) Chøng minh tån t¹i mét sè nguyªn chØ gåm c¸c ch÷ sè 0 vµ 1 chia hÕt cho n.
(b) Chøng minh r»ng tån t¹i mét sè nguyªn chia hÕt cho 2n chØ gåm c¸c ch÷ sè 1
vµ 2.

~~~
37.
Chøng minh r»ng mäi khèi ®a diÖn ®Òu tån t¹i hai mÆt lµ nh÷ng ®a gi¸c cã cïng
sè c¹nh, thùc tÕ lµ mäi khèi ®a diÖn ®Òu tån t¹i Ýt nhÊt hai mÆt kh«ng kÒ nhau lµ
nh÷ng ®a gi¸c cã cïng sè c¹nh.

~~~
38.
Chän 101 ®iÓm bÊt k× trªn h×nh vu«ng ®¬n vÞ. Chøng minh tån t¹i 3 ®iÓm trong sè
®ã lµ ®Ønh cña mét tam gi¸c cã diÖn tÝch kh«ng vît qu¸ 0:01.

~~~
39.
Chän 5 ®iÓm trong mét h×nh vu«ng ®¬n vÞ. Chøng minh tån t¹i 2 ®iÓm mµ kho¶ng

c¸ch gi÷a chóng kh«ng vît qu¸
p
2
2
. Vµ, tån t¹i 2 ®iÓm mµ kho¶ng c¸ch gi÷a chóng

kh«ng vît qu¸
p
5
4

trong 8 ®iÓm thuéc mét h×nh vu«ng ®¬n vÞ.

~~~
40.
Chän 6 ®iÓm trong mét h×nh ch÷ nhËt 3 � 4. Chøng minh tån t¹i hai ®iÓm mµ
kho¶ng c¸ch gi÷a chóng kh«ng vît qu¸

p
5.

~~~
41.
Cho a vµ b lµ c¸c sè thùc d¬ng. Chän r lµ nghiÖm cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi nhá nhÊt
cña ph¬ng tr×nh x3 � ax+ b� 0. Chøng minh r»ng

b

a
< r � 3b

2a

~~~
42.
Chøng minh r»ng trong 9 sè thùc ph©n biÖt, lu«n t×m ®îc 2 sè, gi¶ sö lµ a vµ b
tháa m·n

0 <
a� b

1 + ab
<
p
2� 1

6



~~~
43.
Cho n ®iÓm ph©n biÖt trªn mÆt ph¼ng. Nèi tÊt c¶ c¸c ®iÓm ®ã l¹i. Chøng minh r»ng
cã 2 ®êng th¼ng xuÊt ph¸t tõ mét ®iÓm cã gãc kh«ng vît qu¸ �

n
.

~~~
44. (IMO 1968)
Cã n ®iÓm trong mÆt ph¼ng trong ®ã kh«ng cã 3 ®iÓm nµo th¼ng hµng. Chøng minh
r»ng khi n > 4 tån t¹i kh«ng Ýt h¬n 1

n�4C
5
n tø gi¸c låi cã c¸c ®Ønh lµ c¸c ®iÓm nµy.

~~~
45. (IMO 1989)
Cho n, k lµ 2 sè nguyªn d¬ng tháa m·n n � k vµ S lµ tËp hîp gåm n ®iÓm trong
mÆt ph¼ng tháa m·n 2 tÝnh chÊt:
1. Kh«ng cã 3 ®iÓm nµo cña S th¼ng hµng.
2. Víi mäi ®iÓm P 2 S cã kh«ng Ýt h¬n k ®iÓm cña S c¸ch ®Òu P .
Chøng minh r»ng k < 1

2
+
p
2n

~~~
46.
(a) H·y t×m sè « vu«ng lín nhÊt cña mét bµn cê 8� 8 cã thÓ t« mµu xanh, sao cho
bÊt cø khèi-�L� gåm 3 h×nh vu«ng ®¬n vÞ (�tromino�) ®Òu cã mét « vu«ng kh«ng
bÞ t« mµu? (b) H·y t×m sè « vu«ng bÐ nhÊt cña mét bµn cê 8 � 8 cã thÓ t« mµu
xanh, sao cho bÊt cø khèi tromino ®Òu cã mét « vu«ng ®îc t« mµu?

~~~
47. (§Þnh lý Dirichlet)
Víi mäi sè v« tØ a, tån t¹i v« h¹n cÆp sè nguyªn (h; k) víi k > 0 tháa m·n����a� h

k

���� � 1

k2

~~~
48.
Cho u lµ mét sè v« tØ. S lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c sè d¹ng a + bu víi a,b lµ c¸c sè
nguyªn. Chøng minh S trï mËt trong R, cã nghÜa lµ víi mäi sè thùc x, vµ víi mäi
� > 0, tån t¹i phÇn tö y trong S tháa m·n jx� yj < �.

~~~
49.
Gi¶ sö � vµ � lµ hai sè v« tØ d¬ng. Chøng minh r»ng hai tËp hîp A =
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fn�jn = 1; 2; :::g vµ B = fn�jn = 1; 2; :::g riªng biÖt vµ chøa tÊt c¶ c¸c sè nguyªn
d¬ng khi vµ chØ khi

1

�
+

1

�
= 1

~~~
50.
Gi¶ sö a lµ mét sè v« tØ. XÐt d·y xn = na (ë ®©y na lµ phÇn thùc cña na). Chøng
minh r»ng víi mäi sè nguyªn m > 1, vµ sè nguyªn 0 < k < m, ta ®Òu cã l > 0
tháa m·n

xl 2
�
k

m
;
k + 1

m

�

~~~
51. (§Þnh lý Erdos-Szekeres)
Mäi d·y sè gåm (m� 1)(n� 1) + 1 sè thùc ph©n biÖt lu«n cã mét d·y con t¨ng
®é dµi m hoÆc mét d·y con gi¶m ®é dµi n.

~~~
52. (HÖ qu¶ cña ®Þnh lý Erdos-Szekeres)
Cho mét d·y gåm mn+ 1 sè nguyªn d¬ng ph©n biÖt. Chøng minh r»ng lu«n tån
t¹i mét d·y con m + 1 phÇn tö sao cho mçi sè kh«ng chia hÕt cho bÊt k× sè nµo
trong m sè cßn l¹i, hoÆc mét d·y con n+ 1 phÇn tö sao cho tån t¹i mét phÇn tö lµ
íc chung cña tÊt c¶ c¸c phÇn tö cßn l¹i.

~~~
53.
Cho c¸c sè nguyªn 1 � a1 � ::: � am < n vµ 1 � b1 � ::: � bn < m. Chøng
minh r»ng tån t¹i p, q, r, s tháa m·n

qX
i=p

ai =
sX

i=r

bi:
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