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Mð �¦u

1. Lþ do chån �· t i
1.1 Cì sð l½ luªn:
To¡n håc l  mæn thº thao cõa tr½ tu», l  mæn khoa håc gióp håc sinh ph¡t
triºn n«ng lüc t÷ duy, kh£ n«ng dü �o¡n ph¥n t½ch têng hñp, ph¡t hi»n,
ti¸p thu, ghi nhî khi tr¼nh b y mët v§n �· mët c¡ch khoa håc, læ gic, ch°t
ch³.

1.2 Cì sð thüc t¸:
Trong ch÷ìng tr¼nh to¡n håc ð trung håc phê thæng th¼ �a thùc câ vai

trá v  và tr½ r§t quan trång v¼ nâ khæng nhúng l  mët �èi t÷ñng nghi¶n cùu
trång t¥m cõa �¤i sè m  cán l  mët cæng cö �c lüc cõa gi£i t½ch trong
Lþ thuy¸t x§p x¿, Lþ thuy¸t nëi suy, Lþ thuy¸t biºu di¹n. . . Trong c¡c ký
thi håc sinh giäi to¡n quèc gia, olympic to¡n khu vüc v  quèc t¸ th¼ c¡c
b i to¡n v· �a thùc công �÷ñc xem nh÷ nhúng d¤ng b i to¡n khâ ð bªc
trung håc phê thæng. Trong l¾nh vüc phùc t¤p cõa �¤i sè �èi vîi håc sinh
phê thæng th÷íng l  gi£i ph÷ìng tr¼nh, h» ph÷ìng tr¼nh bªc cao, ph¥n t½ch
c¡c �a thùc nhi·u bi¸n bªc cao th nh nh¥n tû, chùng minh c¡c �¯ng thùc
b§t �¯ng thùc chùa nhi·u bi¸n sè. . .Mët tr÷íng hñp quan trång v  th÷íng
g°p trong c¡c b i to¡n cõa c¡c l¾nh vüc nâi tr¶n l  khi c¡c bi¸n sè cõa �a
thùc câ vai trá v  và tr½ nh÷ nhau. Chóng ta gåi �a thùc trong tr÷íng hñp
n y l  �a thùc �èi xùng. Luªn v«n "�a thùc �èi xùng v  c¡c h» ph÷ìng
tr¼nh �èi xùng v  b§t �¯ng thùc li¶n quan" tr¼nh b y mët sè v§n �· li¶n
quan �¸n nhi·u b i to¡n khâ câ chùa y¸u tè �èi xùng n¸u bi¸t ¡p döng lþ
thuy¸t v· �a thùc �èi xùng s³ l m cho b i to¡n trð n¶n �ìn gi£n hìn.

Luªn v«n nh¬m giîi thi»u cì sð lþ thuy¸t cõa c¡c �a thùc �èi xùng v 
ùng döng cõa nâ trong �¤i sè sì c§p. C¡c v§n �· cõa lþ thuy¸t �÷ñc tr¼nh
b y mët c¡ch �ìn gi£n theo h÷îng quy n¤p, tø tr÷íng hñp hai bi¸n, ba
bi¸n, �¸n nhi·u bi¸n. C¡c v½ dö ¡p döng công �÷ñc tr¼nh b y tø �ìn gi£n
�¸n phùc t¤p. C¡c b i to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong luªn v«n chõ y¸u l  c¡c
b i to¡n khâ, nhi·u b i to¡n �÷ñc tr½ch ra tø c¡c �· thi håc sinh giäi quèc

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



3

gia, Olympic to¡n quèc t¸, IMO. . .
�· t i quan t¥m �¸n nhi·u �èi t÷ñng, trong �â ho n to n phò hñp vîi

thüc t¸ m  b£n th¥n �ang cæng t¡c.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu
Luªn v«n "�a thùc �èi xùng v  c¡c h» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  b§t

�¯ng thùc li¶n quan" nh¬m thº hi»n rã vai trá quan trång cõa �¤i sè trong
to¡n håc. Luªn v«n n y l  chuy¶n �· têng quan v· �a thùc �èi xùng thæng
qua c¡c �ành ngh¾a, �ành lþ, c¡c v½ dö v  b i tªp ¡p döng.

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu
Tham kh£o v  nghi¶n cùu tø c¡c t i li»u, gi¡o tr¼nh cõa GS-TSKH

Nguy¹n V«n Mªu v  c¡c s¡ch chuy¶n �· v· �a thùc, ph÷ìng tr¼nh, h»
ph÷ìng tr¼nh v  c¡c b i b¡o to¡n håc vi¸t v· �a thùc �èi xùng, nh¬m h»
thèng c¡c d¤ng to¡n v· �a thùc �èi xùng.
Nghi¶n cùu trüc ti¸p tø c¡c t i t i li»u cõa gi¡o vi¶n h÷îng d¨n, cõa c¡c
�çng nghi»p công nh÷ c¡c b¤n håc vi¶n cao håc trong lîp.

4. Þ ngh¾a khoa håc v  thüc ti¹n cõa �· t i
T¤o �÷ñc mët �· t i phò hñp cho vi»c gi£ng d¤y, bçi d÷ïng håc sinh

trung håc phê thæng, �· t i �âng gâp thi¸t thüc cho vi»c d¤y v  håc �a
thùc �èi xùng, ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh v  b§t �¯ng thùc trong
tr÷íng phê thæng, �em l¤i ni·m �am m¶ s¡ng t¤o tø nhúng b i to¡n cì
b£n nh§t.

5. C§u tróc cõa luªn v«n
Luªn v«n gçm ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, t i li»u tham kh£o v  3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1: �a thùc �¤i sè v  c¡c �a thùc �èi xùng cì b£n.
Ch÷ìng 2: H» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  h» d¤ng �èi xùng.
Ch÷ìng 3: B§t �¯ng thùc li¶n quan �¸n �a thùc �èi xùng.
Dò �¢ r§t cè gng, nh÷ng chc chn nëi dung �÷ñc tr¼nh b y trong luªn
v«n khæng tr¡nh khäi thi¸u sât, em r§t mong �÷ñc sü gâp þ cõa c¡c th¦y
cæ gi¡o v  c¡c b¤n �º em ti¸p töc ho n thi»n luªn v«n.
luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa GS. TSKH.
NGUY�N V�N M�U. Em xin �÷ñc tä láng c£m ìn ch¥n th nh nh§t tîi
Th¦y v· sü gióp �ï nhi»t t¼nh tø khi x¥y düng �· c÷ìng, vi¸t v  ho n th nh
luªn v«n. Ti¸p theo em xin ch¥n th nh c£m ìn c¡c th¦y cæ gi¡o ph£n bi»n
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�¢ �åc v  gâp þ �º em ho n thi»n luªn v«n cõa m¼nh, em xin �÷ñc c£m
ìn ch¥n th nh nh§t �¸n khoa To¡n - Tin cõa tr÷íng �¤i håc Khoa håc -
�¤i håc Th¡i Nguy¶n, nìi em �¢ nhªn �÷ñc mët håc v§n sau �¤i håc c«n
b£n.Xin c£m ìn gia �¼nh, �çng nghi»p �¢ c£m thæng chia s´, õng hë v 
gióp �ï trong thíi gian em håc cao håc v  vi¸t luªn v«n. Líi cuèi em xin
chóc sùc khäe c¡c th¦y cæ gi¡o v  �çng nghi»p.
Em xin ch¥n th nh c£m ìn.

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



5

Ch÷ìng 1

�a thùc �¤i sè v  c¡c �a thùc �èi
xùng cì b£n

1.1 T½nh ch§t cõa �a thùc �¤i sè

�ành ngh¾a 1.1 (xem [1]-[4]). Mët �a thùc bªc n cõa ©n x l  biºu thùc
câ d¤ng:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

trong �â, c¡c h» sè an, an−1, . . . , a0 l  nhúng sè thüc (ho°c sè phùc) v 
an 6= 0, n ∈ N.

Ta k½ hi»u:
i) Bªc cõa �a thùc Pn(x) l  degPn. Do vªy degPn (x) = n

ii) an l  h» sè cao nh§t (ch½nh) cõa �a thùc,
iii) a0 l  h» sè tü do cõa �a thùc,
iv) anxn l  h¤ng tû cao nh§t.

�ành ngh¾a 1.2 (xem [1]-[3]). Cho �a thùc

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, vîi an 6= 0.

Khi �â, α ∈ C �÷ñc gåi l  nghi»m cõa �a thùc Pn(x) n¸u Pn(α) = 0. N¸u
tçn t¤i k ∈ N, k > 1 sao cho Pn(x)

...(x− α)k v  Pn(x) 6 ...(x− α)k+1 th¼ α
�÷ñc gåi l  nghi»m bëi k cõa �a thùc Pn(x).

�°c bi»t k = 1 th¼ α �÷ñc gåi l  nghi»m �ìn, k = 2 th¼ α �÷ñc gåi l 
nghi»m k²p.

�ành lþ 1.1 (xem [1]-[3], �ành lþ Gauss). Måi �a thùc bªc n ≥ 1 tr¶n
tr÷íng C �·u câ �óng n nghi»m n¸u méi nghi»m �÷ñc t½nh mët sè l¦n b¬ng
bëi cõa nâ.
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Bê �· 1.1. C¡c nghi»m phùc thüc sü cõa ph÷ìng tr¼nh �a thùc thüc
Pn(z) = 0 xu§t hi»n theo tøng c°p nghi»m li¶n hñp.
Thªt vªy, n¸u a ∈ C l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh Pn (z) = 0 th¼ Pn(a) = 0.
Khi �â, ta câ:

0 = Pn(a) = Pn(a).

�ành lþ 1.2 (xem [1]-[3]). Måi �a thùc vîi h» sè thüc �·u câ thº biºu di¹n
d÷îi d¤ng:

Pn(x) = a0(x− α1)
n1 . . . (x− αr)

nr(x2 + p1x+ q1)
m1 . . . (x2s + psx+ qs)

ms,

trong �â,
r∑

i=1

ni+2
s∑

i=1

mi = n, p2i − 4qi < 0, i = 1, s

v 
α0, α1, . . . , αr; p1, q1, . . . ps, qs ∈ R.

Tø �ành lþ 1.2 ta câ k¸t qu£ quan trång sau �¥y.

H» qu£ 1.1. Gi£ sû Pn(x) l  �a thùc bªc n câ k nghi»m thüc, k ≤ n th¼
n v  k còng t½nh ch®n l´.

�ành lþ 1.3 (xem [1]-[4]). Méi �a thùc bªc n �·u câ khæng qu¡ n nghi»m
thüc.

1.2 C¡c t½nh ch§t cõa �a thùc �èi xùng cì b£n

�a thùc �èi xùng l  cæng cö húu hi»u �º gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤i sè
bªc cao, �°c bi»t l  ph÷ìng tr¼nh h» sè �èi xùng v  ph÷ìng tr¼nh hçi quy.

�ành ngh¾a 1.3 (xem [3]). �a thùc

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an (a0 6= 0)

�÷ñc gåi l  �a thùc �èi xùng, n¸u c¡c h» sè c¡ch �·u hai �¦u b¬ng nhau,
ngh¾a l : a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, . . .

V½ dö 1.1. C¡c �a thùc sau �¥y l  �a thùc h» sè �èi xùng:

z5 − 3z4 + 2z3 + 2z2 − 3z + 1,
2z8 + z7 − 6z6 + 4z5 + 3z4 + 4z3 − 6z2 + z + 2.
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�ành lþ 1.4. �a thùc f(z) bªc n l  �a thùc �èi xùng khi v  ch¿ khi

znf

(
1

z

)
= f(z), vîi z 6= 0.

�ành ngh¾a 1.4 (xem [3]). Ph÷ìng tr¼nh

P (x) = anx
n+an−1x

n−1+an−2x
n−2+ · · ·+a1x2+a1x+a0 = 0, an 6= 0 (1)

�÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng, n¸u h» sè cõa nhúng sè h¤ng c¡ch �·u
�¦u v  cuèi b¬ng nhau, tùc l  an = a0; an−1 = a1; an−2 = a2; . . .

- N¸u n = 2k + 1, ta gåi (1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´.
- N¸u n = 2k ta gåi (1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n.

Ta câ c¡c k¸t qu£ sau �¥y.

M»nh �· 1.1 (xem [3]). Måi ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´ �·u nhªn
x = −1 l m mët nghi»m.

Chó þ 1.1 (xem [3]). Tø �ành lþ Bezout suy ra n¸u P (x) = 0 l  ph÷ìng
tr¼nh �èi xùng b¥c l´ (degP (x) = 2k + 1) th¼

P (x) = 0⇔ (x− 1)Q (x) = 0,

ð �¥y deg Q (x) = 2k, v  Q(x) l  �a thùc �èi xùng bªc ch®n.

M»nh �· 1.2 (xem [3]). Vîi ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n b¬ng 2k,

b¬ng c¡ch �°t y = x+
1

x
, ph÷ìng tr¼nh quy v· ph÷ìng tr¼nh bªc k.

V½ dö 1.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh x4 + 2x3 − 6x2 + 2x+ 1 = 0.

Líi gi£i. X²t ph÷ìng tr¼nh

x4 + 2x3 − 6x2 + 2x+ 1 = 0. (1)

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n. Rã r ng x = 0 khæng ph£i l 
nghi»m cõa (1) n¶n

(1) ⇔ x2 +
2

x2
+ 2(x+

1

x
)− 6 = 0.

⇔
(
x+

1

x

)2

− 2 + 2

(
x+

1

x

)
− 6 = 0.

⇔
(
x+

1

x

)2

+ 2

(
x+

1

x

)
− 8 = 0. (2)
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�°t y = x+
1

x
, khi �â (2) ⇔ y2 + 2y − 8 = 0.

⇔
[
y = 2
y = −4 ⇔

 x+
1

x
= 2

x+
1

x
= −4

⇔
[
x2 − 2x+ 1 = 0
x2 + 4x+ 1 = 0

⇔
[
x = 1
x = −2±

√
3.

Vªy ph÷ìng tr¼nh (1) câ ba nghi»m x = 1; x = −2 +
√

3; x = −2−
√

3.

V½ dö 1.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

x5 − 4x4 + 3x3 + 3x2 − 4x+ 1 = 0. (1)

Líi gi£i.

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´, n¶n (1) chc chn câ mët nghi»m
b¬ng -1. Theo l÷ñc �ç Hoocne, ta th§y

(x+ 1) (x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1) = 0⇔
[
x = −1
x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1 = 0.

X²t ph÷ìng tr¼nh
x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1 = 0. (2)

Do x = 0 khæng ph£i l  nghi»m cõa (2) n¶n

(2)⇔
(
x2 +

1

x2

)
−5

(
x+

1

x

)
+8 = 0⇔

(
x+

1

x

)2

−5

(
x+

1

x

)
+6 = 0. (3)

�°t y = x+
1

x
, v  tø (3) ta câ:

y2 − 5y + 6 = 0⇔
[
y = 2.
y = 3.

a. N¸u x+
1

x
= 2⇔ x2 − 2x+ 1 = 0⇔ x = 1.

b. N¸u x+
1

x
= 3⇔ x2 − 3x+ 1 = 0⇔ x =

3±
√

5

2
Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 4 nghi»m l 

x = 1;x = −1;x =
3 +
√

5

2
;x =

3−
√

5

2
.
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V½ dö 1.4. Cho ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n sau �¥y:

x4 + 2x3 + 4x2 + 2x+ 1 = 0. (1)

Chùng minh ph÷ìng tr¼nh �¢ cho væ nghi»m.
Líi gi£i.

X²t ph÷ìng tr¼nh x4 + 2x3 + 4x2 + 2x + 1 = 0. Do x = 0 khæng ph£i l 
nghi»m cõa (1), ta câ

(1)⇔
(
x2 +

1

x2

)
+ 2

(
x+

1

x

)
+ 4 = 0. (2)

�°t y = x+
1

x
.

Ta câ:
|y| =

∣∣∣∣x+
1

x

∣∣∣∣ = |x|+
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ ≥ 2,

Khi �â
(2)⇔ y2 + 2y + 2 = 0. (3)

Do ∆′ = 1− 2 = −1 < 0. Vªy (3) væ nghi»m. K²o theo (1) væ nghi»m.
Suy ra �pcm.

Nhªn x²t 1.1. Ta câ c¡ch l m kh¡c nh÷ sau:

(1) ⇔ x2
(
x2 + 2x+ 1

)
+
(
x2 + 2x+ 1

)
+ 2x2 = 0.

⇔
(
x2 + 1

)
(x+ 1)2 + 2x2 = 0.

⇔
{
x+ 1 = 0. (4)
x = 0. (5)

V¼ (4),(5) væ nghi»m. Suy ra �pcm.

V½ dö 1.5. Gi£ sû a, b l  c¡c sè sao cho ph÷ìng tr¼nh �èi xúng bªc ch®n
x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = 0 câ nghi»m, t¼m gi¡ trà b² nh§t cõa a2 + b2.

Líi gi£i.

X²t ph÷ìng tr¼nh x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = 0.(1)

(1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n. Theo gi£ thi¸t (1) câ nghi»m, n¶n
gåi x0 6= 0, l  mët nghi»m cõa (1). Rã r ng tø (1) ta câ(

x20 +
1

x20

)
+ a

(
x0 +

1

x0

)
+ b = 0

⇔
(
x0 +

1

x0

)2

+ a

(
x0 +

1

x0

)
+ b− 2 = 0. (2)
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�°t y = x0 +
1

x0
, tø (2) câ

y20 + ay0 + b− 2 = 0
⇔
∣∣2− y20∣∣ = |ay0 + b| . (3)

Theo b§t �¯ng thùc Bunhiacopxki, ta câ:

|ay0 + b| ≤
√
a2 + b2

√
y20 + 1

⇔
∣∣2− y20∣∣ ≤ √a2 + b2

√
y20 + 1

⇔ a2 + b2 ≥
(
2− y20

)2
1 + y20

≥ 4

5
.

Thªt vªy:
(4) ⇔ 5

(
2− y20

)2 ≥ 4
(
1 + y20

)
(4)

⇔ 5y40 − 24y20 + 16 ≥ 0 (5)

⇔
[
y20 ≥ 4.

y20 ≤
4

5
.

Do |y| =
∣∣∣∣x0 +

1

x0

∣∣∣∣ Vªy (5) �óng. M°t kh¡c d§u b¬ng trong (3), (4) x£y ra

th½ dö n¸u chån y0 = 2; a = −4

5
; b = −2

5
Vªy gi¡ trà nhä nh§t cõa

(
a2 + b2

)
l 

4

5
.

1.2.1 �a thùc �èi xùng nhi·u bi¸n

�ành ngh¾a 1.5 (xem [3]). Gi£ sû x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. �a thùc

f(x) = f(x1, x2, . . . , xn)

�÷ñc hiºu l  mët h m sè câ d¤ng f(x) =
m∑
k=0

Mk(x), trong �â:

Mk(x) = Mk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

j1+j2+···+jn=k

aj1j2...jnx
j1
1 x

j2
2 . . . x

jn
n ,

vîi ji ∈ N(i = 0, 1, 2 . . . n)

�ành ngh¾a 1.6 (xem [3]). �a thùc f(x) = (x1, x2, . . . , xn) �÷ñc gåi l  �èi
xùng n¸u nâ khæng �êi khi �êi ché giúa 2 bi¸n b§t ký.
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�ành ngh¾a 1.7 (xem [3]). �a thùc �èi xùng f(x) = (x1, x2, . . . , xn) �÷ñc
gåi l  thu¦n nh§t bªc m n¸u

f(tx1, tx2, . . . , txn) = tmf(x1, x2, . . . , xn), ∀t 6= 0.

�ành ngh¾a 1.8 (xem [1]-[3], �a thùc �èi xùng cì b£n).

Kþ hi»u:
Sk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn, k ∈ Z,
σ0 = 1,

σ1(x) = x1 + x2 + · · ·+ xn =
n∑

i=1

xi,

σ2(x) =
∑

1≤i<j≤n
xixj,

σ3(x) =
∑

1≤i<j<l≤n
xixjxl,

. . .
σn(x) = x1x2 . . . xn.

ta gåi Sk l  têng lôy thøa, cán σr(x), (r = 1, 2, 3, . . . , n) l  c¡c �a thùc �èi
xùng cì sð bªc r.

V½ dö 1.6. Vîi n = 4, ta câ:

σ1 = x1 + x2 + x3 + x4,
σ2 = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4,
σ3 = x1x2x3 + x1x2x4 + x2x3x4 + x1x3x4,
σ4 = x1x2x3x4.

Sè c¡c sè h¤ng trong �a thùc �èi xùng bªc k: σk b¬ng

Ck
n =

n!

k!(n− k)!

�ành ngh¾a 1.9 (xem [3]). Gi£ sû x1, x2, . . . xn l  bë n c¡c sè thüc khæng
¥m (kþ hi»u l  (x)) v  y1, y2, . . . , yn l  bë n c¡c sè thüc khæng ¥m (kþ hi»u
l  (y)).
Hai d¢y (x), (y) �÷ñc gåi l  �çng d¤ng v  kþ hi»u l  (x) ∼ (y) n¸u tçn t¤i
sè λ ∈ R, λ 6= 0, xi = λyi vîi i = 1, 2, . . . , n.

�ành ngh¾a 1.10 (xem [3]). �a thùc vîi sè h¤ng tèi thiºu, méi sè h¤ng
l  mët �ìn thùc câ d¤ng xk11 x

k2
2 . . . x

kn
n �÷ñc gåi l  quÿ �¤o cõa �ìn thùc

(orbit) v  �÷ñc kþ hi»u l  o(xk11 x
k2
2 . . . x

kn
n ).
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�ành lþ 1.5 (xem [3], Cæng thùc truy hçi Newton). C¡c têng lôy thøa v 
c¡c �a thùc �èi xùng cì sð li¶n h» vîi nhau theo cæng thùc

Sk = σ1Sk−1 − σ2Sk−2 + · · ·+ (−1)i−1σiSn−i + · · ·+ (−1)k−1kσk. (1.1)

Trong �â sè h¤ng (−1)i−1σiSn−i = 0 khi i > n.

�ành lþ 1.6 (Cæng thùc Waring). Têng lôy thøa Sk �÷ñc biºu di¹n qua
c¡c �a thùc �èi xùng cì sð theo cæng thùc:

Sk

k
=

∑
m1+2m2+···+kmk=k

(−1)k−m1−m2−···−mk.

(m1 +m2 + · · ·+mk − 1)!

m1!m2! . . .mk!
σm1

1
σm2

2
. . . σmk

k (1.2)

Cæng thùc tr¶n câ thº �÷ñc chùng minh b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p vîi sü
trñ gióp cõa cæng thùc truy hçi (1.1) v  �÷ñc gåi l  cæng thùc Waring.

Ngo i ra câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng c¡c têng lôy thøa Sk �÷ñc biºu
di¹n theo c¡c �a thùc �èi xùng cì sð σj bði cæng thùc nh÷ sau:

�ành lþ 1.7 (�ành lþ tçn t¤i). Gi£ sû f(x1, x2, . . . , xn) l  mët �a thùc �èi
xùng cõa n bi¸n. Khi �â tçn t¤i �a thùc Φ(σ1, σ2, σ3 . . . σn) sao cho n¸u v o
ché σ1,σ2, . . . ,σn thay c¡c biºu thùc

σ1(x) = x1 + x2 + · · ·+ xn =
n∑

i=1

xi,

σ2(x) =
∑

1≤i<j≤n
xixj,

σ3(x) =
∑

1≤i<j<l≤n
xixjxl,

. . .
σn(x) = x1x2 . . . xn.

th¼ ta nhªn �÷ñc f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) ta gåi σ1,σ2, . . . ,σn l  c¡c �a thùc
�èi xùng cì sð cõa c¡c sè x1, x2, . . . , xn.

1.2.2 �a thùc �èi xùng ba bi¸n

�ành ngh¾a 1.11 (xem [3]). Mët �ìn thùc ϕ(x, y, z) cõa c¡c bi¸n x, y v 
z �÷ñc hiºu l  h m sè câ d¤ng

ϕ(x, y, z) = aklmx
kylzm,
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trong �â, k, l,m ∈ N �÷ñc gåi l  bªc cõa c¡c bi¸n x, y, z,
aklm ∈ R∗ = R\ {0} �÷ñc gåi l  h» sè cõa �ìn thùc,
k + j +m �÷ñc gåi l  bªc cõa �ìn thùc ϕ(x, y, z).

�ành ngh¾a 1.12 (xem [3]). Mët h m P (x, y, z) cõa c¡c bi¸n x, y, z �÷ñc
gåi l  mët �a thùc n¸u nâ câ thº �÷ñc biºu di¹n ð d¤ng têng húu h¤n c¡c
�ìn thùc, ngh¾a l :

P (x, y, z) =
∑

k+l+m≤n
aklmx

kylzm.

Bªc lîn nh§t cõa c¡c �ìn thùc trong �a thùc �÷ñc gåi l  bªc cõa �a
thùc.

�ành ngh¾a 1.13 (xem [3]). �a thùc P (x, y, z) �÷ñc gåi l  �èi xùng, n¸u
nâ khæng thay �êi vîi måi ho¡n và cõa x, y, z, ngh¾a l :

P (x, y, z) = P (y, x, z) = P (x, z, y).

V½ dö 1.7. C¡c �a thùc d÷îi �¥y l  nhúng �a thùc �èi xùng theo c¡c bi¸n
x, y, z:

xy + yz + zx,
x3 + y3 + z3 − 3xyz,
(x+ y)(y + z)(z + x),
x(y4 + z4) + y(x4 + z4) + z(y4 + x4).

�ành ngh¾a 1.14 (xem [3]). �a thùc f(x, y, z) �÷ñc gåi l  thu¦n nh§t bªc
m, n¸u

f(tx, ty, tz) = tmf(x, y, z), vîi t 6= 0.

�ành ngh¾a 1.15 (xem [3]). C¡c �a thùc

σ1 = x+ y + z, σ2 = xy + yz + zx, σ3 = xyz,

�÷ñc gåi l  c¡c �a thùc �èi xùng cì sð cõa c¡c bi¸n x, y, z.

�ành lþ 1.8. Måi �a thùc �èi xùng ba bi¸n x, y, z �·u câ thº biºu di¹n ð
d¤ng �a thùc theo c¡c bi¸n

σ1 = x+ y + z, σ2 = xy + yz + zx, σ3 = xyz.

�ành lþ 1.9 (�ành lþ duy nh§t). N¸u hai �a thùc ϕ(t, u, v), ψ(t, u, v) khi
thay t = σ1 = x+ y + z, u = σ2 = xy + yz + zx, v = σ3 = xyz, cho ta còng
mët �a thùc �èi xùng, th¼ chóng ph£i �çng nh§t b¬ng nhau.

�º biºu di¹n mët �a thùc �èi xùng qua c¡c �a thùc �èi xùng cì sð vîi
�a thùc l  �a thùc thu¦n nh§t, ta câ thº dòng ph÷ìng ph¡p � H» sè b§t
�ành�. Cì sð cõa ph÷ìng ph¡p n y l  m»nh �· sau �¥y:
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M»nh �· 1.3. Cho fm(x, y, z) l  mët �a thùc �èi xùng bªc m. Khi �â,
fm(x, y, z) �÷ñc biºu di¹n qua c¡c �a thùc �èi xùng cì sð theo cæng thùc:

fm(x, y, z) =
∑

i+2j+3k=m

aijkσ
i
1
σj2σ

k
3(j, i, k ∈ N).

D÷îi �¥y l  mët sè tr÷íng hñp ri¶ng cõa m»nh �· n y:

f1(x, y, z) = a1σ1,
f2(x, y, z) = a1σ

2
1 + a2σ2,

f3(x, y, z) = a1σ
3
1 + a2σ1σ2 + a3σ3,

f4(x, y, z) = a1σ
2
1 + a2σ

2
1σ2 + a3σ

2
2 + a4σ

2
1σ3,

f5(x, y, z) = a1σ
5
1 + a2σ

3
1σ2 + a3σ1σ

2
2 + a4σ

2
1σ3 + a5σ2σ3,

f6(x, y, z) = a1σ
6
1 + a2σ

4
1σ2 + a3σ

2
1σ

2
2 + a4σ

3
2a5σ

3
1σ3 + a6σ

2
3 + a7σ1σ2σ3.

V½ dö 1.8. Biºu di¹n �a thùc sau �¥y theo c¡c �a thùc �èi xùng cì sð:

∆(x, y, z) = (x− y)2(x− z)2(y − z)2.

Líi gi£i. Do ∆(x, y, z) l  �a thùc �èi xùng thu¦n nh§t bªc 6, n¶n ta câ:

∆(x, y, z) = a1σ
6
1 + a2σ

4
1σ2 + a3σ

2
1σ

2
2 + a4σ

3
2 + a5σ

3
1σ3 + a6σ

2
3 + a7σ1σ2σ3

Nhªn x²t r¬ng ∆(x, y, z) câ cao nh§t �èi vîi tøng bi¸n l  4, n¶n a1 =

a2 = 0. �º t¼m c¡c h» sè cán l¤i, ta cho (x, y, z) l¦n l÷ñt nhªn c¡c gi¡ trà
(0, 1,-1), (0, 1, 1),(1, 1, -2), (-1, 1, 1), (1, 1, 1), ta t¼m �÷ñc

a4 = −4, a3 = 1, a6 = −27, a5 = −4, a7 = 18.

Vªy ta câ k¸t qu£:

∆(x, y, z) = σ21σ
2
2 − 4σ32 − 4σ31σ3 − 27σ23 + 18σ1σ2σ3.

1.2.3 �a thùc �èi xùng hai bi¸n

�ành ngh¾a 1.16 (xem [3]). Mët �a thùc f(x, y) cõa c¡c bi¸n �ëc lªp
x, y (tr÷íng hñp chung nh§t câ thº l  c¡c sè phùc) �÷ñc hiºu l  h m sè câ
d¤ng:

f(x, y) = aklx
kyl,

trong �â, akl 6= 0 l  mët sè (h¬ng sè), k, i l  nhúng sè nguy¶n khæng ¥m.
Sè akl �÷ñc gåi l  h» sè, cán k + l �÷ñc gåi l  bªc cõa �ìn thùc f(x, y) v 
�÷ñc kþ hi»u l 

deg [f(x, y)] = deg
[
axkyl

]
= k + l.
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C¡c sè k, l t÷ìng ùng �÷ñc gåi l  bªc cõa �ìn thùc �èi vîi c¡c bi¸n x, y.
Nh÷ vªy, bªc cõa �ìn thùc hai bi¸n b¬ng têng c¡c bªc cõa �ìn thùc theo
tøng bi¸n.

V½ dö 1.9. C¡c �ìn thùc 3x2y,
2

3
x2y3 l  c¡c �ìn thùc theo x, y vîi bªc

t÷ìng ùng b¬ng 3 v  5.

�ành ngh¾a 1.17 (xem [3]). Hai �ìn thùc cõa c¡c bi¸n x, y �÷ñc gåi l 
�çng d¤ng (t÷ìng tü), n¸u chóng ch¿ câ h» sè kh¡c nhau. Nh÷ vªy, hai �ìn
thùc �÷ñc gåi l  �çng d¤ng, n¸u chóng câ d¤ng axkyl, Bxkyl(A 6= B).

�ành ngh¾a 1.18 (xem [3]). Gi£ sû axkyl, Bxmyn l  hai �ìn thùc cõa c¡c
bi¸n x, y. Ta nâi r¬ng �ìn thùc axkyl trëi hìn �ìn thùc Bxmyn theo thù
tü cõa c¡c bi¸n x, y, n¸u k > m ho°c k = m, l > n.

V½ dö 1.10. �ìn thùc x4y2 trëi hìn �ìn thùc x2y7a, cán �ìn thùc x4y6

trëi hìn �ìn thùc x4y5.

�ành ngh¾a 1.19 (xem [3]). Mët h m sè P (x, y) �÷ñc gåi l  mët �a thùc
theo c¡c bi¸n sè x, y, n¸u nâ câ thº biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng têng cõa húu
h¤n c¡c �ìn thùc. Nh÷ vªy, �a thùc P (x, y) theo c¡c bi¸n sè x, y l  h m
sè câ d¤ng:

P (x, y) =
∑

k+l≤m
aklx

kyl.

Bªc lîn nh§t cõa c¡c �a thùc trong �a thùc �÷ñc gåi l  bªc cõa �a thùc.

�ành ngh¾a 1.20 (xem [3]). �a thùc P (x, y) �÷ñc gåi l  �èi xùng, n¸u nâ
khæng thay �êi khi �êi ché cõa x, y ngh¾a l : P (x, y) = P (y, x).

V½ dö 1.11. P (x, y) = x2 + xy + y2, Q(x, y) = x2y + xy2 l  c¡c �a thùc
�èi xùng cõa c¡c bi¸n x, y.

�ành ngh¾a 1.21 (xem [3]). Kþ hi»u σ0 = 1, σ1 = x + y, σ2 = xy c¡c �a
thùc σj(j = 0, 1, 2) �÷ñc gåi l  c¡c �a thùc �èi xùng cì sð cõa c¡c bi¸n x,
y.

�ành ngh¾a 1.22 (xem [3]). �a thùc �èi xùng f(x, y) �÷ñc gåi l  thu¦n
nh§t bªc m, n¸u

f(tx, ty) = tmf(x, y),∀t 6= 0.
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�ành lþ 1.10 (�ành lþ cì b£n, xem [3]). Måi �a thùc �èi xùng P (x, y) cõa
c¡c bi¸n x,y �·u câ thº biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng �a thùc p(σ1, σ2) theo
c¡c bi¸n σ1 = x+ y, σ2 = xy, ngh¾a l :

P (x, y) = p(σ1, σ2).

Chùng minh. Tr÷îc h¸t x²t tr÷íng hñp �ìn thùc, trong �â lôy thøa cõa
x v  y còng bªc, ngh¾a l  �ìn thùc d¤ng axkyk . Hiºn nhi¶n l 

axkyk = a(xy)k = aσk2 .

Ti¸p theo, x²t �ìn thùc d¤ng bxkyl(k 6= l). V¼ �a thùc l  �èi xùng, n¶n
câ sè h¤ng d¤ng bxlyka. �º x¡c �ành, ta gi£ sû k < l v  x²t têng cõa hai
�ìn thùc tr¶n

b(xkyl + xlyk) = bxkyk(xl−k + yl−k) = bσk2sl−k.

Theo cæng thùc Waring, sl−k l  mët �a thùc cõa c¡c bi¸n σ1, σ2, n¶n nhà
thùc tr¶n l  mët �a thùc cõa σ1, σ2. V¼ måi �a thùc �èi xùng l  têng cõa
c¡c sè h¤ng d¤ng b(xkyl + xlyk), axkyk, n¶n måi �a thùc �èi xùng �·u biºu
di¹n �÷ñc ð d¤ng �a thùc theo c¡c bi¸n σ1, σ2.
�ành lþ �÷ñc chùng minh.

�ành lþ 1.11 (xem [3], T½nh duy nh§t). N¸u c¡c �a thùc ϕ(σ1, σ2), ϕ(σ1, σ2)

khi thay σ1 = x + y, σ2 = x.y cho ta còng mët �a thùc �èi xùng P (x, y)

th¼ chóng ph£i tròng nhau, ngh¾a l  ϕ(σ1, σ2) ≡ ψ(σ1, σ2).

V½ dö 1.12 (Håc sinh giäi Quèc gia n«m 2005). Cho x, y thäa m¢n

x− 3
√
x+ 1 = 3

√
y + 2− y.

T¼m gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t cõa x+ y.

Líi gi£i. �°t x + y = S. B i to¡n trð th nh: t¼m S �º h» ph÷ìng tr¼nh
sau câ nghi»m {

x− 3
√
x+ 1 = 3

√
y + 2− y.

x+ y = S.
(1.1)

�°t
√
x+ 1 = a;

√
y + 2 = b th¼ a; b ≥ 0 v  x = a2 − 1; y = b2 − 2.

H» trð th nh {
a2 + b2 − 3(a+ b) = 3
a2 + b2 = S + 3

(1.2)
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⇔
{
S + 3− 3(a+ b) = 3
(a+ b)2 − 2ab = S + 3

⇔


a+ b =

S

3

ab =
S2 − 9S − 27

18
H» (1.1) câ nghi»m (x ; y) khi v  ch¿ khi h» (1.2) câ nghi»m (a ; b) sao cho
a; b ≥ 0.

⇔


(
S

3

)2

≥ 4.
S2 − 9S − 27

18
.

S ≥ 0.
S2 − 9S − 27 ≥ 0.

⇔ 9 + 3
√

21

2
≤ S ≤ 9 + 3

√
15.

Vªy max(x+ y) = 9 + 3
√

15; min(x+ y) =
9 + 3

√
21

2
.

V½ dö 1.13 (�· thi tuy¸n sinh �¤i håc n«m 2006 khèi A). Cho hai sè thüc
x 6= 0, y 6= 0 thay �êi v  thäa m¢n:

(x+ y)xy = x2 + y2 − xy.

T¼m gi¡ trà lîn nh§t cõa biºu thùc A =
1

x3
+

1

y3
.

Líi gi£i. Ta câ:

(x+ y)xy = x2 + y2 − xy ⇔ 1

y
+

1

x
=

1

y2
+

1

x2
− 1

xy
.

�°t
1

x
= a;

1

y
= b. B i to¡n trð th nh: Cho a, b thay �êi v  thäa m¢n

a+ b = a2 + b2 − ab. T¼m gi¡ trà lîn nh§t cõa A = a3 + b3.

Ta câ: a+ b = a2 + b2 − ab =

(
a− b

2

)2

+
3b2

4
⇒ a+ b ≥ 0 �°t a + b = S

v  x²t h» ph÷ìng tr¼nh

{
a+ b = a2 + b2 − ab
a+ b = S

⇔
{
a+ b = (a+ b)2 − 3ab
a+ b = S

⇔

a+ b = S

ab =
S2 − S

3

⇔ S2 ≥ 4(S2 − S)

3
⇔ S2 − 4S ≤ 0⇔ 0 ≤ S ≤ 4

⇒ (a+ b)2 ≤ 16.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = 2 ⇔ x = y =
1

2
. Vªy

maxA = 16.
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1.3 Mët sè d¤ng biºu di¹n cõa �a thùc �èi xùng

�ành ngh¾a 1.23 (xem [3]). C¡c �a thùc Sk = xk + yk, (k = 1, 2 . . .) �÷ñc
gåi l  c¡c têng lôy thøa bªc k cõa c¡c bi¸n x, y.

�ành lþ 1.12. Méi têng lôy thøa Sm = xm +ym �·u câ thº biºu di¹n �÷ñc
d÷îi d¤ng mët �a thùc bªc m cõa σ1 = x+ y v  σ2 = xy sau �¥y:

s1 = σ1,
s2 = σ21 − 2σ2,
s3 = σ31 − 3σ1σ2,
s4 = σ41 − 4σ21σ2 + 2σ22,
s5 = σ51 − 5σ31σ2 + 5σ1σ

2
2,

. . .

�ành lþ 1.13 (Cæng thùc Waring). Têng lôy thøa Sk �÷ñc biºu di¹n qua
c¡c �a thùc �èi xùng cì sð σ1, σ2 theo cæng thùc

Sk

k
=

[k/2]∑
m=0

(−1)m(k −m− 1)!

m!(k − 2m)
σk−2m1 σm2 .

trong �â, kþ hi»u [k/2] l  ph¦n nguy¶n cõa k/2.

�ành lþ 1.14. Méi têng lôy thøa Sk = xk + yk + zk �·u câ thº biºu di¹n
d÷îi d¤ng mët �a thùc bªc k theo c¡c bi¸n σ1, σ2, σ3.

�ành lþ 1.15. Måi �a thùc �èi xùng 3 bi¸n x, y, z �·u câ thº biºu di¹n
d÷îi d¤ng �a thùc theo c¡c bi¸n σ1 = x+y+z, σ2 = xy+yz+zx, σ3 = xyz.

Nhªn x²t 1.2. Nhi·u b i to¡n v· ph÷ìng tr¼nh bªc 2 �÷ñc gi£i mët c¡ch
d¹ d ng nhí ¡p döng �a thùc �èi xùng �º minh håa ta x²t mët sè v½ dö
sau.

V½ dö 1.14. Gi£ sû x1, x2 l  2 nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh bªc hai:

ax2 + bx+ c = 0, (a 6= 0).

Vîi n l  sè nguy¶n, �°t Sn = xn1 + xn2 .

a) Chùng minh r¬ng:

aSn+2 + bSn+1 + cSn = 0. (1.3)

b) �p döng: Khæng khai triºn t½nh gi¡ trà cõa biºu thùc

A = (1 +
√

2)5 + (1−
√

2)5.
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Líi gi£i.

a) Ta câ: xn+2
1 + xn+2

2 = (xn+1
1 + xn+1

2 )(x1 + x2)− (xn1 + xn2)x1x2.

Do �â:
Sn+2 = Sn+1(x1 + x2)− Snx1x2.

Trong biºu thùc tr¶n thay x1 + x2 = − b
a
v  x1x2 =

c

a
, ta �÷ñc:

Sn+2 = − b
a
Sn+1 −

c

a
Sn

hay
aSn+2 + bSn+1 + cSn = 0.
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Ch÷ìng 2

H» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  h»
d¤ng �èi xùng

2.1 H» ph÷ìng tr¼nh cõa �a thùc �èi xùng

2.1.1 H» ph÷ìng tr¼nh n ©n (n > 3, n ∈ N)

�ành lþ 2.1. Gi£ sû σ1, σ2, · · · , σn l  c¡c sè thüc tòy þ. Khi �â ph÷ìng
tr¼nh �¤i sè bªc n

un − σ1un−1 + σ2u
n−2 − · · ·+ (−1)nσn = 0 (2.1)

v  h» ph÷ìng tr¼nh �¤i sè
x1 + x2 + · · ·+ xn = σ1
x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn = σ2
· · ·
x1x2 · · ·xn = σn

(2.2)

Li¶n h» vîi nhau nh÷ sau:
N¸u u1, u2, · · · , un l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1) th¼ h» (2.2)

câ n! nghi»m, cö thº l  nghi»m x1 = u1, x2 = u2, · · · , xn = un v  t§t
c£ c¡c nghi»m nhªn �÷ñc tø nghi»m tr¶n b¬ng c¡ch ho¡n và c¡c nghi»m
u1, u2, · · · , un cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1). Ngo i c¡c nghi»m tr¶n, th¼ h» (2.2)
khæng cán nghi»m n o kh¡c. Ng÷ñc l¤i, n¸u x1 = u1, x2 = u2, · · · , xn = un
l  c¡c nghi»m cõa h» (2.2), th¼ c¡c sè x1, x2, · · · , xn l  nghi»m cõa ph÷ìng
tr¼nh (2.1).
Chùng minh. Gi£ sû u1, u2, · · · , un l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1)
khi �â ta câ �a thùc

f(u) = un−σ1un−1 +σ2u
n−2−· · ·+(−1)nσn = (u−u1)(u−u2) · · · (u−un).
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Khai triºn v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n rçi so s¡nh h» sè c¡c lôy thøa còng
bªc cõa u, ta �÷ñc

u1 + u2 + · · ·+ un = σ1
u1u2 + u1u3 + · · ·+ un−1un = σ2
· · ·
u1u2 · · ·un = σn

(2.3)

�i·u �â chùng tä r¬ng c¡c sè x1 = u1, x2 = u2, · · · , xn = un l  nghi»m cõa
h» (2.2) måi ho¡n và cõa c¡c gi¡ trà u1, u2, · · · , un l  nghi»m cõa h» (2.2)
v¼ c¡c ©n x1, x2, · · · , xn câ m°t trong h» (2.2) l  �èi xùng, v§n �· h» (2.2)
khæng cán nghi»m n o kh¡c �÷ñc ho n to n t÷ìng tü nh÷ tr÷íng hñp ba
bi¸n, gi£i h» ph÷ìng tr¼nh �¤i sè (2.2) b¬ng c¡ch �÷a v· ph÷ìng tr¼nh �¤i
sè (2.1), n¸u c¡c sè σ1, σ2, · · · , σn �¢ bi¸t, th¼ �º t¼m c¡c ©n x1, x2, · · · , xn
ch¿ c¦n th nh lªp ph÷ìng tr¼nh (2.1) v  t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh
§y. Gi£ sû c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1) l  u1, u2, · · · , un. Khi �â
x1 = u1, x2 = u2, · · · , xn = un l  mët nghi»m cõa h» (2.2). Thüc hi»n ho¡n
và câ thº câ cõa c¡c sè u1, u2, · · · , un ta nhªn �÷ñc t§t c£ c¡c nghi»m cán
l¤i cõa h» n y.

�ành lþ 2.2 (Cæng thùc Vi-²t). Cho

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ A[x], a0 6= 0

l  mët �a thùc b§t k¼ v  f(x) = a0(x − α1)(x − α2) . . . (x − αn). Ð �¥y,
α1, α2, . . . , αn l  nhúng nghi»m cõa �a thùc f(x). Khi �â,

α1 + α2 + · · ·+ αn = −a1
a0

α1α2 + α2α3 + · · ·+ αn−1αn =
a2
a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

α1α2 . . . αk + · · ·+ αn−k+1αn−k+2 . . . αn = (−1)k
ak
a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

α1α2 . . . αn = (−1)n
an
a0

(2.4)

Gåi l  cæng thùc Vi-²t.
Chùng minh. Tø f(x) = a0(x−α1)(x−α2) . . . (x−αn). Sau khi ta nhªn
c¡c thøa sè v o vîi nhau v  nhâm c¡c h» sè theo d¤ng �a thùc chu©n tc
ta �÷ñc:

f(x) = a0[x
n − (α1 + α2 + ..+ αn) + (α1α2 + · · ·+ α1αn + α2α3+
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· · ·+ αn−1αn)xn−2 + · · ·+ (−1)nα1α2 . . . αn].

So s¡nh c¡c h» sè cõa �a thùc, ta nhªn �÷ñc

α1 + α2 + · · ·+ αn = −a1
a0

α1α2 + α2α3 + · · ·+ αn−1αn =
a2
a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

α1α2 . . . αk + · · ·+ αn−k+1αn−k+2 . . . αn = (−1)k
ak
a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

α1α2 . . . αn = (−1)n
an
a0

V½ dö 2.1 (Olympic 30 - 4 l¦n 5, Vi»t Nam). Cho ph÷ìng tr¼nh

xn +an−1x
n−1 +an−2u

n−2 + · · ·+a1x+a0 = 0 (ai = ±1, i = 0, 1, · · · , n−1).

Chùng minh r¬ng, n¸u ph÷ìng tr¼nh câ n nghi»m thüc, th¼ n ≥ 3.

Líi gi£i. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ n nghi»m thüc x1, x2, · · · , xn v 
σ1, σ2, · · · , σn l  c¡c �a thùc �èi xùng cì sð cõa c¡c nghi»m n y.
Theo �ành lþ Vi-²t, ta câ σ1 = −an−1, σ2 = an−2. Do �â

x21 +x22 + · · ·+x2n = s2 = σ21 − 2σ2 = a2n−1− 2an−2 = 3 (do |ai = 1| , s2 ≥ 0)

�°t y =
1

xi
d¹ th§y r¬ng yi l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

a0y
n + a1y

n−1 + · · ·+ an−1y + 1 = 0.

T÷ìng tü nh÷ tr¶n ta công câ y21 + y22 + · · ·+ y2n = 3. Theo b§t �¯ng thùc
giúa trung b¼nh cëng v  trung b¼nh nh¥n, ta câ

9 = (x21 + x22 + · · ·+ x2n)

(
1

x21
+

1

x22
+ · · ·+ 1

x2n

)
≥ 3

Tø �â suy ra n ≥ 3. (�PCM)

V½ dö 2.2. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
x+ y + z + t = 1
x2 + y2 + z2 + t2 = 9
x3 + y3 + z3 + t3 = 1
x4 + y4 + z4 + t4 = 33
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Líi gi£i. �°t x+ y + z + t = σ1, xy + xz + xt+ yz + yt+ zt = σ2,

xyz + xyt+ xzt+ yzt = σ3, xyzt = σ4

Khi �â h» �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi h» sau:
σ1 = 1
σ21 − 2σ2 = 9
σ31 − 3σ1σ2 + 3σ3 = 1
σ41 − 4σ21σ2 + 2σ22 + 4σ1σ3 − 4σ4 = 33

Tø �â suy ra
σ1 = 1, σ2 = −4, σ3 = 4, σ4 = 0.

V  ta câ

u4 − u3 − 4u2 + 4u = 0 ⇔ u(u− 1)(u− 2)(u+ 2) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ c¡c nghi»m l  u1 = 0, u2 = 1, u3 = 2, u4 = −2.

Vªy c¡c nghi»m cõa h» �¢ cho l  c¡c ho¡n và cõa (x, y, z, t) = (0, 1, 2,−2)

(câ 24 nghi»m)

V½ dö 2.3. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
x1 + x2 + · · ·+ xn = a
x21 + x22 + · · ·+ x2n = a2

· · ·
xn1 + xn2 + · · ·+ xnn = an

Líi gi£i. Gåi σ1, σ2, · · · , σn l  c¡c �a thùc �èi xùng cì sð cõa c¡c bi¸n
x1, x2, · · · , xn v  sk (k = 1, 2, · · · , n) l  c¡c têng lôy thøa xk1+xk2+· · ·+xkn =

sk
Khi �â tø hai ph÷ìng tr¼nh �¦u ti¶n cõa h» �¢ cho ta câ{

σ1 = a
s2 = σ21 − 2σ2 = a2

Suy ra
σ2 = 0, s1 = a = σ1, s2 = a2 = σ21.

Sû döng cæng thùc truy hçi Newton b¬ng c¡ch quy n¤p ta suy ra r¬ng
σk(k = 2, 3, . . . , n). Vªy trong c¡c ©n x1, x2, · · · , xn ch¿ câ mët ©n b¬ng a,
c¡c ©n cán l¤i b¬ng khæng.
Do �â nghi»m cõa h» �¢ cho l  c¡c bë sè (x1, x2, · · · , xn ) �÷ñc x¡c �ành
theo cæng thùc xi = a, xj = 0 : j 6= i = 1, 2, · · · , ngh¾a l  c¡c bë sè

(a, 0, . . . , 0), (0, a, 0, . . . , 0), . . . (0, 0, . . . , a).
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2.1.2 H» ph÷ìng tr¼nh ba ©n

Gi£ sû P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) l  c¡c �a thùc �èi xùng.
X²t h» ph÷ìng tr¼nh P (x, y, z) = 0

Q(x, y, z) = 0
R(x, y, z) = 0

(2.5)

B¬ng c¡ch �°t x+ y + z = σ1, xy + yz + zx = σ2, xyz = σ3. Ta �÷a �÷ñc
h» (2.5) v· d¤ng p(σ1, σ2, σ3) = 0

q(σ1, σ2, σ3) = 0
r(σ1, σ2, σ3) = 0

(2.6)

H» ph÷ìng tr¼nh (2.6) th÷íng �ìn gi£n hìn h» (2.5) v  ta câ thº d¹
d ng t¼m �÷ñc nghi»m σ1, σ2, σ3. Sau khi t¼m �÷ñc c¡c gi¡ trà cõa σ1, σ2, σ3
c¦n �÷a v· c¡c ©n x, y, z �i·u n y d¹ d ng thüc hi»n �÷ñc nhí �ành lþ sau
�¥y.

�ành lþ 2.3. Gi£ sû σ1, σ2, σ3 l  c¡c sè thüc n o �â. Khi �â ph÷ìng tr¼nh
bªc ba

u3 − σ1u2 + σ2u− σ3 = 0 (2.7)

v  h» ph÷ìng tr¼nh x+ y + z = σ1
xy + yz + zx = σ2
xyz = σ3

(2.8)

Li¶n h» vîi nhau nh÷ sau: n¸u u1, u2, u3 l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh
(2.7) th¼ h» (2.8) câ c¡c nghi»m{

x1 = u1
y1 = u2
z1 = u3

;

{
x2 = u1
y2 = u3
z2 = u2

;

{
x3 = u2
y3 = u1
z3 = u3

{
x4 = u2
y4 = u3
z4 = u1

;

{
x5 = u3
y5 = u2
z5 = u1

;

{
x6 = u3
y6 = u1
z6 = u2

Ngo i ra khæng cán c¡c nghi»m n o kh¡c. Ng÷ñc l¤i, x = a, y = b, z = c

l  nghi»m cõa h»(2.8), th¼ c¡c sè a, b, c l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.7).
Chùng minh. Gi£ sû u1, u2, u3 l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.7) khi
�â ta câ �çng nh§t thùc:

u3 − σ1u2 + σ2u− σ3 = (u− u1)(u− u2)(u− u3).
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Tø �â, ta câ h» thùc Vi-²t:

{
u1 + u2 + u3 = σ1
u1u2 + u1u3 + u2u3 = σ2
u1u2u3 = σ3

suy ra u1, u2, u3 l  c¡c nghi»m cõa h» (2.8). Ngo i ra cán 5 nghi»m núa �÷ñc
nhªn b¬ng c¡ch ho¡n và c¡c gi¡ trà cõa ©n sè, v§n �· h» (2.8) khæng cán
nghi»m n o kh¡c s³ �÷ñc l m s¡ng tä d÷îi �¥y. Gi£ sû x = a, y = b, z = c

l  nghi»m cõa h» (2.8) ngh¾a l {
a+ b+ c = σ1
ab+ bc+ ca = σ2
abc = σ3

Khi �â ta câ

u3 − σ1u2 + σ2u− σ3 = u3 − (a+ b+ c)u2 + (ab+ bc+ ca)u− abc
= (u− a)(u− b)(u− c)

�i·u �â chùng tä r¬ng c¡c sè a, b, c l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh bªc ba
(2.7).
�ành lþ �÷ñc chùng minh

�ành lþ 2.4. chùng minh Gi£ sû σ1, σ2, σ3 l  c¡c sè thüc �¢ cho. �º c¡c
sè x, y, z x¡c �ành bði h» ph÷ìng tr¼nh (2.8) l  c¡c sè thüc, �i·u ki»n c¦n
v  �õ l 

∆ = −4σ31σ3 + σ21σ
2
2 + 18σ1σ2σ3 − 4σ32 − 27σ3 ≥ 0 (2.9)

Ngo i ra �º c¡c sè x, y, z l  khæng ¥m th¼ σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0, σ3 ≥ 0.

Chùng minh. Gi£ sû x, y, z l  nghi»m cõa h» (2.8) khi �â x, y, z l  c¡c
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.7) suy ra ph÷ìng tr¼nh (2.7) câ nghi»m thüc
khi v  ch¿ khi bi»t thùc cõa nâ khæng ¥m, ngh¾a l  (2.9) �÷ñc thäa m¢n.
Ngo i ra, n¸u c¡c sè x, y, z l  khæng ¥m, th¼ hiºn nhi¶n σi ≥ 0 (i = 1, 2, 3).
Ng÷ñc l¤i, n¸u σi ≥ 0 (i = 1, 2, 3) v  (2.9) �÷ñc thäa m¢n, th¼ ph÷ìng tr¼nh
(2.7) khæng thº câ nghi»m ¥m. Thªt vªy trong (2.7) thay u = −v ta câ
ph÷ìng tr¼nh

v3 + σ1v
2 + σ2v − σ3 = 0 (2.10)

v¼ σi ≥ 0 (i = 1, 2, 3) n¶n ph÷ìng tr¼nh (2.10) khæng thº câ nghi»m d÷ìng,
do �â ph÷ìng tr¼nh (2.7) khæng thº câ nghi»m ¥m.
Tø �â suy ra x, y, z l  c¡c sè khæng ¥m.
�ành lþ �÷ñc chùng minh.
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V½ dö 2.4. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh{
x+ y + z = 2
x2 + y2 + z2 = 6
x3 + y3 + z3 = 8

Líi gi£i. �°t

x+ y + z = σ1, xy + yz + zx = σ2, xyz = σ3.

Sû döng cæng thùc Waring ta câ

x2 + y2 + z2 = σ21 + 2σ2, x
3 + y3 + z3 = σ31 − 3σ1σ2 + 3σ3

Do �â h» ph÷ìng tr¼nh ban �¦u trð th nh{
σ1 = 2
σ21 − 2σ2 = 6
σ31 − 3σ1σ2 + 3σ3 = 8

Gi£i h» n y ta t¼m �÷ñc σ1 = 2, σ2 = −1, σ3 = −2.

Tø �â ta câ x, y, z l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

u3 − 2u2 − u+ 23 = 0 ⇔ (u2 − 1)(u− 2) = 0.

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh n y l  u1 = −1, u2 = 1, u3 = 2. Tø �â suy ra
nghi»m cõa h» �¢ cho l  nhúng bë (x, y, z):

(−1, 1, 2), (−1, 2, 1), (1,−1, 2), (1, 2,−1), (2,−1, 1), (2, 1,−1).

V½ dö 2.5. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh{
x+ y + z = 6
xy + yz + zx = 11
(x− y)(y − z)(z − x) = −2

Líi gi£i. �°t

x+ y + z = σ1, xy + yz + zx = σ2, xyz = σ3.

Nhªn x²t r¬ng

(x− y)(y − z)(z − x) ≤ 0 , ∀x, y, x ∈ R.

Do �â
(x− y)(y − z)(z − x) = −2
⇔ (x− y)2(y − z)2(z − x)2 = 4
⇔ (x− y)2(y − z)2(z − x)2 = −4σ31σ3 + σ21σ

2
2 + 18σ1σ2σ3 − 4σ32 − 27σ3
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H» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho trð th nh{
σ1 = 6
σ2 = 11
−4σ31σ3 + σ21σ

2
2 + 18σ1σ2σ3 − 4σ32 − 27σ3 = 4

Tø �â suy ra σ23 − 12σ3 + 36 = 0 ph÷ìng tr¼nh n y câ nghi»m duy nh§t
σ3 = 6. Vªy ta câ σ1 = 6, σ2 = 11, σ3 = 6.
Tø �â ta câ x, y, z l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

u3 − 6u2 + 11u− 6 = 0 ⇔ (u− 1)(u− 2)(u− 3) = 0.

nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh n y l  u1 = 1, u2 = 2, u3 = 3.

Tø �â suy ra nghi»m cõa h» �¢ cho l  nhúng bë (x, y, z):

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 3, 1), (2, 1, 3), (3, 2, 1), (3, 1, 2).

B i to¡n 2.1. T¼m t§t c£ c¡c gi¡ trà cõa a �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ
nghi»m thüc x, y, z.{√

x− 1 +
√
y − 1 +

√
z − 1 = a− 1.√

x+ 1 +
√
y + 1 +

√
z + 1 = a+ 1.

Líi gi£i. �i·u ki»n: x ≥ 1, y ≥ 1, z ≥ 1.

H» �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi{(√
x− 1 +

√
x+ 1

)
+
(√

y − 1 +
√
y + 1

)
+
(√

z − 1 +
√
z + 1

)
= 2a.(√

x+ 1−
√
x− 1

)
+
(√

y + 1−
√
y − 1

)
+
(√

z + 1−
√
z − 1

)
= 2.

�°t u =
√
x− 1 +

√
x+ 1, v =

√
y − 1 +

√
y + 1, s =

√
z − 1 +

√
z + 1.

Do x ≥ 1, y ≥ 1, z ≥ 1 n¶n u ≥
√

2, v ≥
√

2, s ≥
√

2.

Ng÷ñc l¤i, n¸u u ≥
√

2, v ≥
√

2, s ≥
√

2, ta câ:
√
x+ 1−

√
x− 1 =

2√
x+ 1 +

√
x− 1

=
2

u

⇒
√
x+ 1 =

1

2

(
u+

2

u

)
⇒ x =

1

4

(
u2 +

4

u2

)
≥ 1.

T÷ìng tü �èi vîi y v  z.
Do b i to¡n cõa ta �÷a v· b i to¡n t÷ìng �÷ìng: T¼m t§t c£ c¡c gi¡ trà

cõa a �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m u ≥
√

2, v ≥
√

2, s ≥
√

2.{
u+ v + s = 2a.
1

u
+

1

v
+

1

s
= 1.

(2.11)
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�i·u ki»n c¦n: Gi£ sû h» (2.11) câ nghi»m. Theo b§t �¯ng thùc Bunhia,
ta câ:

2a = (u+ v + s)

(
1

u
+

1

v
+

1

s

)
≥ 9⇒ a ≥ 9

2

�i·u ki»n �õ: Gi£ sû x ≥ 9

2
. Ta s³ chùng minh h» (2.11) câ nghi»m.

Thªt vªy: L§y s = 3 (thäa m¢n s ≥
√

2). Khi �â, (2.11) t÷ìng �÷ìng vîiu+ v = 2a− 3

u.v =
3 (2a− 3)

2

K²o theo, u, v l  hai nghi»m cõa tam thùc bªc hai ©n t:

t2 − 2 (2a− 3) t+
3 (2a− 3)

2

⇒ u, v =
2a− 3±

√
(2a− 3) (2a− 9)

2
.

Chó þ 2.1. �°t

h = 2a− 9 ≥ 0⇒
(
h+ 6− 2

√
2
)2
> (h+ 3)2 > h (h+ 6) .

Tùc l :

(2a− 3)− 2
√

2 >
√

(2a− 3) (2a− 9)⇒ u >
√

2, v >
√

2.

Nh÷ vªy, h» (2.11) câ nghi»m u ≥
√

2, v ≥
√

2, s ≥
√

2.

Tâm l¤i, c¡c sè thüc a c¦n t¼m l  t§t c£ c¡c sè thüc a ≥ 9

2
.

2.1.3 H» ph÷ìng tr¼nh hai ©n

Gi£ sû P (x, y) v  Q(x, y) l  c¡c �a thùc �èi xùng. X²t h» ph÷ìng tr¼nh:{
P (x, y) = 0,
Q(x, y) = 0.

(2.12)

B¬ng c¡ch �°t σ1 = x + y v  σ2 = xy. Tr¶n cì sð �ành lþ cì b£n, ta �÷a
h» (2.12) v· d¤ng: {

p(σ1, σ2) = 0,
q(σ1, σ2) = 0.

(2.13)
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h» ph÷ìng tr¼nh (2.13) th÷íng �ìn gi£n hìn h» (2.12) v  ta câ thº d¹ d ng
t¼m �÷ñc nghi»m (σ1, σ2). Sau khi t¼m �÷ñc c¡c gi¡ trà cõa σ1, σ2. C¦n ph£i
t¼m c¡c gi¡ trà cõa c¡c ©n sè x v  y l  nghi»m cõa h» (2.12), �i·u n y câ
thº thüc hi»n �÷ñc nhí �ành lþ sau �¥y:

�ành lþ 2.5. Gi£ sû σ1 v  σ2 l  c¡c sè thüc n o �â. Khi �â ph÷ìng tr¼nh
bªc 2:

z2 − σ1z + σ2 = 0. (2.14)

v  h» ph÷ìng tr¼nh {
x+ y = σ1,
xy = σ2.

(2.15)

li¶n h» vîi nhau nh÷ sau: n¸u z1, z2 l  c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.14)
th¼ h» (2.15) câ nghi»m:{

x = z1.
y = z2.

ho°c
{
x = z2.
y = z1.

(2.16)

v  ngo i ra khæng cán câ nghi»m n o kh¡c. Ng÷ñc l¤i, n¸u x = a, y = b l 
nghi»m cõa (2.15) th¼ a, b l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.14).

V½ dö 2.6. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh{
x3 + y3 = 35.
x+ y = 5.

Líi gi£i. �°t x+ y = σ1, xy = σ2. Ta câ:

x3 + y3 = σ31 − 3σ1σ2.

Do �â, ta câ h» {
σ31 − 3σ1σ2 = 35.
σ1 = 5.

⇔
{
σ1 = 5.
σ2 = 6.

Khi �â, x, y l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh{
x+ y = 5.
xy = 6.

Ta câ x, y l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh v  ta t¼m �÷ñc c¡c nghi»m cõa h»
�¢ cho l  {

x = 3.
y = 2.

ho°c
{
x = 2.
y = 3.
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V½ dö 2.7. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh{
x3 − y3 = 5.
xy2 − x2y = 1.

Líi gi£i. Ta th§y h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n ch÷a ph£i l  h» �èi xùng. N¸u
�°t z = −y th¼ ta câ h» {

x3 + z3 = 5.
xz2 + x2z = 1.

l  h» �èi xùng �èi vîi x v  z . �°t x+ z = σ1, xz = σ2, ta câ h»{
σ1(σ

2
1 − 3σ2) = 5.

σ1 σ2 = 1. ⇔
{
σ31 − 3 = 5.
σ1 σ2 = 1. ⇔

{
σ1 = 2.

σ2 =
1

2
.

Do �â, ta câ {
x+ z = 2.

xz =
1

2
.

⇔
{
x− y = 2.

xy = −1

2
.

Gi£i h» tr¶n, ta câ c¡c nghi»m
x =

2 +
√

2

2
.

y =
−2 +

√
2

2
.

ho°c


x =

2−
√

2

2
.

y =
−2−

√
2

2
.

2.2 H» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng váng quanh

B i to¡n 2.2 (�· thi håc sinh giäi Quèc Gia n«m 2005 - 2006. B£ng B).
Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh x

3 + 3x2 + 2x− 5 = y.
y3 + 3y2 + 2y − 5 = z.
z3 + 3z2 + 2z − 5 = x.

Líi gi£i. Gi£ sû x = max {x, y, z}. X²t hai tr÷íng hñp:

TH 1: x ≥ y ≥ z. Tø h» tr¶n, ta câ:{
x3 + 3x2 + 2x− 5 ≤ x.
z3 + 3z2 + 2z − 5 ≥ z.

⇒

(x− 1)
[
(x+ 2)2 + 1

]
≤ 0

(z − 1)
[
(z + 2)2 + 1

]
≥ 0

⇒
{
x ≤ 1.
1 ≤ z.
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TH 2: x ≥ z ≥ y. Tø h» tr¶n, ta câ:

{
x3 + 3x2 + 2x− 5 ≤ x.
y3 + 3y2 + 2y − 5 ≥ y.

⇒

(x− 1)
[
(x+ 2)2 + 1

]
≤ 0

(y − 1)
[
(y + 2)2 + 1

]
≥ 0

⇒
{
x ≤ 1.
1 ≤ y.

C£ hai tr÷íng hñp �·u cho x = y = z = 1.

Thû l¤i, ta th§y x = y = z = 1 thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh.

Tâm l¤i, h» �¢ cho câ nghi»m duy nh§t x = y = z = 1.

B i to¡n 2.3 (�· thi håc sinh giäi quèc gia 1994). Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:
x3 + 3x− 3 + ln

(
x2 − x+ 1

)
= y.

y3 + 3y − 3 + ln
(
y2 − y + 1

)
= z.

z3 + 3z − 3 + ln
(
z2 − z + 1

)
= x.

Líi gi£i. X²t h m sè: f (t) = t3 + 3t− 3 + ln
(
t2 − t+ 1

)
.

Ta câ

f ′ (t) = 3t2 + 1 +
2t2 − 1

t2 − t+ 1
> 0, vîi måi x ∈ R.

Vªy f(t) �çng bi¸n tr¶n R. Ta vi¸t l¤i h» ph÷ìng tr¼nh nh÷ sau:{
f (x) = y.
f (y) = z.
f (z) = x.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû x = min{x, y, z}. Lóc �â,

x ≤ y ⇒ f (x) ≤ f (y)⇒ y ≤ z ⇒ f (y) ≤ f (z)⇒ z ≤ x.

hay
x ≤ y ≤ z ≤ x⇒ x = y = z.

Vîi x = y = z, x²t ph÷ìng tr¼nh: x3 + 2x − 3 + ln
(
x2 − x+ 1

)
= 0. Do

h m sè ϕ (x) = x3 + 2x− 3 + ln
(
x2 − x+ 1

)
�çng bi¸n tr¶n R n¶n ph÷ìng

tr¼nh câ nghi»m duy nh§t x = 1. Vªy h» ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m duy nh§t
x = y = z = 1.

B i to¡n têng qu¡t 2.1. X²t h» ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
f (x1) = g (x2) .
f (x2) = g (x3) .
. . .
f (xn−1) = g (xn) .
f (xn) = g (x1) .
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N¸u hai h m sè f, g còng t«ng tr¶n tªp A v  (x1, x2, . . . , xn) l  nghi»m cõa
h» ph÷ìng tr¼nh, trong �â xi ∈ A,∀i = 1, 2, . . . , n th¼ x1 = x2 = · · · = xn.

Chùng minh.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû: x = min{x, y, z}. Khi �â, ta câ:

x1 ≤ x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2)⇒ g (x2) ≤ g (x3)⇒ x2 ≤ x3 · · · ⇒ xn ≤ x1.

Vªy:
x1 ≤ x2 ≤ . . . . ≤ xn ≤ x1.

Tø �â suy ra:
x1 = x2 = · · · = xn.

B i to¡n 2.4. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:

(
1

4

)2x3+x2

= y.(
1

4

)2y3+y2

= z.(
1

4

)2z3+z2

= x.

Líi gi£i. V¼ v¸ tr¡i cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh trong h» �·u d÷ìng n¶n h» ch¿
câ nghi»m: x, y, z > 0. X²t h m sè:

f(t) =

(
1

4

)2t3+t2

.

Ta câ:

f ′ (t) = − (2 ln 4)
(
3t2 + t

)
.

(
1

4

)2t3+t2

< 0,∀t > 0.

Suy ra: f(t) nghàch bi¸n tr¶n (0; +∞).

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû: x = min{x, y, z}. Khi �â, ta câ:

x ≤ y ⇒ f (x) ≥ f (y)⇒ y ≥ z ⇒ f (y) ≤ f (z)⇒ z ≤ x

⇒ x = z ⇒ f (x) = f (z)⇒ y = x.

Vªy h» ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m duy nh§t x = y = z =
1

2
.
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B i to¡n têng qu¡t 2.2. Vîi n l´, x²t h» ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
f (x1) = g (x2) .
f (x2) = g (x3) .
. . .
f (xn−1) = g (xn) .
f (xn) = g (x1) .

N¸u f l  h m gi£m tr¶n A v  g l  h m t«ng tr¶n A v  (x1, x2, . . . , xn) l 
nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh, trong �â xi ∈ A,∀i = 1, 2, . . . , n th¼

x1 = x2 = · · · = xn vîi n l´.

Chùng minh.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû: x = min{x, y, z}. Khi �â, ta câ:

x1 ≤ x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2)⇒ g (x2) ≥ g (x3)⇒ x2 ≥ x3 · · · ⇒ xn ≤ x1

⇒ f (xn) ≥ f (x1)⇒ x1 ≥ x2 ⇒ x1 = x2.

Tø �â suy ra: x1 = x2 = · · · = xn.

B i to¡n 2.5. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:
(x− 1)2 = 2y.

(y − 1)2 = 2z.

(z − 1)2 = 2t.

(t− 1)2 = 2x.

Líi gi£i. V¼ v¸ tr¡i cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh trong h» �·u khæng ¥m n¶n h»
ch¿ câ nghi»m: x, y, z, t > 0.

X²t h m sè: f(s) = (s− 1)2.
Ta câ: f ′(s) = 2(s − 1). V¼ h m sè li¶n töc tr¶n R n¶n h m sè t«ng tr¶n
(1; +∞) v  gi£m tr¶n [0; 1].
Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû: x = min{x, y, z}.

i) N¸u x ∈ (1; +∞) ⇒ x, y, z, t ∈ (1; +∞), theo b i to¡n têng qu¡t 1,
h» câ nghi»m duy nh§t: x = y = z = t = 2 +

√
3.

ii) N¸u x ∈ [0; 1] ⇒ 0 ≤ f (x) ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 2y ≤ 1, hay y ∈ [0; 1], t÷ìng
tü z, t ∈ [0; 1].

Vªy x, y, z, t ∈ [0; 1]. do �â, ta câ:

x ≤ y ⇒ f (x) ≥ f (y)⇒ y ≥ z ⇒ f (y) ≤ f (z)⇒ z ≤ x⇒ x = z.
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Vîi x = z ⇒ f(x) = f(z)⇒ y = t. Khi �â, h» ph÷ìng tr¼nh trð th nh:

{
(x− 1)2 = 2y.

(y − 1)2 = 2x.
⇔

(x− 1)2 = 2y.[
x = y.
x = −y.

⇔ x = y = 2−
√

3.

Vªy h» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ hai nghi»m: x = y = z = t = 2 +
√

3 v 
x = y = 2−

√
3.

B i to¡n têng qu¡t 2.3. Vîi n ch®n, x²t h» ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
f (x1) = g (x2) .
f (x2) = g (x3) .
. . .
f (xn−1) = g (xn) .
f (xn) = g (x1) .

N¸u f l  h m gi£m tr¶n A v  g l  h m t«ng tr¶n A v  (x1, x2, . . . , xn) l 
nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh, trong �â xi ∈ A, ∀i = 1, 2, . . . , n th¼ vîi n
ch®n:

x1 = x3 = · · · = xn−1

ho°c
x2 = x4 = · · · = xn.

Chùng minh.

Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû: x = min{x, y, z}. Khi �â, ta câ:

x1 ≤ x3 ⇒ f (x1) ≥ f (x3) ⇒ g (x2) ≥ g (x4) .
⇒ x2 ≥ x4.
⇒ f (x2) ≤ f (x4)⇒ g (x3) ≤ g (x5) .
⇒ x3 ≤ x5.
⇒ f (xn−2) ≤ f (xn)⇒ g (xn−1) ≤ g (x1) .
⇒ xn−1 ≤ x1.
⇒ f (xn−1) ≥ f (x1)⇒ g (xn) ≥ g (x2) .
⇒ xn ≥ x2.

Vªy x1 ≤ x3 ≤ . . . . ≤ xn−1 ≤ x1
K²o theo x1 = x3 = · · · = xn−1, x2 ≥ x4 ≥ . . . . ≥ xn ≥ x2
Suy ra: x2 = x4 = · · · = xn.
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2.3 Mët sè h» b§t ph÷ìng tr¼nh �èi xùng cì b£n

B i to¡n 2.6. T¼m nghi»m d÷ìng x, y, z thäa m¢n h» b§t ph÷ìng tr¼nh
1

x+ y + 1
+

1

y + z + 1
+

1

z + x+ 1
≥ 1

xyz = 1

Líi gi£i. Gi£ sû x, y, z thäa m¢n h» �¢ cho. Khi �â x, y, z > 0 v  xyz = 1.

Ta câ
x+ y = ( 3

√
x)3 + ( 3

√
y)3

= ( 3
√
x+ 3
√
y)( 3
√
x)2 − 3

√
xy + ( 3

√
x)2

≥ 3
√
xy( 3
√
x+ 3
√
y)

Suy ra

x+ y + 1 ≥ 3
√
xy( 3
√
x+ 3
√
y) + 3

√
xyz = 3

√
xy( 3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z).

Suy ra
1

x+ y + 1
≤

3
√
z

3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z
.

T÷ìng tü,
1

y + z + 1
≤

3
√
x

3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z
,

1

x+ z + 1
≤

3
√
y

3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z
.

Cëng c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n v¸ theo v¸, ta �÷ñc

1

x+ y + 1
+

1

y + z + 1
+

1

z + x+ 1
≤ 1.

D§u �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z = 1.

Vªy nghi»m cõa h» �¢ cho thäa m¢n h»
1

x+ y + 1
+

1

y + z + 1
+

1

z + x+ 1
= 1

xyz = 1

Suy ra nghi»m cõa h» �¢ cho l  (x, y, z) = (1, 1, 1).

B i to¡n 2.7. Trong c¡c nghi»m (x; y) cõa h»{
x+ y ≤ 2
x2 + y2 + xy = 3
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h¢y t¼m nghi»m sao cho x2 + y2− xy �¤t gi¡ trà lîn nh§t, gi¡ trà nhä nh§t.
Líi gi£i. �°t a = x+ y − 2 th¼ h» t÷ìng �÷ìng vîi{

x+ y − 2 = a, a ≤ 0,
x2 + y2 + xy = 3.

Ta câ:{
x+ y − 2 = a
x2 + y2 + xy = 3

⇔
{
x+ y = 2 + a
(x+ y)2 − xy = 3

⇔
{
x+ y = 2 + a
xy = (2 + a)2 − 3

�i·u ki»n �èi vîi a �º h» câ nghi»m (x ; y) l 

(2 + a)2 ≥ 4((2 + a)2 − 3)⇔ (2 + a)2 ≤ 4⇔ −4 ≤ a ≤ 0,

(thäa m¢n �i·u ki»n a ≤ 0).
Khi �â:

x2 + y2 − xy = x2 + y2 + xy − 2xy = 3− 2((2 + a)2 − 3) = −2a2 − 8a+ 1.

X²t h m sè:
f(a) = −2a2 − 8a+ 1, a ∈ [−4; 0] .

Lªp b£ng bi¸n thi¶n cõa h m sè n y tr¶n �o¤n [- 4; 0] ta �÷ñc:
min(x2 + y2 − xy) = 1 khi a = 0 ho°c a = - 4, tùc l  khi x = y = 1

ho°c x = y = -1.
max(x2 + y2 − xy) = 9 khi a = - 2, tùc l  khi x =

√
3, y = −

√
3

ho°c x = −
√

3, y =
√

3.

B i to¡n 2.8. Gi£i h» b§t ph÷ìng tr¼nh
{
x+ y = 1
x2 + y2 + xy ≤ 2

Líi gi£i. H» vi¸t th nh{
x+ y = 1
(x+ y)2 − xy ≤ 2

⇔
{
y = 1− x
1− x (1− x) ≤ 2 ⇔

{
y = 1− x
x2 − x− 1 ≤ 0

Vªy tªp nghi»m (x0; y0) cõa h» l 


1−
√

5

2
≤ x0 ≤

1 +
√

5

2

y0 = 1− x0
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Ch÷ìng 3

B§t �¯ng thùc li¶n quan �¸n �a thùc
�èi xùng

3.1 B§t �¯ng thùc cõa c¡c d¤ng �a thùc bªc hai

3.1.1 T½nh ch§t

i) Måi �a thùc �èi xùng f(x; y) �·u biºu di¹n �÷ñc qua �a thùc theo
x+ y v  xy.
ii)

∃x, y :

{
x+ y = S,
xy = P.

⇔ S2 ≥ 4P.

iii) N¸u h m sè y = f(x) = ax+ b câ f(α) ≥ 0, f(β) ≥ 0 th¼

f(x) ≥ 0,∀x ∈ [α; β] .

Chùng minh.

TH 1: a = 0. K¸t qu£ l  hiºn nhi¶n.
TH 2: a > 0. Ta câ: y = f(x) = ax + b l  h m �çng bi¸n tr¶n �o¤n [α; β]

n¶n
f(x) ≥ f(α) ≥ 0,∀x ∈ [α; β] .

TH 3: a < 0. Ta câ: y = f(x) = ax+ b l  h m nghàch bi¸n tr¶n �o¤n [α; β]

n¶n
f(x) ≥ f(α) ≥ 0,∀x ∈ [α; β] .

Vªy
f(x) ≥ 0,∀x ∈ [α; β] .

iv) Ph²p chu©n hâa
Biºu thùc f(a; b; c) �÷ñc gåi l  thu¦n nh§t bªc n n¸u

f(ka; kb; kc) = knf(a; b; c).
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Do vªy, n¸u k > 0 th¼ f(a; b; c) ≥ 0⇔ f(ka; kb; kc) ≥ 0.

�°t x = ka, y = kb, z = kc v  chån k =
1

a+ b+ c
> 0 th¼ x + y + z = 1

v  f(a; b; c) ≥ 0 ⇔ f(x; y; z) ≥ 0. Do �â, �èi vîi nhúng b§t �¯ng thùc
thu¦n nh§t ta câ thº gi£ thi¸t th¶m f(a; b; c) ≥ 0 ⇔ f(x; y; z) ≥ 0 (ho°c
a+ b+ c = m n¸u chån k =

m

a+ b+ c
). Vi»c l m tr¶n gåi l  chu©n hâa.

3.1.2 B i tªp ¡p döng

B i to¡n 3.1 (IMO 1984). Cho x, y, z l  c¡c sè thüc khæng ¥m thäa m¢n
x+ y + z = 1. Chùng minh r¬ng

xy + yz + zx− 2xyz ≤ 7

27
(3.1)

Líi gi£i. Ta câ:

(3.1)⇔ xy + z(x+ y)− 2z.xy ≤ 7

27
⇔ (1− 2z)xy + z(1− z) ≤ 7

27

⇔ (2z − 1)xy + z2 − z +
7

27
≥ 0.

�°t

t = xy, 0 ≤ t ≤
(
x+ y

2

)2

=
(1− z)2

4

X²t
f(t) = (2z − 1)t+ z2 − z +

7

27

Ta câ: f(0) = z2 − z +
7

27
≥ 0 v 

f

(
(1− z)2

4

)
=

(
z − 1

3

)2(
2z +

1

3

)
4

≥ 0.

⇒ f(t) ≥ 0,∀t ∈
[

0;
(1− z)2

4

]
.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z =
1

3
. B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng

minh.
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Nhªn x²t 3.1. Trong b i to¡n n y, ta khæng bi¸t �÷ñc d§u cõa 2z - 1.
Tuy nhi¶n, ta câ thº k¸t luªn �÷ñc gi¡ trà nhä nh§t cõa f(t) tr¶n �o¤n[

0;
(1− z)2

4

]
ch¿ �¤t �÷ñc t¤i hai �¦u mót. C¡ch l m n y tr¡nh �÷ñc vi»c

ph£i x²t nhi·u tr÷íng hñp.

B i to¡n 3.2 (Olympic 30 - 4 n«m 2000). Cho a, b, c l  c¡c sè thüc khæng
¥m thäa m¢n a+ b+ c = 1. Chùng minh r¬ng

a3 + b3 + c3 +
15

4
abc ≥ 1

4
(3.2)

Líi gi£i. Ta câ:

(3.2) ⇔ (a+ b)3 − 3ab(a+ b) + c3 +
15

4
c.ab− 1

4
≥ 0.

⇔ (1− c)3 − 3ab(1− c) + c3 +
15

4
c.ab− 1

4
≥ 0.

⇔ (9c− 4)

4
ab+ c2 − c+

1

4
≥ 0.

�°t

t = ab, 0 ≤ t ≤
(
a+ b

2

)2

=
(1− c)2

4

v  x²t
f(t) =

(9c− 4)

4
t+ c2 − c+

1

4

Ta câ:

f(0) = c2 − c+
1

4
=

(
c− 1

2

)2

≥ 0

v 

f

(
(1− c)2

4

)
=
c(3c− 1)2

16
≥ 0.

⇒ f(t) ≤ 0,∀t ∈
[

0;
(1− c)2

4

]
.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c =
1

3
ho°c a = b =

1

2
, c = 0

v  c¡c ho¡n và cõa nâ. B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.
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Nhªn x²t 3.2. Trong c¡c chùng minh tr¶n, gi£ thi¸t a+ b+ c = 1 l  quan
trång. V¼ vªy �èi vîi nhúng b§t �¯ng thùc ch÷a cho gi£ thi¸t n y m  câ
t½nh �çng bªc (thu¦n nh§t) th¼ ta câ thº chu©n hâa �º t¤o ra chóng.

B i to¡n 3.3 (B§t �¯ng thùc AM - GM). Cho a, b, c l  c¡c sè thüc khæng
¥m. Chùng minh r¬ng

a+ b+ c

3
≥ 3
√
abc.

Líi gi£i. TH 1: a = b = c = 0,. b§t �¯ng thùc l  hiºn nhi¶n.
TH 2: a+ b+ c > 0. Chia c£ hai v¸ cho a+ b+ c, ta �÷ñc:

1

3
≥ 3

√
a

a+ b+ c
.

b

a+ b+ c
.

c

a+ b+ c
.

�°t x =
a

a+ b+ c
; y =

b

a+ b+ c
; z =

c

a+ b+ c
, th¼ x + y + z = 1 v  b§t

�¯ng thùc �¢ cho trð th nh:

1

3
≥ 3
√
xyz hay

1

27
− z.xy ≥ 0.

�°t t = xy, 0 ≤ t ≤
(
x+ y

2

)2

=
(1− z)2

4
= z0 v  x²t h m sè

f(t) =
1

27
− zt tr¶n [0; z0] .

Ta câ: f(0) =
1

27
≥ 0 v 

f(z0) =
1

27
− z.(1− z)2

4
=

(3z − 1)2(4− 3z)

108
≥ 0, (do z ≤ 1).

Vªy f(t) =
1

27
− zt ≥ 0,∀t ∈ [0; z0] .

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z =
1

3
hay a = b = c.

Nhªn x²t 3.3. B§t �¯ng thùc ð tr¶n l  thu¦n nh§t n¶n ta câ thº t¤o ra
gi£ thi¸t x+ y + z = 1. Tø �¥y, n¸u b§t �¯ng thùc l  thu¦n nh§t th¼ ta câ
thº gi£ thi¸t th¶m x+ y + z = 1.
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B i to¡n 3.4 (IMO 1964). Cho x, y, z l  c¡c sè thüc khæng ¥m. Chùng
minh r¬ng

x2(y + z − x) + y2(x+ z − y) + z2(x+ y − z) ≤ 3xyz. (3.3)

Líi gi£i. Do b§t �¯ng thùc l  thu¦n nh§t n¶n nhí chu©n hâa ta câ thº
gi£ thi¸t th¶m x+y+z = 1. Thay y+z = 1−x, x+z = 1−y, x+y = 1−z
v o (3.3), ta �÷ñc
x2(1− 2x) + y2(1− 2y) + z2(1− 2z) ≤ 3xyz.

⇔ x2 + y2 + z2 ≤ 2(x3 + y3 + z3) + 3xyz.

⇔ (x+ y)2 − 2xy + z2 ≤ 2((x+ y)3 − 3xy(x+ y) + z3) + 3xyz.

⇔ (1− z)2 − 2xy + z2 ≤ 2((1− z)3 − 3xy(1− z) + z3) + 3xyz.

⇔ (9z − 4)xy + 4z2 − 4z + 1 ≥ 0.

�°t

t = xy, 0 ≤ t ≤
(
x+ y

2

)2

=
(1− z)2

4

v  x²t f(t) = (9z − 4)t+ 4z2 − 4z + 1.

Ta câ: f(0) = 4z2 − 4z + 1 = (2z − 1)2 ≥ 0 v 

f

(
(1− z)2

4

)
=
z(3z − 1)2

4
≥ 0.

Suy ra f(t) ≥ 0,∀t ∈
[

0;
(1− z)2

4

]
.

�¯ng thùc ch¿ x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z =
1

3
hay a = b = c

ho°c a = b =
1

2
, c = 0 v  c¡c ho¡n và cõa nâ. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi

a = b = c ho°c a = b, c = 0 v  c¡c ho¡n và cõa nâ.
B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.

B i to¡n 3.5. Cho x, y, z l  c¡c sè thüc khæng ¥m. Chùng minh r¬ng

x3 + y3 + z3 + 6xyz ≥ (xy + yz + zx)(x+ y + z). (3.4)

Líi gi£i. Do b§t �¯ng thùc l  thu¦n nh§t n¶n nhí chu©n hâa ta câ thº
gi£ thi¸t th¶m x+ y + z = 1.

Khi �â: x3 + y3 + z3 + 6xyz ≥ xy + yz + zx.

⇔ (x+ y)3 − 3xy(x+ y) + z3 + (6z − 1)xy − z(x+ y) ≥ 0.
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⇔ (1− z)3 − 3xy(1− z) + z3 + (6z − 1)xy − z(1− z) ≥ 0.

⇔ (9z − 4)xy + 4z2 − 4z + 1 ≥ 0.

Theo B i to¡n 3.4, b§t �¯ng thùc n y �óng.

3.2 B§t �¯ng thùc cõa c¡c d¤ng �a thùc bªc cao

B i to¡n 3.6 (Romania-Balkan 2006). Cho a, b, c > 0 v  thäa m¢n a +

b+ c = 1. Chùng minh r¬ng

a2

b
+
b2

c
+
c2

a
≥ 3

(
a2 + b2 + c2

)
. (1)

Líi gi£i.

C¡ch 1. Bi¸n �êi v  ¡p döng b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz ta câ:

a2

b
+
b2

c
+
c2

a
=

a4

a2b
+

b4

b2c
+

c4

c2a
≥
(
a2 + b2 + c2

)2
a2b+ b2c+ c2a

.

B§t �¯ng thùc (1) �÷ñc chùng minh n¸u ta chùng minh �÷ñc :(
a2 + b2 + c2

)2
a2b+ b2c+ c2a

≥ 3
(
a2 + b2 + c2

)
⇔ a2 + b2 + c2 ≥ 3

(
a2b+ b2c+ c2a

)
⇔
(
a2 + b2 + c2

)
(a+ b+ c) ≥ 3

(
a2b+ b2c+ c2a

)
(v¼ a+ b+ c = 1)

⇔ a3 + a2c+ b3 + b2a+ c3 + c2b ≥ 2
(
a2b+ b2c+ c2a

)
. (2)

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM ta câ

a3 + ab2 ≥ 2
√
a3.ab2 = 2a2b.

T÷ìng tü ta �÷ñc

b3 + bc2 ≥ 2b2c, c3 + ca2 ≥ 2c2a.

Cëng ba b§t �¯ng thùc tr¶n v¸ theo v¸ ta thu �÷ñc b§t �¯ng thùc (2).
Vªy b§t �¯ng thùc (1) �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿

khi a = b = c.

C¡ch 2. Vîi a+ b+ c = 1, ta câ

a2

b
+
b2

c
+
c2

a
≥ 3

(
a2 + b2 + c2

)
(1)

⇔
(
a2

b
+
b2

c
+
c2

a

)
(a+ b+ c) ≥ 3

(
a2 + b2 + c2

)
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⇔ a2 + b2 + c2 +
a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+
a2c

b
+
b2a

c
+
c2b

a
≥ 3

(
a2 + b2 + c2

)
⇔ a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+
a2c

b
+
b2a

c
+
c2b

a
≥ 2

(
a2 + b2 + c2

)
(3)

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM:

a2c

b
+ bc ≥ 2ac;

b2a

c
+ ac ≥ 2ba;

c2b

a
+ ba ≥ 2bc,

ta �÷ñc
a2c

b
+
b2a

c
+
c2b

a
≥ ab+ bc+ ca.

Suy ra

a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+
a2c

b
+
b2a

c
+
c2b

a
≥ a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+ab+bc+ca (3)

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM:

a3

b
+ ab ≥ 2a2,

b3

c
+ bc ≥ 2b2,

c3

a
+ ca ≥ 2c2,

suy ra
a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+ ab+ bc+ ca ≥ 2

(
a2 + b2 + c2

)
. (4)

Tø (3) v  (4) suy ra

a3

b
+
b3

c
+
c3

a
+
a2c

b
+
b2a

c
+
c2b

a
≥ 2

(
a2 + b2 + c2

)
,

(�pcm)

B i to¡n 3.7 (Balkan 2010). Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng thäa m¢n

a4 + b4 + c4 ≥ a3 + b3 + c3.

Chùng minh r¬ng :

a3√
b4 + b2c2 + c4

+
b3√

c4 + c2a2 + a4
+

c3√
a4 + a2b2 + b4

≥
√

3.

Líi gi£i. Tø gi£ thi¸t suy ra
a4 + b4 + c4

a3 + b3 + c3
≥ 1, n¶n ta qui b i to¡n v·

vi»c chùng minh b§t �¯ng thùc �çng bªc l :

a3√
b4 + b2c2 + c4

+
b3√

c4 + c2a2 + a4
+

c3√
a4 + a2b2 + b4

≥
√

3.
a4 + b4 + c4

a3 + b3 + c3
.
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Sû döng k¾ thuªt gh²p �èi xùng, ta s³ ch¿ ra r¬ng:

a3√
b4 + b2c2 + c4

≥
√

3a4

a3 + b3 + c3

⇔ 3a2
(
b4 + b2c2 + c4

)
≤
(
a3 + b3 + c3

)2
(1)

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM ta câ

3a2b4 = 3.ab.ab.b2 ≤ a3b3 + a3b3 + b6

3a2c4 = 3.ac.ac.c2 ≤ a3c3 + a3c3 + c6

3a2b2c2 = 3.a2.bc.bc ≤ a6 + b3c3 + b3c3

Cëng c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n v¸ theo v¸ ta thu �÷ñc b§t �¯ng thùc (1).
Do �â

a3√
b4 + b2c2 + c4

≥
√

3a4

a3 + b3 + c3

D§u b¬ng x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1.

3. Mët sè k¾ thuªt chùng minh b§t �¯ng thùc �çng bªc

B i to¡n 3.8 (Iran-2010). Cho a, b, c > 0. Chùng minh r¬ng

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+

1

(a+ b+ c)2
≥ 7

25

(
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

a+ b+ c

)2

(1) .

Líi gi£i. Nhªn x²t: B§t �¯ng thùc tr¶n l  b§t �¯ng thùc thu¦n nh§t.
Khi ta thay (a; b; c) bði (ta; tb; tc) th¼ b§t �¯ng thùc khæng thay �êi. Do
�â khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû

a+ b+ c = 1 (a, b, c > 0) .

B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh vi¸t l¤i:

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+ 1 ≥ 7

25

(
1

a
+

1

b
+

1

c
+ 1

)2

(2) .

�°t
1

a
= x;

1

b
= y;

1

c
= z (x; y; z > 0)

⇒ x+ y + z =
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 9

a+ b+ c
= 9.
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B§t �¯ng thùc (2):

x2 + y2 + z2 + 1 ≥ 7

25
(x+ y + z + 1)2

Do
x2 + y2 + z2 ≥ 1

3
(x+ y + z)2

n¶n b§t �¯ng thùc tr¶n �÷ñc chùng minh n¸u ta chùng minh �÷ñc

1

3
(x+ y + z)2 + 1 ≥ 7

25
(x+ y + z + 1)2.

�°t t = x+ y + z th¼ t ≥ 9.
Ta c¦n chùng minh

1

3
t2 + 1 ≥ 7

25
(t+ 1)2 ⇔ 4t2 − 42t+ 54 ≥ 0⇔ (t− 9)

(
t− 3

2

)
≥ 0.

�i·u n y ho n to n �óng ∀t ≥ 9. Do �â b i to¡n �¢ gi£i xong.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c.

B i to¡n 3.9. Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng. Chùng minh r¬ng:

3

√
(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

abc
≥ 4 (a+ b+ c)

3
(1)

Líi gi£i.

C¡ch 1. Khi thay (a; b; c) bði (ta; tb; tc) th¼ b§t �¯ng thùc (1) khæng thay
�êi, n¶n khæng m§t têng qu¡t gi£ sû a+ b+ c = 3.

(1) ⇔ 3

√
(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

abc
≥ 4

⇔ (a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2 ≥ 64abc.
⇔ (a+ b) (b+ c) (c+ a) ≥ 8

√
abc (2)

V¼ a+ b+ c = 3 n¶n

(a+ b) (b+ c) (c+ a) = (3− c) (3− a) (3− b)
= 27− 9 (a+ b+ c) + 3 (ab+ bc+ ca)− abc
= 27− 9.3 + 3 (ab+ bc+ ca)− abc
= 3 (ab+ bc+ ca)− abc.
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�p döng b§t �¯ng thùc quen thuëc:

(x+ y + z)2 ≥ 3 (xy + yz + zx) ,∀x, y, z ∈ R.

Ta câ

(ab+ bc+ ca)2 ≥ 3abc (a+ b+ c) = 9abc⇒ ab+ bc+ ca ≥ 3
√
abc.

Do �â

(a+ b) (b+ c) (c+ a) ≥ 9
√
abc− abc = 8

√
abc+

√
abc
(

1−
√
abc
)
.

Theo b§t �¯ng thùc AM - GM, ta câ

3 = a+ b+ c ≥ 3
3
√
abc⇒ 1 ≥ abc⇒ 1−

√
abc ≥ 0.

Suy ra:
(a+ b) (b+ c) (c+ a) ≥ 8

√
abc.

B§t �¯ng thùc (2) �÷ñc chùng minh v  �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi
a = b = c = 1.

Vªy b§t �¯ng thùc (1) �÷ñc chùng minh, �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿
khi a = b = c.

C¡ch 2. Chu©n hâa a+ b+ c =
3

4
. B§t �¯ng thùc (1) trð th nh :

3

√
(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2

abc
≥ 1⇔ (a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2 ≥ abc. (2)

Bi¸n �êi v  ¡p döng b§t �¯ng thùc AM - GM ta �÷ñc :

(a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2 = [(a+ b+ c) (ab+ bc+ ca)− abc]2

=

[
8

9
(a+ b+ c) (ab+ bc+ ca) +

1

9
(a+ b+ c) (ab+ bc+ ca)− abc

]2
≥
[

8

9
.
3

4
(ab+ bc+ ca) +

1

9
.3 3
√
abc.3 3

√
(abc)2 − abc

]2
=

[
2

3
(ab+ bc+ ca)

]2
=

4

9
(ab+ bc+ ca)2

≥ 4

9
.3abc (a+ b+ c) =

4

9
.3abc.

3

4
= abc.(�pcm)
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B i to¡n 3.10 (Nhªt b£n 1997). Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng. Chùng
minh b§t �¯ng thùc

(b+ c− a)2

(b+ c)2 + a2
+

(c+ a− b)2

(c+ a)2 + b2
+

(a+ b− c)2

(a+ b)2 + c2
≥ 3

5
.

Líi gi£i. Nhªn x²t r¬ng b i to¡n n y câ trong cuèn s¡ch "Tuyºn tªp c¡c
b i to¡n tø nhúng cuëc thi t¤i Trung Quèc", �÷ñc gi£i kh¡ phùc t¤p b¬ng
c¡ch sû döng b§t �¯ng thùc Schur. Ð �¥y ta �÷a ra líi gi£i nhí vi»c sû
döng t½nh �çng bªc cõa c¡c biºu thùc tham gia trong b§t �¯ng thùc.

C¡ch 1: �°t 2x = b+ c− a
2y = c+ a− b
2z = a+ b− c

⇔

a = y + z
b = z + x
c = x+ y

b§t �¯ng thùc

⇔ 4x2

(2x+ y + z)2 + (y + z)2
+

4y2

(2y + z + x)2 + (z + x)2

+
4z2

(2z + x+ y)2 + (x+ y)2
≥ 3

5

⇔ x2

2x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz
+

y2

2y2 + x2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx

+
z2

2z2 + x2 + y2 + 2xy + 2yz + 2zx
≥ 3

10

Do
2xy ≤ x2 + y2, 2yz ≤ y2 + z2, 2zx ≤ x2 + z2.

n¶n

V T ≥ x2

4x2 + 3y2 + 3z2
+

y2

4y2 + 3z2 + 3x2
+

z2

4z2 + 3x2 + 3y2
.

�°t
x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2, x1, y1, z1 > 0.

V T ≥ x1
4x1 + 3y1 + 3z1

+
y1

4y1 + 3z1 + 3x1
+

z1
4z1 + 3x1 + 3y1

.

C¡c ph¥n thùc ð v¸ ph£i câ tû sè v  m¨u sè �çng bªc, khæng m§t têng
qu¡t, gi£ sû x1 + y1 + z1 = 1.

V T ≥ x1
x1 + 3

+
y1

y1 + 3
+

z1
z1 + 3

.
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�°t

f(t) =
t

t+ 3
, t > 0, f

′
(t) =

3

(t+ 3)2
, f

′′
(t) =

−6

(t+ 3)3
< 0.

⇒ f(t) l  h m lçi tr¶n (0,+∞). �p döng b§t �¯ng thùc h m lçi ta câ:

f (x1) + f (y1) + f (z1) ≥ 3.f

(
x1 + y1 + z1

3

)
= 3f

(
1

3

)

⇒ V T ≥ 3.

1

3
1

3
+ 3

=
3

10
(�pcm)

C¡ch 2. B§t �¯ng thùc

⇔ (b+ c− a)2

(b+ c)2 + a2
− 1 +

(c+ a− b)2

(c+ a)2 + b2
− 1 +

(a+ b− c)2

(a+ b)2 + c2
− 1 ≥ −12

5

⇔ (b+ c) a

(b+ c)2 + a2
+

(c+ a) b

(c+ a)2 + b2
+

(a+ b) c

(a+ b)2 + c2
≤ 6

5

C¡c ph¥n thùc ð v¸ tr¡i câ tû sè v  m¨u sè �çng bªc, khæng m§t têng
qu¡t, gi£ sû a+ b+ c = 1. B§t �¯ng thùc vi¸t l¤i th nh

(1− a) a

1− 2a+ 2a2
+

(1− b) b
1− 2b+ 2b2

+
(1− c) c

1− 2c+ 2c2
≤ 6

5
.

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM:

2a (1− a) ≤ (a+ 1)2

4
,

suy ra:

1− 2a+ 2a2 ≥ 1− (a+ 1)2

4
=

(1− a) (3 + a)

4
.

Do �â
(1− a) a

1− 2a+ 2a2
≤ (1− a) a

(1− a) (3 + a)

4

=
4a

3 + a
.

T÷ìng tü,
(1− b) b

1− 2b+ 2b2
≤ 4b

3 + b
,

(1− c) c
1− 2c+ 2c2

≤ 4c

3 + c
.

�º chùng minh b§t �¯ng thùc �· b i ta c¦n chùng minh

4a

3 + a
+

4b

3 + b
+

4c

3 + c
≤ 6

5
⇔ 1

3 + a
+

1

3 + b
+

1

3 + c
≥ 9

10
.
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�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM:

(3 + a+ 3 + b+ 3 + c)

(
1

3 + a
+

1

3 + b
+

1

3 + c

)
≥ 9.

Suy ra:

10

(
1

3 + a
+

1

3 + b
+

1

3 + c

)
≥ 9.

Do �â
1

3 + a
+

1

3 + b
+

1

3 + c
≥ 9

10
, �pcm.

B i to¡n 3.11 (Moldova 1999). Cho a, b, c > 0. Chùng minh r¬ng:

ab

c(c+ a)
+

bc

a(a+ b)
+

ca

b(b+ c)
≥ a

a+ c
+

b

b+ a
+

c

c+ b
.

Líi gi£i. C¡c v¸ cõa b§t �¯ng thùc l  c¡c biºu thùc còng bªc (bªc khæng).
Khæng m§t têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû r¬ng abc = 1. Khi �â b§t �¯ng thùc
c¦n chùng minh trð th nh

(b+ c)(b+ a)

c2
+

(c+ a)(c+ b)

a2
+

(a+ b)(a+ c)

b2

≥ (b+ a)(b+ c)

bc
+

(c+ a)(c+ b)

ca
+

(a+ b)(a+ c)

ab

⇔ (ab+ bc+ ca)

(
1

c2
+

1

a2
+

1

b2

)
+

(
b2

c2
+
c2

a2
+
a2

b2

)
≥ (ab+ bc+ ca)

(
1

bc
+

1

ca
+

1

ab

)
+

(
b

c
+
c

a
+
a

b

)
Do

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
≥ 1

bc
+

1

ca
+

1

ab

v 
b2

c2
+
c2

a2
+
a2

b2
≥ b

c
+
c

a
+
a

b

n¶n ta câ �pcm.
D§u b¬ng x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c.

B i to¡n 3.12 (VMO - 2004, B£ng A). X²t c¡c sè thüc d÷ìng x, y, z thäa
m¢n �i·u ki»n

(x+ y + z)3 = 32xyz.

H¢y t¼m gi¡ trà nhä nh§t v  gi¡ trà lîn nh§t cõa biºu thùc:

P =
x4 + y4 + z4

(x+ y + z)4
.

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



50

Líi gi£i.

C¡ch 1. Nhªn x²t r¬ng vîi α l  mët sè thüc d÷ìng tòy þ, ta luæn câ:

P (x, y, z) = P (αx, αy, αz)

v  n¸u x, y, z thäa m¢n �i·u ki»n cõa �· b i th¼ αx, αy, αz công thäa m¢n
c¡c �i·u ki»n �â. V¼ th¸ khæng m§t têng qu¡t, câ thº gi£ sû x+ y+ z = 4,

khi �â xyz = 2.

B i to¡n trð th nh: T¼m gi¡ trà nhä nh§t v  gi¡ trà lîn nh§t cõa biºu
thùc

P =
1

256

(
x4 + y4 + z4 )

khi x, y, z > 0 thay �êi sao cho x+ y + z = 4, vxyz = 2.

�°t Q = x4 + y4 + z4 v  t = xy + yz + zx.

Ta câ

Q = (x2 + y2 + z2)2 − 2(x2y2 + y2z2 + z2x2)

⇔ Q =
(
42 − 2t

)2 − 2
[
t2 − 2xyz(x+ y + z)

]
⇔ Q = 2t2 − 64t+ 44 + 32 = 2(t2− 32t+ 144) (1)

Tø gi£ thi¸t ta câ:

y + z = 4− x, yz =
2

x
. (2)

Do �â t = x(4− x) +
2

x
. (3)

�p döng b§t �¯ng thùc AM - GM:

y + z ≥ 2
√
yz

⇒ (4− x)2 ≥ 8

x
⇔ x3 − 8x2 + 16x− 8 ≥ 0

⇔ (x− 2)
(
x2 − 6x+ 4

)
≥ 0

⇔ 3−
√

5 ≤ x ≤ 2, do x ∈ (0; 4)

X²t h m sè t = x(4− x) +
2

x
tr¶n �o¤n

[
3−
√

5; 2
]
.

Ta câ

t′(x) =
−2(x− 1)

(
x2 − x− 1

)
x2

,

v 

t′(x) = 0⇔ x = 1 ∨ x =

(
1±
√

5
)

2
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Suy ra

5 ≤ t ≤ 5
√

5− 1

2
.

V¼ h m sè f (t) = t2 − 32t + 144 nghàch bi¸n tr¶n kho£ng (0; 16) v [
5;

5
√

5− 1

2

]
⊂ (0; 16) n¶n tr¶n

[
5;

5
√

5− 1

2

]
ta câ:

min f (t) = f

(
5
√

5− 1

2

)
=

383− 165
√

5

2
,

v  max f (t) = f (5) = 9.

K¸t hñp vîi (1) ta �÷ñc: minQ = 383− 165
√

5, maxQ = 18.

Vªy minP =
383− 165

√
5

256
, �¤t �÷ñc ch¯ng h¤n khi x = 3 −

√
5 v 

y = z =
1 +
√

5

2

maxP =
9

128
, �¤t �÷ñc ch¯ng h¤n khi x = 2, y = z = 1.

C¡ch 2. Khæng m§t têng qu¡t, ta gi£ sû x + y + z = 1 v  tø gi£ thi¸t

suy ra xyz =
1

32
. �°t t = ab+ bc+ ca = xy + yz + zx. Khi �â

x4 + y4 + z4 = (1− 2t)2 − 2
(
t2 − 2xyz

)
= 2(1− t)2 − 7

8

Th¸ n¶n �º t¼m gi¡ trà lîn nh§t, nhä nh§t cõa P , ta c¦n t¼m gi¡ trà lîn
nh§t, nhä nh§t cõa t.

t = xy + yz + zx = y(1− y) +
1

32y

Do x+ z = 1− y, xz =
1

32y
, (x+ z)2 ≥ 4xz n¶n

(1− y)2 ≥ 1

8y
.

Gi£i b§t ph÷ìng tr¼nh bªc ba n y cho ta nghi»m
1

2
≥ y ≥ 3−

√
5

4
, ta ch¿

c¦n chùng minh t(y) nghàch bi¸n tr¶n kho£ng

(
3−
√

5

4
;
1

2

)
v  do �â ta
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câ:

t

(
3−
√

5

4

)
≥ t(y) ≥ t

(
1

2

)
.

Tø �â t¼m �÷ñc gi¡ trà lîn nh§t, nhä nh§t cõa P .

3.3 B§t �¯ng thùc cõa c¡c d¤ng ph¥n thùc

V½ dö 3.1. Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng thäa m¢n �i·u ki»n abc = 1.
Chùng minh r¬ng

1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
≥ 3

2
.

Líi gi£i. V¼ a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng câ abc = 1 n¶n ta câ thº �°t
a =

x

y
, b =

y

z
, v  c =

z

y
, vîi x, y, z l  c¡c sè thüc d÷ìng. Khi �â, b§t �¯ng

thùc c¦n chùng minh trð th nh

1
x

y

(y
z

+ 1
) +

1
y

z

(z
x

+ 1
) +

1
z

x

(x
y

+ 1
) ≥ 3

2

⇔ yz

x(y + z)
+

zx

y(z + x)
+

xy

z(x+ y)
≥ 3

2

⇔ yz

xy + zx
+

zx

yz + xy
+

xy

zx+ yz
≥ 3

2

hay
u

v + w
+

v

w + u
+

w

u+ v
≥ 3

2
,

vîi u = yz, v = zx, w = xy l  c¡c sè thüc d÷ìng.
�¥y ch½nh l  b§t �¯ng thùc Nesbit cho ba sè d÷ìng. Do �â, ta câ �i·u ph£i
chùng minh.

Chó þ 3.1. �èi vîi mët sè b i to¡n chóng ta l¤i g°p c¡c biºu thùc
a

b
,
b

c
,
c

a
,

trong �â a, b, c l  c¡c sè thüc kh¡c 0. Khi �â, ta �°t x =
a

b
, y =

b

c
, z =

c

a

�º �÷a b i to¡n v· c¡c bi¸n mîi thäa m¢n �i·u ki»n xyz =
a

b
.
b

c
.
c

a
= 1.

V½ dö 3.2. Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng. Chùng minh r¬ng

b

a+ 2b
+

c

b+ 2c
+

a

c+ 2a
≤ 1.
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Líi gi£i. B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîi

1
a

b
+ 2

+
1

b

c
+ 2

+
1

c

a
+ 2
≤ 1 (3.5)

�°t x =
a

b
, y =

b

c
, z =

c

a
th¼ x, y, z l  c¡c sè thüc d÷ìng câ t½ch xyz = 1.

Khi �â, b§t �¯ng thùc (3.5) �÷ñc vi¸t l¤i d÷îi d¤ng

1

x+ 2
+

1

y + 2
+

1

z + 2
≤ 1

hay

(x+ 2)(y + 2) + (y + 2)(z + 2) + (z + 2)(x+ 2) ≤ (x+ 2)(y + 2)(z + 2)

⇔ (xy + yz + zx) + 4(x+ y + z) + 12 ≤ xyz + 4(x+ y + z)

+2(xy + yz + zx) + 8

⇔ 4 ≤ xyz + xy + yz + zx⇔ 3 ≤ xy + yz + zx (v¼ xyz = 1)

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho ba sè d÷ìng, ta câ

xy + yz + zx ≥ 3
3

√
(xyz)2 = 3.

Tø �â, suy ra b§t �¯ng thùc (3.5) �óng v  ta câ �i·u ph£i chùng minh.

V½ dö 3.3. Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng. Chùng minh r¬ng

ab

c(c+ a)
+

bc

a(a+ b)
+

ca

b(b+ c)
≥ a

c+ a
+

b

a+ b
+

c

b+ c
.

Líi gi£i. B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîi

b

c
.
a

c+ a
+
c

a
.
b

a+ b
+
a

b
.
c

b+ c
≥ a

c+ a
+

b

a+ b
+

c

b+ c

hay

b

c
.

1
c

a
+ 1

+
c

a
.

1
a

b
+ 1

+
a

b
.

1

b

c
+ 1

≥ 1
c

a
+ 1

+
1

a

b
+ 1

+
1

b

c
+ 1

(3.6)

�°t x =
a

b
, y =

b

c
, z =

c

a
th¼ x, y, z l  c¡c sè thüc d÷ìng câ t½ch xyz = 1.
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Khi �â

(3.6) ⇔ y

z + 1
+

z

x+ 1
+

x

y + 1
≥ 1

z + 1
+

1

x+ 1
+

1

y + 1
⇔ y(x+ 1)(y + 1) + z(y + 1)(z + 1) + x(z + 1)(x+ 1)

≥ (x+ 1)(y + 1) + (y + 1)(z + 1) + (z + 1)(x+ 1)
⇔ (xy2 + yz2 + zx2) + (x2 + y2 + z2) + (xy + yz + zx) + (x+ y + z)

≥ (xy + yz + zx) + 2(x+ y + z) + 3
⇔ (xy2 + yz2 + zx2) + (x2 + y2 + z2) ≥ (x+ y + z) + 3
⇔ (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (x+ y + z − 3)

+(xy2 + yz2 + zx2 − 3) ≥ 0

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM cho ba sè d÷ìng, ta câ

x+ y + z ≥ 3 3
√
xyz = 3 v  xy2 + yz2 + zx2 ≥ 3 3

√
(xyz)3 = 3.

Tø �â suy ra b§t �¯ng thùc (3.6) �óng. Do �â, ta câ b§t �¯ng thùc c¦n
chùng minh.

Mët sè b i to¡n chùng minh b§t �¯ng thùc chùa ba
bi¸n d¤ng �èi xùng

Ta câ thº sû döng ph²p �êi bi¸n:

x = a+ b+ c; y = ab+ bc+ ca; z = abc.

C¡c �¯ng thùc th÷íng sû döng

xy − z = (a+ b)(b+ c)(c+ a) (3.7)
x2 + y = (a+ b)(b+ c) + (b+ c)(c+ a) + (c+ a)(a+ b) (3.8)
x2 − 2y = a2 + b2 + c2

x3 − 3xy + 3z = a3 + b3 + c3

C¡c b§t �¯ng thùc th÷íng sû döng

x2 ≥ 3y (3.9)
x3 ≥ 27z

y2 ≥ 3xz

xy ≥ 9z

x3 − 4xy + 9z ≥ 0 (3.10)
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V½ dö 3.4. Cho a, b, c l  c¡c sè thüc d÷ìng thäa m¢n �i·u ki»n ab+bc+ca =

3. Chùng minh r¬ng

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
≥ a+ b+ c

6
+

3

a+ b+ c
.

Líi gi£i. B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîi

(a+ b)(b+ c) + (b+ c)(c+ a) + (c+ a)(a+ b)

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
≥ a+ b+ c

6
+

3

a+ b+ c
(3.11)

�°t x = a + b + c, y = ab + bc + ca, z = abc. Tø (3.7) v  (3.9), ta câ
(3.11) trð th nh

x2 + y

xy − z
≥ x

6
+

3

x
⇔ (x2 + 3)6x− (x2 + 18)(3x− z) ≥ 0

⇔ 3x3 − 36x+ x2z + 18z ≥ 0

⇔ 3(x3 − 12x+ 9z) + x2z − 9z ≥ 0

⇔ 3(x3 − 12x+ 9z) + z(x2 − 9) ≥ 0.

Do y = 3 n¶n tø (3.11), suy ra x2 ≥ 9, k¸t hñp vîi (3.9), ta câ b§t �¯ng
thùc tr¶n �óng, suy ra b i to¡n �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi
v  ch¿ khi a = b = c = 1.
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K¸t luªn

Luªn v«n "�a thùc �èi xùng v  c¡c h» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  b§t
�¯ng thùc li¶n quan" �¢ tr¼nh b y nhúng k¸t qu£ sau:

- Giîi thi»u cì sð lþ thuy¸t cõa c¡c �¤i sè v  c¡c �a thùc �èi xùng cì
b£n v  mët sè ùng döng cõa nâ trong �¤i sè sì c§p.

- C¡c v§n �· cõa lþ thuy¸t �÷ñc tr¼nh b y mët c¡ch �ìn gi£n theo c¡c
tr÷íng hñp hai bi¸n, ba bi¸n �¸n nhi·u bi¸n.

- Tr¼nh b y c¡c b i to¡n lo¤i khâ, nhi·u b i to¡n �÷ñc tr½ch ra tø c¡c
�· thi håc sinh giäi quèc gia, Olympic to¡n quèc t¸, IMO. . .
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