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Líi nâi �¦u

H m sinh l  mët cæng cö m¤nh trong vi»c gi£i mët sè b i to¡n tê
hñp. Hìn núa, ph÷ìng ph¡p h m sinh công câ nhi·u ùng döng trong c¡c
ngh nh kh¡c cõa to¡n håc. Möc �½ch cõa luªn v«n l  tr¼nh b y mët sè
ki¸n thùc cì b£n ph÷ìng ph¡p h m sinh, chõ y¸u thæng qua mët sè v§n
�· trong ch÷ìng tr¼nh to¡n trung håc phê thæng.

Luªn v«n chia l m hai ch÷ìng, Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc
cì b£n v· ph²p �¸m v  c¡c nguy¶n lþ cì b£n cõa ph²p �¸m. Nëi dung
ch½nh cõa Ch÷ìng 2 l  nhúng ph÷ìng ph¡p h m sinh v  ùng döng cì
b£n cõa ph÷ìng ph¡p h m sinh khi gi£i mët sè lîp b i to¡n tê hñp trong
ch÷ìng tr¼nh to¡n trung håc phê thæng.

Luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa GS.
TSKH. H  Huy Kho¡i. Tæi xin �÷ñc tä láng c£m ìn ch¥n th nh nh§t
tîi th¦y v· sü gióp �ï nhi»t t¼nh tø khi x¥y düng �· c÷ìng, vi¸t v  ho n
th nh luªn v«n.

Tæi xin �÷ñc c£m ìn ch¥n th nh nh§t tîi Tr÷íng �¤i håc Khoa håc
Th¡i Nguy¶n, nìi Tæi �¢ nhªn �÷ñc mët håc v§n sau �¤i håc c«n b£n
v  xin c£m ìn gia �¼nh, �çng nghi»p �¢ c£m thæng, chia s´, õng hë v 
gióp �ï trong xuèt thíi gian Tæi håc cao håc v  vi¸t luªn v«n.

Líi cuèi Tæi xin chóc sùc khäe c¡c th¦y cæ gi¡o v  �çng nghi»p.
Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, ng y 28 th¡ng 04 n«m 2013
Ng÷íi thüc hi»n
Vã V«n Vi»t
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc cì sð

Trong ch÷ìng n y, tr÷îc ti¶n chóng ta giîi thi»u mët sè ph÷ìng ph¡p
cì b£n th÷íng dòng trong mët lîp b i to¡n quan trång cõa tê hñp l 
b i to¡n �¸m. Trong nhúng ph÷ìng ph¡p �â, ph÷ìng ph¡p h m sinh s³
�÷ñc giîi thi»u chi ti¸t ð Ch÷ìng 2.

1.1 Ph²p �¸m. C¡c nguy¶n lþ cì b£n cõa ph²p �¸m

�ành ngh¾a 1.1.1. Tªp húu h¤n, væ h¤n

i) Mët tªp hñp A �÷ñc gåi l  húu h¤n v  câ n ph¦n tû n¸u tçn
t¤i mët song ¡nh giúa A v  tªp hñp con {1, 2, ..., n} cõa N. Ta vi¸t
|A| = n.

ii) N¸u A khæng húu h¤n, ta nâi A væ h¤n.

Bê �· 1.1.2. Nguy¶n lþ bò trø

Gi£ sû B l  mët tªp con cõa tªp hñp húu h¤n A. Gåi CA(B) l 
ph¦n bò cõa B trong A. Khi §y ta câ

|A| = |B|+ |CA(B)|.

�ành lþ 1.1.3. Gi£ sû A, B l  c¡c tªp hñp húu h¤n. N¸u tçn t¤i mët
�ìn ¡nh tø A v o B v  mët �ìn ¡nh tø B v o A th¼ A v  B câ còng sè
ph¦n tû.

Nguy¶n lþ cëng N¸u tªp hñp húu h¤n C l  hñp cõa n tªp �æi mët
ríi nhau C1, C2, ..., Cn th¼:

|C| = |C1|+ ...+ |Cn|.
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�ành ngh¾a 1.1.4. T½ch Descartes cõa hai tªp hñp A, B kþ hi»u bði
AxB l  tªp hñp t§t c£ c¡c c°p thù tü (a, b) vîi a ∈ A, b ∈ B.

Nguy¶n lþ nh¥n: N¸u A v  B l  hai tªp hñp húu h¤n th¼ AxB công
húu h¤n v  ta câ

|A.B| = |A|.|B|

�ành ngh¾a v· t½ch Descartes v  nguy¶n lþ nh¥n tr¶n �¥y câ thº mð rëng
cho nhi·u tªp hñp. Nguy¶n lþ nh¥n câ thº ph¡t biºu mët c¡ch kh¡c nh÷
sau:
Gi£ sû mët qu¡ tr¼nh câ thº �÷ñc thüc hi»n qua hai cæng �o¤n: cæng
�o¤n I câ n1 c¡ch thüc hi»n, cæng �o¤n II (sau khi thüc hi»n I) câ n2
c¡ch thüc hi»n. Khi �â câ n1.n2 c¡ch thüc hi»n qu¡ tr¼nh �â.
Nguy¶n lþ th¶m bît: Vîi hai tªp húu h¤n A, B b§t ký ta câ

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

1.2 C¡c �èi t÷ñng tê hñp v  c¡c sè tê hñp

1.2.1 Hå c¡c tªp con cõa mët tªp hñp E

P (E) = {A|A ⊆ E}

M»nh �· 1.2.1.
|P (E)| = 2|E|

1.2.2 Ch¿nh hñp cõa n ph¦n tû chån k

(hay ch¿nh hñp chªp k cõa n ph¦n tû)
Cho E = {a1, a2, ..., an}. Ch¿nh hñp cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë sp
thù tü gçm k ph¦n tû (ai1, ..., aik).
Sè c¡c ch¿nh hñp chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Ak

n. Ta câ

Ak
n = n(n− 1)..(n− k + 1) =

n!

(n− k)!
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1.2.3 Tê hñp cõa n ph¦n tû chån k

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Tê hñp cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë
khæng sp thù tü gçm k ph¦n tû {ai1, ..., aik}. Nâi c¡ch kh¡c, �â l  mët
tªp con gçm k ph¦n tû.
Sè c¡c tê hñp chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Ck

n. Ta câ

Ck
n =

n(n− 1)..(n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

1.2.4 Ho¡n và

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Mët ho¡n và cõa E l  mët c¡ch x¸p c¡c ph¦n
tû cõa E theo mët thù tü n o �â. Nâi c¡ch kh¡c, �â ch½nh l  ch¿nh hñp
cõa n ph¦n tû chån n. Sè c¡c ho¡n và cõa n ph¦n tû kþ hi»u l  Pn. Ta
câ Pn = n!.

1.2.5 Ch¿nh hñp l°p

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Ch¿nh hñp l°p cõa n ph¦n tû chån k l  mët
bë sp thù tü gçm k ph¦n tû (ai1, ..., aik), trong �â cho ph²p l§y l°p l¤i.
Sè c¡c ch¿nh hñp chªp k cõa n, theo quy tc nh¥n, b¬ng nk.

1.2.6 Tê hñp l°p

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Tê hñp l°p cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë
khæng sp thù tü gçm k ph¦n tû {ai1, ..., aik}, trong �â cho ph²p l§y l°p
l¤i. Nâi c¡ch kh¡c, �â l  mët �a tªp hñp gçm k ph¦n tû l§y tø E (ta hiºu
�a tªp hñp l  tªp hñp m  trong �â méi ph¦n tû câ thº �÷ñc kº nhi·u
l¦n).
Sè c¡c tê hñp l°p chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Hk

n. Ta câ

Hk
n = Ck

n+k−1.

1.2.7 Ho¡n và l°p

X²t �a tªp hñp E(r1, r2, ..., rs) câ n ph¦n tû, trong �â ph¦n tû a1 câ
r1 phi¶n b£n, ph¦n tû a2 câ r2 phi¶n b£n, ..., ph¦n tû as câ rs phi¶n b£n.
r1 + r2 + ... + rs = n. Mët c¡ch x¸p c¡c ph¦n tû cõa E theo thù tü n o
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�â �÷ñc gåi l  mët ho¡n và l°p cõa n ph¦n tû cõa E.

Sè ho¡n và l°p cõa �a tªp hñp E(r1, r2, ..., rs) b¬ng
n!

r1!...rs!
.

Bê �· 1.2.2. (T½nh ch§t h» sè nhà thùc)

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.

�ành lþ 1.2.3. (Nhà thùc Newton)

(x+ y)n = C0
nx

n + C1
nx

n−1y + ...+ Cn
ny

n.

1.3 C¡c ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao

Cì sð cõa ph²p �¸m l  �ành ngh¾a ph²p �¸m, c¡c nguy¶n lþ �¸m v 
c¡c sè tê hñp (l  c¡c sè th÷íng n£y sinh mët c¡ch tü nhi¶n trong c¡c
b i to¡n �¸m). Tuy nhi¶n, vîi c¡c cæng cö cì sð tr¶n, chóng ta th÷íng
ch¿ gi£i �÷ñc nhúng b i to¡n ð d¤ng �ìn gi£n nh§t. Vîi c¡c b i to¡n câ
y¶u c¦u phùc t¤p hìn, c¦n �¸n c¡c ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao.
Câ nhi·u ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao düa tr¶n c¡c n·n t£ng lþ thuy¸t
kh¡c nhau. V½ dö ph÷ìng ph¡p song ¡nh düa v o lþ thuy¸t tªp hñp v 
¡nh x¤, ph÷ìng ph¡p th¶m bît công düa v o lþ thuy¸t tªp hñp (cö thº
l  têng qu¡t hâa cõa cæng thùc |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|), ph÷ìng
ph¡p quÿ �¤o düa v o mët �ành lþ cì b£n v· sè �÷íng �i ngn nh§t giúa
hai �iºm cõa l÷îi nguy¶n, ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy düa v o þ t÷ðng
quy n¤p, ph÷ìng ph¡p h m sinh sû döng c¡c ki¸n thùc têng hñp cõa �¤i
sè v  gi£i t½ch ...
D÷îi �¥y, chóng ta s³ giîi thi»u sì l÷ñc mët sè ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng
cao.

1.3.1 Ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy.

Ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy l  ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n vîi n �èi
t÷ñng thæng qua vi»c gi£i b i to¡n t÷ìng tü vîi sè �èi t÷ìng ½t hìn b¬ng
c¡ch x¥y düng c¡c quan h» n o �â, gåi l  quan h» �» quy. Sû döng quan
h» n y, ta câ thº t½nh �÷ñc �¤i l÷ñng c¦n t¼m n¸u chó þ r¬ng vîi n nhä,
b i to¡n luæn câ thº gi£i mët c¡ch d¹ d ng.
Ta minh håa ph÷ìng ph¡p n y thæng qua mët sè v½ dö:

6
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V½ dö 1.3.1. (B i to¡n chia kµo cõa Euler) Cho k, n l  c¡c sè nguy¶n
d÷ìng. T¼m sè nghi»m nguy¶n khæng ¥m cõa ph÷ìng tr¼nh

x1 + x2 + ...+ xn = k (1.1)

Gi£i. Gåi sè nghi»m nguy¶n khæng ¥m cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n l 
S(n, k). D¹ d ng th§y r¬ng S(1, k) = 1. �º t½nh S(n, k), ta chó þ r¬ng
(1.1) t÷ìng �÷ìng vîi

x1 + ...+ xn−1 = k − xn (1.2)

Suy ra vîi xn cè �ành th¼ sè nghi»m cõa (1.2) l  S(n− 1, k− xn). Tø �â
ta �÷ñc cæng thùc

S(n, k) = S(n− 1, k) + S(n− 1, k − 1) + ...+ S(n− 1, 0).

�¥y câ thº coi l  cæng thùc truy hçi t½nh S(n, k). Tuy nhi¶n, cæng thùc
n y ch÷a thªt ti»n lñi. Vi¸t cæng thùc tr¶n cho (n, k − 1) ta �÷ñc

S(n, k − 1) = S(n− 1, k − 1) + S(n− 1, k − 2) + ...+ S(n− 1, 0).

Tø �¥y, trø c¡c �¯ng thùc tr¶n v¸ theo v¸, ta �÷ñc

S(n, k)− S(n, k − 1) = S(n− 1, k)

Hay
S(n, k) = S(n, k − 1) + S(n− 1, k).

Tø cæng thùc n y, b¬ng quy n¤p ta câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng

S(n, k) = Ck
n+k−1.

V½ dö 1.3.2. Câ bao nhi¶u x¥u nhà ph¥n �ë d i n trong �â khæng câ
hai bit 1 �ùng c¤nh nhau?
Gi£i. Gåi cn l  sè x¥u nhà ph¥n �ë d i n thäa m¢n �i·u ki»n �¦u b i.

Ta câ c1 = 2, c2 = 3. �º t¼m cæng thùc truy hçi, ta x¥y düng x¥u nhà
ph¥n �ë d i n thäa m¢n �i·u ki»n �¦u b i câ d¤ng anan−1an−2......a2a1.
Câ hai tr÷íng hñp

i) an = 1. Khi �â an−1 = 0 v  an−2......a2a1 câ thº chån l  mët x¥u
b§t ký �ë d i n − 2 thäa �i·u ki»n. Câ cn−2 x¥u nh÷ vªy, suy ra
tr÷íng hñp n y câ cn−2 x¥u.
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ii) an = 1. Khi �â an−1......a2a1 câ thº chån l  mët x¥u b§t ký �ë
d i n − 1 thäa �i·u ki»n. Câ cn−1 x¥u nh÷ vªy, suy ra tr÷íng hñp
n y câ cn−1 x¥u.

Vªy têng cëng x¥y düng �÷ñc cn−1 + cn−2 x¥u, ngh¾a l  ta câ h» thùc
truy hçi

cn = cn−1 + cn−2.

1.3.2 Ph÷ìng ph¡p th¶m bît

Ta x²t b i to¡n thüc t¸ sau:

V½ dö 1.3.3. Rót ng¨u nhi¶n 13 qu¥n b i tø bë b i 52 qu¥n. T½nh x¡c
su§t �º trong 13 qu¥n �â câ �tù quþ�.

Gi£i. Câ C13
52 c¡ch rót 13 qu¥n b i tø bë b i 52 qu¥n. Ta c¦n t¼m sè

c¡ch rót trong �â câ 4 qu¥n b i gièng nhau (v· sè!).
Tr÷îc h¸t ta �¸m sè c¡ch rót câ �tù quþ� A. Rã r ng câ C9

48 c¡ch rót
nh÷ vªy (l§y 4 con A v  9 con b§t ký tø 48 con cán l¤i). Vîi c¡c qu¥n
b i kh¡c công vªy. V¼ câ 13 qu¥n b i kh¡c n¶n sè c¡ch rót l  câ tù quþ
l  13. C9

48.
Trong líi gi£i tr¶n, chóng ta �¢ �¸m l°p. Cö thº l  nhúng c¡ch rót b i
câ hai tù quþ, ch¯ng h¤n tù quþ K v  tù quþ A �÷ñc �¸m hai l¦n: mët
l¦n ð tù quþ A v  mët l¦n ð tù quþ K. Nh÷ng ta �ang �¸m khæng ph£i
l  sè tù quþ m  l  sè l¦n g°p tù quþ. Nh÷ th¸, nhúng l¦n �¸m l°p �â
ph£i trø �i. D¹ th§y, sè c¡ch rót câ tù quþ K v  A s³ l  C5

44. Lþ luªn
ti¸p töc nh÷ th¸, ta câ con sè ch½nh x¡c c¡ch rót câ tù quþ l :

13.C9
48 − C2

13.C
5
44 + C3

13C
1
40

v  x¡c su§t c¦n t¼m b¬ng

P = (13.C9
48 − C2

13C
5
44 + C3

13C
1
40)/C

13
52 = 0.0342.

�ành lþ 1.3.4. Vîi n tªp hñp A1, ..., An b§t ký ta câ cæng thùc

|A1 ∪ ... ∪ An| =
∑
|Ai| −

∑
|Ai ∪ Aj|+ ...+ (−1)n−1|A1 ∩ ... ∩ An|.

V½ dö 1.3.5. Câ bao nhi¶u c¡ch x¸p 8 con xe l¶n b n cí quèc t¸ �¢ bà
g¤ch �i mët �÷íng ch²o ch½nh sao cho khæng câ con n o «n con n o?

8
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Gi£i. Câ 8! c¡ch x¸p 8 con xe con xe l¶n b n cí quèc t¸ sao cho
khæng câ con n o «n con n o. Ta c¦n �¸m sè c¡ch x¸p khæng hñp l», tùc
l  sè c¡ch x¸p câ ½t nh§t mët con xe n¬m tr¶n �÷íng ch²o.
Gåi Ai l  tªp hñp c¡c c¡ch x¸p câ qu¥n xe n¬m ð æ (i, i). Ta c¦n t¼m
|A1 ∪ ... ∪ A8|.
Nh÷ng d¹ d ng th§y r¬ng |Ai| = 7!, |Ai ∩ Aj| = 6!...|A1 ∩ ... ∩ A8| = 1

n¶n tø �ành lþ tr¶n ta suy ra

|A1∪...∪A8| = C1
8 .7!−C2

8 .6!+C3
8 .6!−...−C8

8 .1! = 8!−8!/2!+8!/3!−...−8!/8!.

Nh÷ vªy sè c¡ch x¸p 8 con xe l¶n b n cí quèc t¸ �¢ bà g¤ch �i mët �÷íng
ch²o ch½nh sao cho khæng câ con n o «n con n o b¬ng

N(8) = 8!−(8!−8!/2!+8!/3!−...−8!/8!) = 8!(1/2!−1/3!+...+1/8!) = 14833.

1.3.3 Ph÷ìng ph¡p h m sinh

Ph÷ìng ph¡p h m sinh l  mët ph÷ìng ph¡p hi»n �¤i, sû döng c¡c
ki¸n thùc v· chuéi, chuéi h m (�°c bi»t l  cæng thùc Taylor). �¥y l 
ph÷ìng ph¡p m¤nh nh§t �º gi£i b i to¡n gi£i t½ch tê hñp

�ành ngh¾a 1.3.6. Cho d¢y sè a0, a1, a2, ..., an, .... Chuéi h¼nh thùc

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ...

�÷ñc gåi l  h m sinh cõa d¢y {an}.

Þ t÷ðng ph÷ìng ph¡p h m sinh nh÷ sau: Gi£ sû ta c¦n t¼m cæng
thùc têng qu¡t cõa mët d¢y sè {an} n o �â. Tø cæng thùc truy hçi ho°c
nhúng lþ luªn tê hñp trüc ti¸p, ta t¼m �÷ñc h m sinh

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ...

Trong tr÷íng hñp thuªn lñi, tø biºu di¹n tr¶n câ thº t¼m �÷ñc mët cæng
thùc gi£i t½ch cho h m A(x). Khai triºn A(x) ( biºu di¹n bði cæng thùc
gi£i t½ch vøa t¼m �÷ñc) th nh chuéi v  t¼m h» sè cõa xn trong khai triºn
�â ta t¼m �÷ñc an.

Cæng thùc khai triºn th÷íng sû döng (Cæng thùc nhà thùc Newton)

(1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)
x2

2!
+ ...+ α(α− 1)...(α− n+ 1)

xn

n!
+ ...

9
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Möc ti¶u chõ y¸u cõa luªn v«n n y l  tr¼nh b y t÷ìng �èi chi ti¸t v·
h m sinh. �i·u n y s³ �÷ñc l m ð Ch÷ìng 2. Ð �¥y ta ch¿ �÷a ra v i v½
dö �ìn gi£n �º minh håa.
V½ dö 1.3.7. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè

f0 = 1, f1 = 2, fn+1 = fn + fn−1.

Gi£i: X²t h m sinh

F (x) = f0 + f1x+ f2x
2 + ...+ fnx

n + ...

= f0 + f1x+ (f0 + f1)x
2 + ...+ (fn−1 + fn−2)x

n + ...

= f0 + f1x+ x2(f0 + f1x+ ...) + x(f1x+ ...)

= f0 + f1x+ x2F (x) + x(F (x)− f0).

Tø �â suy ra
F (x) =

1 + x

1− x− x2

Ti¸p theo, ta khai triºn F (x) th nh chuéi. Ta câ

F (x) =
1 + x

(1− αx)(1− βx)

trong �â α, β l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh x2 − x − 1 = 0. Ta d¹ d ng
t¼m �÷ñc hai h¬ng sè A,B sao cho

F (x) =
A

(1− αx)
+

B

(1− βx)
.

Tø �â, sû döng cæng thùc
1

1− x
= 1 + x+ x2 + ...+ xn + ... ta �÷ñc

F (x) = A+B + (Aα +Bβ)x+ ...+ (Aαn +Bβn)xn + ...

suy ra
fn = Aαn +Bβn.

vîi α, β l  hai nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh x2 − x − 1 = 0 v  A,B l  c¡c
h¬ng sè ho n to n x¡c �ành
V½ dö 1.3.8. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè

a0 = 1, ana0 + an−1a1 + ...+ a0an = 1.

10
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Gi£i: X²t h m sinh A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ...

Biºu thùc truy hçi gñi chóng ta �¸n h» sè cõa hai �a thùc

A(x).A(x) = a20 + (a0a1 + a1a0)x+ ...+ (ana0 + an−1a1 + ...+ a0an)x
n + ...

= 1 + x+ x2 + ...+ xn = (1− x)−1.

Tø �â suy ra

A(x) = (1− x)−1/2

= 1 + (
1

2
)x+ (

1

2
)(

3

2
)
x2

2
+ ...+ (

1

2
)(

3

2
)...(

n− 1

2
)
xn

n!
+ ...

V  nh÷ vªy

an =
(2n− 1)!

2n.n!
=
Cn

2n

22n
.

V½ dö 1.3.9. (B i to¡n chia kµo cõa Euler) Cho k, n l  c¡c sè nguy¶n
d÷ìng. T¼m sè nghi»m nguy¶n khæng ¥m cõa ph÷ìng tr¼nh

x1 + x2 + ...+ xn = k (1.3)

Gi£i: Gåi cn(k) l  sè nghi»m cõa (1.3). X²t t½ch cõa c¡c têng væ h¤n

(1 + x+ x2 + ...)(1 + x+ x2 + ...)....(1 + x+ x2 + ...) = (1 + x+ x2 + ...)n

Ta nhªn x²t r¬ng n¸u khai triºn t½ch tr¶n th nh chuéi lôy thøa cõa x

(1 + x+ x2 + ...)n = c0 + c1x+ ...+ ckx
k + ...

th¼ ck = cn(k)

Nh÷ng

(1+x+x2 + ...)n = (1−x)−n = 1+nx+ ...+n(n+1)...(n+k−1)
xk

k!
+ ...

Suy ra

cn(k) =
n(n+ 1)...(n+ k − 1)

k!
= Ck

n+k−1.
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Ch÷ìng 2

Ph÷ìng ph¡p h m sinh

2.1 Cì sð lþ thuy¸t

Khi l m vi»c vîi c¡c h m sinh, chóng ta th÷íng muèn sû döng c¡c
ph²p bi¸n �êi v  thao t¡c kh¡c nhau, m  chóng khæng �÷ñc ph²p dòng
khi h m sinh xem nh÷ h m vîi biºu di¹n gi£i t½ch. Do �â c¡c h m sinh
s³ �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ nhúng �èi t÷ñng �¤i sè nh¬m möc �½ch sû döng
�÷ñc nhi·u cæng cö hìn.

�ành ngh¾a 2.1.1. Mët chuéi lôy thøa h¼nh thùc l  biºu thùc câ d¤ng

a0 + a1x+ a2x
2 + ........... =

∞∑
i=0

aix
i

D¢y c¡c sè nguy¶n {ai}∞0 �÷ñc gåi l  d¢y c¡c h» sè

V½ dö 2.1.2. Chuéi A (x) = 1 + x+ 22x2 + 33x3 + ........+ nnxn + ........

m°c dò ch¿ hëi tö x = 0, nh÷ng trong lþ thuy¸t h¼nh thùc, �â l  mët
chuéi lôy thøa h¼nh thùc x¡c �ành tèt vîi d¢y h» sè t÷ìng ùng l  {ai}∞0 ,
ai = ii

�ành ngh¾a 2.1.3. Hai chuéi A =
∞∑
i=0

aix
i v  B =

∞∑
i=0

bix
i �÷ñc gåi l 

b¬ng nhau n¸u d¢y c¡c h» sè t÷ìng ùng cõa chóng b¬ng nhau, tùc l 
ai = bi vîi méi i ∈ N0.

Nhªn x²t :
H» sè cõa xn trong chuéi lôy thøa F s³ �÷ñc k½ hi»u bði [xn]F . Ta câ

thº �ành ngh¾a têng, hi»u v  t½ch cõa chuéi lôy thøa nh÷ sau.
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∑
n

anx
n ±

∑
n

bnx
n =

∑
n

(an ± bn)xn∑
n

anx
n
∑
n

bnx
n =

∑
n

cnx
n, cn =

∑
i

aibn−i

Thay cho F.F ta vi¸t F 2, v  mët c¡ch têng qu¡t F n+1 = F.F n. Ta th§y
r¬ng ph¦n tû trung háa cho ph²p cëng l  0, v  ph¦n tû trung háa cho
ph²p nh¥n l  1.

�ành ngh¾a 2.1.4. Chuéi lôy thøa G l  nghàch �£o cõa chuéi lôy thøa
F n¸u F.G = 1.

H m sinh nghàch �£o cõa F s³ �÷ñc k½ hi»u l 
1

F
. V¼ ph²p nh¥n l 

giao ho¡n ta th§y r¬ng F.G = 1 t÷ìng �÷ìng vîi G.F = 1, do �â F v 
G l  nghàch �£o l¨n nhau.

Ta công câ

(1− x)
(
1 + x+ x2 + .......

)
= 1 +

∑∞

i=1
(1.1− 1.1)xi = 1

V¼ vªy (1− x) v 
(
1 + x+ x2 + ........

)
l  nghàch �£o l¨n nhau.

�ành lþ 2.1.5. Mët chuéi lôy thøa h¼nh thùc F =
∑
n
anx

ncâ nghàch �£o

n¸u ch¿ n¸u a0 6= 0. Trong tr÷íng hñp �â nghàch �£o l  duy nh§t.

Chùng minh. Gi£ thi¸t r¬ng F câ nghàch �£o
1

F
=
∑
n
bnx

n. Khi �â

F.
1

F
= 1 suy ra 1 = a0b0 do �â a0 6= 0. Vîi n ≥ 1 ta câ 0 =

∑
k

akbn−k tø

�â ta câ thº k¸t luªn:

bn = − 1

a0

∑
k

akbn−k (∗)

C¡c h» sè �÷ñc x¡c �ành duy nh§t bði cæng thùc (*).

M°t kh¡c n¸u a0 6= 0 ta câ thº x¡c �ành duy nh§t t§t c£ c¡c h» sè bi
nhí sû döng c¡c quan h» tr÷îc �â �¢ x¡c �ành chuéi

1

F
.
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B¥y gií ta câ thº k¸t luªn r¬ng tªp c¡c chuéi lôy thøa vîi nhúng
ph²p to¡n �ành ngh¾a nh÷ tr¶n lªp th nh mët v nh m  c¡c ph¦n tû kh£
nghàch l  ch½nh l  nhúng chuéi lôy thøa vîi h» sè �¦u ti¶n kh¡c 0.
N¸u F =

∑
n
fnx

n l  mët chuéi lôy thøa, F (G (x)) s³ k½ hi»u chuéi

F (G (x)) =
∑
n
fnG(x)n. K½ hi»u �â công s³ �÷ñc sû döng trong tr÷íng

hñp khi F l  �a thùc (tùc l  khi ch¿ câ húu h¤n c¡c h» sè kh¡c 0) ho°c
n¸u sè h¤ng tü do cõa G b¬ng 0.

�ành ngh¾a 2.1.6. Mët chuéi lôy thøa h¼nh thùc G �÷ñc gåi l  mët
chuéi lôy thøa nghàch �£o cõa F n¸u

F (G (x)) = G (F (x)) = x

Ð �¥y ta công câ sü �èi xùng, n¸u G l  nghàch �£o cõa F khi �â F
công l  nghàch �£o cõa G.

�ành lþ 2.1.7. Cho F v  G l  hai chuéi lôy thøa nghàch �£o cõa nhau.
Khi �â

F = f1x+ f2x
2 + ..., G = g1x+ g2x

2 + .....

v  f1.g1 6= 0.

Chùng minh. �º cho F (G (x)) v  G (F (x)) �÷ñc x¡c �ành ta ph£i câ 0
l  sè h¤ng tü do. Gi£ thi¸t r¬ng F = frx

r + ...... v  G = gsx
s + .........

khi �â
F (G (x)) = x = frg

r
sx

rs + .......,

do �â rs = 1 v  r = s = 1. �

�ành ngh¾a 2.1.8. �¤o h m cõa chuéi lôy thøa F =
∑
n
fnx

n l 

F
′
=
∑
n

nfnx
n−1

.
�¤o h m c§p n > 1 �÷ñc x¡c �ành �» quy bði F (n+1) =

(
F (n)

)′
.

�ành lþ 2.1.9. C¡c t½nh ch§t cõa �¤o h m
• (F +G)(n) = F (n) +G(n)

• (FG)(n) =
∑∞

i=0 (ni )F
(i)G(n−i)
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Ta s³ th÷íng xuy¶n k¸t hñp méi chuéi lôy thøa vîi d¢y sinh cõa nâ,
n¶n �º thuªn ti»n ta �÷a v o kþ hi»u quy ÷îc sau.

�ành ngh¾a 2.1.10. A osr←→ {an}∞0 ngh¾a l  A l  mët chuéi lôy thøa
thæng th÷íng sinh bði {an}∞0 , tùc l  A =

∑
n
anx

n.

Gi£ thi¸t r¬ng A osr←→ {an}∞0 . Khi �â∑
n

an+1x
n =

1

n

∑
n>0

anx
n =

A (x)− a0
x

Ho°c mët c¡ch t÷ìng �÷ìng

{an+1}∞0
osr←→ A− a0

x
.

T÷ìng tü {an+2}∞0
osr←→

A− a0
x

− a1
x

=
A− a0 − a1x

x2

�ành lþ 2.1.11. N¸u {an}∞0
osr←→ A th¼ vîi h > 0

{an+h}∞0
osr←→ A− a0 − a1x− ........− ah−1xh−1

xh
.

Chùng minh. Ta sû döng ph²p quy n¤p theo h. Khi h = 1 m»nh �· l 
�óng, v  �i·u n y �¢ �÷ñc ch¿ ra tø tr÷îc. N¸u m»nh �· �óng vîi h n o
�â th¼ khi �â.

{an+h+1}∞0
osr←→

{
a(n+h)+1

}∞
0

osr←→

A− a0 − a1x− ........− ah−1xh−1

xh
− ah

x

osr←→ A− a0 − a1x− ......− ahxh

xh+1
.

�ành lþ �÷ñc chùng minh.

Chóng ta �¢ bi¸t r¬ng {(n+ 1) an+1}∞0
osr←→ A

′. Möc ti¶u cõa ta l 
nhªn �÷ñc d¢y {nan}∞0 . �â ch½nh l  d¢y xA′. Ta s³ �ành ngh¾a to¡n tû
xD trong c¡ch sau:
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�ành ngh¾a 2.1.12. xDA = xA
′ tùc l  xDA = x

dA

dx
.

Hai �ành l½ sau l  h» qu£ cõa t½nh ch§t cõa �¤o h m.

�ành lþ 2.1.13. N¸u {an}∞0
osr←→ A th¼

{
nkan

}∞
0

osr←→ (xD)kA.

�ành lþ 2.1.14. Cho {an}∞0
osr←→ A v  P l  mët �a thùc. Khi �â

P (xD)A
osr←→ {P (n) an}∞0 .

X²t h m sinh
A

1− x
. Nâ câ thº vi¸t d÷îi d¤ng A

1

1− x
. Nh÷ chóng ta

�¢ th§y ð tr÷îc, chuéi nghàch �£o cõa 1− x l  1 + x+ x2 + ...,
do �â

A

1− x
=
(
a0 + a1x+ a2x

2 + ......
) (

1 + x+ x2 + ......
)

= a0 + (a0 + a1)x+ (a0 + a1 + a2)x
2 + ......

�ành lþ 2.1.15. N¸u {an}∞0
osr←→ A th¼

A

1− x
osr←→

{
n∑
j=0

aj

}
n≥0

B¥y gií ta s³ nghi¶n cùu mët d¤ng mîi cõa h m sinh.

�ành ngh¾a 2.1.16. Ta nâi r¬ng A l  h m sinh (ho°c chuéi, chuéi lôy
thøa) mô cõa d¢y {an}∞0 , n¸u A l  h m sinh thæng th÷íng cõa d¢y {ann! },
ho°c mët c¡ch t÷ìng �÷ìng,

A =
∑
n

an
n!
xn.

N¸u B l  h m sinh mô cõa chuéi {bn}∞0 chóng ta công câ thº vi¸t

{bn}∞0
esr←→ B

N¸u B esr←→ {bn}∞0 , ta quan t¥m �¸n B'. D¹ th§y

B′ =
∞∑
n=1

nbnx
n−1

n!
=

∞∑
n=1

bnx
n−1

(n− 1)!
=

∞∑
n=0

bn+1x
n

n!
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Do �â

B′
esr←→ {bn+1}∞0

�ành lþ 2.1.17. N¸u {bn}∞0
esr←→ B, th¼ vîi h ≥ 0 :

{bn+h}∞0
osr←→ B(h)

Ta câ �ành l½ t÷ìng �÷ìng cho h m sinh mô.

�ành lþ 2.1.18. Cho {bn}∞0
esr←→ B v  cho P l  mët �a thùc. Khi �â

P (xD)B
esr←→ {P (n) bn}∞0

H m sinh mô r§t húu ½ch trong nghi¶n cùu �çng nh§t thùc tê hñp v¼
t½nh ch§t sau.

�ành lþ 2.1.19. Cho {an}∞0
esr←→ A v  {bn}∞0

esr←→ B. Khi �â h m sinh

AB sinh ra d¢y

{∑
k

(nk) akbn−k

}∞
n=0

Chùng minh. Ta câ

AB =

{ ∞∑
i=0

aix
i

i!

}
∗
{
∞∑
j=0

bjx
j

j!

}
=
∑

ij

aibj
i!j!

xi+j =
∑
n
xn

{ ∑
i+j=n

aibj
i!j!

}
hay

AB =
∑
n

xn

n!

∑
i+j=n

n!aibj

i!j!

 =
∑
n

xn

n!

∑
(nk) akbn−k

�i·u ph£i chùng minh.

Chóng ta �¢ li»t k¶ c¡c t½nh ch§t cì b£n cõa h m sinh. C¡c t½nh ch§t
v  thuªt ngú mîi s³ �÷ñc �ành ngh¾a sau. M°c dò chuéi lôy thøa h¼nh
thùc �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ nhúng �èi t÷ñng thu¦n tóy �¤i sè, ta khæng
bä t½nh ch§t gi£i t½ch cõa nâ. Ta s³ sû döng khai triºn Taylor cõa h m
th nh chuéi lôy thøa. V½ dö ta s³ xû l½ h m ex nh÷ mët chuéi lôy thøa
h¼nh thùc câ �÷ñc b¬ng c¡ch khai triºn h m th nh chuéi lôy thøa, tùc
l  ta s³ �çng nh§t ex vîi

∞∑
n=0

xn

n!
. Ta công s³ sû döng theo h÷îng ng÷ñc

l¤i.
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Ð �¥y ta li»t k¶ khai triºn Taylor c¡c h m phê bi¸n nh§t.

1

1− x
=
∑
n≥0

xn

1

(1− x)k+1
=
∑
n

(
n+k
n

)
xn

(1 + x)α =
∑
k

(αk )xk

1√
1− 4x

=
∑
n

(
2n
n

)
xn

1

2x

(
1−
√

1− 4x
)

=
∑
n

1

n+ 1

(
2n
n

)
xn

(
1−
√

1− 4x

2x

)k
=
∑
n

k (2n+ k − 1)!

n! (n+ k)!
xn

1√
1− 4x

(
1−
√

1− 4x

2x

)k
=
∑
n

(
2n+k
n

)
xn√

1−
√

1− x
x

=
∞∑
n=0

(4n)!

16n
√

2 (2n)! (2n+ 1)!
xn

ex =
∑
n≥0

xn

n!

x

ex − 1
=
∑
n≥0

Bnx
n

n!

ln
1

1− x
=
∑
n≥1

xn

n

sinx =
∑
n≥0

(−1)
x2n+1

(2n+ 1)!
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sosx =
∑
n≥0

(−1)n
x2n

(2n)!

tanx =
∑
n≥1

(−1)n−1
22n
(
22n − 1

)
B2n

(2n)!
x2n−1

x cotx =
∑
n≥0

(−4)nB2n

(2k)!
x2n

arc sinx =
∑
n≥0

(2n− 1)!x2n+1

(2n)! (2n+ 1)

arctanx =
∑
n≥0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

x

sinx
=
∑
n≥0

(−1)n−1
(4n − 2)B2n

(2n)!
x2n

ex sinx =
∑
n≥1

2
n
2 sin nπ

4

n!
xn

ln2 1

1− x
=
∑
n≥2

Hn−1

n
xn

(
arcsinx

x

)2

=
∞∑
n=0

4nn!2

(k + 1) (2k + 1)!
x2n

*) Nhªn x²t : Hn =
n∑
i=1

1

i
, v  Bn l  sè Bernoulli thù n.

2.2 Ph÷ìng tr¼nh hçi quy

�¦u ti¶n ta s³ gi£i mët ph÷ìng tr¼nh hçi quy cì b£n
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B i to¡n 2.2.1. Cho an l  mët d¢y câ a0 = 0 v  an+1 = 2an + 1, n ≥ 1.
T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y an.
Gi£i: Ta câ thº t½nh mët v i sè h¤ng �¦u 0, 1, 3, 7, 15, ... v  ta dü

�o¡n an = 2n − 1. Cæng thùc n y câ thº d¹ d ng chùng minh b¬ng quy
n¤p to¡n håc nh÷ng ta s³ gi£i b i to¡n sû döng c¡c h m sinh.
Cho A(x) l  h m sinh cõa d¢y an, tùc l  cho A(x) =

∑
n
anx

n. N¸u ta

nh¥n c£ hai v¸ cõa h» thùc hçi quy bði xn v  vîi ∀n ta �÷ñc∑
n

an+1x
n =

A (x)− a0
x

=
A (x)

x
= 2A (x) +

1

1− x
=
∑
n

(2an + 1)xn

Tø �â ta d¹ d ng k¸t luªn

A(x) =
x

(1− x)(2− x)
.

B¥y gií b i to¡n l  t¼m cæng thùc têng qu¡t cho c¡c ph¦n tû cõa d¢y. Ð
�¥y ta s³ sû döng ph¥n t½ch A th nh hai ph¥n sè, méi mët trong chóng
câ h m sinh t÷ìng ùng. Cö thº hìn,

x

(1− x) (2− x)
= x

(
2

1− 2x
− 1

1− x

)
=
(
2x+ 22x2 + ....

)
−
(
x+ x2 + ....

)
Rã d ng A (x) =

∞∑
n=0

(2n − 1)xn v  nghi»m cõa quan h» hçi quy �óng l 

an = 2n − 1.

B i to¡n 2.2.2. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y cho mët c¡ch hçi quy
bði

an+1 = 2an + n, (n ≥ 0) , a0 = 1

Gi£i: Gi£ sû {an}∞0
ors↔A. Khi �â {an+1}∞0

ors↔ A− 1

x
.

Ta công câ
xD

1

1− x
ors↔{n.1}

V¼ xD
1

1− x
= x

1

(1− x)2
=

x

(1− x)2

quan h» hçi quy trð th nh

A− 1

x
= 2A+

x

(1− x)2
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Tø �â ta suy ra A =
1− 2x+ 2x2

(1− x)2 (1− 2x)
.

B¥y gií ta câ thº xem l  �¢ gi£i �÷ñc �èi vîi chuéi sinh. N¸u ta muèn
ch¿ ra r¬ng d¢y n y b¬ng mët sè d¢y kh¡c n o �â th¼ ch¿ c¦n ch¿ ra r¬ng
c¡c h m l  b¬ng nhau. Tuy nhi¶n ta c¦n t¼m c¡c sè h¤ng d¤ng hi»n.Ta
l¤i cè gng biºu di¹n A trong d¤ng

A =
1− 2x+ 2x2

(1− x)2 (1− 2x)
=

P

(1− x)2
+

Q

1− x
+

R

1− 2x

Sau khi nh¥n c£ hai v¸ vîi (1− x)2 (1− 2x) ta thu �÷ñc

1− 2x+ 2x2 = P (1− 2x) +Q (1− x) (1− 2x) +R(1− x)2.

Ho°c mët c¡ch t÷ìng �÷ìng

1− 2x+ 2x2 = x2 (2Q+R) + x (−2P − 3Q− 2R) + (P +Q+R)

N¸u ta nh¥n c£ hai v¸ vîi (1− x)2 v  �°t x = 1 ta thu �÷ñc P = −1.

T÷ìng tü n¸u ta nh¥n vîi 1− 2x v  cho x =
1

2
ta thu �÷ñc R = 2.

suy ra P = −1, Q = 0, R = 2.

B¥y gií thay th¸ P v  R v  cho x = 0 ta thu �÷ñc Q = 0. Nh÷ vªy câ
�÷ñc P,Q v  R mët c¡ch d¹ d ng. Do �â ta câ

A =
−1

(1− x)2
+

2

1− 2x

V¼
2

1− 2x

ors↔{2n+1} v  1

(1− x)2
= D

1

1− x
ors↔{n+ 1}

ta thu �÷ñc

an = 2n+1 − n− 1

Trong hai v½ dö tr¶n méi sè h¤ng cõa d¢y ch¿ phö thuëc v o sè h ng
�ùng tr÷îc �â. Ta nâi quan h» hçi quy nh÷ vªy l  quan h» bªc nh§t.
B¥y gií ta dòng h m sinh �º gi£i nhúng quan h» hçi quy bªc lîn hìn 1.

B i to¡n 2.2.3. D¢y Fibonacci

{
F0 = 0, F1 = 1
Fn+1 = Fn + Fn−1
n ≥ 1

T¼m sè h¤ng têng

qu¡t cõa d¢y.
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Gi£i: Gi£ sû F l  h m sinh cõa d¢y {Fn}. N¸u ta nh¥n c£ hai v¸ bði

xn v  cëng t§t c£, v¸ tr¡i trð th nh {Fn+1}
ors↔ F − x

x
, trong khi v¸ ph£i

trð th nh F + xF .
Do �â

F =
x

1− x− x2
.

B¥y gií ta muèn khai triºn h m �â th nh chuéi lôy thøa. �¦u ti¶n ta
muèn biºu di¹n h m nh÷ mët têng cõa hai ph¥n sè.

Gi£ sû −x2 − x+ 1 = (1− αx) (1− βx) .

Khi �â

α =
1 +
√

5

2
, β =

1−
√

5

2

v  α− β =
√

5

Hìn núa ta câ
x

1− x− x2
=

x

(1− αx) (1− βx)
=

1

α− β

(
1

1− xα
− 1

1− xβ

)

=
1√
5

{ ∞∑
n=0

αnxn −
∞∑
n=0

βnxn

}
D¹ d ng thu �÷ñc

Fn =
1√
5

(αn − βn) .

Nhªn x²t: Tø �â ta câ ngay x§p x¿ cho Fn. V¼ |β| < 1 ta câ lim
n→∞

βn = 0

v 

Fn ≈
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

.

B¥y gií ta x²t cho tr÷íng hñp vîi d¢y cõa hai bi¸n.
B i to¡n 2.2.4. T¼m sè c¡c tªp con k ph¦n tû cõa tªp n ph¦n tû?

Gi£i: Ta bi¸t r¬ng k¸t qu£ l  Ck
n, nh÷ng ta muèn thu �÷ñc nâ b¬ng

c¡ch sû döng h m sinh. Gi£ thi¸t r¬ng sè c¦n t¼m l  C(n, k). Gi£ sû
A = {a1, a2, ..., an} l  tªp n ph¦n tû. Câ hai lo¤i tªp con k ph¦n tû, �â
l  chùa v  khæng chùa an. Ch½nh x¡c l  câ C(n− 1, k− 1) tªp con chùa
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an. Thªt vªy, chóng l  t§t c£ c¡c tªp con k−1 ph¦n tû cõa {a1, ..., an−1}.
v  th¶m v o an. Ngo i ra câ ch½nh x¡c C(n − 1, k) c¡c tªp con khæng
chùa an. Do �â

C(n, k) = C(n− 1, k) + C(n− 1, k − 1).

Ta công câ C(n, 0) = 1.
B¥y gií ta s³ �ành ngh¾a h m sinh cõa d¢y C(n, k) �èi vîi n cè �ành.
Gi£ thi¸t r¬ng

Cn (x) =
∑
k

C (n, k)xk.

N¸u ta nh¥n h» thùc hçi quy bði xk v  cëng �èi vîi ∀k ≥ 1 ta thu �÷ñc

Cn (x)− 1 = (Cn−1 (x)− 1) + xCn−1 (x)

vîi méi n ≥ 0 v  C0 (x) = 1. B¥y gií vîi méi n ≥ 1 ta câ:

Cn (x) = (1 + x)Cn−1 (x) .

Cuèi còng ta câ Cn (x) = (1 + x)n. Do �â C(n, k) l  h» sè cõa xk trong
khai triºn (1 + x)n v  �óng l  Ck

n.
Ta �¢ sû döng cæng thùc nhà thùc, v  �i·u �â câ �÷ñc b¬ng vi»c sû

döng k¾ thuªt tê hñp, m  kÿ thuªt n y l¤i sû döng k¸t qu£ ta muèn
chùng minh. May thay, câ c¡ch chùng minh cæng thùc nhà thùc düa v o
khai triºn Taylor.
Ta công câ thº x²t h m sinh cõa d¢y Cn (x).∑

n

Cn (x) yn =
∑
n

∑
k

Ck
nx

kyn =
∑
n

(1 + x)nyn =
1

1− y (1 + x)
.

Theo c¡ch �â ta câ (nk) =
[
xkyn

]
(1− y (1 + x))−1.

B¥y gií ta câ thº t½nh têng
∑
n

(nk) y
n.

[
xk
]∑

n

∑
k

(nk)x
kyn =

[
xk
] 1

1− y (1 + x)
=

1

1− y
[
xk
] 1

1− y

1− y
x

=
1

1− y

(
y

1− y

)k
=

yk

(1− y)k+1
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Do �â ta câ c¡c �çng nh§t thùc∑
k

(nk)x
k = (1 + x)n;

∑
n

(nk) y
n =

yk

(1− y)k+1
.

Nhªn x²t:
Vîi n < k ta �ành ngh¾a (nk) = 0.

B i to¡n 2.2.5. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y

an+3 = 6an+2 − 11an+1 + 6an, n ≥ 0

vîi �i·u ki»n ban �¦u a0 = 2, a1 = 0, a2 = −2

Gi£i:
N¸u A l  h m sinh cõa d¢y t÷ìng ùng, th¼

A− 2− 0.x− (−2)x2

x3
= 6

A− 2− 0.x

x2
− 11

A− 2

x
+ 6A.

Tø �â ta d¹ d ng thu �÷ñc

A =
20x2 − 12x+ 2

1− 6x+ 11x2 − 6x3
=

20x2 − 12x+ 2

(1− x) (1− 2x) (1− 3x)
.

Ta muèn t¼m h» sè thüc B,C v  D sao cho:

20x2 − 12x+ 2

(1− x) (1− 2x) (1− 3x)
=

B

(1− x)
+

C

(1− 2x)
+

D

(1− 3x)
.

Ta s³ nh¥n c£ hai v¸ vîi (1− x) v  �°t x = 1 �º thu �÷ñc

B =
20− 12 + 2

(−1) (−2)
= 5.

Nh¥n vîi (1− 2x) v  �°t x =
1

2
ta thu �÷ñc

C =
5− 6 + 2

−1

4

= −4.
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N¸u thay th¸ gi¡ trà t¼m �÷ñc cõa B v  C v  �°t x = 0 ta thu �÷ñc
B + C +D = 2 tø �â suy ra D = 1. Cuèi còng ta câ

A =
5

1− x
− 4

1− 2x
+

1

1− 3x
=

∞∑
n=0

(5− 4.2n + 3n)xn.

Suy ra an = 5− 2n+2 + 3n.

V½ dö sau �¥y ch¿ ra r¬ng �æi khi ta g°p khâ kh«n trong vi»c t¼m cæng
thùc hi»n cõa c¡c ph¦n tû cõa d¢y.
B i to¡n 2.2.6. Cho d¢y câ a0 = 0, a1 = 2 v  vîi

n ≥ 0 : an+2 = −4an+1 − 8an

T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y.
Gi£i:

Gi£ sû A l  h m sinh cõa d¢y. H» thùc hçi quy câ thº vi¸t d÷îi d¤ng
A− 0− 2x

x2
= −4

A− 0

x
− 8A,

suy ra
A =

2x

1 + 4x+ 8x2
.

C¡c nghi»m r1 = −2 + 2i v  r2 = −2− 2i cõa ph÷ìng tr¼nh khæng l  sè
thüc. �i·u n y £nh h÷ðng nhi·u �¸n vi»c t¼m ki¸m B v  C. Khæng �º þ
�¸n �i·u �â, ta câ:

2x

1 + 4x+ 8x2
=

B

1− r1x
+

C

1− r2x
..

Suy ra B = − i
2

;C =
i

2
.

T¤i sao ta x²t nghi»m cõa �a thùc x2 +4x+8 trong khi m¨u thùc cõa
A l  8x2 + 4x + 1? N¸u ta x²t nghi»m cõa m¨u thùc thüc sü ta s³ thu
�÷ñc ph¥n sè câ d¤ng

B

r1 − x
, v  nâ s³ cho ta rc rèi n¸u ta sû döng chuéi

lôy thøa.Tuy nhi¶n ta câ thº biºu di¹n m¨u thùc d¤ng x2(8 + 4.
1

x
+

1

x2
)

v  x²t nâ nh÷ mët �a thùc cõa
1

x
.

Khi �â m¨u thùc trð th nh x2
(

1

x
− r1

)(
1

x
− r2

)
.

25

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



B¥y gií ta câ thº ti¸n h nh gi£i b i to¡n. Ta thu �÷ñc

A =
− i

2
1− (−2 + 2i)x

+

i

2
1− (−2− 2i)x

.

Tø �â ta câ A = − i
2

∞∑
n=0

(−2 + 2i)nxn +
i

2

∞∑
n=0

(−2− 2i)nxn.

Suy ra
an = − i

2
(−2 + 2i)n +

i

2
(−2− 2i)n.

Nh÷ng sè h¤ng cõa d¢y l  thüc, khæng l  phùc! Ta câ thº �ìn gi£n hâa
c¡c biºu thùc cho an. V¼

−2± 2i = 2
√

2e
±

3πi

4

ta thu �÷ñc

an =
i

2

(
2
√

2
)n((

cos
3nπ

4
− i sin

3nπ

4

)
−
(

cos
3nπ

4
+ i sin

3nπ

4

))
.

Do �â
an =

(
2
√

2
)n

sin
3nπ

4
.

Vi¸t mët c¡ch kh¡c

an =



0, n = 8k(
2
√

2
)n
, n = 8k + 6

−
(

2
√

2
)n
, n = 8k + 2

1√
2

(
2
√

2
)n
, n = 8k + 1;n = 8k + 3

− 1√
2

(
2
√

2
)2
, n = 8k + 5;n = 8k + 7

B¥y gií ta s³ x²t ph÷ìng tr¼nh hçi quy phùc t¤p hìn.

B i to¡n 2.2.7. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y xn cho bði

x0 = x1 = 0, xn+2 − 6xn+1 + 9xn = 2n + n, n ≥ 0.
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Gi£i:
Gi£ sû X(t) l  h m sinh cõa d¢y �¢ cho. Sû döng c¡c ph÷ìng ph¡p nh÷
c¡c v½ dö tr¶n ta câ:

X

t2
− 6

X

t
+ 9X =

1

1− 2t
+

t

(1− t)2

Gi£n ÷îc biºu thùc tr¶n ta câ

X (t) =
t2 − t3 − t4

(1− t)2 (1− 2t) (1− 3t)2

Do �â

X (t) =
1

4(1− x)2
+

1

1− 2x
− 5

3 (1− 3x)
+

5

12(1− 3x)2

D¢y t÷ìng ùng vîi sè h¤ng �¦u ti¶n l 
n+ 1

4
, trong khi d¢y ùng vîi c¡c

sè h¤ng thù hai, thù ba v  thù t÷ l  2n, 5.3n−1, v 
5 (n+ 1) 3n+1

12
t÷ìng

ùng ta câ

xn =
2n+2 + n+ 1 + 5 (n− 3) 3n−1

4
.

B i to¡n 2.2.8. Cho f1 = 1, f2n = fn v  f2n+1 = fn+fn+1. T¼m sè h¤ng
têng qu¡t cõa d¢y.
Gi£i:

Ta th§y d¢y l  x¡c �ành bði v¼ méi sè h¤ng �÷ñc x¡c �ành b¬ng c¡ch sû
döng nhúng sè h¤ng �¢ x¡c �ành tr÷îc �â. Gi£ sû h m sinh F �÷ñc cho
bði

F (x) =
∑
n≥1

fnx
n−1.

Nh¥n h» thùc �¦u ti¶n vîi x2n−1, thù hai vîi x2n v  cëng t§t c£ vîi n ≥ 1

ta thu �÷ñc:

f1+
∑
n≥1

f2nx
2n−1 +

∑
n≥1

f2n+1x
2n = 1 +

∑
n≥1

fnx
2n−1 +

∑
n≥1

fnx
2n +

∑
n≥1

fn+1x
2n.

Ho°c mët c¡ch t÷ìng �÷ìng∑
n≥1

fnx
n−1 = 1 +

∑
n≥1

fnx
2n−1 +

∑
n≥1

fnx
2n +

∑
n≥1

fn+1x
2n.
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�i·u n y ch½nh x¡c câ ngh¾a l  F (x) = x2F
(
x2
)

+xF
(
x2
)

+F
(
x2
)
, tùc

l 
F (x) =

(
1 + x+ x2

)
F
(
x2
)
.

Hìn núa ta câ

F (x) =
∞∏
i=0

(
1 + x2

i

+ x2
i+1
)
.

Ta câ thº th§y r¬ng d¢y �÷ñc x¡c �ành theo cæng thùc tr÷îc câ mët t½nh
ch§t thó và. Vîi méi sè n nguy¶n d÷ìng ta thüc hi»n quy tr¼nh sau: vi¸t
n trong khai triºn nhà ph¥n, lo¤i bä khèi sè khæng cuèi còng (n¸u câ) v 
nhâm c¡c chú sè cán l¤i th nh ½t nh§t câ thº khèi chú sè sao cho méi
khèi chùa c¡c chú sè còng lo¤i. N¸u �èi vîi hai sè m v  n m  c¡c tªp
hñp khèi chú sè t÷ìng ùng nh÷ nhau th¼ ta câ fm = fn. V½ dö khai triºn
nhà ph¥n cõa 22 l  10110, do �â tªp khèi chú sè t÷ìng ùng l  {1, 0, 11},
trong khi sè 13 �÷ñc biºu di¹n l  1101 v  câ còng tªp khèi chú sè l 
{11, 0, 1}. Ta câ f(22) = f(13). D¹ d ng x¡c minh �÷ñc f(22) = f(13) = 5.
Tø khai triºn ta k¸t luªn r¬ng fn l  sè c¡c biºu di¹n cõa n nh÷ l  mët
têng c¡c lôy thøa cõa hai, sao cho khæng câ hai lôy thøa cõa hai �÷ñc
l§y tø còng mët tªp cõa bë {1, 2}, {2, 4}, {4, 8}.

2.3 Ph÷ìng ph¡p d¦u rn

Ph÷ìng ph¡p d¦u rn r§t húu ½ch trong vi»c �¡nh gi¡ têng tê hñp
kh¡c nhau, th÷íng r§t lîn, v  trong vi»c chùng minh c¡c �çng nh§t thùc
tê hñp.

Ph÷ìng ph¡p sû döng �º t½nh nhi·u têng, v  khæng ph£i l  phê döng.
Do �â ta s³ sû döng mët sè v½ dö �iºn h¼nh �º chùng tä t½nh hi»u qu£
v  minh håa cho ph÷ìng ph¡p.

Nguy¶n tc chung l  nh÷ sau: Gi£ sû ta muèn t½nh têng S. �¦u ti¶n
ta x¡c �ành bi¸n tü do m  S phö thuëc v o nâ. Gi£ sû r¬ng n l  mët
bi¸n nh÷ vªy v  gi£ sû S = f (n). Sau �â ta x¡c �ành F (x), h m sinh
cõa d¢y f (n). Ta s³ nh¥n S vîi xn v  l§y têng theo t§t c£ n. T¤i thíi
�iºm n y ta câ(½t nh§t) mët têng k²p, têng ngo i theo n v  trong theo
S. Khi �â ta tr¡o �êi thù tü l§y têng v  thu �÷ñc gi¡ trà cõa têng trong
theo n.
Theo c¡ch nh÷ vªy ta nhªn mët sè h» sè cõa h m sinh, m  chóng thüc
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ra l  gi¡ trà cõa S phö thuëc v o n.
Trong vi»c gi£i c¡c b i to¡n lo¤i n y ta th÷íng g°p nhi·u têng. Ð �¥y
ta s³ li»t k¶ mët sè lo¤i têng n y.

�çng nh§t thùc câ sü tham gia cõa
∑
n

(mn )xn �¢ bi¸t tø tr÷îc

(1 + x)m =
∑
n

(mn )xn.

�æi khi ta s³ sû döng �çng nh§t thùc �èi vîi
∑
n

(mk )xn �¢ �· cªp trong

danh s¡ch h m sinh:
1

(1− x)k+1
=
∑
n

(
n+k
k

)
xn.

Trong sè c¡c têng chung ta s³ t½nh nhúng têng ch¿ theo c¡c ch¿ sè ch®n
ho°c l´.
V½ dö ta câ (1 + x)m =

∑
n

(mn )xm, do �â (1− x)m =
∑
n

(mn ) (−x)m.

Cëng v  trø ta �÷ñc∑
n

(m2n)x
2n =

((1 + x)m + (1− x)m)

2
.

∑
n

(m2n+1)x
2n+1 =

((1 + x)m − (1− x)m)

2
.

Trong kiºu t÷ìng tü ta ch¿ ra �÷ñc

∑
n

(
2n
m

)
x2n =

xm

2

(
1

(1− x)m+1 +
(−1)m

(1− x)m+1

)
.

V  ∑
n

(
2n+1
m

)
x2n+1 =

xm

2

(
1

(1− x)m+1 −
(−1)m

(1− x)m+1

)
.

�çng nh§t sau công �÷ñc sû döng kh¡ th÷íng xuy¶n∑
n

1

n+ 1

(
2n
n

)
xn =

1

2x

(
1−
√

1− 4x
)
.

29

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



B i to¡n 2.3.1. �¡nh gi¡ têng
∑
k

(
k
n−k
)
.

Gi£i:
Cho n l  bi¸n tü do v  k½ hi»u têng f (n) =

∑
k

(
k
n−k
)
.

Gi£ sû F (x) l  h m sinh cõa d¢y f (n), tùc l 

F (x) =
∑
n

xnf (n) =
∑
n

xn
∑
k

(
k
n−k
)

=
∑
n

∑
k

(
k
n−k
)
xn.

Ta câ thº vi¸t ph÷ìng tr¼nh tr÷îc nh÷ sau

F (x) =
∑
k

∑
n

(
k
n−k
)
xn =

∑
k

xk
∑
n

(
k
n−k
)
xn−k.

Suy ra

F (x) =
∑
k

xk(1 + x)k =
∑
k

(
x+ x2

)k
=

1

1− (x− x2)
=

1

1− x+ x2
.

Tuy nhi¶n nâ t÷ìng tü nh÷ h m sinh cõa d¢y Fibonaci, tùc l 
f (n) = Fn+1 v  ta câ ∑

k

(
k
n−k
)

= Fn+1.

B i to¡n 2.3.2. �¡nh gi¡ têng
n∑

k=m

(−1)k (nk)
(
k
m

)
.

Gi£i: N¸u n l  sè cè �ành, khi �â m l  bi¸n tü do m  têng phö thuëc
v o. Gi£ sû f (m) =

n∑
k=m

(−1)k (nk)
(
k
m

)
v  gi¡ sû F (x) l  h m sinh cõa

d¢y f (m), tùc l  F (x) =
∑
m
f (m)xm. Khi �â ta câ

F (x) =
∑

f (m)xm =
∑
m

xm
n∑

k=m

(−1)k (nk)
(
k
m

)
=
∑
k≤n

(−1)k (nk)
∑
m≤k

(
k
m

)
xm =

∑
k≤m

(nk)(1 + x)k

Ð �¥y ta �a sû döng
∑
m≤k

(
k
m

)
xm = (1 + x)k. Hìn núa,

F (x) = (−1)n
∑
k≤n

(nk) (−1)n−k(1 + x)k = (−1)n((1 + x)− 1)n = (−1)nxn.
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Do �â ta nhªn �÷ñc F (x) = (−1)nxn v  v¼ �â l  h m sinh cõa d¢y
f (m) . n¶n ta câ

f (m) =

{
(−1)n,n = m

0,m < n

B i to¡n 2.3.3. �¡nh gi¡ têng
n∑

k=m

(nk)
(
k
m

)
.

Gi£i:
�°t f (m) =

n∑
k=m

(nk)
(
k
m

)
v  F (x) =

∑
m
xmf (m). Khi �â ta câ

F (x) =
∑
m

xmf (m) =
∑
m

xm
n∑

k=m

(nk)
(
k
m

)
=
∑
k≤n

(nk)
∑
m≤k

(
k
m

)
xm =

∑
k≤n

(nk)(1 + x)k,

Suy ra
F (x) = (2 + x)n.

V¼
(2 + x)n =

∑
m

(nm) 2n−mxm

n¶n gi¡ trà cõa têng c¦n t½nh l  f (m) = (nm) 2n−m.

B i to¡n 2.3.4. �¡nh gi¡
∑
k

(
n
[k2 ]

)
xk.

Gi£i:
Ta câ thº ph¥n chia th nh hai têng

∑
k

(
n

[k2 ]

)
xk =

∑
k=2k1

(
n

[2k12 ]

)
x2k1 +

∑
k=2k2+1

(
n

[2k2+1
2 ]

)
x2k2+1

=
∑
k1

(
n
k1

)(
x2
)k1 + x

∑
k2

(
n
k2

)(
x2
)k2 =

(
1 + x2

)n
+ x

(
1 + x2

)n
Ho°c mët c¡ch t÷ìng �÷ìng

∑
k

(
n
[k2 ]

)
xk = (1 + x)

(
1 + x2

)n
.

B i to¡n 2.3.5. X¡c �ành c¡c ph¦n tû cõa d¢y

f(m) =
∑
k

(
n

k

)(
n− k
[m−k2 ]

)
yk.
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Gi£i:
�°t F (x) =

∑
m
xmf (m). Khi �â ta câ

F (x) =
∑
m

xm
∑
k

(
n

k

)(
n− k
[m−k2 ]

)
yk =

∑
k

(
n

k

)
yk
∑
m

(
n− k
[m−k2 ]

)
xm

=
∑
k

(nk) y
kxk

∑
m

(
m− k
[m−k2 ]

)
xm−k =

∑
k

(nk) y
kxk (1 + x)

(
1 + x2

)n−k
Do �â

F (x) = (1 + x)
∑
k

(nk)
(
1 + x2

)n−k
(xy)k = (1 + x)

(
1 + x2 + xy

)n
.

Vîi y = 2 ta câ F (x) = (1 + x)2n+1 suy ra F (x) l  h m sinh cõa d¢y(
2n+1
m

)
v  ta thu �÷ñc �çng nh§t thùc tê hñp sau

∑
k

(
n

k

)(
n− k
[m−k2 ]

)
2k =

(
2n+ 1

m

)

�°t y = −2 ta thu �÷ñc
F (x) = (1 + x) (1− x)2n = (1− x)2n + x(1− x)2n do �â h» sè xm b¬ng(
2n
m

)
(−1)m +

(
2n
m−1
)

(−1)m−1 = (−1)m
[(

2n
m

)
−
(
2n
m−1
)]

suy ra

∑
k

(
n

k

)(
n− k
[m−k2 ]

)
(−2)k = (−1)m.[

(
2n

m

)
−
(

2n

m− 1

)
]

B i to¡n 2.3.6. Chùng minh r¬ng∑
k

(nk)
(
k
j

)
xk =

(
n
j

)
xj(1 + x)n−j

vîi méi n ≥ 0.

Gi£i:
N¸u ta cè �ành n v  gi£ sû j l  bi¸n tü do v 

f (j) =
∑

(nk)
(
k
j

)
xk;
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g (j) =
(
n
j

)
xj(1 + x)n−j.

Khi �â h m sinh t÷ìng ùng l 

F (y) =
∑
j

yjf (j) ,

G (y) =
∑
j

yjg (j).

Ta c¦n ch¿ ra r¬ng F (y) = G(y). Ta câ

F (y) =
∑
j

yj
∑
k

(nk)
(
k
j

)
xk =

∑
k

(nk)x
k
∑
j

(
k
j

)
yj =

∑
k

(nk)x
k(1 + y)k

Do �â

F (y) = (1 + x+ xy)n

.
M°t kh¡c ta câ

G (y) =
∑
j

yj
(
n
j

)
xj(1 + x)n−j =

∑
j

(
n
j

)
(1 + x)n−j(xy)j = (1 + x+ xy)n.

Do �â F (y) = G(y).

Sùc m¤nh thüc sü cõa ph÷ìng ph¡p h m sinh �÷ñc thº hi»n trong
c¡c v½ dö sau:

B i to¡n 2.3.7. �¡nh gi¡ têng
∑
k

(
n+k
m+2k

) (
2k
k

) (−1)k

k + 1
, vîi m,n ≥ 0.

Gi£i:
V¼ câ qu¡ nhi·u bi¸n n¶n c¡c ph÷ìng ph¡p tê hñp sì c§p khæng cung
c§p mët c¡ch hi»u qu£ �º xû lþ têng. V¼ n ch¿ xu§t hi»n mët và tr½ trong
têng, mët c¡ch tü nhi¶n l  x²t têng nh÷ mët h m cõa n. Gi£ sû F (x) l 
chuéi sinh cõa h m nh÷ vªy. Khi �â
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F (x) =
∑
n

xn
∑
k

(
n+k
m+2k

) (
2k
k

) (−1)k

k + 1

=
∑
k

(
2k
k

)(−1)k

k + 1
x−k

∑
k

(
n+k
m+2k

)
xn+k

=
∑
k

(
2k
k

) (−1)k

k + 1
x−k

xm+2k

(1− x)m+2k+1

=
xm+2k

(1− x)m+2k+1

∑(
2k
k

) 1

k + 1

{
−x

(1− x)2

}k

=
−xm−1

2(1− x)m−1

{
1−

√
1 +

4x

(1− x)2

}

=
−xm−1

2(1− x)m−1

{
1− 1 + x

1− x

}
=

xm

(1− x)m
.

�â l  h m sinh cõa d¢y
(
n−1
m−1
)
, nâ cho ta∑

k

(
n+k
m+2k

) (
2k
k

) (−1)k

k + 1
=
(
n−1
m−1
)
.

B i to¡n 2.3.8. Chùng minh �çng nh§t thùc∑
k

(
2n+1
k

) (
m+k
2n

)
=
(
2m+1
2n

)
.

Gi£i:
Gi£ sû F (x) =

∑
m
xm
∑
k

(
2n+1
k

) (
m+k
2n

)
v  G (x) =

∑
m
xm
(
2m+1
2n

)
l  h m

sinh cõa biºu thùc v¸ ph£i v  v¸ tr¡i cõa �¯ng thùc c¦n chùng minh. Ta
s³ ch¿ ra r¬ng F (x) = G(x). Ta câ

F (x) =
∑
m

xm
∑
k

(
2n+1
k

) (
m+k
2n

)
=
∑
k

(
2n+1
2k

)∑
m

(
m+k
2n

)
=
∑
k

(
2n+1
2k

)∑
m

(
m+k
2n

)
xm =

∑
k

(
2n+1
2k

)
x−k

∑
m

(
m+k
2n

)
xm+k

=
∑
k

(
2n+1
2k

)
x−k

x2n

(1− x)2n+1 =
x2n

(1− x)2n+1

∑
k

(
2n+1
2k

)(
x−

1
2

)2k
34

Soá hoùa bôûi trung taâm hoïc lieäu                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/



Ta bi¸t r¬ng

∑
k

(
2n+1
2k

) (
x−

1
2

)2k
=

1

2

((
1 +

1√
x

)2n+1

+

(
1− 1√

x

)2n+1
)

n¶n

F (x) =
1

2

(√
x
)2n−1( 1

(1−
√
x)

2n+1 −
1

(1 +
√
x)

2n+1

)
.

M°t kh¡c

G (x) =
∑
m

(
2m+1
2n

)
xm =

(
x−

1
2

)∑
m

(
2m+1
2n

) (
x

1
2

)2m+1
.

Suy ra

G (x) =
(
x−

1
2

)
(
x

1
2

)2n
2

 1(
1− x 1

2

)2n+1 − (−1)2n
1(

1 + x
1
2

)2n+1


 .

Hay

G (x) =
1

2

(√
x
)2n−1( 1

(1−
√
x)

2n+1 −
1

(1 +
√
x)

2n+1

)
.

Vªy F (x) = G(x).

B i to¡n 2.3.9. Chùng minh r¬ng
n∑
k=0

(
2n
2k

) (
2k
k

)
22n−2k =

(
4n
2n

)
.

Gi£i
Cho n l  bi¸n tü do trong v¸ tr¡i v  v¸ ph£i cõa F (x) v  G(x). Ta c¦n
chùng minh �¯ng thùc cõa h m sinh n y.

F (x) =
∑
n

xn
∑

0≤k≤n

(
2n
2k

) (
2k
k

)
22n−2k =

∑
0≤k

(
2k
k

)
2−2k

∑
n

(
2n
2k

)
xn22n

F (x) =
∑
0≤k

(
2k
k

)
2−2k

∑
n

(
2n
2k

)(
2
√
x
)2n
.
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B¥y gií ta sû döng têng theo lôy thøa ch®n v  nhªn �÷ñc

∑
n

(
2n
2k

) (
2
√
x
)2n

=
1

2

(
2
√
x
)2k( 1

(1− 2
√
x)

2k+1
+

1

(1 + 2
√
x)

2k+1

)
.

Hìn núa ta câ:

F (x) =
1

2 (1− 2
√
x)

∑
k

(
2k
k

)( 1

(1− 2
√
x)

2

)k

+
1

2 (1 + 2
√
x)

∑
k

(
2k
k

)( 1

(1 + 2
√
x)

2

)k

V¼
∑
n

(
2n
n

)
xn =

1√
1− 4x

ta nhªn �÷ñc

F (x) =
1

2 (1− 2
√
x)
.

1√
1− 4

x

(1− 2
√
x)

2

+
1

2 (1 + 2
√
x)
.

1√
1− 4

x

(1 + 2
√
x)

2

.

Suy ra
F (x) =

1

2
√

1− 4
√
x

+
1

2
√

1 + 4
√
x
.

M°t kh¡c �èi vîi G(x) ta muèn nhªn �÷ñc têng
∑
n

(
4n
2n

)
xn.

V¼
∑
n

(
2n
n

)
xn =

1√
1− 4x

ta câ
∑
n

(
2n
n

)
(−x)n =

1√
1 + 4x

,

do �â

G (x) =
1

2

(
1√

1− 4
√
x

+
1√

1 + 4
√
x

)
v  F (x) = G(x).

B i to¡n sau �¥y khâ hìn mët chót v¼ þ t÷ðng thæng th÷íng cõa
ph÷ìng ph¡p d¦u rn khæng �÷a �¸n k¸t qu£.

B i to¡n 2.3.10. Cho n v  p, h¢y t½nh∑
k

(
2n+1
2p+2k+1

)(
p+k
k

)
.

Gi£i:
�º câ nhúng cæng thùc ngn hìn ta �°t r = p+ k. N¸u ta gi£ thi¸t r¬ng
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n l  bi¸n tü do, th¼ têng b¬ng

f (n) =
∑
r

(
2n+1
2r+1

)
(rk).

L§y F (x) =
∑
n
x2n+1f (n). �i·u n y kh¡ tü nhi¶n v¼ h» sè nhà thùc chùa

sè h¤ng 2n+ 1. Ta câ

F (x) =
∑
n

x2n+1
∑
r

(
2n+1
2r+1

) (
r
p

)
=
∑
r

(
r
p

)∑
n

(
2n+1
2r+1

)
x2n+1.

V¼ ∑
n

(
2n+1
2r+1

)
x2n+1 =

x2r+1

2

(
1

(1− x)2r+2 +
1

(1 + x)2r+2

)
ta nhªn �÷ñc

F (x) =
1

2
.

x

(1− x)2

∑
r

(
r
p

)( x2

(1− x)2

)r

+
1

2
.

x

(1 + x)2

∑
r

(
r
p

)( x2

(1 + x)2

)r

F (x) =
1

2
.

x

(1− x)2
.

(
x2

(1− x)2

)p

(
1− x2

(1− x)2

)p+1 +
1

2
.

x

(1 + x)2
.

(
x2

(1 + x)2

)p

(
1− x2

(1 + x)2

)p+1

F (x) =
1

2
.

x2p+1

(1− 2x)p+1+
1

2
.

x2p+1

(1 + 2x)p+1 =
x2p+1

2

(
(1 + 2x)−p−1 + (1− 2x)−p−1

)
Suy ra f (n) =

1

2

((
−p−1
2n−2p

)
22n−2p +

(
−p−1
2n−2p

)
22n−2p

)
.

V  sau khi �ìn gi£n hâa ta câ f (n) =
(
−p−1
2n−2p

)
22n−2p.

2.4 Mët sè b i tªp

1) Ch¿ ra r¬ng �èi vîi d¢y c¡c sè Fibonaci ta câ

F0 + F1 + ...+ Fn = Fn+2 + 1

2) Cho sè nguy¶n d÷ìng n. Gi£ sû A l  sè c¡c c¡ch m  n câ thº �÷ñc
ph¥n t½ch th nh mët têng c¡c sè nguy¶n l´. Gi£ sû B l  sè c¡ch m  n
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câ thº �÷ñc ph¥n t½ch nh÷ têng c¡c sè nguy¶n kh¡c nhau. Chùng minh
r¬ng A = B.

3) T¼m sè c¡c ho¡n và m  khæng câ �iºm cè �ành cõa tªp {1, 2, ..., n}.
4) �¡nh gi¡

∑
k

(−1)k (n3k).

5) Cho n ∈ N v  gi£ thi¸t r¬ng:

câ c¡c nghi»m R1 trong N2
0.

câ c¡c nghi»m R2 trong N2
0.

.

.

.

câ c¡c nghi»m Rn trong N2
0.

câ c¡c nghi»m Rn+1 trong N2
0.

Chùng minh r¬ng
∑
k

Rk = n+ 1.

6) �a thùc f(x1, x2, ..., xn) �÷ñc gåi l  �èi xùng n¸u vîi méi ho¡n và
σ ∈ Sn ta câ f(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = f (x1, x2, ..., xn) .

Ta s³ x²t mët sè lîp c¡c �a thùc �èi xùng. Lîp thù nh§t chùa c¡c �a
thùc d¤ng

σk (x1, x2, ..., xn) =
∑

i1<...<ik

xi1...xik

vîi 1 ≤ k ≤ n, σ0 = 1 v  σk = 0 vîi k > n. Lîp c¡c �a thùc �èi xùng
kh¡c l  c¡c �a thùc câ d¤ng sau:

pk (x1, ..., xn) =
∑

i1+...+in=k

xi11 ...x
in
n , i1, ..., in ∈ N0.

Lîp thù ba c¡c �a thùc câ d¤ng

sk (x1, ..., xn) = xk1 + ...+ xkn.

Chùng minh c¡c mèi quan h» sau �¥y giúa c¡c �a thùc giîi thi»u ð tr¶n:
n∑
r=0

(−1)rσrpn−r = 0,
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npn =
n∑
r=1

srpn−r

v 

nσn =
n∑
r=1

(−1)r−1srσn−r.

7) Gi£ sû vîi n ∈ N tçn t¤i d¢y c¡c sè d÷ìng a1, a2, ..., an v  b1, b2, ..., bn
sao cho c¡c têng

a1 + a2, a1 + a3, ..., an−1 + an.

b1 + b2, b1 + b3, ..., bn−1 + bn

l  nh÷ nhau sai kh¡c mët ho¡n và. Chùng minh r¬ng n l  mët lôy thøa
cõa 2.

8) Chùng minh r¬ng cù duy nh§t mët c¡ch ph¥n ho¤ch c¡c sè tü
nhi¶n th nh hai tªp A v  B sao cho: vîi méi sè n nguy¶n khæng ¥m (kº
c£ 0), sè c¡c c¡ch vi¸t n d¤ng a1 + a2, a1, a2 ∈ A, a1 6= a2 ½t nh§t l  1, v 
b¬ng sè c¡c c¡ch m  nâ câ thº biºu di¹n d¤ng b1 + b2, b1, b2 ∈ B, b1 6= b2.

9) Cho mët sè (½t nh§t hai, nh÷ng húu h¤n) c§p sè cëng. Gi£ sû méi
sè tü nhi¶n thuëc �óng mët trong c¡c c§p sè �â. Chùng minh r¬ng tçn
t¤i hai c§p sè câ chung cæng sai.

10) Chùng minh r¬ng trong làch hi»n t¤i ng y 13 h ng th¡ng câ nhi·u
kh£ n«ng l  thù 6.

2.5 H÷îng d¨n gi£i mët sè b i tªp

1) Theo �ành lþ 2.1.15 h m sinh cõa têng n sè h¤ng �¦u ti¶n cõa d¢y

(tùc l  v¸ tr¡i ) l  b¬ng
F

1− x
, trong �â F =

x

1− x− x2
( F l  h m

sinh cõa d¢y Fibonacei). Ð v¸ ph£i ta câ

F − x
x
− 1

1− x

v  suy ra �i·u c¦n t¼m sau mët sè t½nh to¡n.
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2) �¦u ti¶n ta s³ ch¿ ra r¬ng h m sinh cõa sè c¡c ph¥n ho¤ch l´ b¬ng(
1 + x+ x2 + ...

) (
1 + x3 + x6 + ...

) (
1 + x5 + x10 + ...

)
... =

∏
k≥1

1

1− x2k+1
.

Thªt vªy, câ thº t÷ìng ùng méi ph¥n ho¤ch trong �â i xu§t hi»n ai
l¦n vîi �óng mët sè h¤ng vîi h» sè 1 trong t½ch. Sè h¤ng �â l  b¬ng
x1a1+3a3+5a5+....

H m sinh cõa sè c¡c ph¥n ho¤ch täng nhúng têng kh¡c nhau b¬ng

(1 + x)
(
1 + x2

) (
1 + x3

)
... =

∏
k≥1

(1 + x)k

v¼ tø méi thøa sè ta câ thº ho°c khæng thº l§y mët lôy thøa cõa x, �i·u
n y t÷ìng ùng vîi vi»c l§y hay khæng l§y sè h¤ng cõa ph¥n ho¤ch. B¬ng
mët sè bi¸n �êi sì c§p ta nhªn �÷ñc.

∏
k≥1

(
1 + xk

)
=
∏
k≥1

1− x2k

1− xk
=

(
1− x2

) (
1− x4

)
...

(1− x) (1− x2) (1− x3) (1− x4) ...

=
∏
k≥1

1

1− x2k+1
.

Suy ra �i·u ph£i chùng minh.

3) �¥y l  v½ dö minh håa cho t½nh hi»u qu£ cõa vi»c sû döng h m
sinh mô. Gi£ thi¸t r¬ng sè c¦n t¼m l  Dn v  gi£ sû D (x)

esr↔Dn. Sè c¡c
ho¡n và câ �óng k cho c¡c �iºm cè �ành �¢ cho l  b¬ng Dn+k, do �â têng
sè c¡c ho¡n và vîi �óng k �iºm cè �ành b¬ng (nk)Dn−k, v¼ ta câ thº chån
k �iºm cè �ành theo (nk) c¡ch. Do têng sè c¡c ho¡n và l  n!, n¶n

n! =
∑
k

(nk)Dn−k.

V  theo �ành l½ 2.1.19 ta câ
1

1− x
= exD (x) .

Suy ra D (x) =
e−x

1− x
. V¼ e−x l  h m sinh cõa d¢y

(−1)n

n!
, ta thu �÷ñc:

Dn

n!
= 1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ ...+ (−1)n

1

n!
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Dn = n!

(
1

2!
− 1

3!
+ ...+ (−1)

1

n!

)
.

4) Þ t÷ðng l  x²t h m sinh

F (x) =
∑
k

(n3k)x
3k.

Têng c¦n t¼m b¬ng f(−1). V§n �· b¥y gií l  l m th¸ n o �º lªp cæng
thùc nhà thùc m  bä qua t§t c£ c¡c sè h¤ng, trø nhúng sâ h¤ng bªc 3k.
Ta s³ sû döng �çng nh§t thùc sau �¥y �èi vîi c«n cõa �ìn và trong m°t
ph¯ng phùc: ∑

εr=1

εn =

{
r, r |n
0, tr÷íng hñp cán l¤i

Gi£ sû C (x) = (1 + x)n v  cho 1, ε v  ε2 l  c«n bªc cõa 1. Khi �â ta câ

F (x) =
C (x) + C (εx) + C

(
ε2x
)

3
.

Vîi x = −1 ta câ

F (−1) =
1

3

{(
3− i

√
3

2

)n

+

(
3 + i

√
3

2

)n}
.

V  sau khi rót gån ta câ k¸t qu£∑
k

(−1)k (n3k) = 2.3
n
2−1cos

(nπ
6

)
.

5) Sè c¡c nghi»m cõa x+ 2y = n trong N 2
0 l  h» sè cõa tn trong(

1 + t+ t2 + ...
) (

1 + t2 + t4 + ...
)

=
1

1− t
.

1

1− t2
.

Lþ do l  méi c°p (x, y) thäa m¢n �i·u ki»n cõa b i to¡n l m t«ng h» sè
cõa tn th¶m 1 v¼ nâ xu§t hi»n nh÷ sè h¤ng cõa têng d¤ng txt2y = tx+2y.
Têng qu¡t hìn, sè c¡c nghi»m cõa kx+ (k+ 1)y = n+ 1−k l  h» sè cõa

tn+1−k trong
1

1− tk
.

1

1− tk+1
., tùc l  h» sè cõa tn trong

xk−1

(1− tk) (1− tk+1)
.

Do �â,
n∑
k=1

Rk l  h» sè cõa tn trong

∑
k

tk−1

(1− tk) (1− tk+1)
=
∑
k

1

1− t2

(
1

1− tk+2
− 1

1− tk+1

)
=

1

(1− t)2
.
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B¥y gií r¹ d ng nh¼n th§y r¬ng
∑
k

Rk = n+ 1.

6) H m sinh cõa �a thùc �èi xùng σk (x1, ..., xn) l ∑
(t) =

∞∑
k=0

σkt
k =

n∏
i=1

(1 + txi).

H m sinh cõa �a thùc pk (x1, ..., xn) l  P (t) =
∞∑
k=0

pkt
k =

∏ 1

1− txi
.

V  h m sinh cõa �a thùc Sk l  S (t) =
∞∑
k=0

Skt
k =

n∑
i=1

xi
1− txi

sk.

C¡c h m
∑

(t) v  P (t) thäa m¢n �i·u ki»n sau
∑

(t) p (−t) = 1. N¸u ta
t½nh h» sè cõa t½ch cõa tn, n ≥ 1 ta thu �÷ñc

n∑
r=0

(−1)rσrpn−r = 0.

Chó þ r¬ng logP (t) =
n∑
i=1

log
1

1− txi
v  log

∑
(t) =

n∑
i=1

log (1 + txi).

B¥y gií ta câ thº biºu thà S(t) theo P (t) v 
∑

(t) bði

S (t) =
d

dt
logP (t) =

P
′
(t)

P (t)

v 

S (−t) = − d
dt

log
∑

(t) = −
∑ ′

(t)∑
(t)

.

Tø cæng thùc �¦u ti¶n ta thu �÷ñc S (t)P (t) = P
′
(t) v  tø cæng thùc

thù hai S (−t)
∑

(t) = −
∑ ′

(t). So s¡nh h» sè cõa tn+1 ta thu �÷ñc

npn =
n∑
r=1

srpn−r

v 

nσn =
n∑
r=1

(−1)r−1srσn−r

7) Gi£ sû F v  G l  nhúng �a thùc sinh bði c¡c d¢y �¢ cho:
F (x) = xa1 + xa2 + ...+ xan v  G (x) = xb1 + xb2 + ...+ xbn. Khi �â
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F 2 (x)−G2 (x) =

 n∑
i=1

x2ai + 2
∑

1≤i≤j≤n
xai+aj

−
 n∑

i=1

x2bi + 2
∑

1≤i≤j≤n
xbi+bj


= F

(
x2
)
−G

(
x2
)

V¼ F (1) = G(1) = n, ta câ 1 l  nghi»m bëi k,(k ≥ 1) cõa �a thùc
F (x)˘G(x). Khi �â ta câ F (x)−G (x) = (x− 1)kH (x). Do �â

F (x) +G (x) =
F 2 (x)−G2 (x)

F (x)−G (x)
=
F
(
x2
)
−G

(
x2
)

F (x)−G (x)

=

(
x2 − 1

)k
H
(
x2
)

(x− 1)kH (x)
= (x+ 1)k

H
(
x2
)

H (x)
.

�°t x = 1 ta câ

2n = F (1) +G (1) = (1 + 1)k
H
(
x2
)

H (x)
= 2k.

Suy ra n = 2k−1.

8) X²t c¡c �a thùc sinh bði c¡c sè tø c¡c tªp kh¡c nhau:

A (x) =
∑
a∈A

xa, B (x) =
∑
b∈B

xb

�i·u ki»n A v  B lªp n¶n ph¥n ho¤ch to n bë tªp N m  khæng giao
nhau l  t÷ìng �÷ìng vîi

A (x) +B (x) =
1

1− x
.

Sè c¡c c¡ch m  mët sè n o �â câ thº l  biºu di¹n d¤ng a1+a2, a1, a2 ∈ A,
a1 6= a2 câ h m sinh.∑

ai,aj∈A,ai 6=aj
xai+aj =

1

2

(
A2 (x)− A

(
x2
))
.

�i·u ki»n thù hai câ thº biºu di¹n nh÷(
A2 (x)− A

(
x2
))

=
(
B2 (x)−B

(
x2
))
.
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Ngo i ra ta câ

(A (x)−B (x))
1

1− x
= A

(
x2
)
−B

(
x2
)

ho°c t÷ìng �÷ìng

(A (x)−B (x)) = (1− x)
(
A
(
x2
)
−B

(
x2
))

�êi bi¸n i x bði x2, x4, ..., x2n−1 ta thu �÷ñc

A (x)−B (x) =
(
A
(
x2

n)−B (x2n)) n−1∏
i=0

(
1− x2i

)
.

suy ra A (x)−B (x) =
∞∏
i=0

(
1− x2i

)
.

T½ch cuèi còng l  chuéi m  h» sè l  ±1, do �â A v  B l  �÷ñc x¡c �ành
duy nh§t (v¼ c¡c h» sè cõa nâ l  1). Công khæng khâ kh«n �º nhªn th§y
r¬ng c¡c h» sè d÷ìng (tùc l  h» sè nguçn gèc tø A), �óng l  nhúng h» sè
t÷ìng ùng vîi c¡c sè h¤ng xn m  n câ thº biºu thà nh÷ mët têng c¡c sè
ch®n 2S. �i·u �â câ ngh¾a l  khai triºn nhà ph¥n cõa n câ mët sè ch®n
sè 1S.

9) Gi£ thi¸t r¬ng k c§p sè cëng {ai + nbi} , (i = 1, 2, ..., k) phõ to n

bë tªp c¡c sè nguy¶n d÷ìng. Khi �â
za

1− zb
=
∞∑
i=0

za+ib, do �â

z

1− z
=

za1

1− zb1
+

za2

1− zb2
+ ...+

zak

1− zbk
.

Gi£ sû |z| ≤ 1. Ta s³ ch¿ ra r¬ng sè lîn nh§t trong sè bi khæng thº l 
duy nh§t. Gi£ sû ng÷ñc l¤i, b1 l  sè lîn nh§t trong c¡c sè b1, b2, ..., bn v 
�°t ε = e

2iπ
b1 . Gi£ sû r¬ng z ti¸n �¸n ε m  |z| ≤ 1. Ð �¥y ta câ thº chån

ε sao cho εb1 = 1, ε 6= 1 v  εbi 6= 1, 1 < i < k. T§t c£ c¡c sè h¤ng ngo¤i
trø sè h¤ng �¦u ti¶n hëi tö �¸n mët sè n o �â, trong khi sè �¦u ti¶n hëi
tö �¸n ∞. �i·u �â l  khæng thº!

10) Thù s¡u ng y 13 t÷ìng ùng vîi chõ nhªt ng y 1. K½ hi»u c¡c ng y
bði c¡c sè 1,2,3,4,...v  gi£ sû ti t÷ìng ùng ng y i. Do �â ng y 01 th¡ng
01 n«m 2001 k½ hi»u bði 1 ( ho°c t), ng y thù 4 th¡ng 01 n«m 2001 bði
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t4, .... Gi£ sû A l  tªp t§t c£ c¡c ng y ( tùc l  c¡c sè t÷ìng ùng) m  l 
ng y �¦u cõa th¡ng. Ch¯ng h¤n, 1 ∈ A, 2 ∈ A, .... A = {1, 32, 60, ...}. �°t
FA (t) =

∑
n∈A

tn. N¸u ta thay th¸ t7k bði 1, t7k+1 bði t, t7k+2 bði t2, ... trong

�a thùc fA, ta thu �÷ñc �a thùc kh¡c , k½ hi»u nâ bði gA (t) =
6∑
i=0

ait
i.

B¥y gií sè ai s³ biºu thà sè l¦n m  ng y thù i cõa tu¦n xu§t hi»n nh÷
ng y mçng mët cõa th¡ng. V¼ ng y 01 th¡ng 01 n«m 2001 l  thù hai,
a1 l  sè c¡c ng y thù hai, a2 l  sè c¡c ng y thù ba, .... a0 l  sè c¡c ng y
chõ nhªt.
Ta s³ x²t fA theo modulus t7 − 1. �a thùc fA (t)− ga (t) l  chia h¸t cho
t7 − 1. V¼ ta ch¿ muèn t¼m sè n o trong c¡c sè a0, a1, ..., a6 l  lîn nh§t,
ch¿ c¦n x²t �a thùc modul q (t) = 1 + t + t2 + ... + t6, l  nh¥n tû cõa
t7 − 1. Gi£ sû f1 (t) l  �a thùc biºu thà c¡c ng y �¦u ti¶n cõa c¡c th¡ng
trong n«m 2001. V¼ ng y �¦u ti¶n cõa th¡ng 1 l  thù hai, thù ba l  ng y
�¦u ti¶n cõa th¡ng 2,..., thù b£y l  ng y �¦u ti¶n cõa th¡ng 12. Ta thu
�÷ñc:

f1 (t) = t+ t4 + t4 + 1 + t2 + t5 + 1 + t3 + t6 + t+ t4 + t6

= 2 + 2t+ t2 + t3 + 3t4 + t5 + 2t6 ≡ 1 + t+ 2t4 + t6 (modq (t)) .

V¼ thæng th÷íng mët n«m câ 365 ≡ 1( mod 7) ng y, c¡c �a thùc f2 (t) v 
f3 (t) t÷ìng ùng cho n«m 2002 v  2003, thäa m¢n

f2 (t) ≡ t.f1 (t) ≡ t.g1 (t)

v 
f3 (t) ≡ t.f2 (t) ≡ t2.g1 (t) .

ð �â �çng d÷ l§y theo modulo q (t). Sû döng t½nh to¡n �ìn gi£n ta d¹
d ng suy ra r¬ng f4 (t) �èi vîi 2004 l 

f4 (t) = 2 + 2t+ t2 + 2t3 + 3t4 + t5 + t6 ≡ 1 + t+ t3 + 2t4 = g4 (t) .

Ta s³ �÷a ra mët �a thùc mîi s³ t½nh c¡c ng y �¦u ti¶n cõa th¡ng cho
giai �o¤n 2001 � 2004.

h1 (t) = g1 (t)
(
1 + t+ t2

)
+ g4 (t) .

�çng thíi sau khi méi n«m thæng th÷íng , c¡c ng y �÷ñc ti¸n l¶n mët
và tr½, v  sau méi n«m nhuªn th¼ l¶n hai và tr½, n¶n sau chu ký 4 n«m
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c¡c ng y s³ �÷ñc ti¸n l¶n 5 và tr½.. Theo c¡ch nh÷ vªy ta thu �÷ñc mët
�a thùc t½nh sè ng y �¦u ti¶n cõa c¡c th¡ng giúa n«m 2001 v  2100, �â
l :

p1 (t) = h1 (t)
(
1 + t5 + t10 + ...+ t115

)
+ t120g1 (t)

(
1 + t+ t2 + t3

)
.

Ð �¥y ta �¢ vi¸t cæng thùc cuèi cho c¡c n«m trong d¤ng

g1 (t)
(
1 + t+ t2 + t3

)
,

v¼ n«m 2100 khæng l  n«m nhuªn, v  ta khæng thº thay th¸ bði h1 (t).
Giai �o¤n 100 n«m n¥ng làch l¶n 100 ng y (nhúng n«m thæng th÷íng)
v  cëng 24 ng y (nhuªn), nâ �çng d÷ 5 mo�ul 7. Ta câ

gA (t) = p1 (t)
(
1 + t5 + t10

)
+ t15h1 (t)

(
1 + t5 + ...+ t120

)
.

T÷ìng tü nh÷ tr÷îc, 100 n«m cuèi �÷ñc t½nh bði têng cuèi còng v¼ 2400
l  nhuªn.B¥y gií ta sû döng:

t5a + t5(a+1) + ...+ t5(a+6) ≡ 0.

Do �â
1 + t5 + ...+ t23.5 ≡ 1 + t5 + t2.5 ≡ 1 + t3 + t5

v 
1 + t5 + ...+ t25.5 ≡ 1 + t5 + t2.5 + t4.5 ≡ 1 + t3 + t5

Hìn núa ta câ

p1 (t) ≡ h1 (t)
(
1 + t3 + t5

)
+ t.g1 (t)

(
1 + t+ t2 + t3

)
≡ g1 (t)

[(
1 + t+ t2

) (
1 + t3 + t5

)
+ t
(
1 + t+ t2 + t3

)]
+ g4 (t)

(
1 + t3 + t5

)
≡ g1 (t)

(
2 + 2t+ 2t2 + 2t3 + 2t4 + 2t5 + t6

)
+ g4 (t)

(
1 + t3 + t5

)
≡ −g1 (t) .t6 + g4 (t)

(
1 + t3 + t5

)
N¸u b¥y gií ta thay v o cæng thùc gA (t) ta thu �÷ñc:

gA (t) ≡ p1 (t)
(
1 + t3 + t5

)
+ h1 (t)

(
1 + t+ t3 + t5

)
≡ −g1 (t) .t6

(
1 + t3 + t5

)
+ g4 (t)

(
1 + t3 + t5

)2
+ tg1 (t)

(
1 + t+ t2

) (
1 + t+ t3 + t5

)
+ t.g4 (t)

(
1 + t+ t3 + t5

)
≡ g1 (t)

(
t+ t3

)
+ g4 (t)

(
2t+ 2t3 + t5 + t6

)
≡
(
1 + t+ 2t4 + t6

) (
t+ t3

)
+
(
1 + t+ t3 + 2t4

) (
2t+ 2t3 + t5 + t6

)
≡ 8 + 4t+ 7t2 + 5t3 + 5t4 + 7t5 + 4t6

≡ 4 + 3t2 + t3 + t4 + 3t5.
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�i·u �â câ ngh¾a r¬ng ng y câ nhi·u kh£ n«ng nh§t �º l m �¦u th¡ng
l  ng y chõ nhªt (v¼ a0 l  lîn nh§t).
Chóng ta câ thº x¡c �ành ch½nh x¡c x¡c su§t �â. N¸u ta sû döng sü ki»n
l  câ 4800 th¡ng trong giai �o¤n cõa 400 n«m , ta câ thº d¹ d ng nhªn
�÷ñc chõ nhªt l  ng y �¦u ti¶n vîi �óng 688 l¦n, thù hai 684 l¦n , thù
ba 687, thù t÷ 685, thù n«m 685, thù s¡u 687 v  thù b£y 684.
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K¸t luªn

Trong luªn v«n n y, tæi �¢ tr¼nh b y �÷ñc nhúng v§n �· cì b£n :
(1) Tr¼nh b y ki¸n thùc cì sð v· h m sinh.
(2) X¥y düng mët sè lîp b i tªp li¶n quan. Qua �â nhªn th§y �÷ñc H m
Sinh khæng nhúng ch¿ câ ùng trong c¡c b i to¡n �¸m hay chùng minh tê
hñp m  nâ cán câ nhi·u ùng döng kh¡c trong c¡c b i to¡n thèng k¶, x¡c
su§t, trong l¾nh vüc tin håc,...Qua c¡c v½ dö tr¶n ta câ thº th§y d÷íng
nh÷ chóng khâ câ thº gi£i �÷ñc n¸u nh÷ khæng câ h m sinh. Tø �â mîi
th§y �÷ñc þ ngh¾a v  t¦m quan trång cõa h m sinh trong c¡c b i to¡n
tê hñp.
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