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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài.

Số phức được đưa vào giảng dạy ở lớp 12 trường trung học phổ thông như

một điều tất yếu do nó có vai trò rất quan trọng trong thực tiễn cũng như trong

toán học.

Những bài toán về số phức thường xuyên có mặt trong các đề thi đại học,

cao đẳng trong những năm gần đây.

Số phức có nhiều ứng dụng trong giải toán phổ thông, nó là cầu nối giữa

các phân môn đại số - giải tích - lượng giác và hình học. Tuy nhiên chưa có

những công trình nghiên cứu một cách sâu sắc và toàn diện về ứng dụng của số

phức để giải các dạng toán: Hệ phương trình, bất đẳng thức, tổ hợp, lượng giác

trong các đề thi đại học.

Để giúp cho giáo viên và học sinh ở trường trung học phổ thông có cách

nhìn sâu rộng hơn về số phức và ứng dụng nó trong việc giải một số dạng toán

thường gặp trong các đề thi đại học – cao đẳng, các đề thi học sinh giỏi. Vì vậy

tôi chọn đề tài: “Giải một số dạng toán thi đại học, cao đẳng bằng công cụ số

phức”.

Đề tài: “Giải một số dạng toán thi đại học, cao đẳng bằng công cụ số phức”

nhằm đáp ứng mong muốn của bản thân về một đề tài phù hợp mà sau này có

thể phục vụ cho việc giảng dạy của mình ở trường trung học phổ thông.
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2. Mục đích nghiên cứu.

Nhằm khai thác ứng dụng của số phức trong việc giải một số dạng toán

thường gặp trong các đề thi đại học, cao đẳng cũng như thi học sinh giỏi. Phân

tích cách giải có sử dụng số phức và so sánh với những cách giải thông thường

(không sử dụng số phức) để rút ra ưu, nhược điểm trong từng cách giải.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu.

Nghiên cứu ứng dụng của số phức để giải các dạng toán thường gặp trong

chương trình toán trung học phổ thông: giải hệ phương trình, chứng minh bất

đẳng thức, tính giá trị biểu thức lượng giác, giải phương trình lượng giác, chứng

minh các đẳng thức lượng giác, tính tổng các số Ckn.

Nghiên cứu từ các tài liệu, giáo trình của các thầy: Nguyễn Văn Mậu, Trần

Nam Dũng, Trần Phương..., các tài liệu ôn thi đại học, bồi dưỡng học sinh giỏi,

tủ sách chuyên toán, tạp chí toán học tuổi trẻ,...

4. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài.

Xây dựng được một đề tài phù hợp cho việc giảng dạy, bồi dưỡng học sinh

trung học phổ thông.

Đề tài đóng góp thiết thực cho việc giảng dạy và học tập các chuyên đề

toán trong trường trung học phổ thông, đem lại niềm say mê, sáng tạo cho giáo

viên và học sinh trong việc dạy học môn Toán ở trường trung học phổ thông

5. Cấu trúc luận văn.

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, luận văn gồm 5 chương:

Chương 1. Các kiến thức cơ bản về số phức

Chương 2: Ứng dụng số phức giải hệ phương trình đại số

Chương 3: Ứng dụng số phức chứng minh bất đẳng thức

Chương 4: Ứng dụng số phức trong lượng giác
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Chương 5: Ứng dụng số phức trong đại số tổ hợp
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Chương 1

Các kiến thức cơ bản

1.1 Số phức

Định nghĩa 1

Một số phức là một biểu thức có dạng a+ bi

trong đó a, b là nhưng số thực và i là số thoả mãn i2 = −1 .

Kí hiệu số phức là z và viết z = a+ bi

i gọi là đơn vị ảo.

a gọi là phần thực, b gọi là phần ảo.

Tập số phức kí hiệu là C.

Đặc biệt:

Số phức z = a+ 0i có phần ảo bằng 0 được coi là số thực và viết là z = a+ 0i = a

.

Số phức z = 0 + bi có phần thực bằng 0 được gọi là số ảo (hay số thuần ảo) và

viết là z = 0 + bi = bi

i = 0 + 1i = 1i .

Số 0 = 0 + 0i vừa là số thực, vừa là số ảo.

Định nghĩa 2:
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Cho 2 số phức z1 = a+ bi và z2 = a′ + b′i (a, b, a′, b′ ∈ R), z1 = z2 ⇔
{
a = a′

b = b′

1.2 Biểu diễn hình học của số phức trong mặt phẳng

toạ độ Oxy.

Mỗi số phức z = a + bi được biểu diễn bởi điểm M (a; b) trong mặt phẳng

toạ độ.

Mỗi điểm M (a, b) biểu diễn một số phức z = a + bi khi đó kí hiệu M (a; b) hoặc

M (z) .

Mặt phẳng toạ độ với việc biểu diễn số phức được gọi là mặt phẳng phức:

Ox là trục thực, Oy là trục ảo.

1.3 Phép cộng và phép trừ số phức

1. Phép cộng

Định nghĩa:

với z = a+ bi và z′ = a′ + b′i ta định nghĩa z + z′ = a+ a′ + (b+ b′) i.

2. Tính chất

Tính chất kết hợp:

(z + z′) + z” = z + (z′ + z”)∀z, z′, z” ∈ C

Tính chất giao hoán: z + z′ = z′ + z; ∀z, z′ ∈ C

Cộng với 0: z + 0 = 0 + z; ∀z ∈ C.

Với mọi số phức z = a+ bi , ta gọi số đối của z là –z, kí hiệu −z = −a− bi , khi

đó ta có z + (−z) = (−z) + z = 0.
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3. Phép trừ.

Định nghĩa 4:

với 2 số phức z, z′ ta định nghĩa z − z′ = z + (−z′) nếu z = a+ bi và

z′ = a′ + b′i,(a, b, a′, b′ ∈ R) thì: z − z′ = a− a′ + (b− b′) i.

4. Biểu diễn hình học của phép cộng và phép trừ.

Trong mặt phẳng phức ta cũng coi vectơ −→u = (a, b) biểu diễn số phức z = a+ bi.

Như vậy số phức z được biểu diễn bởi điểm M cũng có nghĩa là được biểu diễn

bởi vectơ
−−→
OM .

Nếu vectơ −→u ,
−→
u′ lần lượt biểu diễn số phức z, z′ thì:

• −→u +
−→
u′ biểu diễn số phức z + z′ .

• −→u −
−→
u′ biểu diễn số phức z − z′.

1.4 Phép nhân số phức

1.Tích hai số phức.

Định nghĩa 5:

Với z = a+ bi và z′ = a′ + b′i, (a, b, a′, b′ ∈ R) ,

ta định nghĩa z · z′ = a · a′ − b · b′ + (a · b′ + a′ · b) i.

2. Chú ý.

- với k ∈ R và z = a+ bi; (a, b ∈ R) thì k · z = k · a+ k · bi.

- 0z = 0,∀z ∈ C.

3. Tính chất của phép nhân.

Tính chất giao hoán: z · z′ = z′ · z;∀z, z′ ∈ C ,

Tính chất kết hợp: (z · z′) · z” = z · (z′ · z”) ,∀z, z′, z′′ ∈ C.

Nhân với 1: z · 1 = 1 · z ∀z ∈ C ,

12
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Như vậy ta có thể thực hiện các phép tính cộng, nhân các số phức như phép

cộng, nhân các số thực. Đặc biệt các hằng đẳng thức vẫn đúng trong trường hợp

số phức.

1.5 Số phức liên hợp và môđun của số phức

1.Số phức liên hợp

Định nghĩa 6:

Số phức liên hợp của số phức z = a+ bi; (a, b ∈ R) là số phức a− bi kí hiệu là z .

z = a+ bi⇒ z = a− bi.

Tính chất:

1. z = z, ∀z ∈ C.

2. z = z ⇔ z ∈ R.

3. z = −z ⇒ z là số thuần ảo

4. z · z = a2 + b2.

5. z1 + z2 = z1 + z2.

6. z1 · z2 = z1 · z2.

7.
(
z1
z2

)
= z1

z2
, ∀z2 6= 0.

2.Môđun của số phức

Định nghĩa 7:

Môđun của số phức z = a+ bi; (a, b ∈ R) là số thực không âm
√
a2 + b2 . Ký hiệu

mô đun của số phức z là |z|.

• Nếu z = a+ bi; (a, b ∈ R) thì |z| =
√
z · z =

√
a2 + b2.

• Nếu z là số thực thì môđun của z là giá trị tuyệt đối của số thực đó.

• Nếu z = 0 thì |z| = 0.
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Tính chất:

1. |z|2 = z · z.

2.|z| = |z|.

3.|z| ≥ 0,∀z ∈ C : |z| = 0⇔ z = 0.

4.∀z1, z2 ∈ C; |z1 · z2| = |z1| · |z2| ;
∣∣z1
z2

∣∣ =
|z1|
|z2| , ∀z2 6= 0.

5. ∀z1, z2 ∈ C; |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| ; ||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2| .

1.6 Phép chia cho số phức khác 0

Định nghĩa 8:

Số nghịch đảo của số phức z khác 0 là số phức ký hiệu là z−1 xác định bởi

z−1 = z
|z|2 .

Phép chia số phức z’ cho số phức z khác 0 : z
′

z = z′ · z−1 = z′·z
|z|2 .

1.7 Dạng lượng giác của số phức

Trong mặt phẳng phức: z = a+ bi được biểu diễn bởi điểm M (a, b) .

Góc định hướng φ = (Ox,OM) gọi là argument của z. Nếu φ là một argument

của z thì tập hợp các argument của z là {φ+ k2π, k ∈ z} .

r =
√
a2 + b2 ta có a = r · cosφ; b = r · sinφ, nên z = r · (cosφ+ i sinφ) gọi là dạng

lượng giác của số phức z.

Tính chất:

1. z = r · (cosφ+ i sinφ) ; z1 = r1 · (cosφ1 + i sinφ1).

2. z2 = r2 · (cosφ2 + i sinφ2).

3. z1 · z2 = r1 · r2 · [cos (φ1 + φ2) + i sin (φ1 + φ2)].
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4. z1z2 =
r1
r2
· [cos (φ1 − φ2) + i sin (φ1 − φ2)] , z2 6= 0.

5. zn = rn · (cosnφ+ i sinnφ).

6. n
√
z = n
√
r

[
cos

(
φ

n
+
k2π

n

)
+ i sin

(
φ

n
+
k2π

n

)]
, k = 0, n− 1.

7. (cosφ+ i sinφ)n = cosnφ+ i sinnφ, n ∈ N .

1.8 Phương trình bậc hai

Dạng AZ2 +BZ + C = 0 trong đó A,B,C ∈ C, A 6= 0.

Cách giải:

•Nếu ∆ 6= 0 thì phương trình có 2 nghiệm phân biệt:[
z1 = −B+δ

2A

z2 = −B−δ
2A

( Trong đó δ là một căn bậc 2 của ∆ )

• Nếu ∆ =0 thì phương trình có nghiệm kép: z1 = z2 =
−B
2A

.

• Định lý Viet z1, z2 là 2 nghiệm của phương trình ta có: z1 + z2 =
−B
A

z1 · z2 =
C

A

.
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Chương 2

Ứng dụng số phức giải hệ phương

trình đại số

2.1 Kiến thức sử dụng

1. Một phương trình ẩn phức f(z)=0 với z=x+yi có thể giải bằng cách tách

phần thực, phần ảo .

Nghĩa là ta đưa phương trình về dạng:

f(z)=0⇔ h(x,y)+g(x,y)i=0 ⇔
{
h (x, y) = 0

g (x, y) = 0
(*)

Như vậy việc giải phương trình ẩn phức ta quy về giải hệ phương trình đại số

(*).

Từ nhận định trên , ta có thể tiến hành theo cách ngược lại:

Hệ phương trình{
A(x; y) = B(x; y)

C(x; y) = D(x; y)
⇔ A(x; y) + iC(x; y) = B(x; y) + iD(x; y)

Trong phần này chúng tôi đưa ra ba dạng toán về giải hệ phương trình có thể

giải theo cách thông thường (không sử dụng số phức) và giải bằng cách sử dụng

số phức.
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2.2 Bài tập áp dụng

Dạng Toán 1: Sử dụng linh hoạt các hằng đẳng thức liên quan đến số

phức để giải một số hệ phương trình thường gặp: hệ đẳng cấp, hệ đối xứng.

Bài toán 2.1:

Giải hệ:

{
x3 − 3xy2 = −2 (1)

3x2y − y3 = 2 (2)

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Ta thấy hệ phương trình trên ở dạng hệ đẳng cấp bậc ba. Sử dụng phương pháp

giải hệ đẳng cấp:

Từ hệ: ⇒ x3 − y3 + 3x2y − 3xy2 = 0 (*)

• Xét y = 0 thay vào phương trình ⇒ x = 0 (không thỏa mãn hệ)

• Với y 6= 0 chia cả hai vế của phương trình (*) cho y3, ta có:(
x

y

)3

+ 3

(
x

y

)2

− 3

(
x

y

)
− 1 = 0

Đặt x
y = t⇒ Phương trình: t3 + 3t2 − 3t− 1 = 0

⇔
(
t3 − 1

)
+ 3t (t− 1) = 0

⇔ (t− 1)
(
t2 + 4t+ 1

)
= 0⇔

 t = 1

t = −2 +
√

3

t = −2−
√

3

t = 1⇒ y = x

thay vào (1)

⇒ x3 = 1⇔ x = 1⇒ y = 1

t = −2 +
√

3⇒ x =
(√

3− 2
)
y

Thay vào (2):[
3
(√

3− 2
)2 − 1

]
y3 = 2⇔

(
1−
√

3
)3
y3 = 1

⇔ y =
1

1−
√

3
=
−1−

√
3

2
⇒ x =

√
3− 1

2
t = −2−

√
3⇒ x =

(
−2−

√
3
)
y

Thay vào (2) ta có:  x =
−1−

√
3

2

y =

√
3− 1

2
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Vậy tập nghiệm của hệ là

T=

{
(1; 1) ;

(
−1 +

√
3

2
;
−1−

√
3

2

)
;

(
−1−

√
3

2
;

√
3− 1

2

)}
Nhận xét 2.1

Ngoài cách giải trên, ta có thể giải hệ phương trình bằng các cách sau:

- Đưa phương trình (*) thành phương trình tích bằng cách phân tích vế trái của

(*) thành nhân tử.

- Sử dụng cách giải hệ đối xứng loại II.

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Nhận thấy : (x+ yi)3 = x3 + 3x2yi− 3xy2 − y3i và−2 + 2i = (1 + i)3

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có:

x3 − 3xy2 + 3x2yi− y3i = −2 + 2i

⇔ (x+ yi)3 = −2 + 2i = (1 + i)3

Đặt z = x+ yi ta có z3 − (1 + i)3 = 0

⇔ (z − 1− i)
[
z2 + (1 + i) z + 2i

]
= 0

⇔


z = 1 + i

z =
−1 +

√
3

2
− 1 +

√
3

2
i

z =
−1−

√
3

2
+

√
3− 1

2
i

⇒



x = y = 1 x =
−1 +

√
3

2

y =
−1−

√
3

2 x =
−1−

√
3

2

y =

√
3− 1

2
Vậy tập nghiệm của hệ là

T=

{
(1; 1) ;

(
−1 +

√
3

2
;
−1−

√
3

2

)
;

(
−1−

√
3

2
;

√
3− 1

2

)}
Nhận Xét 2.2

So với các cách giải thông thường, phương pháp sử dụng số phức cũng dễ dàng

thực hiện do các phép toán sử dụng tương đối cơ bản. Đồng thời cách giải gọn

nhẹ,dùng số phức giúp học sinh có thêm một phương pháp mới, tạo sự linh hoạt,

lôi cuốn , hấp dẫn cho người học.

Bài toán 2.2:
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Giải hệ:

{
x3 − 3xy2 − 6xy − 3x = 0 (1)

y3 − 3x2y − 3x2 + 3y2 + 3y + 9 = 0 (2)

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Ta biến đổi hệ phương trình cần giải về dạng

{
x
(
x2 − 3y2 − 6y − 3

)
= 0 (1)

(y + 1)3 − 3x2 (y + 1) + 8 = 0 (2)

(1)⇔
[
x = 0

x2 = 3(y + 1)2

x = 0 thay vào (2) ⇒ (y + 1)3 = −8⇔ y = −3

x2 = 3(y + 1)2thay vào (2):

(y + 1)3 − 9(y + 1)3 + 8 = 0

⇔ (y + 1)3 = 1⇔ y + 1 = 1⇔ y = 0

Với y = 0⇒ x2 = 3⇔ x = ±
√

3

Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là:

T=
{

(0;−3) ;
(√

3; 0
)

;
(
−
√

3; 0
)}

Cách 2: (sử dụng số phức)

Ta nhận thấy:

(x+ yi)3 = x3 + 3x2yi− 3xy2 − y3i
(x+ yi)2 = x2 + 2xyi− y2

Nên nhân 2 vế của (2) với −i rồi cộng với (1) ta có:(
x3 + 3x2yi− 3xy2 − y3i

)
+ 3i

(
x2 + 2xyi− y2

)
− 3 (x+ yi)− 9i = 0

⇔ (x+ yi)3 + 3i(x+ yi)2 − 3 (x+ yi)− 9i = 0

Đặt z = x+ yi ta có:
z3 + 3iz2 − 3z − 9i = 0

⇔ (z + i)3 = 8i⇔ (z + i)3 + (2i)3 = 0

⇔ (z + i+ 2i)
[
(z + i)2 − 2i (z + i)− 4

]
= 0

⇔
[
z + 3i = 0

z2 + 2iz − 1− 2iz + 2− 4 = 0

⇔
[
z = −3i

z2 = 3
⇔
[
z = −3i

z = ±
√

3
⇒



{
x = 0

y = −3{
x =
√

3

y = 0{
x = −

√
3

y = 0

Vậy tập nghiệm của hệ là:
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T=
{

(0;−3) ;
(√

3; 0
)

;
(
−
√

3; 0
)}

Bài toán 2.3:

Giải hệ:

{
x3 − 3xy2 + 3x2 − 3y2 + 3x+ 3 = 0

y3 − 3x2y − 6xy − 3y + 2 = 0

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Ta đưa hệ về dạng:

{
(x+ 1)3 − 3y2 (x+ 1) + 2 = 0

y3 − 3y(x+ 1)2 + 2 = 0

Đặt x+ 1 = a .

Hệ phương trình cần giải có dạng:

{
a3 − 3ay2 + 2 = 0 (1)

y3 − 3ya2 + 2 = 0 (2)

⇒ a3 − y3 + 3ya2 − 3ay2 = 0

⇔ (a− y)
(
a2 + 4ay + y2

)
= 0 ⇔

[
a = y

a =
(
−2±

√
3
)
y

• a = y thay vào (1)
⇒ y3 = 1⇒ y = 1⇒ a = 1⇒ x = 0

a =
(
−2 +

√
3
)
y ⇒ y3

(
1−
√

3
)3

= 1

⇒ y =
1

1−
√

3
=
−
√

3− 1

2
⇒ x =

−3 +
√

3

2

a =
(
−2−

√
3
)
y ⇒ y3

(√
3 + 1

)3
= 1

⇒ y =

√
3− 1

2
⇒ x =

−3−
√

3

2
Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{
(0; 1) ;

(
−3 +

√
3

2
;
−1−

√
3

2

)
;

(
−3−

√
3

2
;

√
3− 1

2

)}
Cách 2: (Sử dụng số phức)

Hệ cần giải tương đương với hệ{
(x+ 1)3 − 3y2 (x+ 1) = −2 (1)

3y(x+ 1)2 − y3 = 2 (2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có:

(x+ 1)3 − 3y2 (x+ 1) + 3y (x+ 1)2 i− iy3 = −2 + 2i

⇔ (x+ 1 + yi)3 = (1 + i)3

Đặt z = x+ 1 + yi ta có z3 − (1 + i)3 = 0
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⇔ (z − 1− i)
[
z2 + (1 + i) z + (1 + i)2

]
= 0

⇔ (z − 1− i)
[
z2 + (1 + i) z + 2i

]
= 0

⇔
[
z = 1 + i

z2 + (1 + i) z + 2i = 0

⇔


z = 1 + i

z =
−1 +

√
3

2
− 1 +

√
3

2
i

z =
−1−

√
3

2
+

√
3− 1

2
i

⇔



{
x = 0

y = 1 x =
−3 +

√
3

2

y =
−1−

√
3

2 x =
−3−

√
3

2

y =

√
3− 1

2
Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{
(0; 1) ;

(
−3 +

√
3

2
;
−1−

√
3

2

)
;

(
−3−

√
3

2
;

√
3− 1

2

)}
Bài toán 2.4:

Giải hệ

{
x4 + y4 − 6x2y2 = −7 (1)

x3y − y3x = 6 (2)

Lời giải

Cách 1:(không sử dụng số phức)

Ta dễ dàng nhận ra hệ phương trình ở dạng hệ đẳng cấp bậc 4

• Xét x = 0 (l)

• x 6= 0 đặt y = tx hệ{
x4 + t4x4 − 6t2x4 = −7

tx4 − t3x4 = 6
⇔
{ (

t4 − 6t2 + 1
)
x4 = −7 (1)

t
(
1− t2

)
x4 = 6 (2)

⇒ t4 − 6t2 + 1

t (1− t2)
=
−7

6
⇔ 6t4 − 7t3 − 36t2 + 7t+ 6 = 0

⇔


t = 3

t =
−1

3

t =
1

2
t = −2

• t = 3⇒ −24x4 = 6⇒ không tồn tại x

• t =
−1

3
⇒ −1

3
· 8

9
· x4 = 6⇒ không tồn tại x

• t = −2⇒ x4 = 1⇒
[
x = 1⇒ y = −2

x = −1⇒ y = 2
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• t =
1

2
⇒ 1

2
· 3

4
x4 = 6⇒ x4 = 16⇔

[
x = 2⇒ y = 1

x = −2⇒ y = −1

vậy tập nghiệm của hệ là:

T= {(2; 1) ; (−2;−1) ; (−1; 2) ; (1;−2)}

Cách 2: (Sử dụng số phức)

Nhận thấy:

(x+ yi)4 = x4 + y4 − 6x2y2 + 4x3yi− 4y3xi

Nhân 2 vế của (2) với 4i rồi cộng với (1) ta có:

x4 + y4 − 6x2y2 + 4x3yi− 4y3xi = −7 + 24i

⇔ (x+ yi)4 = (2 + i)4

Đặt z = x+ yi ta có:
z4 − (2 + i)4 = 0⇔

[
z2 + (2 + i)2

] [
z2 − (2 + i)2

]
= 0

⇔
[
z2 = (2 + i)2

z2 = (−1 + 2i)2
⇔


z = 2 + i

z = −2− i
z = −1 + 2i

z = 1− 2i

Vậy ta có:

{
x = 2

y = 1{
x = −2

y = −1{
x = −1

y = 2{
x = 1

y = −2

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T= {(2; 1) ; (−2;−1) ; (−1; 2) ; (1;−2)}

DẠNG TOÁN 2

• Dạng cơ bản:

Loại 1: mx+
ax

x2 + y2
= b (1)

my − ay

x2 + y2
= c (2)

(a, b, c,m, n ∈ R)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có: m (x+ yi) +
a(x− yi)
x2 + y2

= b+ ci.
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Đặt z = x+ yi ta có:mz +
a

z
= b+ ci

⇒phương trình: mz2 − (b+ ci)z + a = 0

• Loại 2: mx+
ay

x2 + y2
= b (1)

my +
ax

x2 + y2
= c (2)

(a, b, c,m, n ∈ R)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có

m (x+ yi) +
a(y + xi)

x2 + y2
= b+ ci

m(x+ yi) +
ai(x− yi)
x2 + y2

= b+ ci

Đặt z = x+ yi ta có: mz +
ai

z
= b+ ci

⇔ mz2 − (b+ ci)z + ai = 0

Bài toán 2.5:

Giải hệ:


x+

3x− y
x2 + y2

= 3 (1)

y − x+ 3y

x2 + y2
= 0 (2)

(Tạp chí Kvant)

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đk: x2 + y2 6= 0 .

Xét y=0 ⇒ x 6= 0 hệ

 x+
3

x
= 3

1

x
= 0

⇒ không tồn tại x ; tương tự x=0 (loại).

Với xy 6= 0 hệ phương trình cần giải tương đương với hệ:
xy +

3xy − y2

x2 + y2
= 3y (3)

yx− x2 + 3xy

x2 + y2
= 0 (4)

Lấy (3)+(4) ta được 2xy-1=3y ⇒ x =
1

2y
+

3

2

Thay vào (2) ta có(
1

2y
+

3

2

)2

y + y3 −
(

1

2y
+

3

2

)
− 3y = 0
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⇒ 1
4y +

3

2
+

9

4
y + y3 − 1

2y
− 3

2
− 3y = 0

⇔ 4y4 − 3y2 − 1 = 0

⇔
(
y2 − 1

) (
4y2 + 1

)
= 0

⇔ y2 − 1 = 0⇔
[
y = 1⇒ x = 2

y = −1⇒ x = 1

Vậy tập nghiệm của hệ là :

T= {(2; 1) ; (1;−1)}

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Đk : x2 + y2 6= 0

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có :

x+ yi+
3 (x− yi)− (y + xi)

x2 + y2
= 3

⇔ x+ yi+
3 (x− yi)− i (x− yi)

x2 + y2
= 3

Đặt z=x+yi ⇒ z 6= 0

Ta được phương trình :

z +
(3− i) z
|z|2

− 3 = 0⇔ z +
3− i
z
− 3 = 0

⇔ z2 − 3z + 3− i = 0

∆ = 9− 12 + 4i = 4i− 3 = (1 + 2i)2

Phương trình có nghiệm: z =
3 + 1 + 2i

2
= 2 + i

z =
3− 1− 2i

2
= 1− i

Ta suy ra:
{
x = 2

y = 1{
x = 1

y = −1

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T= {(2; 1) ; (1;−1)}

Nhận xét 2.3: Với dạng toán này việc giải hệ phương trình có sử dụng số phức

đơn giản, gọn nhẹ và độc đáo hơn rất nhiều, học sinh dễ nắm bắt , dễ biến đổi

và dễ nhớ dạng toán hơn các phương pháp biến đổi thông thường.
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Bài toán 2.6:

Giải hệ


(

1− 12

3x+ y

)
√
x = 2(

1 +
12

3x+ y

)
√
y = 6

Cách 1 :(không sử dụng số phức)

Đk :


x ≥ 0

y ≥ 0

3x+ y 6= 0

Từ hệ ⇒ x,y 6= 0 . Vậy

{
x > 0

y > 0

Hệ phương trình có dạng
1− 12

3x+ y
=

2√
x

(1)

1 +
12

3x+ y
=

6
√
y

(2)
⇔


1 =

1√
x

+
3
√
y

12

3x+ y
=

3
√
y
− 1√

x

⇒
(

3
√
y
− 1√

x

)(
3
√
y

+
1√
x

)
=

12

3x+ y

⇔ 9

y
− 1

x
=

12

3x+ y
⇔ 9x (3x+ y)− y (3x+ y) = 12xy

⇔ 27x2 + 9xy − 3xy − y2 = 12xy

⇔ 27x2 − 6xy − y2 = 0⇔ (3x− y) (9x+ y)

⇔
[
y = 3x

y = −9x

y=-9x loại do x>0 và y>0

y=3x thay vào (1)

1− 12

6x
=

2√
x
⇔ 1− 2

x
=

2√
x

⇔ x− 2
√
x− 2 = 0

⇔
(√

x− 1−
√

3
) (√

x− 1 +
√

3
)

= 0

⇔
√
x = 1 +

√
3 do

(√
x+
√

3− 1
)
> 0

⇔ x = 4 + 2
√

3⇒ y = 12 + 6
√

3

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=
{(

4 + 2
√

3; 12 + 6
√

3
)}

Cách 2: (Sử dụng số phức)

Đk


x ≥ 0

y ≥ 0

3x+ y 6= 0
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Từ hệ ⇒
{
x 6= 0

y 6= 0
Vậy ta xét

{
x > 0

y > 0

Đặt

{ √
3x = a
√
y = b

; (a, b > 0)

Hệ phương trình cần giải có dạng

{
a− 12a

a2 + b2
= 2
√

3(1)

b+ 12b
a2+b2 = 6(2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta được :

a+ bi+
12 (bi− a)

a2 + b2
= 2
√

3 + 6i

Đặt z = a+ bi⇒ z 6= 0 .

Phương trình :

z − 12z

|z|2
= 2
√

3 + 6i⇔ z − 12

z
= 2
√

3 + 6i

⇔ z2 −
(
2
√

3 + 6i
)
z − 12 = 0

∆′ =
(
3 +
√

3i
)2

⇒
[
z1 =

√
3 + 3i+ 3 +

√
3i =

(√
3 + 3

)
+
(
3 +
√

3
)
i

z2 =
√

3 + 3i− 3−
√

3i =
(√

3− 3
)

+
(
3−
√

3
)
i

(Loại z2 do a>0, b>0)

Từ đó ta có

{
a = 3 +

√
3

b = 3 +
√

3
⇔
{ √

3x = 3 +
√

3
√
y = 3 +

√
3

⇔
{ √

x =
√

3 + 1
√
y = 3 +

√
3
⇔
{
x = 4 + 2

√
3

y = 12 + 6
√

3

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=
{(

4 + 2
√

3; 12 + 6
√

3
)}

Bài toán 2.7:

Giải hệ PT :


√

3x

(
1 +

1

x+ y

)
= 2

√
7y

(
1− 1

x+ y

)
= 4
√

2

(Đề thi HSG QG năm 1996)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đk:


x ≥ 0

y ≥ 0

x+ y 6= 0

Nhận thấy

[
x = 0

y = 0
không là nghiệm của hệ ⇒

{
x > 0

y > 0

Hệ phương trình cần giải có dạng:
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1 +

1

x+ y
=

2√
3x

(1)

1− 1

x+ y
=

4
√

2√
7y

(2)
⇔


1√
3x

+
2
√

2√
7y

= 1

1√
3x
− 2
√

2√
7y

=
1

x+ y

⇒ 1

3x
− 8

7y
=

1

x+ y
⇔ 7y (x+ y)− 24x (x+ y) = 21xy

⇔ 7xy + 7y2 − 24x2 − 24xy = 21xy

⇔ (6x− y) (4x+ 7y) = 0⇔
[
y = 6x

4x+ 7y = 0(l)

. y = 6x thay vào (1)

⇒ 1 +
1

7x
=

2√
3x
⇔ 7
√

3x− 14
√
x+
√

3 = 0

∆′ = 49− 21 = 28

⇒


√
x =

7 + 2
√

7

7
√

3
=

1√
3

+
2√
21

√
x =

7− 2
√

7

7
√

3
=

1√
3
− 2√

21

⇒

 x =
11

21
+

4

3
√

7
⇒ y =

22

7
+

8√
7

x =
11

21
− 4

3
√

7
⇒ y =

22

7
− 8√

7
Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{(
11

21
+

4

3
√

7
;
22

7
+

8√
7

)
;

(
11

21
− 4

3
√

7
;
22

7
− 8√

7

)}
Cách 2: (Sử dụng số phức)

Điều kiện:

{
x > 0

y > 0
Đặt

{ √
x = a
√
y = b

(a, b > 0)

Hệ phương trình cần giải có dạng
√

3a
(

1 +
1

a2 + b2

)
= 2

√
7b
(

1− 1

a2 + b2

)
= 4
√

2
⇔


a+

a

a2 + b2
=

2√
3

(1)

b− b

a2 + b2
=

4
√

2√
7

(2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có:

a+ bi+
a− bi
a2 + b2

=
2√
3

+
4
√

2√
7
i

Đặt z = a+ bi⇒ z 6= 0
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z +
z

|z|2
=

2√
3

+
4
√

2√
7
i⇔ z +

1

z
=

2√
3

+
4
√

2√
7
i

⇔ z2 − 2

(
1√
3

+
2
√

2√
7
i

)
z + 1 = 0

∆′ =
1

3
+

4
√

2√
21
i− 8

7
− 1 =

4
√

2√
21
i− 38

21
=

(
2√
21

+
√

2i

)2

⇒

 z =
1√
3

+
2
√

2√
7
i+

2√
21

+
√

2i =

(
1√
3

+
2√
21

)
+

(
2
√

2√
7

+
√

2

)
i

z =
1√
3

+
2
√

2√
7
i− 2√

21
−
√

2i =

(
1√
3
− 2√

21

)
+

(
2
√

2√
7
−
√

2

)
i

⇒




√
x =

1√
3

+
2√
21

√
y =

2
√

2√
7

+
√

2
√
x =

1√
3
− 2√

21
√
y =

2
√

2√
7
−
√

2

⇔




x =

11

21
+

4

3
√

7

y =
22

7
+

8√
7

x =
11

21
− 4

3
√

7

y =
22

7
− 8√

7

vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{(
11

21
+

4

3
√

7
;
22

7
+

8√
7

)
;

(
11

21
− 4

3
√

7
;
22

7
− 8√

7

)}
Bài toán 2.8:

Giải hệ pt


(

3− 5

y + 42x

)
√

2y = 4(
3 +

5

y + 42x

)
√
x = 2

(Đề thi Olympic 30-4 lần thứ VI năm 2000)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đk


x ≥ 0

y ≥ 0

y + 42x 6= 0

Nhận thấy

{
x = 0

y = 0
(loại). Vậy ta xét

{
x > 0

y > 0

Hệ phương trình cần giải có dạng:


3− 5

y + 42x
=

2
√

2
√
y

3 +
5

y + 42x
=

2√
x
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⇔


1√
x

+

√
2
√
y

= 3 (1)

1√
x
−
√

2
√
y

=
5

y + 42x
(2)

⇒ 1

x
− 2

y
=

15

y + 42x
⇔ (y − 2x) (y + 42x) = 15xy

⇔ y2 − 84x2 + 25xy = 0⇔ (y − 3x) (y + 28x) = 0

⇔
[
y = 3x

y + 28x = 0 (l)
(do x > 0, y > 0)

• y = 3x thay vào (1)

⇒ 1√
x

+

√
2√

3x
= 3⇔

√
3 +
√

2 = 3
√

3x

⇔
√
x =

1

3
+

√
2

3
√

3
⇔ x =

5 + 2
√

6

27
⇒ y =

5 + 2
√

6

9

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{(
5 + 2

√
6

27
;
5 + 2

√
6

9

)}
Cách 2:(Sử dụng số phức)

Điều kiện:

{
x > 0

y > 0

Đặt
√

42x = b;
√
y = a (a, b > 0)

Hệ phương trình cần giải có dạng: 3a− 5a

a2 + b2
= 2
√

2 (1)

3b+
5b

a2 + b2
= 2
√

42 (2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có:

3 (a+ bi)− 5
a− bi
a2 + b2

= 2
√

2
(
1 +
√

21.i
)

Đặt z = a+ bi⇒ z 6= 0, phương trình trở thành

3z − 5

z
= 2
√

2
(
1 +
√

21i
)

⇔ 3z2 − 2
√

2
(
1 +
√

21i
)
z − 5 = 0

∆′ = −25 + 4
√

21i =
(√

3 + 2
√

7i
)2

⇒

 z =

√
2 +
√

42i+
√

3 + 2
√

7i

3

z =

√
2−
√

3

3
+

√
42− 2

√
7

3
i (l)

(do a, b > 0)
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z =

√
2 +
√

3

3
+

√
42 + 2

√
7

3
i

⇒

 a =

√
2 +
√

3

3

b =

√
42 + 2

√
7

3

⇒


√
y =

√
2 +
√

3

3
√

42x =

√
42 + 2

√
7

3

⇔

 y =
5 + 2

√
6

9

x =
5 + 2

√
6

27
vậy tập nghiệm của hệ là:

T=

{(
5 + 2

√
6

27
;
5 + 2

√
6

9

)}
DẠNG TOÁN 3

Là các hệ phương trình phức tạp hơn , bằng phương pháp tách, nhóm khéo léo

ta đưa dần về dạng toán 2. Kết hợp cách giải ở dạng 1 và dạng 2.

Bài toán 2.9:

Giải hệ pt:

{
x3 + xy2 − 7x2 − 7y2 + 5x+ 7

√
5y = 0

y3 + x2y + 7
√

5x− 5y = 0

Lời giải

Cách 1: ( Không sử dụng số phức)

Hệ phương trình đã cho tương đương với

{
x
(
x2 + y2

)
+ 5x+ 7

√
5y = 7

(
x2 + y2

)
y
(
x2 + y2

)
+ 7
√

5x− 5y = 0
(∗)

• Xét x = y = 0 (thỏa mãn)

• Xét x2 + y2 6= 0

(∗)⇔


x+

5x+ 7
√

5y

x2 + y2
= 7 (1)

y +
7
√

5x− 5y

x2 + y2
= 0 (2)

(∗∗)

Xét x = 0 ta có
7
√

5

y
= 7

y − 5

y
= 0

⇔ y =
√

5 (thỏa mãn)

Xét y=0 hệ :

 x+
5

x
= 7

7
√

5

x
= 0

⇒ Hệ vô nghiệm
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• Xét xy 6= 0 hệ

(∗∗)⇔


xy +

5xy + 7
√

5y2

x2 + y2
= 7y

xy +
7
√

5x2 − 5xy

x2 + y2
= 0

⇒ 2xy + 7
√

5 = 7y ⇔ x = 7
2 −

7
√
5

2y

Thay vào (2) ta có:

y

(
7

2
− 7
√

5

2y

)2

+ y3 + 7
√

5

(
7

2
− 7
√

5

2y

)
− 5y = 0

⇔ 4y4 + 29y2 − 245 = 0⇔
(
y2 − 5

) (
4y2 + 49

)
= 0

⇔ y2 = 5⇔
[
y =
√

5⇒ x = 0 (l)

y = −
√

5⇔ x = 7 (t/m)

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=
{

(0; 0) ;
(
0;
√

5
)

;
(
7;−
√

5
)}

Cách 2:(Sử dụng số phức)

• x = y = 0 (t/m)

• x2 + y2 6= 0 hệ phương trình cần giải có dạng:
x+

5x+ 7
√

5y

x2 + y2
= 7 (1)

y +
7
√

5x− 5y

x2 + y2
= 0 (2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có

x+ yi+
5 (x− yi) + 7

√
5 (y + xi)

x2 + y2
= 7

⇔ x+ yi+
5 (x− yi) + 7

√
5i (x− yi)

x2 + y2
= 7

Đặt z = x+ yi⇒ z 6= 0

Khi đó ta có:

z +
5

z
+

7
√

5i

z
= 7

⇔ z2 − 7z + 5 + 7
√

5i = 0

∆′ = 49− 20− 28
√

5i = 29− 28
√

5i =
(
7− 2

√
5i
)2

⇒

 z =
7 + 7− 2

√
5i

2
= 7−

√
5i

z =
7− 7 + 2

√
5i

2
=
√

5i

⇔


{
x = 7

y = −
√

5{
x =
√

5

y = 0

Vậy tập nghiệm của hệ là:
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T=
{

(0; 0) ;
(√

5; 0
)

;
(
7;−
√

5
)}

Bài toán 2.10:

Giải hệ

{
x3 + xy2 = 10y (1)

y3 + x2y = 10x (2)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

(1)-(2)
⇒ x3 − y3 + xy (y − x) = 10 (y − x)

⇔ (x− y)
(
x2 + xy + y2

)
+ xy (y − x) = 10 (y − x)

⇔ (x− y)
(
x2 + y2 + 10

)
= 0⇔ y = x

Thay vào (1)

⇒ 2x3 = 10x⇔

 x = 0⇒ y = 0

x =
√

5⇒ y =
√

5

x = −
√

5⇒ y = −
√

5

Vậy tập nghiệm của hệ là:

T=
{

(0; 0) ;
(
−
√

5;−
√

5
)

;
(√

5;
√

5
)}

Cách 2: (Sử dụng số phức)

Xét x = 0 thay vào hệ ⇒ y = 0. Từ đó (0;0) là một nghiệm của hệ phương trình.

Nếu: x2 + y2 6= 0 hệ phương trình cần giải có dạng


x =

10y

x2 + y2
(1)

y =
10x

x2 + y2
(2)

Nhân 2 vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta có:

x+ yi =
10(y + xi)

x2 + y2
⇔ x+ yi =

10i(x− yi)
x2 + y2

(∗). Đặt z = x+ yi⇒ z 6= 0 .

Phương trình (*) trở thành:

z =
10iz

|z|2
⇔ z2 = 10i⇔ z2 = 5.2i

⇔ z2 = 5 (1 + i)2 ⇔
[
z =
√

5 +
√

5i

z = −
√

5−
√

5i

• Với z =
√

5 +
√

5i⇒
{
x =
√

5

y =
√

5

• Với z = −
√

5−
√

5i⇒
{
x = −

√
5

y = −
√

5

Vậy tập nghiệm của hệ là: T=
{

(0; 0) ;
(
−
√

5;−
√

5
)

;
(√

5;
√

5
)}

Nhận xét 2.4
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Trong quá trình giảng dạy ta có thể tự sáng tạo ra nhiều bài tập mới cho học

sinh luyện tập.

Ví dụ như khi ta cần một phương trình có 3 nghiệm z1 = −3i; z2 =
√

3; z3 = −
√

3.

Ta xét (z + 3i)
(
z2 − 3

)
= 0

Biến đổi tương đương ta được phương trình: z3 + 3iz2 − 3z − 9i = 0 (1)

Đặt z = x+ iy thay vào (1) và khai triển ra ta được:(
x3 − 3xy2 + 6xy − 3x

)
+
(
3x2y − y3 − 3x2 + 3y2 − 3y + 2

)
i = 0

⇔
{
x3 − 3xy2 + 6xy − 3x = 0

3x2y − y3 − 3x2 + 3y2 − 3y + 2 = 0

Như vậy ta được hai bài toán mới đó là :

1. Giải phương trình z3 + 3iz2 − 3z − 9i = 0

2. Giải hệ phương trình:{
x3 − 3xy2 + 6xy − 3x = 0

3x2y − y3 − 3x2 + 3y2 − 3y + 2 = 0

Hoặc muốn có một hệ phương trình có tập nghiệm là:

T = {(1; 0) ; (3;−1) ; (−1; 1)}

Ta xuất phát từ các số phức sau:

z = 1 , z = 3− i , z = −1 + i

Ta xét tích:
(z − 1) (z − 3 + i) (z + 1− i) = 0

⇔ z3 − 3z2 + 4iz − 4i+ 2 = 0

⇔ z2 − 3z + 4i+
2− 4i

z
= 0

Đặt z = x+ yi ta có:(
x2 − y2 − 3x+

2x− 4y

x2 + y2

)
+

(
2xy − 3y + 4− 4x+ 2y

x2 + y2

)
i = 0

⇔


x2 − y2 − 3x+

2x− 4y

x2 + y2

2xy − 3y + 4− 4x+ 2y

x2 + y2

⇔
{
x4 − y4 − 3x3 − 3xy2 + 2x− 4y = 0

2x3y − 3x2y + 2xy3 − 3y3 + (2x− 1)2 = 1 + 2y − 4y2

33



28

Vậy ta được hai bài toán mới:

Giải các hệ phương trình sau:

1.


x2 − y2 − 3x+

2x− 4y

x2 + y2

2xy − 3y + 4− 4x+ 2y

x2 + y2

2.

{
x4 − y4 − 3x3 − 3xy2 + 2x− 4y = 0

2x3y − 3x2y + 2xy3 − 3y3 + (2x− 1)2 = 1 + 2y − 4y2

Như vậy ta có thể sáng tạo được ra rất nhiều hệ phương trình từ đơn giản đến

phức tạp, từ các bài dành cho thi Đại học đến các bài tập dành cho thi học sinh

giỏi.

Bài tập: (Sử dụng kiến thức về số phức, giải các hệ phương trình sau:)

Giải các hệ phương trình sau :

1.

{
2x3 − 6xy2 = 5

6x2y − 2y3 = 5
√

3
2.


√
x

3

(
1 +

6

x+ y

)
=
√

2

√
y

(
1− 6

x+ y

)
= 1

3.


x+ y + 4 =

12x+ 11y

x2 + y2

y − x+ 3 =
11x− 12y

x2 + y2

4.

{
x4 + y4 − 6x2y2 =

√
3

4x3y − 4xy3 = 1

5.

{
x3 − 3xy2 = −1

y3 − 3x2y = −
√

3
6.

{
x(x2 − 3y2) = −2

√
3

y(3x2 − y2) = 2

7.

{
x4 − 6x2y2 + y4 = 4

x3y − y3x = −
√

3
8.

{
x(x4 − 10x2y2 + 5y4) =

√
3

y(y4 − 10x2y2 + 5x4) = −1

9.


√

10x

(
1 +

3

5x+ y

)
= 3

√
y

(
1− 3

5x+ y

)
= −1

10.


√
x

(
2 +

7

2x+ 5y

)
= 3
√

2

√
5y

(
2− 7

2x+ 5y

)
=
√

3

11.


√
x

(
2− 15

x+ 2y

)
= 2 +

√
3

√
y

(
2 +

15

x+ 2y

)
= 3
(√

3− 1
) 12.


x+

16x− 11y

x2 + y2
= 7

y − 11x+ 16y

x2 + y2
= −1

13.


x+

9x+
√

10y

x2 + y2
= 3
√

2

y +

√
10x+ 9y

x2 + y2
= 0

14.


x+

78y

x2 + y2
= 20

y +
78x

x2 + y2
= 15
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Chương 3

Ứng dụng số phức chứng minh bất

đẳng thức.

3.1 Kiến thức sử dụng.

Cho số z = a+ bi ta có |z| =
√
a2 + b2

• Cho z1 = a1 + b1i; z2 = a2 + b2i , ta có: |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Dấu = xảy ra ⇔
{
a2 = ka1

b2 = kb1
(k≥ 0)

• Tổng quát: cho a1, a2, ..., an; b1, b2, ..., bn .

Chứng minh rằng:√
a21 + b21 +

√
a22 + b22 + ...+

√
a2n + b2n ≥

√
(a1 + a2 + ...+ an)2 + (b1 + b2 + ...+ bn)2

Ta xét các số phức , z1 = a1 + b1i; z1 = a2 + b2i, ..., z1 = an + bni

Ta luôn có
|z1|+ |z2|+ ...+ |zn| ≥ |z1 + z2 + ...+ zn|

⇔
√
a21 + b21 +

√
a22 + b22 + ...+

√
a2n + b2n ≥

√
(a1 + a2 + ...+ an)2 + (b1 + b2 + ...+ bn)2

Suy ra điều phải chứng minh. Dấu = xảy ra ⇔
{
ai = kia1

bi = kib1
; (ki ≥ 0)
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3.2 Bài tập áp dụng.

I. Chứng minh bất đẳng thức

Bài toán 3.1: CMR ∀x ∈ R ta có

√
x2 + 2x+ 5 +

√
x2 − 2x+ 5 ≥ 2

√
5

(Phương pháp tọa độ để giải các bài toán sơ cấp - Phan Huy Khải.)

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đặt P =

√
(x+ 1)2 + 4 +

√
(1− x)2 + 4 Ta có:

√
5P =

√[
(x+ 1)2 + 22

]
[12 + 22] +

√[
(1− x)2 + 22

]
[12 + 22]

≥ (x+ 1 + 4) + (1− x+ 4)

⇒
√

5P ≥ 10⇒ P ≥ 2
√

5

Dấu ”=” ⇔


x+ 1

2
=

1

2
1− x

2
=

1

2

⇔ x = 0

Cách 2: (Sử dụng số phức)

Ta viết lại bất đẳng thức dưới dạng:

√
(x+ 1)2 + 22 +

√
(x− 1)2 + 22 ≥ 2

√
5

Xét các số phức

z1 = (x+ 1) + 2i; z2 = (1− x) + 2i

V T = |z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2| = |2 + 4i| =
√

4 + 16 = 2
√

5

Dấu “=” xảy ra ⇔ 1 + x = 1− x⇔ x = 0

Nhận xét 3.1: Với học sinh việc sử dụng được bất đẳng thức với việc thêm bớt

khéo léo là điều rất khó khăn, song khi đưa về căn bậc hai của tổng các bình

phương thì các em dễ dàng nhận ra nó là môđun của một số phức. Chính vì vậy
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mà cách sử dụng số phức trong bài toán trên gọn nhẹ và đơn giản hơn rất nhiều.

Bài toán 3.2: CMR ∀x, y ∈ R ta có

√
x2 + 4y2 + 6x+ 9 +

√
x2 + 4y2 − 2x− 12y + 10 ≥ 5

(Phương pháp tọa độ để giải các bài toán sơ cấp - Phan Huy Khải.)

Lời giải

Cách 1: (Không sử dụng số phức)

Đặt T =

√
(x+ 3)2 + (2y)2 +

√
(x− 1)2 + (2y − 3)2

⇒ 5T =

√[
(x+ 3)2 + (2y)2

]
(42 + 32) +

√[
(1− x)2 + (3− 2y)2

]
(42 + 32)

≥ |4x+ 12 + 6y|+ |4 (1− x) + 3 (3− 2y)|
≥ |4x+ 12 + 6y + 4 (1− x) + 3 (3− 2y)| = 25

⇒ T ≥ 5

Dấu “=” xảy ra

⇔


x+ 3

4
=

2y

3
x− 1

4
=

2y − 3

3
(4x+ 6y + 12) (13− 4x− 6y) ≥ 0

⇔
{

3x− 8y + 9 = 0

−3 ≤ x ≤ 1

Cách 2: (Sử dụng số phức)

Ta viết lại bất đẳng thức dưới dạng:√
(x+ 3)2 + (2y)2 +

√
(1− x)2 + (3− 2y)2 ≥ 5

Xét các số phức:

z1 = (x+ 3) + (2y) i , z2 = (1− x) + (3− 2y) i

⇒ z1 + z2 = 4 + 3i⇒ |z1 + z2| = 5

Có V T = |z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2| = 5⇒ dpcm

Dấu “=” xảy ra

 z1 = 0

z2 = 0

z1 = kz2 (k > 0)
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⇔
{
x = −3

y = 0
hoặc ⇔

{
x = 1

y =
3

2

hoặc ⇔


x =

k − 3

k + 1

y =
3k

2 (k + 1)

(k > 0)

Nhận xét 3.2: Cũng như bài toán trên việc phải đánh giá qua nhiều bất đẳng

thức là rất phức tạp song các em có thể dễ dàng nhận ra vế trái là tổng các

môđun của hai số phức nên việc sử dụng số phức đơn giản hơn rất nhiều. Việc

sử dụng số phức giúp các em dễ nhận dạng toán và nhớ dạng hơn rất nhiều.

Bài toán 3.3: CMR ∀x, y ∈ R ta có

√
4cos2xcos2y + sin2 (x− y) +

√
4sin2xsin2y + sin2(x− y) ≥ 2

( Đề thi đại học công đoàn năm 1995)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đặt a=2cosxcosy, b=sin(x-y), c=2sinxsiny, d=sin(x-y)

Khi đó bất đẳng thức trở thành:√
a2 + b2 +

√
c2 + d2 ≥

√
(a+ c)2 + (b+ d)2

Bất đẳng thức tương đương:

a2 + b2 + c2 + d2 + 2
√

(a2 + b2) (c2 + d2)

≥ a2 + b2 + c2 + d2 + 2 (ac+ bd)
⇔
√

(a2 + b2) (c2 + d2) ≥ ac+ bd

Theo bất đẳng thức bu nhiacốpxki ta có:

VT=
√

(a2 + b2) (c2 + d2) ≥
√

(ac+ bd)2 = |ac+ bd| ≥ ac+ bd

Dấu “=” xảy ra khi


a = b = 0

c = d = 0{
a = kc

b = kd
(k > 0)

Thay vào ta tìm được

{
x =

π

2
+mπ

y =
π

2
+ nπ

hoặc

{
x = nπ

y =
π

2
+mπ

hoặc x+ y =
π

2
+mπ

Cách 2: (Sử dụng số phức)√
4cos2xcos2y + sin2 (x− y) +

√
4sin2xsin2y + sin2(x− y) ≥ 2
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xét:

z1 = 2 cos x cos y + sin (x− y) i

z2 = 2 sin x sin y + sin (x− y) i

⇒ z1 + z2 = 2 cos (x− y) + 2 sin (x− y) i

V T = |z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2| =
√

4
[
cos2 (x− y) + sin2 (x− y)

]
=
√

4 = 2⇒ (dpcm)

Dấu “=” xảy ra khi  z1 = 0

z2 = 0

z2 = kz1 (k > 0)

⇔

{
x =

π

2
+mπ

y =
π

2
+ nπ

hoặc

{
x = kπ

y =
π

2
+mπ

hoặc x+ y =
π

2
+ kπ

Bài toán 3.4: CMR ∀x, y, z ∈ R ta có√
x2 + xy + y2 +

√
x2 + xz + z2 ≥

√
y2 + yz + z2

(500 bài toán chọn lọc về bất đẳng thức - Trần Phương.)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

A =
√
x2 + xy + y2 +

√
x2 + xz + z2

A =

√(
x+

1

2
y
)2

+
3

4
y2 +

√(
x+

1

2
z
)2

+
3

4
z2

A2 =
(
x+

1

2
y
)2

+
3

4
y2 +

(
x+

1

2
z
)2

+
3

4
z2+

+2

√[(
x+

1

2
y
)2

+
3

4
y2
][(
−x− 1

2
z
)2

+
3

4
z2
]

⇒ A2 ≥
(
x+

1

2
y
)2

+
3

4
y2 +

(
x+

1

2
z
)2

+
3

4
z2+

+2
[(
x+

1

2
y
)(
−x− 1

2
z
)

+
3

4
yz
]

⇒ A2 ≥
(
x+

1

2
y
)2

+
(
x+

1

2
z
)2
− 2
(
x+

1

2
y
)(

x+
1

2
z
)

+
3

4

(
y2 + z2 + 2yz

)
⇒ A2 ≥

(
x+

1

2
y − x− 1

2
z
)2

+
3

4
(y + z)2 = y2 + z2 + yz

⇒ A ≥
√
y2 + z2 + yz

Dấu “=” xảy ra ⇔

{
x =

−k
k + 1

z

y = kz
(k ≥ 0)

Cách 2: (Sử dụng số phức)
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Bất đẳng thức đã cho tương đương√(
x+

1

2
y
)2

+

(√
3

2
y

)2

+

√(
−x− z

2

)2
+

(√
3

2
z

)2

≥
√
y2 + yz + z2

Xét số phức

z1 =
(
x+

1

2
y
)

+

√
3

2
yi; z2 =

(
−x− z

2

)
+

√
3

2
zi

V T = |z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2| =
∣∣∣∣12 (y − z) +

√
3

2
(y + z) i

∣∣∣∣
=

√
1

4
(y − z)2 +

3

4
(y + z)2

V T ≥
√
y2 + yz + z2 = V P ⇒ đpcm

Dấu “=” xảy ra

⇔


x+

1

2
y = k

(
−x− 1

2
z
)

√
3

2
y = k

√
3

2
z

(k ≥ 0) ⇔

{
x =

−k
k + 1

z

y = kz
(k ≥ 0)

Bài toán 3.5: Cho a,b,c,d thoả mãn:

a2 + b2 + 1 = 2 (a+ b) ; c2 + d2 + 36 = 12 (c+ d)

Chứng minh rằng: (a− c)2 + (b− d)2 ≤
(√

2 + 1
)6

(Các phương pháp giải toán - Nguyễn Thái Hòe - NXB Giáo dục)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

A(a;b) nằm trên đường tròn(C1) tâm I1(1;1);R1=1 B(c;d) nằm trên đường tròn(C2)

tâm I2(6;6);R2=6 Khi đó :do I1I2 = 5
√

2 > R1 + R2 = 7 ⇒(C1),(C2) không cắt

nhau. Với hai điểm A,B bất kỳ trên đường tròn ta luôn có:

AB ≤ R1 +R2 + I1I2

Vì vậy:
√

(a− c)2 + (b− d)2 = AB ≤ R1 +R2 + I1I2 = 7 + 5
√

2 =
(√

2 + 1
)3

⇒ (a− c)2 + (b− d)2 ≤
(√

2 + 1
)6

Dấu bằng xảy ra khi A và B lần lượt là các

giao điểm ngoài của đường thẳng I1 I2 lần lượt với (C1), (C2). Tìm tọa độ giao
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điểm ta suy ra:  a = b = 1− 1√
2

c = d = 3
√

2 + 6

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Từ giả thiết ta suy ra

(a − 1)2 + (b − 1)2 = 1; (c − 6)2 + (d − 6)2 = 36

Xét :z1 = 1− a+ (1− b) i; z2 = c− 6 + (d− 6)i; z3 = 5 + 5i

⇒ z1 + z2 + z3 = (c− a) + (d− b) i

Ta có:|z1|+ |z2|+ |z3| ≥ |z1 + z2 + z3|

⇔ 1 + 6 + 5
√

2 ≥
√

(c− a)2 + (d− b)2

⇔ (c− a)2 + (d− b)2 ≤
(√

2 + 1
)6

Dấu “=” xảy ra

⇔



1− a = 5k1

1− b = 5k1

c− 6 = 5k2

d− 6 = 5k2

(a− 1)2 + (b− 1)2 = 1, (c− 6)2 + (d− 6)2 = 36

(k1, k2 ≥ 0)

⇔

 a = b = 1− 1√
2

c = d = 3
√

2 + 6

Bài toán 3.6: CMR với x, y, z > 0 ta có:√
x2 + xy + y2 +

√
y2 + yz + z2 +

√
z2 + xz + x2 ≥

√
3 (x+ y + z)

(Đại học quan hệ quốc tế năm 1997)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

V T =
1

2

√√√√(3 + 1)

[(
x+

1

2
y
)2

+

(√
3

2
y

)2
]

+

+

√√√√(3 + 1)

[(
y +

1

2
z
)2

+

(√
3

2
z

)2
]

+

√√√√(3 + 1)

[(
z +

1

2
x
)2

+

(√
3

2
x

)2
]
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V T ≥ 1

2

[√
3
(
x+

1

2
y
)

+

√
3

2
y +
√

3
(
y +

1

2
z
)

+

√
3

2
z +
√

3
(
z +

1

2
x
)

+

√
3

2
x

]
⇒ V T ≥ 1

2

[
2
√

3 (x+ y + z)
]

=
√

3 (x+ y + z)

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Bất đẳng thức đã cho tương đương√(
x+

1

2
y
)2

+

(
y
√

3

2

)2

+

√(
y +

1

2
z
)2

+

(
z
√

3

2

)2

+

√(
z +

1

2
x
)2

+

(
x
√

3

2

)2

≥
√

3 (x+ y + x)

Đặt

z1 = x+
1

2
y +

√
3

2
yi

z2 = y +
1

2
z +

√
3

2
zi

z3 = z +
1

2
x+

√
3

2
xi


⇒ z1 + z2 + z3 =

3

2
(x+ y + z) +

√
3

2
(x+ y + z) i

Khi đó

V T = |z1|+ |z2|+ |z3| ≥ |z1 + z2 + z3| =
√

3(x+ y + z)2 =
√

3 (x+ y + z)

(đpcm)

II. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất.

Bài toán 3.7: Cho các số thực a,b,c thoả mãn{
a, b, c > 0

a+ b+ c = abc

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

T =

√
1 +

1

a2
+

√
1 +

1

b2
+

√
1 +

1

c2

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Giả thiết suy ra

1

ab
+

1

bc
+

1

ca
= 1
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T =

√
1 +

1

a2
+

√
1 +

1

b2
+

√
1 +

1

c2

T 2 = 3 +
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+ 2

√(
1 +

1

a2

)(
1 +

1

b2

)
+

+2

√(
1 +

1

b2

)(
1 +

1

c2

)
+ 2

√(
1 +

1

a2

)(
1 +

1

c2

)
⇒ T 2 ≥ 3 +

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
+ 2
(

1 +
1

ab
+ 1 +

1

bc
+ 1 +

1

ca

)
⇒ T 2 ≥ 9 +

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)2
≥ 9 + 3

(
1

ab
+

1

bc
+

1

ca

)
= 12

⇒ T ≥ 2
√

3

Vậy MinT = 2
√

3 đạt được khi a = b = c =
√

3

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Từ giả thiết ta có

1

ab
+

1

bc
+

1

ca
= 1

Xét các số phức z1 = 1 +
1

a
i; z2 = 1 +

1

b
i; z3 = 1 +

1

c
i Ta có:

T =

√
1 +

1

a2
+

√
1 +

1

b2
+

√
1 +

1

c2
= |z1|+ |z2|+ |z3|

T ≥ |z1 + z2 + z3| =
∣∣∣3 +

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
i
∣∣∣ =

√
9 +
(

1

a
+

1

b
+

1

c

)2
⇒ T ≥

√
9 + 3

(
1

ab
+

1

bc
+

1

ca

)
=
√

12 = 2
√

3

Vậy MinT = 2
√

3 đạt được khi a = b = c =
√

3

Bài toán 3.8: Cho

{
x, y, z > 0

x+ y + z ≤ 1
.

Tìm min F =

√
x2 +

1

x2
+

√
y2 +

1

y2
+

√
z2 +

1

z2

(Đề thi Đại học khối A-2003)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Ta có:
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√
82.F =

√
(12 + 92)

(
x2 +

1

x2

)
+

√
(12 + 92)

(
y2 +

1

y2

)
+

+

√
(12 + 92)

(
z2 +

1

z2

)
≥ x+

9

x
+ y +

9

y
+ z +

9

z

⇒
√

82.F ≥
(

9

x
+ 81x

)
+

(
9

y
+ 81y

)
+
(

9

z
+ 81z

)
− 80 (x+ y + z)

≥ 2
√

9.81 + 2
√

9.81 + 2
√

9.81− 80

⇒
√

82.F ≥ 82⇒ F ≥
√

82

Min F =
√

82 khi x = y = z =
1

3

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét các số phức:z1 = x+
1

x
i; z2 = y +

1

y
i; z3 = z +

1

z
i Khi đó:

F = |z1|+ |z2|+ |z3| ≥ |z1 + z2 + z3| =
∣∣∣∣(x+ y + z) +

(
1

x
+

1

y
+

1

z

)
i

∣∣∣∣
=

√√√√(x+ y + z)2 +

√(
1

x
+

1

y
+

1

z

)2

≥

√√√√9
3

√
(xyz)2 +

9

3

√
(xyz)2

=

√√√√9
3

√
(xyz)2 +

1

9
3

√
(xyz)2

+
80

9
3

√
(xyz)2

≥
√

2 + 80 =
√

82

Dấu bằng xảy ra khi

x = y = z =
1

3

Bài toán 3.9: Cho

{
a, b, c > 0

ab+ bc+ ca = abc
.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

T =

√
b2 + 2a2

ab
+

√
c2 + 2b2

cb
+

√
a2 + 2c2

ca

( Đề thi Đại học Quốc Gia Khối D - 2000)

Lời giải
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Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Ta có:

√
3 (b2 + 2a2) =

√
(1 + 1 + 1) (b2 + a2 + a2) ≥

√
(b+ a+ a)2 = b+ 2a

Tương tự ta có:√
3 (c2 + 2b2) ≥ c+ 2b√
3 (a2 + 2c2) ≥ a+ 2c

⇒ T ≥ 1√
3

(
b+ 2a

ba
+
c+ 2b

bc
+
a+ 2c

ca

)
=

1√
3

3 (ab+ bc+ ca)

abc
=
√

3

Giá trị nhỏ nhất của T=
√

3 đạt được khi a = b = c = 3

Cách 2 :(Sử dụng số phức)

Bất đẳng thức tương đương√
1

a2
+

2

b2
+

√
1

b2
+

2

c2
+

√
1

c2
+

2

a2
≥
√

3

Xét

z1 =
1

a
+

√
2

b
i; z2 =

1

b
+

√
2

c
i; z3 =

1

c
+

√
2

a
i

⇒ z1 + z2 + z3 =
(

1

a
+

1

b
+

1

c

)
+

(√
2

b
+

√
2

c
+

√
2

a

)
i

Có

T = |z1|+ |z2|+ |z3| ≥ |z1 + z2 + z3| =

√(
1

a
+

1

b
+

1

c

)2
+ 2
(

1

a
+

1

b
+

1

c

)2
T ≥

√
3
(

1

a
+

1

b
+

1

c

)
=
√

3

Giá trị nhỏ nhất của T=
√

3 đạt được khi a = b = c = 3

Bài toán 3.10: Cho {
x, y, z > 0

xyz = 8

Tìm min

P =

√
log22 x+ 1 +

√
log22 y + 1 +

√
log22 z + 4
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(Tuyển chọn theo chuyên đề Toán học Tuổi trẻ)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đặt

a = log2x; b = log2y; c = log2z

⇒ a+ b+ c = log2 (xyz) = log28 = 3

P =
√
a2 + 1 +

√
b2 + 1 +

√
c2 + 4

⇒ P 2 = a2 + b2 + c2 + 6 + 2
√

(a2 + 1) (b2 + 1) + 2
√

(b2 + 1) (c2 + 4)+

+2
√

(c2 + 4) (a2 + 1)

⇒ P 2 ≥ a2 + b2 + c2 + 6 + 2 (ab+ 1) + 2 (bc+ 2) + 2 (ca+ 2)

⇒ P 2 ≥ (a+ b+ c)2 + 10 + 6 = 9 + 10 + 6 = 25⇒ P ≥ 5

Min P = 5⇔

{ a

b
= 1

c

b
= 2

⇔


a = b

c = 2b

a+ b+ c = 3

⇒

 a = b =
3

4

c =
3

2

Thay lại ta tính được:

{
x = y = 4

√
8

z = 2
√

2

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét các số phức z1 = log2x+ i; z2 = log2y + i; z3 = log2z + 2i;

Khi đó

P = |z1|+ |z2|+ |z3| ≥ |z1 + z2 + z3| = |(log2x+ log2y + log2z) + (1 + 1 + 2) i|

⇒ p ≥
√

(log2xyz)2 + 16 =

√
(log28)2 + 16 =

√
9 + 16 = 5

Min P = 5 khi


xyz = 8

x, y, z > 0

log2x = log2y =
log2z
2

⇔
{
x = y = 4

√
8

z = 2
√

2

III. Ứng dụng giải phương trình

Bài toán 3.11: Giải phương trình:

√
cos2x− 2 cosx+ 3 +

√
cos2x+ 4 cosx+ 6 =

√
17

Lời giải

Viết lại phương trình dưới dạng:√
(1− cosx)2 + 2 +

√
(cosx+ 2)2 + 2 =

√
17

46



41

Xét các số phức
z1 = 1− cosx+

√
2i

z2 = 2 + cosx+
√

2i

Khi đó z1 + z2 = 3 + 2
√

2i⇒ |z1 + z2| =
√

17

Phương trình trở thành:

|z1|+ |z2| = |z1 + z2| ⇔
{

2 + cos x = k (1− cosx)√
2 = k

√
2

(k ≥ 0)

Từ đó ta suy ra

cosx + 2 = 1− cosx⇔ cosx = −1

2
⇔ x = ±2π

3
+m2π

Kết luận: x = ±2π

3
+m2π

Bài toán 3.12: Giải phương trình:√
x2 − 2x+ 2 +

√
x2 + 2x+ 2 = 2

√
2

Lời giải

Viết lại phương trình dưới dạng:√
(x− 1)2 + 1 +

√
(x+ 1)2 + 1 = 2

√
2

Xét các số phức:
z1 = 1− x+ i

z2 = 1 + x+ i

Khi đó z1 + z2 = 2 + 2i⇒ |z1 + z2| = 2
√

2

Phương trình trở thành:

|z1|+ |z2| = |z1 + z2| ⇔ 1− x = 1 + x⇔ x = 0

Kết luận: x=0.

Bài toán 3.13: Tìm những cặp số (x,y) thỏa mãn điều kiện√
x2 + 4y2 + 6x+ 9 +

√
x2 + 4y2 − 2x− 12y + 10 = 5

Lời giải

Viết lại phương trình dưới dạng:√
(x+ 3)2 + (2y)2 +

√
(1− x)2 + (3− 2y)2 = 5
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Xét các số phức:
z1 = x+ 3 + 2yi

z2 = 1− x+ (3− 2y) i

Khi đó z1 + z2 = 4 + 3i⇒ |z1 + z2| = 5

Phương trình trở thành:

|z1|+ |z2| = |z1 + z2| ⇔

 z1 = 0

z2 = 0

z2 = kz1 (k > 0)

z1 = 0⇔
{
x = −3

y = 0

z2 = 0⇔

{
x = 1

y =
3

2

z1 = kz2 (k > 0)⇔


x =

k − 3

k + 1

y =
3k

2 (k + 1)

(k > 0)

Kết luận: Tập nghiệm

T =

{
(−3; 0) ;

(
1;

3

2

)
;

(
k − 3

k + 1
;

3k

2 (k + 1)

)}
với k ∈ R∗+

Nhận xét 3.3

Trong quá trình giảng dạy ta có thể tự sáng tạo ra nhiều bài tập mới cho học

sinh luyện tập.

Ví dụ : Ta xét số phức z1 = a+ bi , z2 = c+ di

Khi đó z1 + z2 = (a+ b) + (c+ d) i

Ta luôn có :

|z1| + |z2| ≥ |z1 + z2| ⇔
√
a2 + b2 +

√
c2 + d2 ≥

√
(a+ c)2 + (b+ d)2 (1) Từ (1) ta

cho a,b,c,d những giá trị thích hợp, hoặc biến đổi (1) bằng cách lũy thừa, chuyển

vế sau đó thay giá trị a,b,c,d bởi những giá trị thích hợp ta được các bài toán

mới. Chẳng hạn từ (1) ta cho b = 3− a , c = 4− a , d = a

Ta được :
√

2a2 − 6a+ 9 +
√

2a2 − 8a+ 16 ≥ 5

Khi đó ta được các bài toán:

1.Chứng minh rằng:
√

2a2 − 6a+ 9 +
√

2a2 − 8a+ 16 ≥ 5 , ∀a ∈ R .
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2.Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) =
√

2x2 − 6x+ 9 +
√

2x2 − 8x+ 16 .

3. Giải phương trình :
√

2x2 − 6x+ 9 +
√

2x2 − 8x+ 16 = 5

Nếu lấy: a = x+ 1
2y ; b =

√
3
2 y ; c = −x− z

2 ; d =
√
3
2 z

Ta được bất đẳng thức:√
x2 + xy + y2 +

√
x2 + xz + z2 ≥

√
y2 + yz + z2

Như vậy ta có thể sáng tạo được ra rất nhiều hệ phương trình từ đơn giản đến

phức tạp, từ các bài dành cho thi Đại học đến các bài tập dành cho thi học sinh

giỏi.

Bài tập. Sử dụng kiến thức về số phức giải các bài tập sau

Bài 1. Cho

{
a+ b+ c = 2

ax+ by + cz = 6
. Chứng minh rằng:

√
16a2 + a2x2 +

√
16b2 + b2y2 +

√
16c2 + c2z2 ≥ 10

Bài 2.Cho a, b thoả mãn: a2 + b2 + 16 = 8a+ 6b

Chứng minh rằng: 7b ≤ 24a

Bài 3.Cho các số thực x, y, z đôi một khác nhau. Chứng minh rằng

|x− y|
√

1 + x2 ·
√

1 + y2
+

|y − z|√
1 + y2 ·

√
1 + z2

>
|x− z|√

1 + x2 ·
√

1 + z2

Bài 4.Chứng minh rằng: ∀x, y, z > 0 ta có:√
x2 − xy + y2 +

√
y2 − yz + z2 ≥

√
x2 + xz + z2

Bài 5. Cho x2 + y2 = 1

Chứng minh rằng:√
9− 4(x+ y) +

√
3 + 2(x+ y) ≥ 3

√
2

Bài 6. Giải phương trình:√
x2 + y2 + 2x+ 1 +

√
x2 + y2 − 2x+ 1 = 2

Bài 7. Cho x,y là các số thực thay đổi.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức :

P =

√
(x− 1)2 + y2 +

√
(x+ 1)2 + y2 + |y − 2|
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Chương 4

Ứng dụng số phức trong lượng giác.

4.1 Phương pháp giải toán.

1. Sử dụng công thức Moa- Vrơ.

2. Sử dụng các phép toán thông thường của số phức (cộng, trừ, nhân, chia).

Thực hiện phép so sánh phần thực, phần ảo cho những đẳng thức lượng giác.

Chú ý rằng, các tính chất của số thực được bảo toàn nguyên vẹn cho số phức,

đặc biệt các phép toán khai triển luỹ thừa, công thức Niu- tơn, cấp số nhân,...

Mặt khác việc sử dụng số phức cùng một số phép biến đổi có thể chứng minh

nhiều đẳng thức khác nhau. Sau đây ta xét một số ví dụ áp dụng số phức để

chứng minh một số công thức lượng giác thường gặp và tìm ra một số công thức

tổng quát của những công thức lượng giác khác, từ đó thấy rõ hơn xuất phát

điểm hay gốc rễ của nhiều bài toán quen thuộc trong trường số thực.

Sau đây, chúng tôi sẽ sử dụng những kiến thức của số phức để giải quyết một

số dạng toán sau:

- Dạng 1. Tính giá trị của biểu thức lượng giác

- Dạng 2. Giải phương trình lượng giác

- Dạng 3. Chứng minh các đẳng thức lượng giác
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C. Phần bài tập áp dụng

I. Ứng dụng tính giá trị biểu thức lượng giác

Bài toán 4.1: Chứng minh rằng

cos
π

5
=

1 +
√

5

4

Lời giải:

Cách 1 :(Không sử dụng số phức)

Ta có :

sin
2π

10
= cos

3π

10

⇔ 2 sin
π

10
cos

π

10
= 4cos3

π

10
− 3 cos

π

10

⇔ 2 sin
π

10
= 4cos2

π

10
− 3 (do cos

π

10
6= 0)

⇔ 2 sin
π

10
= 4
(

1− sin2 π

10

)
− 3

⇔ 2 sin
π

10
= −4sin2 π

10
+ 1

⇔ 2 sin
π

10
= −4sin2 π

10
+ 1

⇔ 4sin2 π

10
+ 2 sin

π

10
− 1 = 0

⇔ 4

(
sin

π

10
− −1 +

√
5

4

)(
sin

π

10
+

1 +
√

5

4

)
= 0

⇔ sin
π

10
=
−1 +

√
5

4
(do sin

π

10
> 0)

Từ đó cos
π

5
= 1− 2sin2 π

10
= 1− 2

(√
5− 1

4

)2

=
1 +
√

5

4

Cách 2 :(Sử dụng số phức)

Đặt x = cos
π

5
, y = sin

π

5
; z = x+ iy = cos

π

5
+ i sin

π

5

Ta có: z5 = −1 hay (z + 1)
(
z4 − z3 + z2 − z + 1

)
= 0

Vì z 6= −1 nên z4 − z3 + z2 − z + 1 = 0 do z 6= 0 nên chia hai vế cho z2 ta được:(
z2 +

1

z2

)
−
(
z +

1

z

)
+ 1 = 0

⇔
(
z +

1

z

)2
−
(
z +

1

z

)
− 1 = 0

Ta để ý rằng x =
1

2

(
z +

1

z

)
Từ đẳng thức trên ta có:

4x2 − 2x− 1 = 0⇔ x =
1±
√

5

4
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Do x > 0 nên x = cos
π

5
=

1 +
√

5

4

Bài toán 4.2 : Tính giá trị biểu thức

A = cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7

( Đại học phòng cháy chữa cháy năm 2001)

Lời giải:

Cách 1: (Không sử dụng số phức)

Ta có: A = cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7

⇒ A =
2 cos

π

7
sin

π

7
+ 2 cos

3π

7
sin

π

7
+ 2 cos

5π

7
sin

π

7

2 sin
π

7

⇒ A =
sin

2π

7
+ sin

4π

7
− sin

2π

7
+ sin

6π

7
− sin

4π

7

2 sin
π

7

⇒ A =
sin

6π

7

2 sin
π

7

=
sin

π

7

2 sin
π

7

=
1

2

Vậy: A =
1

2

Nhận xét 4.1 Nếu ta xét số phức z = cos
π

7
+ i sin

π

7
thì ta nhận thấy ngay

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
là phần thực của số phức z + z2 + z3 vì vậy ta có thể giải

bài toán theo cách sau:

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức z = cos
π

7
+ i sin

π

7

Áp dụng công thức Moa-vrơ có:

z + z3 + z5 =
(
cos

π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7

)
+
(

sin
π

7
+ sin

3π

7
+ sin

5π

7

)
i (1)

Mặt khác

z + z3 + z5 =
z7 − z
z2 − 1

. Do z7 = cosπ + i sin π = −1 , suy ra:

z + z3 + z5 =
1

1− z
=

1

2
+

1

2
cot

π

14
i (2) Từ (1) và (2) ta có:

A = cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
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Nhận xét 4.2: Sử dụng cách giải có sử dụng kiến thức số phức ta còn thu được

kết quả:

sin
π

7
+ sin

3π

7
+ sin

5π

7
=

1

2
cot

π

14

Ngoài ra ta nhận thấy sử dụng số phức giúp học sinh tư duy hướng giải theo một

cách tự nhiên hơn so với cách giải thông thường.

Bài toán 4.3: Cho un =
(
cos

π

6

)2
+
(
cos

2π

6

)2
+ ...+

(
cos

nπ

6

)2
Tính u2012

(Đề thi học sinh giỏi thành phố Hải Phòng - 1998)

Lời giải:

Cách 1: (Không sử dụng số phức)

Ta có: U2012 =
1 + cos

π

3
2

+
1 + cos

2π

3
2

+
1 + cos

3π

3
2

+ ...+
1 + cos

2012π

3
2

⇒ U2012 = 1006 +
1

2

(
cos

π

3
+ cos

2π

3
+ cos

3π

3
+ ...+ cos

2012π

3

)
⇒ U2012 = 1006 +

1

4
.
2cos

π

3
sin

π

6
+ 2cos

2π

3
sin

π

6
...+ 2cos

2012π

3
sin

π

6

sin
π

6

⇒ U2012 = 1006 +
1

4
.
sin

π

2
− sin

π

6
+ sin

5π

6
− sin

π

2
+ ...+ sin

4025π

6
− sin

4023π

6

sin
π

6

⇒ U2012 = 1006 +
1

4
.
− sin

π

6
+ sin

4025π

6

sin
π

6

⇒ U2012 = 1006 +
− sin

π

6
+ sin

(
670π +

5π

6

)
4 sin

π

6

⇒ U2012 = 1006 +
− sin

π

6
+ sin

5π

6

4 sin
π

6

= 1006 +
− sin

π

6
+ sin

π

6

4 sin
π

6

= 1006

Vậy : U2012 = 1006

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Ta có: U2012 =
1 + cos

π

3
2

+
1 + cos

2π

3
2

+
1 + cos

3π

3
2

+ ...+
1 + cos

2012π

3
2
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U2012 = 1006 +
1

2

(
cos

π

3
+ cos

2π

3
+ cos

3π

3
+ ...+ cos

2012π

3

)
Xét số phức z = cos

π

3
+ i. sin

π

3

z + z2 + ...+ z2012 =
(
cos

π

3
+ cos

2π

3
+ ...+ cos

2012π

3

)
+
(

sin
π

3
+ sin

2π

3
+ ...+ sin

2012π

3

)
i (1)

Lại có: 1 + z + z2 + ...+ z2012 =
z2013 − 1

z − 1

z2013 = cos
2013π

3
+ i. sin

2013π

3
= cos671π + i. sin 671π = −1

Suy ra

1 + z+ z2 + ...+ z2012 =
2

1− z
=

2

1− cos
π

3
−i sin

π

3

=
2
(

1− cos
π

3
+i sin

π

3

)
(

1− cos
π

3

)2
+ sin2π

3

= 1 +
√

3i

Nên ta có z + z2 + ...+ z2012 =
√

3i (2)

Từ (1) và (2) ta có: cos
π

3
+ cos

2π

3
+ ...+ cos

2012π

3
= 0

Từ đó suy ra U2012 = 1006 .

Nhận xét 4.3:

Ngoài việc giải được bài toán trên ta còn thu được kết quả:

sin
π

3
+ sin

2π

3
+ ...+ sin

2012π

3
=
√

3

Bài toán 4.4: Tính giá trị biểu thức A = 3

√
cos

2π

7
+ 3

√
cos

4π

7
+ 3

√
cos

8π

7

(Tuyển tập các chuyên đề luyện thi Đại học môn Toán - Trần Phương)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Nhận thấy
2π

7
,
4π

7
,
8π

7
là ba nghiệm của phương trình cos t+ cos2t+ cos3t = −1

2

⇔ 4cos3t+ 2cos2t− 2 cos t− 1

2
= 0

⇔ 8cos3t+ 4cos2t− 4 cos t− 1 = 0

Đặt x = cos t khi đó ta có cos
2π

7
, cos

4π

7
, cos

8π

7
là ba nghiệm của phương trình:

8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0

Theo định lý viet ta có:
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x1 + x2 + x3 = −1

2

x1x2 + x2x3 + x3x1 = −1

2

x1x2x3 =
1

8

Đặt A = 3
√
x1 + 3

√
x2 + 3

√
x3

B = 3
√
x1x2 + 3

√
x2x3 + 3

√
x3x1

Khi đó :

A3 = (x1 + x2 + x3)− 3 3
√
x1x2x3 + 3AB = −2 + 3AB

B3 = −1

2
+ 3 3
√
x1x2x3

(
3
√
x1 + 3

√
x2
) (

3
√
x2 + 3

√
x3
) (

3
√
x3 + 3

√
x1
)

B3 = −1

2
+

3

2

[
2 3
√
x1x2x3 + 3

√
x1x2

(
3
√
x1 + 3

√
x2
)

+ 3
√
x1x3

(
3
√
x1 + 3

√
x3
)

+ 3
√
x2x3

(
3
√
x2 + 3

√
x3
)]

= −1

2
+

3

2

(
AB − 3

√
x1x2x3

)
= −1

2
+

3

2

(
AB − 1

2

)
=

3

2
AB − 5

4

Ta có:

A3 = 3AB − 2

B3 =
3

2
AB − 5

4

Từ đó ta có:

4A3B3 = (3AB − 2) (6AB − 5)

⇔ 4A3B3 = 18A2B2 − 27AB + 10

⇔ 8A3B3 − 36A2B2 + 54AB − 27 = −7

⇔ (2AB − 3)3 = −7⇔ 2AB − 3 = − 3
√

7⇔ AB =
3− 3
√

7

2

Ta có:

A = 3
√

3AB − 2 =
3

√
9− 3 3

√
7

2
− 2 =

3

√
5− 3 3

√
7

2
= 3

√
1

2

(
5− 3 3

√
7
)

Vậy: A = 3

√
cos

2π

7
+ 3

√
cos

4π

7
+ 3

√
cos

8π

7
= 3

√
1

2

(
5− 3 3

√
7
)

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Tính giá trị biểu thức T = 3

√
cos

2π

7
+ 3

√
cos

4π

7
+ 3

√
cos

8π

7

Xét số phức xk = cos
k2π

7
+ i. sin

k2π

7
(k=0,1,2...,6) là các nghiệm của phương

trình: x7 = 1 từ đó suy ra xk(k = 0, 1, 2, ..., 6) là nghiệm của phương trình:
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x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0

Phương trình tương đương
(
x+

1

x

)3
+
(
x+

1

x

)2
− 2
(
x+

1

x

)
− 1 = 0 (Do x=0

không là nghiệm)

Đặt y = x +
1

x
, khi đó yk = xk +

1

xk
= xk + xk = 2 cos

k2π

7
(k = 1, 2, 3) là nghiệm

của phương trình: y3 + y2 − 2y − 1 = 0 .

Theo định lý Viet ta có:


y1 + y2 + y3 = −1

y1y2 + y2y3 + y3y1 = −2

y1y2y3 = 1

Đặt A = 3
√
y1 + 3

√
y2 + 3

√
y3

Và B = 3
√
y1y2 + 3

√
y2y3 + 3

√
y3y1 Khi đó T =

A
3
√

2

Ta có:

A3 = (y1 + y2 + y3)− 3 3
√
y1y2y3 + 3AB = −4 + 3AB

B3 = −2 + 3 3
√
y1y2y3

(
3
√
y1 + 3

√
y2
) (

3
√
y2 + 3

√
y3
) (

3
√
y3 + 3

√
y1
)

⇒ B3 = −2+3
[
2 3
√
y1y2y3 + 3

√
y1y2

(
3
√
y1 + 3

√
y2
)

+ 3
√
y1y3

(
3
√
y1 + 3

√
y3
)

+ 3
√
y2y3

(
3
√
y2 + 3

√
y3
)]

= −2 + 3
(
AB − 3

√
y1y2y3

)
= −2 + 3 (AB − 1) = 3AB − 5

Ta có:

A3 = 3AB − 4

B3 = 3AB − 5 Từ đó ta có:

A3B3 = (3AB − 4) (3AB − 5)

⇔ A3B3− 9A2B2 + 27AB− 27 = −7 ⇔ (AB − 3)3 = −7 ⇔ AB− 3 = − 3
√

7⇔ AB =

3− 3
√

7 Ta có A = 3
√

3AB − 4 =
3
√

9− 3 3
√

7− 4 =
3
√

5− 3 3
√

7

Vậy: T = 3

√
cos

2π

7
+ 3

√
cos

4π

7
+ 3

√
cos

8π

7
=

A
3
√

2
= 3

√
1

2

(
5− 3 3

√
7
)

Nhận xét 4.4: Qua một số ví dụ trên ta nhận thấy rằng để tính các tổng

cos a+ cos(a+ b) + cos(a+ 2b) + ...+ cos(a+ nb)

hoặc sin a+ sin(a+ b) + sin(a+ 2b) + ...+ sin(a+nb) (Trong đó các góc liên tiếp lập

thành cấp số cộng có công sai bằng b) thì việc sử dụng số phức giúp học sinh tư

duy theo một cách tự nhiên hơn nhiều so với các cách giải thông thường khác,
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đồng thời học sinh cũng dễ nhớ, dễ thực hiện do các phép toán biến đổi đơn giản.

II.Ứng dụng giải phương trình lượng giác

Bài toán 4.5: Giải phương trình :

tan2x+ cot2x = 6

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

ĐK: x 6= kπ

2
Phương trình tương đương:

sin2x

cos2x
+
cos2x

sin2x
= 6

⇔ sin4x+ cos4x = 6sin2xcos2x

⇔
(
sin2x + cos2 x

)2
= 8sin2xcos2x

⇔ 1 = 2sin22x

⇔ cos4x = 0

⇔ x =
π

8
+
kπ

4
(tmØk)

Kết luận: x =
π

8
+
kπ

4

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét z = cosx+ i.sinx (z 6= 0)

Khi đó ta có:

cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
; sinx =

1

2i

(
z − 1

z

)
Khi đó phương trình trở thành:

−
(
z2 − 1

z2 + 1

)2

−
(
z2 + 1

z2 − 1

)2

= 6

−
(
z2 − 1

)4 − (z2 + 1
)4

= 6
(
z4 − 1

)2
⇔ −

(
z8 − 4z6 + 6z4 − 4z2 + 1

)
−
(
z8 + 4z6 + 6z4 + 4z2 + 1

)
= 6
(
z8 − 2z4 + 1

)
⇔ 8z8 + 8 = 0⇔ z8 = −1

Lại có : z8 = cos8x+ i. sin 8x

Từ đó ta có cos8x = −1⇔ x =
π

8
+
kπ

4

Bài toán 4.6: Giải phương trình:
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cosx+ cos2x− cos3x = 1

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)
cosx+ cos2x− cos3x = 1

⇔ cosx− 2sin2x− 4cos3x+ 3 cosx = 0

⇔ 4 cosx
(
1− cos2x

)
− 2sin2x = 0

⇔ 2sin2x (2 cosx− 1) = 0

⇔

[
sinx = 0

cosx =
1

2

⇔

[
x = kπ

x = ±π
3

+ 2kπ

Kết luận:

[
x = kπ

x = ±π
3

+ k2π

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức z = cosx+ i.sinx (z 6= 0)

Khi đó ta có:

cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
; cos 2x =

1

2

(
z2 +

1

z2

)
; cos 3x =

1

2

(
z3 +

1

z3

)
Thay vào phương trình ta có:
z2 + 1

2z
+
z4 + 1

2z2
− z6 + 1

2z3
= 1

⇔ z4 + z2 + z5 + z − z6 − 1− 2z3 = 0

⇔
(
z6 + z3

)
−
(
z5 + z2

)
−
(
z4 + z

)
+ z3 + 1 = 0

⇔
(
z3 + 1

) (
z3 − z2 − z + 1

)
= 0

⇔
(
z3 + 1

)
(z − 1)2 (z + 1) = 0

⇔
[
z3 + 1 = 0

z = ±1

⇔

 z = ±1

z =
1

2
±
√

3

2
i

⇔

[
cosx = ±1

cosx =
1

2

⇔

[
x = kπ

x = ±π
3

+ k2π
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Kết luận :

[
x = kπ

x = ±π
3

+ k2π

Bài toán 4.7: Giải phương trình:

sin 3x

3
=

sin 5x

5

(Đề thi Đại học Thủy Lợi - 2000)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Phương trình
sin 3x

3
=

sin 5x

5

⇔
sinx

(
3− 4sin2x

)
3

=
sinx.

[
2 cos 3x cosx+ cos2x

(
3− 4sin2x

)]
5

⇔
sinx (2 cos 2x+ 1)

3
=

sinx. [cos 4x+ cos 2x+ cos2x (2 cos 2x+ 1)]

5

⇔
sinx (2 cos 2x+ 1)

3
=

sinx.
(
4cos22x+ 2cos2x− 1

)
5

⇔ sinx.
(
12cos22x− 4cos2x− 8

)
= 0

⇔

 sinx = 0

cos2x = 1

cos2x = −2

3

⇔

[
x = kπ

x = ±1

2
arccos

(
−2

3

)
+ kπ

Kết luận:

[
x = kπ

x = ±1

2
arccos

(
−2

3

)
+ kπ

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức z = cosx+ i.sinx (z 6= 0)

Khi đó ta có sin 3x =
1

2i

(
z3 − 1

z3

)
; sin 5x =

1

2i

(
z5 − 1

z5

)
Thay vào phương trình ta được:

1

6

(
z3 − 1

z3

)
=

1

10

(
z5 − 1

z5

)
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⇔ 5z8 − 5z2 = 3z10 − 3

⇔ 3z10 − 5z8 + 5z2 − 3 = 0

⇔
(
z2 − 1

)3 (
3z4 + 4z2 + 3

)
= 0

⇔

 z2 = 1

z2 = −2

3
±
√

5

3
i

Mặt khác ta có: z2 = cos2x+i. sin 2x Từ đó ta suy ra :

[
cos2x = 1

cos2x = −2

3

⇔

[
x = kπ

x = ±1

2
arccos

(
−2

3

)
+ kπ

Kết luận:

[
x = kπ

x = ±1

2
arccos

(
−2

3

)
+ kπ

Bài toán 4.8: Giải phương trình:

32cos6x− cos6x = 1

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

32cos6x− cos6x = 1

⇔ 32cos6x = 1 + cos6x

⇔ 16cos6x = cos23x

⇔ 16cos6x− cos23x = 0

⇔
(
4cos3x− cos3x

) (
4cos3x+ cos3x

)
= 0

⇔ cos2x.
(
8cos2x− 3

)
= 0

⇔ cosx. (4 cos 2x+ 1) = 0

⇔

[
cosx = 0

cos2x = −1

4 x =
π

2
+ kπ

x = ±1

2
arccos

(
−1

4

)
+ kπ

Kết luận:

 x =
π

2
+ kπ

x = ±1

2
arccos

(
−1

4

)
+ kπ

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Ta có: (cosx+ i.sinx)6 = cos6x+ i.sin6x
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Mặt khác ta có: (cosx+ i.sinx)6 = c06cos6x+ c16cos5x. (i.sinx) + ...+ c66(i.sinx)6

=
(
cos6x− 15cos4xsin2x+ 15cos2xsin4x− sin6x

)
+
(
6cos5xsinx− 20cos3xsin3x+ 6 cosxsin5x

)
.i

vậy ta có:

cos6x = cos6x− 15cos4x
(
1− cos2x

)
+ 15cos2x

(
1− cos2x

)2 − (1− cos2x
)3

Thay lại phương trình ta được:
32cos6x− 32cos6x+ 48cos4x− 18cos2x+ 1 = 1

⇔ 48cos4x− 18cos2x = 0

⇔ 6cos2x
(
8cos2x− 3

)
= 0

⇔ cosx (4 cos 2x+ 1) = 0

⇔

[
cosx = 0

cos2x = −1

4

⇔

 x =
π

2
+ kπ

x = ±1

2
arccos

(
−1

4

)
+ kπ

Kết luận:

 x =
π

2
+ kπ

x = ±1

2
arccos

(
−1

4

)
+ kπ

Bài toán 4.9: Giải phương trình:

sin 2x cosx+ sin x cos x = cos2x+ sinx + cos x

(Đề thi đại học khối B-2011)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Phương trình viết lại thành:

2 sinxcos2x+ sin x cos x = 2cos2x+ cosx+ sinx− 1
⇔ sin x cos x (2 cosx+ 1) = (2 cosx+ 1) cosx+ sinx− 1

⇔ cosx. (2 cosx+ 1) (sinx− 1) = sinx− 1

⇔
(
2cos2x+ cosx− 1

)
(sinx− 1) = 0
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⇔

 sinx = 1

cosx = −1

cosx =
1

2

⇔


x =

π

2
+ k2π

x = π + k2π

x = ±π
3

+ k2π

Kết luận:


x =

π

2
+ k2π

x = π + k2π

x = ±π
3

+ k2π

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Phương trình viết lại thành: sin 3x+ sin 2x− sinx = 2cos2x+ 2 cosx

Xét z = cosx+ i.sinx (z 6= 0)

Ta có:

cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
; cos 2x =

1

2

(
z2 +

1

z2

)
; sinx =

1

2i

(
z − 1

z

)
sin 2x =

1

2i

(
z2 − 1

z2

)
; sin 3x =

1

2i

(
z3 − 1

z3

)
Thay vào phương trình ta có:

1

2i

[(
z3 − 1

z3

)
+
(
z2 − 1

z2

)
−
(
z − 1

z

)]
= z2 +

1

z2
+ z +

1

z

⇔ 1

2i

(
z − 1

z

)(
z2 +

1

z2
+ z +

1

z

)
= z2 +

1

z2
+ z +

1

z

⇔
(
z2 +

1

z2
+ z +

1

z

)(
z − 1

z
− 2i

)
= 0

⇔
[(
z +

1

z

)2
+
(
z +

1

z

)
− 2

]
(z − i)2 = 0

⇔


z = i

z +
1

z
= 1

z +
1

z
= −2

⇔


z = i

z = −1

z =
1

2
±
√

3

2
i

Từ đó ta được:

 sinx = 1

cosx = −1

cosx =
1

2

⇔


x =

π

2
+ k2π

x = π + k2π

x = ±π
3

+ k2π

Kết luận:


x =

π

2
+ k2π

x = π + k2π

x = ±π
3

+ k2π

Bài toán 4.10: Giải phương trình:
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8cos3
(
x+

π

3

)
= cos3x

(Đề thi đại học QG năm 1999)

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

Đặt y = x+
π

3
khi đó phương trình trở thành:

8cos3y = −cos3y

Phương trình
⇔ 8cos3y = −

(
4cos3y − 3 cos y

)
⇔ 12cos3y − 3 cos y = 0

⇔ cos y.
(
4cos2y − 1

)
= 0

⇔ cos y. (2 cos 2y + 1) = 0

⇔

[
cos y = 0

cos2y = −1

2

⇔

[
y =

π

2
+ kπ

y = ±π
3

+ kπ

Thay vào x ta được:


x =

π

6
+ kπ

x = kπ

x = −2π

3
+ kπ

Kết luận:


x =

π

6
+ kπ

x = kπ

x = −2π

3
+ kπ

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Đặt y = x+
π

3
khi đó phương trình trở thành: 8cos3y = −cos3y

Xét z = cos y + i. sin y (z 6= 0)

Thay vào phương trình ta có:
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z +

1

z

)3
= −1

2

(
z3 +

1

z3

)
⇔ 2

(
z +

1

z

)3
= −

[(
z +

1

z

)3
− 3
(
z +

1

z

)]
⇔
(
z +

1

z

)3
=
(
z +

1

z

)
⇔

 z +
1

z
= 0(

z +
1

z

)2
= 1

⇔

 z +
1

z
= 0

z2 +
1

z2
= −1

Từ đó ta được:

[
cos y = 0

cos2y = −1

2

⇔

[
y =

π

2
+ kπ

y = ±π
3

+ kπ

Thay vào x ta được:


x =

π

6
+ kπ

x = kπ

x = −2π

3
+ kπ

Kết luận:


x =

π

6
+ kπ

x = kπ

x = −2π

3
+ kπ

Nhận xét 4.5: So với các cách giải thông thường thì việc sử dụng số phức để

giải phương trình lượng giác không mấy khả quan hơn song việc sử dụng số phức

để giải phương trình lượng giác giúp cho học sinh có thêm một cách lựa chọn khi

đứng trước một bài toán, đồng thời tạo sự linh hoạt, tìm tòi, sáng tạo, hứng thú

trong học tập .

III.Chứng minh các đẳng thức lượng giác lượng giác

Bài toán 4.11: cho a 6= π

2
+ kπ, b 6= π

2
+ kπ, c 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z . CMR:

a. tana + tan b+ tan c = tana. tan b. tan c⇔ a+ b+ c = kπ .

b. tan a tan b+ tan b tan c+ tan c tan a = 1⇔ a+ b+ c =
π

2
+ kπ .

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

a. Ta có:
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tana + tan b+ tan c = tan a tan b tan c

⇔ tan b+ tan c = tana(tan b tan c− 1)

⇔ −tana =
tan b+ tan c

1− tan b tan c

⇔ tan(−a) = tan(b+ c)

⇔ b+ c = −a+ kπ

⇔ a+ b+ c = kπ

b. Ta có:

tan a tan b+ tan b tan c+ tan c tan a = 1

⇔ tan b (tana + tan c) = 1− tan a tan c

⇔ 1

tan b
=

tana + tan c

1− tan a tan c

⇔ cot b = tan(a+ c)

⇔ tan(a+ c) = tan
(
π
2 − b

)
⇔ a+ c =

π

2
− b+ kπ

⇔ a+ b+ c =
π

2
+ kπ

Nhận xét 4.6: Ta dễ dàng nhận thấy

a+ b+ c = kπ ⇔ sin (a+ b+ c) = 0; a+ b+ c =
π

2
+ kπ ⇔ cos (a+ b+ c) = 0

Mặt khác sin (a+ b+ c) ; cos (a+ b+ c) là phần ảo và phần thực của tích (cos a+ i sin a) (cos b+ i sin b) (cos c+ i sin c)

vì vậy ta có cách giải thứ hai.

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức z = (1 + i tan a) · (1 + i tan b) · (1 + i tan c)

Khai triển số phức z trên theo quy tắc nhân 2 số phức ta được:

z = (1− tan a. tan b− tan b. tan c− tan c. tan a)

+ (tan a+ tan b+ tan c− tan a. tan b. tan c) i (1)

Mặt khác sử dụng công thức Moa-vrơ cho số phức z trên ta được:

z =
(cos a+ i sin a) · (cos b+ i sin b) · (cos c+ i sin c)

cos a. cos b. cos c

=
cos(a+ b+ c)

cos a. cos b. cos c
+

sin(a+ b+ c)

cos a. cos b. cos c
i (2)
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Từ (1) và (2) suy ra:

a. tana+tanb+tanc=tana.tanb.tanc ⇔ sin(a+b+c)=0 ⇔ a + b + c = kπ

(đpcm).

b. tana.tanb+ tanb.tanc+tanc.tana = 1 ⇔ cos(a+b+c)=0 ⇔ a + b + c =
π

2
+

kπ(đpcm).

Nhận xét 4.7 Với những bài chứng minh đẳng thức như trên việc sử dụng số

phức giúp cho học sinh có hướng đi tự nhiên, đơn giản, gọn nhẹ thu được kết quả

tổng quát hơn so với các cách giải thông thường.

Bài toán 4.12: Cho: a 6= kπ, b 6= kπ, c 6= kπ, k ∈ Z . CMR:

a. cot a. cot b+ cot b. cot c+ cot c. cot a = 1 ⇔ a+ b+ c = kπ

b. cot a. cot b. cot c = cot a+ cot b+ cot c⇔ a+ b+ c =
π

2
+ kπ

Lời giải:

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

a. Ta có

cot a cot b+ cot b cot c+ cot c cot a = 1

⇔ cot a(cot b+ cot c) = 1− cot c cot a

⇔ cot a =
1− cot c cot b

cot b+ cot c

⇔ cot a = cot(−b− c)

⇔ a = −b− c+ kπ

⇔ a+ b+ c = kπ

B. Ta có

cot a. cot b. cot c = cot a+ cot b+ cot c

⇔ cot a.(cot b. cot c− 1) = cot b+ cot c

⇔ cot a =
cot b+ cot c

cot b cot c− 1

⇔ cot a = tan (b+ c)

⇔ cot a = cot
(
π

2
− b− c

)
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a =
π

2
− b− c+ kπ

⇔ a+ b+ c =
π

2
+ kπ

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Do dạng lượng giác của số phức là cosα + isinα nên ta xét số phức:

z = (cot a+ i).(cot b+ i).(cot c+ i)

Khai triển số phức z trên theo quy tắc nhân 2 số phức ta được:

z = (cot a. cot b. cot c− cot a− cot b− cot c)

+ (cot a. cot b+ cot b. cot c+ cot c. cot a− 1) i (1)

Mặt khác sử dụng công thức Moa-vrơ cho số phức z trên ta có:

z =
(cos a+ i sin a).(cos b+ i sin b).(cos c+ i sin c)

sin a. sin b. sin c

=
cos(a+ b+ c)

sin a. sin b. sin c
+

sin(a+ b+ c)

sin a. sin b. sin c
i (2)

Từ (1) và (2) suy ra:

a. cot a. cot b+ cot b. cot c+ cot c. cot a = 1

⇔ sin(a+ b+ c) = 0 ⇔ a+ b+ c = kπ (đpcm)

b. cot a. cot b. cot c = cot a+ cot b+ cot c⇔ cos(a+ b+ c) = 0

⇔ a+ b+ c =
π

2
+ kπ (đpcm)

Nhận xét 4.8: Từ kết quả của hai bài toán trên ta tìm lại được các đẳng thức

quen thuộc trong tam giác: Tam giác ABC có:

1. tanA + tanB + tanC = tanA. tanB. tanC .

2. tan
A

2
tan

B

2
+ tan

B

2
tan

C

2
+ tan

C

2
tan

A

2
= 1

3. cotA. cotB + cotB. cotC + cotC. cotA = 1

4. cot
A

2
+ cot

B

2
+ cot

C

2
= cot

A

2
. cot

B

2
. cot

C

2

Bài toán 4.13: ∀a, b ∈ R, b 6= k2π .CMR:

a.
n∑
k=1

sin(a+ kb) =
sin
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2
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b.
n∑
k=1

cos (a+ kb) =
cos
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2
Lời giải

Cách 1 :(Không sử dụng số phức)

a. Ta có: V T = sin (a+ b) + sin (a+ 2b) + ...+ sin (a+ nb)

⇒ V T =
2 sin (a+ b) sin

b

2
+ 2 sin (a+ 2b) sin

b

2
+ ...+ 2 sin (a+ nb) sin

b

2

2 sin
b

2

=

cos

(
a+

b

2

)
− cos

(
a+

3b

2

)
+ cos

(
a+

3b

2

)
− ...− cos

(
a+

(2n+ 1) b

2

)
2 sin

b

2

=

cos

(
a+

b

2

)
− cos

(
a+

(2n+ 1) b

2

)
2 sin

b

2

=
2 sin

(
a+

n+ 1

2
b
)
. sin

nb

2

2 sin
b

2

=
sin
(
a+

n+ 1

2
b
)
. sin

nb

2

sin
b

2

Vậy:
n∑
k=1

sin(a+ kb) =
sin
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2
b. Ta có:

V T = cos (a+ b) + cos (a+ 2b) + ...+ cos (a+ nb)

⇒ V T =
2cos (a+ b) sin

b

2
+ 2cos (a+ 2b) sin

b

2
+ ...+ 2cos (a+ nb) sin

b

2

2 sin
b

2

=

sin

(
a+

3b

2

)
− sin

(
a+

b

2

)
+ sin

(
a+

5b

2

)
+ ...− sin

(
a+

(2n− 1) b

2

)
2 sin

b

2

=

sin

(
a+

(2n+ 1) b

2

)
− sin

(
a+

b

2

)
2 sin

b

2
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=
2cos

(
a+

n+ 1

2
b
)
. sin

nb

2

2 sin
b

2

=
cos
(
a+

n+ 1

2
b
)
. sin

nb

2

sin
b

2

Vậy:
n∑
k=1

cos (a+ kb) =
cos
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2
Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức
n∑
k=1

cos(a+ kb)+

(
n∑
k=1

sin(a+ kb)

)
i.

Đặt z0 = cos a+ i sin a , z = cos b+ i sin b

Theo công thức Moa-vrơ ta có:

z0.z
k = (cos a+ i sin a) (cos kb+ i sin kb)

= cos(a+ kb) + isin(a+ kb),∀k = 1, 2, ..., n

Như vậy
n∑
k=1

cos(a+ kb)+

(
n∑
k=1

sin(a+ kb)

)
i được biến đổi như sau:

n∑
k=1

cos(a+ kb)+

(
n∑
k=1

sin(a+ kb)

)
i

=
n∑
k=1

[cos(a+ kb) + i. sin(a+ kb)] =
n∑
k=1

z0.z
k

= z0(z + z2 + z3 + ...+ zn) = z0.z
zn − 1

z − 1
= z0.z

(zn − 1) (z − 1)

(z − 1) . (z − 1)
(*)

Mặt khác: •(z − 1) . (z − 1) = z.z − (z + z − 1) = 2(1− cos b) = 4sin2 b

2

• z − 1 = −2sin2 b

2
− i2 sin

b

2
.cos

b

2

= −2 sin
b

2

(
cos

π − b
2

+ isin
π − b

2

)
• zn − 1 = −2sin2nb

2
+ i2 sin

nb

2
.cos

nb

2

= 2 sin
nb

2

(
cos

π + nb

2
+ isin

π + nb

2

)
Áp dụng công thức Moa-vrơ thu được:

z.z0
(zn − 1) (z − 1)

(z − 1) (z − 1)

=
− sin

nb

2

sin
b

2

[
cos
(
π + a+

n+ 1

2
b
)

+ isin
(
π + a+

n+ 1

2
b
)]
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=
sin

nb

2

sin
b

2

.cos
(
a+

n+ 1

2
b
)

+ i.
sin

nb

2

sin
b

2

.sin
(
a+

n+ 1

2
b
)
(**)

Từ (*) và (**) so sánh phần thực phần ảo của tổng ban đầu ta có:

a.
n∑
k=1

sin(a+ kb) =
sin
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2

b.
n∑
k=1

cos (a+ kb) =
cos
(
a+

n+ 1

2
b
)

sin
nb

2

sin
b

2

. (đpcm)

Nhận xét 4.9: Với mỗi giá trị của a,b cho ta một công thức, chẳng hạn cho

a = −x, b = 2x 6= k2π ta có:

n∑
k=1

cos (2k − 1)x =
cos
(
−x+

n+ 1

2
2x
)

sin
n2x

2

sin
2x

2

=
cosnx. sinnx

sinx
=

sin 2nx

2 sinx

Nhận xét 4.10: Với mỗi giá trị của n, x sao cho sin 2nx = sinx 6= 0 thì ta luôn

có:
n∑
k=1

cos (a+ kb) =
1

2
. Ví dụ ta chọn x =

π

2n+ 1

Từ đó ta có một số kết quả quen thuộc như sau: Với n = 2 chọn x =
π

5
, ta có

cos
π

5
+ cos

3π

5
=

1

2

Với n = 3 chọn x =
π

7
, ta có cos

π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2

Với n = 4 chọn x =
π

9
, ta có cos

π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2

Với n = 5 chọn cos
π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
, ta có

cos
π

11
+ cos

3π

11
+ cos

5π

11
+ cos

7π

11
+ cos

9π

11
=

1

2

Nhận xét 4.11: Thông qua phép lấy đạo hàm hai vế ta được kết quả một công

thức mới:

Đó là với x 6= k2π ta có:

a.
n∑
k=1

k cos kx =

sin
(
n+1
2 x
)

sin
nx

2

sin
x

2

′
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b.
n∑
k=1

k sin kx = −

cos
(
n+ 1

2
x
)

sin
nx

2

sin
x

2


′

Bài toán 4.14: Chứng minh :

∀x ∈ R ,sin 3x = 3sinx− 4sin3x ; cos3x = 4cos3x− 3 cosx.

Lời giải

Cách 1:(Sử dụng số phức)

Sử dụng công thức cộng cung, công thức góc nhân đôi ta có:

cos3x = cos(x+ 2x)

= cosx cos 2x− sin x sin 2x

= cosx
(
2cos2x− 1

)
− 2sin2x.cosx

= 2cos3x− cosx− 2
(
1− cos2x

)
cosx

= 4cos3x− 3 cosx

Mặt khác ta có: sin 3x = sin(x+ 2x)

= sinx cos 2x+ cosx sin 2x

= sinx
(
1− 2sin2x

)
− 2 sin x.cos2x

= sinx− 2sin3x+ 2 sinx
(
1− sin2x

)
= 3 sin x− 4sin3x

Nhận xét 4.12 Ta nhận thấy z = cosx+ i sinx thì z3 = cos 3x+ i sin 3x

Nên để chứng minh công thức trên ta có thể sử dụng việc khai triển (cosx+ i sinx)3

theo hai cách

Cách 2:(Sử dụng số phức)

Xét số phức dưới dạng lượng giác z = cosx+ i sinx .

Theo công thức Moa-vrơ ta có:

z3 = (cosx+ i sinx)3 = cos3x+ isin3x (1)

Mặt khác khai triển:

(cosx+ i sinx)3 =
(
4cos3x− 3 cosx

)
+
(
3sinx− 4sin3x

)
i (2)
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Từ (1) và (2) suy ra cos3x = 4cos3x− 3 cosx.

sin 3x = 3sinx− 4sin3x (đpcm).

Nhận xét 4.13: Nếu vận dụng khai triển Niu-tơn, ta có thể khai triển sinnx,

cosnx theo các góc bội của x. Sau đây ta xét đến công thức hạ bậc.

Bài toán 4.15: Chứng minh:

a. ∀x ∈ R, cos4x =
1

8
(cos4x+ 4cos2x+ 3) .

b. ∀x ∈ R, sin5x =
1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sinx) .

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

a. ta có: cos4x =
(

1 + cos2x

2

)2
=

1

4

(
1 + 2 cos 2x+ cos22x

)
=

1

4

(
1 + 2 cos 2x+

1 + cos4x

2

)
=

1

8
(cos4x+ 4 cos 2x+ 3)

Vậy: ∀x ∈ R, cos4x =
1

8
(cos4x+ 4cos2x+ 3) . b. sin5x = sinx.sin4x = sinx.

(
1− cos2x

2

)2
=

1

4
sinx.

(
1− 2 cos 2x+ cos22x

)
=

1

4
sinx.

(
1− 2 cos 2x+

1 + cos4x

2

)
=

1

8
sinx. (3− 4 cos 2x+ cos4x)

=
1

16
(6 sinx− 8.cos2x sinx+ 2 cos 4x sinx)

=
1

16
(6 sinx− 4 sin 3x+ 4 sinx+ sin 5x− sin 3x)

=
1

16
(10 sinx− 5 sin 3x+ sin 5x)

Vậy: ∀x ∈ R, sin5x =
1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sinx) .

Nhận xét 4.14: Xét số phức z = cos x + i sinx ta có zn = cosnx + i sinnx và

1
zn = cosnx− i sinnx nên ta có cosnx =

1

2

(
zn +

1

zn

)
; sinnx =

1

2i

(
zn − 1

zn

)
do đó

ta có suy nghĩ để giải bài toán trên theo số phức.

Cách 2:(Sử dụng số phức) Xét số phức dưới dạng lượng giác: z = cosx+ i sinx

. Ta có:
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zn +
1

zn
= 2 cosnx;zn − 1

zn
= 2i sinnx.

Do vậy:

cos4x =
[

1

2

(
z +

1

z

)]4
=

1

24

[
z4 +

1

z4
+ C1

4

(
z2 +

1

z2

)
+ C2

4

]
=

1

8
(cos4x+ 4cos2x+ 3)

sin5x =
[

1

2i

(
z − 1

z

)]5
=

1

25i

[
C0
5

(
z5 − 1

z5

)
− C1

5

(
z3 − 1

z3

)
+ C2

5

(
z − 1

z

)]
=

1

16

(
C0
5 sin 5x− C1

5 sin 3x+ C2
5 sinx

)
=

1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sinx) . (đpcm)

Một cách tổng quát ta xét ví dụ sau:

Bài toán 4.16 : Chứng minh: ∀x ∈ R, ∀m ∈ N ta có:

a. cos2mx =
1

22m−1

[
C0
2mcos2mx+ C1

2mcos (2m− 2)x+ ...+ Cm2mcos2x+
1

2
Cm2m

]
=

1

22m−1

[
Cm2m +

m−1∑
k=0

cos (2m− k)x

]

b. sin2m+1x =
(−1)m

22m

[
C0
2m+1 sin (2m+ 1)x− C1

2m+1 sin (2m− 1)x+ ...+ (−1)mCm2m+1 sinx
]

=
(−1)m

22m

m∑
k=0

Ck2m+1(−1)k sin (2m− 2k + 1)x

Lời giải

Cách 1:(Không sử dụng số phức)

a.Điều cần chứng minh tương đương

c02mcos2mx+c12mcos (2m− 2)x+...+cm−12m cos2x+
1

2
cm2m = 22m−1cos2mx = 22m−1

(
2cos2x

)m
⇔ c02mcos2mx+ c12mcos (2m− 2)x+ ...+ cm−12m cos2x+

1

2
cm2m = 22m−1(cos 2x+ 1)m

Ta chứng minh đẳng thức trên bằng phương pháp quy nạp Với n=1 ta có

V T = c02cos2x+
1

2
c12 = cos2x+ 1 = V P

Với n=2 ta có V T = c04cos4x+ c14cos2x+
1

2
c24 = cos4x+ 4 cos 2x+ 3

= 2cos22x+ 4 cos 2x+ 2 = 2(cos 2x+ 1)2 = V P

Giả sử đẳng thức đúng với n = k (k ≥ 2)
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Ta có

c02kcos2kx+ c12kcos (2k − 2)x+ ...+ ck−12k cos2x+
1

2
ck2k = 22k−1(cos 2x+ 1)k

Ta cần chứng minh đẳng thức đúng với n = k + 1 ,tức ta cần chứng minh:

c02k+2cos (2k + 2)x+ c12k+2cos2kx+ ...+ ck2k+2cos2x+
1

2
ck+1
2k+2 = 2k(cos 2x+ 1)k+1

Thật vậy :

V P = 2k−1(cos 2x+ 1)k.2 (cos2x+ 1)

=
(
c02kcos2kx+ c12kcos (2k − 2)x+ ...+

1

2
ck2k

)
.2 (cos2x+ 1)

=
[
2c02kcos2kx.cos2x+ 2c12kcos (2k − 2)x.cos2x+ ...+ ck2kcos2x

]
+ 2
[
c02kcos2kx+ c12kcos (2k − 2)x+ ...+

1

2
ck2k

]
=
[
c02k (cos (2k + 2)x+ cos (2k − 2)x) + ...+ ck−12k (cos4x+ 1) + ck2kcos2x

]
+2
[
c02kcos2kx+ c12kcos (2k − 2)x+ ...+ ck−12k cos2x+

1

2
ck2k

]
= c02kcos (2k + 2)x+

(
c12k + 2c02k

)
cos2kx+

(
c02k + 2c12k + c22k

)
cos (2k − 2)x+ ...

+
(
ck−22k + 2ck−12k + ck2k

)
cos2x+ ck−12k + ck2k

Với n ∈ Z, n ∈ {1; 2; 3; 4; ...;n− 2}

Ta có:

cn2k + 2cn+1
2k + cn+2

2k =
(
cn2k + cn+1

2k

)
+
(
cn+1
2k + cn+2

2k

)
= cn+2

2k+1 + cn+2
2k+1 = cn+2

2k+2

c02k = c02k+2 = 1

c12k + 2c02k = 2k + 2 = c12k+2

ck−12k + ck2k = ck2k+1 =
(2k + 1)!

k!. (k + 1)!
=

(2k + 1)! (2k + 2)

2 (k + 1) .k!. (k + 1)!
=

(2k + 2)!

2 (k + 1)! (k + 1)!
=

1

2
ck+1
2k+2

Vậy:

V P = c02k+2cos (2k + 2)x+ c12k+2cos2kx+ ...+ ck2k+2cos2x+
1

2
ck+1
2k+2 = V T

Bài toán được chứng minh.

b. Phần b được chứng minh tương tự.

Cách 2:(Sử dụng số phức)

a. Xét số phức dưới dạng lượng giác: z = cosx+ i sinx . Ta có:

zn +
1

zn
= 2 cosnx; zn − 1

zn
= 2i sinnx.
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Do vậy: cos2mx =
[

1

2

(
z +

1

z

)]2m
=

1

22m

2m∑
k=0

Ck2mz
k
(

1

z

)2m−k

Vì Ck2m = C2m−k
2m nên thu gọn công thức trên ta được:

cos2mx =
1

22m

[
C0
2m

(
z2m +

1

z2m

)
+ C1

2m

(
z2m−2 +

1

z2m−2

)
+ ...+ Cm2m

]
=

1

22m−1

[
C0
2mcos2mx+ C1

2mcos (2m− 2)x+ ...+ Cm−12m cos2x+
1

2
Cm2m

]
=

1

2m−1

[
m−1∑
k=0

Ck2mcos(2m− 2k)x+
1

2
Cm2m

]
. (đpcm).

b. Từ công thức: zn − 1

zn
= 2i sinnx. ta có:

sin2m+1x =
[

1

2i

(
z − 1

z

)]2m+1

=
(−1)m

22m+1 · i
2m+1∑
k=0

Ck2m+1z
k
(−1

z

)2m+1−k

Vì Ck2m = C2m−k
2m nên thu gọn công thức trên thu được:

sin2m+1x =
(−1)m

22m+1 · i

[
C0
2m+1

(
z2m+1 − 1

z2m+1

)
+ ...+ (−1)mCm2m+1

(
z − 1

z

)]
=

(−1)m

2m

[
C0
2m+1 sin(2m+ 1)x+ ...+ (−1)mCm2m+1 sinx

]
=

(−1)m

22m

m∑
k=0

Ck2m+1(−1)kcos(2m− 2k + 1)x . (đpcm)

Nhận xét 4.15: Thay một số giá trị đặc biệt của m: m=1, m=2,...cho ta một

số kết quả quen thuộc sau:

Với m=1: cos2x =
1

2

(
C0
2cos2x+

1

2
C1
2

)
=
cos2x+ 1

2

sin3x =
(−1)

22

[
C0
3 sin 3x− C1

3 sinx
]

=
1

4
(3 sinx− sin 3x)

Với m=2:

cos4x =
1

23

(
C0
4cos4x+ C1

4cos2x+
1

2
C2
4

)
=

1

8
(cos4x+ 4cos2x+ 3)

sin5x =
1

24

(
C0
5 sin 5x− C1

5 sin 3x+ C2
5 sinx

)
Nhận xét 4.16: Để chứng minh một số công thức lượng giác, đặc biệt đối với

các công thức tổng quát thì phương pháp sử dụng số phức tỏ ra lợi thế hơn rất

nhiều so với các phương pháp khác , học sinh dễ định hướng , dễ biến đổi và dễ

nhớ hơn .
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BÀI TẬP THỰC HÀNH

Bài 1: Chứng minh rằng:

a. cos
π

13
+ cos

3π

13
+ cos

5π

13
+ cos

7π

13
+ cos

9π

13
+ cos

11π

13
=

1

2

b. sin
9π

26
+ sin

5π

26
+ sin

π

26
− sin

3π

26
− sin

7π

26
− sin

11π

26
= −1

2

Bài 2: Chứng minh rằng:

cos
2π

2n+ 1
+ cos

4π

2n+ 1
+ ...+ cos

2nπ

2n+ 1
= −1

2

Bài 3: Chứng minh rằng:

a. sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx =
sin
(
n+ 1

2
x
)

sin
nx

2

sin
x

2

, với x 6= k2π

b. 1 + cos2x+ cos4x+ ...+ cosnx =
sin (2n+ 1)x

2 sinx
, với x 6= kπ

c. sin 2x+ sin 4x+ ...+ sin 2nx =
sinnx. sin(n+ 1)x

sinx
, với x 6= kπ

Bài 4 : Chứng minh rằng:

sin
π

2m
. sin

2π

2m
.... sin

(m− 1) π

2m
=

√
m

2m−1

Bài 5: Chứng minh rằng:

a. 1 + a cosx+ a2cos2x+ ...+ an cosnx

=
an+2 cosnx− an+1 cos (n+ 1)x− a cosx+ 1

a2 − 2a cosx+ 1

b. a sinx+ a2 sin 2x+ ...+ an sinnx

=
an+2 sinnx− an+1 sin (n+ 1)x− a sinx+ 1

a2 − 2a cosx+ 1

Bài 6: Sử dụng công thức Moa-vrơ biến đổi tan 5x qua tanx .

Bài 7: Giải các phương trình sau:

a. cos2x+ cos22x+ cos23x =
3

2

b. 2cos3x = sin 3x

c. sin22x+ cos23x = 1

d. 1 + sinx + cos x+ sin 2x+ cos2x = 0

e. cosx+ cos3x+ cos5x+ cos7x+ cos9x = 0
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Chương 5

Ứng dụng của số phức trong việc

tính tổng các số Ckn

5.1 Kiến thức sử dụng.

•z = r · (cosφ+ i sinφ) gọi là dạng lượng giác của số phức z.

• zn = rn · (cosnφ+ i sinnφ) .

• (cosφ+ i sinφ)n = cosnφ+ i sinnφ, n ∈ N

. Công thức nhị thức Niu-Tơn

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
n−kbk

.Căn bậc ba của đơn vị Giải phương trình x3 − 1 = 0 ta được các nghiệm là

x1 = 1;x2 = −1

2
+

√
3

2
i;x3 = −1

2
−
√

3

2
i các nghiệm đó là các căn bậc ba của 1

Đặt ε = −1

2
+

√
3

2
i ta có:

1 + ε+ ε2 = 0; ε3k = 1; ε3k+1 = ε; ε3k+2 = ε2

5.2 Phương pháp giải toán.

1. Nhận dạng dạng toán

Thông thường ta sử dụng số phức để tính tổng của các Ckn (0 ≤ k ≤ n; k, n ∈ N)
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trong các trường hợp sau:

. Các dấu trong tổng xen kẽ đều nhau

.Khi chia k cho cùng một số ta luôn được cùng một số dư ( ví dụ như k=3l,

k=3l+1, k=3l+2)

2. Phương pháp giải toán

.Dạng 1: Hệ số của các số Ckn có giá trị tuyệt đối bằng nhau thì thông thường

ta khai triển (1 + x)n theo hai cách:

- Cách thứ nhất khai triển (1 + x)n theo công thức nhị thức Newton sau đó cho

x nhận giá trị thích hợp

- Sử dụng công thức Moa-vrơ để tính (1 + x)n.

So sánh phần thực , phần ảo của cùng một số phức trong hai cách tính ta sẽ

thu được kết quả cần tìm.

.Dạng 2: Hệ số của các số Ckn có giá trị tuyệt đối tăng dần dưới dạng 1,3,4,7,...

hoặc 2,4,6,8,... thì ta khai triển (1 + x)n sau đó lấy đạo hàm hai vế rồi tiến hành

theo hai cách như trên.

.Dạng 3: Khai triển (1 + x)n , cho x nhận lần lượt những giá trị là căn bậc ba

của đơn vị , cộng từng vế của ba đẳng thức thu được ta thu được kết quả cần tìm.

5.3 Phần bài tập áp dụng.

Dạng 1: Khai triển (1 + x)n , cho x nhận giá trị thích hợp hoặc

khai triển trực tiếp số phức (a+ bi)n ( a,b là các số thực).

Bài toán 5.1

Tính các tổng sau:

A = C0
2012 − C2

2012 + C4
2012 − ......− C2010

2012 + C2012
2012

78



73

B = C1
2012 − C3

2012 + C5
2012 − ......− C2011

2012

Nhận xét 5.1 Nhận thấy trong các tổng A,B:

. Các chỉ số chập của các số tổ hợp cách nhau hai đơn vị

. Hệ số của các số tổ hợp có giá trị tuyệt đối bằng nhau và đan dấu nhau nên

ta dễ dàng nhận ra A,B là phần thực và phần ảo khi khai triển (1 + i)2012

Lời giải

Xét khai triển:

(1 + x)2012 = C0
2012 + C1

2012x+ C2
2012x

2 + ......+ C2011
2012x

2011 + C2012
2012 .x

2012(1)

Thay x=i vào khai triển ta được:

(1 + i)2012 = C0
2012 + C1

2012i+ C2
2012i

2 + ......+ C2011
2012 i

2011 + C2012
2012 .i

2012

Lần lượt thay i4k = 1; i4k+1 = i; i4k+2 = −1; i4k+3 = −i ta được

(1 + i)2012 =
(
c02012 − c22012 + c42012 − ...+ c20122012

)
+
(
c12012 − c32012 + ...− c20112012

)
i

Mặt khác

(1 + i)2012 =
[√

2(cos
π

4
+ i. sin

π

4
)
]2012

= 21006(cos503π + i. sin 503π) = −21006

So sánh phần thực , phần ảo của (1 + i)2012 trong hai cách khai triển ta được

kết quả:

A = C0
2012 − C2

2012 + C4
2012 − ......− C2010

2012 + C2012
2012 = −21006

B = C1
2012 − C3

2012 + C5
2012 − ......− C2011

2012 = 0

Nhận xét 5.2:

Ta có thể tính

(1 + i)2012 =
[
(1 + i)2

]1006
= (2i)1006 = 21006.

(
i2
)503

= −21006

. Nếu từ khai triển (1) ta thay x lần lượt bởi 1 và -1 ta được:

C0
2012 + C1

2012 + C2
2012 + C3

2012 + ...+ C2011
2012 + C2012

2012 = 22012(∗)

C0
2012 − C1

2012 + C2
2012 − C3

2012 + ...− C2011
2012 + C2012

2012 = 0(∗∗)

Từ (∗) ; (∗∗) nếu ta đem cộng hoặc trừ cho nhau ta thu được kết quả

C = C0
2012 + C2

2012 + C4
2012 + ......+ C2010

2012 + C2012
2012 = 22011
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D = C1
2012 + C3

2012 + C5
2012 + ...+ C2011

2012 = 22011

Nếu lấy A+C ta thu được kết quả

E = C0
2012 + C4

2012 + C8
2012 + ......+ C2008

2012 + C2012
2012 = 22010 − 21005

Nếu lấy B+D ta thu được kết quả

F = C1
2012 + C5

2012 + C9
2012 + ......+ C2009

2012 = 22010

Từ đó ta có thể sáng tạo ra nhiều bài toán mới ví dụ như yêu cầu tính các tổng

C,D,E,F.

Bài toán 5.2

Tính các tổng sau:

A = C0
2n − C2

2n + C4
2n − ...+ (−1)nC2n

2n

B = C1
2n − C3

2n + C5
2n − ...+ (−1)n−1C2n−1

2n

Lời giải

Ta có (1 + x)2n = C0
2n + C1

2nx+ C2
2nx

2 + ...+ C2n−1
2n x2n−1 + C2n

2nx
2n

Cho x = i ta được

(1 + i)2n =
[
C0
2n − C2

2n + ...+ (−1)nC2n
2n

]
+
[
C1
2n − C3

2n + ...+ (−1)n−1C2n−1
2n

]
i (1)

Mặt khác

1 + i =
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
⇒ (1 + i)2n = 2n

(
cos

nπ

2
+ i sin

nπ

2

)
⇒ (1 + i)2n = 2n cos

nπ

2
+ i2n sin

nπ

2
(2)

Từ (1) và (2) ta được

A = C0
2n − C2

2n + C4
2n − ...+ (−1)nC2n

2n = 2n cos
nπ

2

B = C1
2n − C3

2n + C5
2n − ...+ (−1)2n−1C2n−1

2n = 2n sin
nπ

2

Nhận xét 5.3:

Từ kết quả trên nếu ta cho n những giá trị cụ thể ta được kết quả các tổng tương

ứng

. n=1000 ta có

A = C0
2000 − C2

2000 + C4
2000 − ...+ C2000

2000 = 21000
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B = C1
2000 − C3

2000 + C5
2000 − ...− C1999

2000 = 0

. n=1006 ta có:

A = C0
2012 − C2

2012 + C4
2012 − ......− C2010

2012 + C2012
2012 = −21006

B = C1
2012 − C3

2012 + C5
2012 − ......− C2011

2012 = 0

Bài toán 5.3 Tính tổng:

A = 310C0
20 − 39C2

20 + 38C4
20 − 37C6

20 + ...32C16
20 − 3C18

20 + C20
20

Nhận xét 5.4

Trong tổng A Các chỉ số chập của các số tổ hợp cách nhau hai đơn vị Và các số

tổ hợp đan dấu nhau, đồng thời số hang đầu tiên là c020
(√

3
)20

nên ta khai triển

số phức:
(√

3 + i
)20

Lời giải Xét khai triển:(√
3 + i

)20
=
(√

3
)20

C0
20 + i

(√
3
)19

C1
20 −

(√
3
)18

C2
20 − ...− i

√
3C19

20 + C20
20

=
(
310C0

20 − 39C2
20 + 38C4

20 − 37C6
20 + ...+ 32C16

20 − 3C18
20 + C20

20

)
+

+
[(√

3
)19

C1
20 −

(√
3
)17

C3
20 + ...+

(√
3
)3
C17
20 −

√
3C19

20

]
i

Mặt khác:(√
3 + i

)20
= 220

(√
3

2
+ i

1

2

)20

= 220
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)20
= 220

(
cos

20π

6
+ i sin

20π

6

)
= 220

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
= 220

(
−1

2
−
√

3

2
i

)
= −219 − 219

√
3i

So sánh phần thực của
(√

3 + i
)20

trong hai cách tính trên ta có:

310C0
20 − 39C2

20 + 38C4
20 − 37C6

20 + ...+ 32C16
20 − 3C18

20 + C20
20 = −219

Nhận xét 5.5:

Ngoài kết quả trên ta còn thu được kết quả của tổng(√
3
)19

C1
20 −

(√
3
)17

C3
20 + ...+

(√
3
)3
C17
20 −

√
3C19

20 = −219.
√

3

Dạng 2: Khai triển (1 + x)n , tính đạo hàm và cho x nhận giá trị thích

hợp .

Bài toán 5.4: Tính các tổng sau
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A = C1
2013 − 3C3

2013 + 5C5
2013 − 7C7

2013 + ...+ 2013C2013
2013

B = 2C2
2013 − 4C4

2013 + 6C6
2013 − 8C8

2013 + ...− 2012C2012
2013

Nhận xét 5.6

Để tạo ra các hệ số tăng dần 1,3,5,7... hay 2,4,6,8..., là hệ số mà sau khi ta khai

triển một nhị thức Niu-Tơn sau đó lấy đạo hàm hai vế.

Lời giải:

(1 + x)2013 = C0
2013 + C1

2013x+ C2
2013x

2 + C3
2013x

3 + ...+ C2012
2013x

2012 + C2013
2013x

2013

Lấy đạo hàm hai vế ta có:

2013(1 + x)2012 = C1
2013 + 2C2

2013x+ 3C3
2013x

2 + ...+ 2012C2012
2013x

2011 + 2013C2013
2013x

2012

Thay x=i vào 2 vế ta có:

2013.(1 + i)2012 = C1
2013 + 2C2

2013i+ 3C3
2013i

2 + ...+ 2012.C2012
2013 i

2011 + 2013.C2013
2013 i

2012

=
(
c12013 − 3c32013 + ...+ 2013c20132013

)
+
(
2c22013 − 4c42013 + ...− 2012c20122013

)
i

Lại có:

2013(1 + i)2012 = 2013
[√

2(cos
π

4
+ i. sin

π

4
)
]2012

= 2013.21006(cos503π + i. sin 503π) = −2013.21006

So sánh phần thực và phần ảo của 2013(1 + i)2012 trong hai cách khai triển ta

được:

A = C1
2013 − 3C3

2013 + 5C5
2013 − 7C7

2013 + ...+ 2013C2013
2013 = −2013.21006

B = 2C2
2013 − 4C4

2013 + 6C6
2013 − 8C8

2013 + ...− 2012C2012
2013 = 0

Nhận xét 5.7:

Ta có thể tính

2013.(1 + i)2012 = 2013.
[
(1 + i)2

]1006
= 2013(2i)1006 = 2013.21006.

(
i2
)503

= −2013.21006

. Nếu từ khai triển (1) ta thay x lần lượt bởi 1 và -1 ta được:

C1
2013 + 2C2

2013 + 3C3
2013 + ...+ 2012C2012

2013 + 2013C2013
2013 = 2013.22012(∗)

C1
2013 − 2C2

2013 + 3C3
2013 − ...− 2012C2012

2013 + 2013C2013
2013 = 0(∗∗)

Từ (∗) ; (∗∗) nếu ta đem cộng hoặc trừ cho nhau ta thu được kết quả

C = C1
2012 + 3C3

2012 + 5C5
2012 + ...+ 2013C2013

2013 = 2013.22011

D = C2
2013 + 2C4

2013 + 3C6
2013 + ...+ 1006C2012

2013 = 2013.22011
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Nếu lấy A+C ta thu được kết quả

E = C1
2013 + 5C5

2013 + 9C9
2013 + ...+ 2013C2013

2013 = 2013
(
22010 − 21005

)
Nếu lấy B+D ta thu được kết quả

F = C2
2013 + 6C6

2012 + 10C10
2013 + ......+ 2012C2012

2013 = 2013.22010

Qua đó ta có thể sáng tạo ra nhiều bài toán mới đó là tính các tổng C,D,E,F

Bài toán 5.5 Tính tổng

A = 2.3.C2
2012 − 4.32C4

2012 + 6.33C6
2012 − 2012.31006.C2012

2012

Nhận xét 5.8: Trong tổng A

. Các chỉ số chập của các số tổ hợp cách nhau hai đơn vị

. Các số hạng trong tổng đan dấu nhau

. Hệ số của các hạng tử có giá trị tuyệt đối tăng dần 2,4,6...

.Trong tổng chứa số hạng c2k2012
(√

3
)2k

Từ các nhận xét trên nên để giải bài toán

ta có thể xuất phát từ khai triển
(
1 +
√

3x
)2012

Lấy đạo hàm hai vế rồi thay x = i , hoặc xuất phát từ khai triển (1 + x)2012 Lấy

đạo hàm hai vế rồi thay x =
√

3.i

Lời giải(
1 +
√

3x
)2012

= C0
2012+C

1
2012

√
3x+C2

2012

(√
3x
)2

+C3
2012

(√
3x
)3

+...+C2011
2012

(√
3x
)2011

+

C2012
2012

(√
3x
)2012

Lấy đạo hàm hai vế ta có:

2012.
√

3.
(
1 +
√

3x
)2011

= C1
2012.
√

3+2C2
2012

(√
3
)2
x+3C3

2012

(√
3
)3
x2+...+2012C2012

2012

(√
3
)2012

x2011

Thay x=i vào 2 vế ta có:

2012.
√

3.
(
1 +
√

3i
)2011

= C1
2012

(√
3
)
+2C2

2012

(√
3
)2
i+3C3

2012

(√
3
)3
i2+...+2012.C2012

2012

(√
3
)2012

i2011

=
[
c12012

√
3− 3c32012

(√
3
)2

+ ...− 2011.
(√

3
)2011

c20112012

]
+
[
2.3c22012 − 4.32.c42012 + 6.33c62012 − ...− 2012.31006c20122012

]
i

Lại có:
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2012.
√

3(1 +
√

3i)2011 = 2012.
√

3
[
2.(cos

π

3
+ i. sin

π

3
)
]2011

= 503.
√

3.22012+1539.22012i

So sánh phần thực và phần ảo của 2012.
√

3.
(
1 +
√

3i
)2011

trong hai cách khai triển

ta được:

A = 2.3.C2
2012 − 4.32C4

2012 + 6.33C6
2012 − 2012.31006.C2012

2012 = 1539.22012

Bài toán 5.6 Tính các tổng sau

A = C0
15 − 3C2

15 + 5C4
15 − 7C6

15 + ...+ 13C12
15 − 15C14

15

B = 2C1
15 − 4C3

15 + 6C5
15 − 8C7

15 + ...+ 14C13
15 − 16C

Lời giải

Xét khai triển:

(1 + x)15 = C0
15 + xC1

15 + x2C2
15 + x3C3

15 + ...+ x13C13
15 + x14C14

15 + x15C15
15

Nhân hai vế với x ta được:

x.(1 + x)15 = c015.x+ c115.x
2 + c215.x

3 + c315.x
4 + ...+ c1515x

16

Đạo hàm hai vế ta có:

(1 + x)15 + 15x(1 + x)14 =

= C0
15 + 2xC1

15 + 3x2C1
15 + 4x3C3

15 + ...+ 14x13C13
15 + 15x14C14

15 + 16x15C15
15

Với x=i ta có :

(1 + i)15 + 15i(1 + i)14 = (C0
15 − 3C2

15 + 5C4
15 − 7C6

15 + ...+ 13C13
15 − 15C14

15)+

+
(
2C1

15 − 4C3
15 + 6C5

15 − 8C7
15 + ...+ 14C13

15 − 16C15
15

)
i

Mặt khác:

(1 + i)15 + 15i(1 + i)14 =
(√

2
)15(

cos π4 + i sin π
4

)15
+ 15i

(√
2
)14(

cos π4 + i sin π
4

)14
=
(√

2
)15 (

cos 15π
4 + i sin 15π

4

)
+ 15.27i

(
cos 14π

4 + i sin 14π
4

)
=
(√

2
)15 (−√22 − √22 i)+ 15.27

= −27 − 27i+ 15.27 = 14.27 − 27i = 7.28 − 27i

So sánh phần thực và phần ảo của (1 + i)15 +15i(1 + i)14 trong hai cách tính trên

ta có:

A = C0
15 − 3C2

15 + 5C4
15 − 7C6

15 + ...+ 13C12
15 − 15C14

15 = 7.28

B = 2C1
15 − 4C3

15 + 6C5
15 − 8C7

15 + ...+ 14C13
15 − 16C15

15 = −27

Dạng 3: Khai triển (1 + x)n , cho x nhận những giá trị là căn bậc ba

của đơn vị

84



79

Bài toán 5.7 Tính tổng:

T = c02011 + c32011 + c62011 + ...+ c20102011

Nhận xét 5.9: Nhận thấy các chỉ số tổ hợp cách nhau ba đơn vị nên ta dựa

vào các căn bậc ba của đơn vị ε = −1
2 +

√
3
2 i: ta có:1 + ε+ ε2 = 0; ε3k = 1; ε3k+1 =

ε; ε3k+2 = ε2

Từ đó khai triển nhị thức (1 + x)2011 sau đó thay x lần lượt các căn bậc ba của

1, cộng từng vế của ba đẳng thức thu được ta có kết quả cần tìm.

Lời giải

Xét z = cos2π3 + i. sin 2π
3

Khi đó ta có :

1 + z + z2 = 0

và


z3n = 1

z3n+1 = z

z3n+2 = z2
(n ∈ N)

Khai triển nhị thức Newton (1 + 1)2011; (1 + z)2011;
(
1 + z2

)2011
ta được:

(1 + 1)2011 = c02011 + c12011 + c22011 + ...+ c20102011 + c20112011

(1 + z)2011 = c02011 + c12011z + c22011z
2 + ...+ c20102011z

2010 + c20112011z
2011

= c02011 + c12011z + c22011z
2 + ...+ c20102011 + c20112011z(

1 + z2
)2011

= c02011 + c12011z
2 + c22011z

4 + ...+ c20102011z
4020 + c20112011z

4022

= c02011 + c12011z
2 + c22011z + ...+ c20102011 + c20112011z

2

Cộng ba đẳng thức trên vế với vế ta được:

3
(
c02011 + c32011 + c62011 + ...+ c20102011

)
= (1 + 1)2011 + (1 + z)2011 +

(
1 + z2

)2011
Ngoài ra

. (1 + 1)2011 = 22011

. (1 + z)2011 =
(

1 + cos
2π

3
+ i. sin

2π

3

)2011
=
(
cos

π

3
+ i. sin

π

3

)2011
= cos

2011π

3
+ i. sin

2011π

3
= cos

π

3
+ i. sin

π

3
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.
(
1 + z2

)2011
=
(

1 + cos
4π

3
+ i. sin

4π

3

)2011
=
(
cos

π

3
− i. sin π

3

)2011
= cos

2011π

3
− i. sin 2011π

3
= cos

π

3
− i. sin π

3

Do đó

(1 + 1)2011 + (1 + z)2011 +
(
1 + z2

)2011
= 22011 + 2 cos

2π

3
= 22011 + 1

Từ đó ta suy ra :

T = c02011 + c32011 + c62011 + ...+ c20102011 =
22011 + 1

3

Bài toán 5.8 Chứng minh rằng:

1 + C3
n + C6

n + ...+ c3kn = 1
3

(
2n + 2 cos nπ3

)
(n ∈ N, k ∈ N, n− 2 ≤ 3k ≤ n)

Lời giải:

Xét: z = cos2π3 + i sin 2π
3 ⇒ z3 = 1

Từ khai triển:

(1 + x)n = C0
n + C1

nx+ C2
nx

2 + ...+ Cnnx
n

Lần lượt thay x = 1;x = z;x = z2 vào khai triển trên ta được

(1 + 1)n = c0n + c1n + c2n + c3n + c4n + c5n + c6n + ...+ cnn

(1 + z)n = c0n + c1nz + c2nz
2 + c3nz

3 + c4nz
4 + c5nz

5 + c6nz
6 + ...+ cnnz

n

c0n + c1nz + c2nz
2 + c3n + c4nz + c5nz

2 + c6n + ...+ c3kn + ...(
1 + z2

)n
= c0n + c1nz

2 + c2nz
4 + c3nz

6 + c4nz
8 + c5nz

10 + c6nz
12 + ...+ cnnz

2n

= c0n + c1nz
2 + c2nz + c3n + c4nz

2 + c5nz + c6n + ...+ c3kn + ...

Cộng ba đẳng thức trên ta được:

3
(
c02011 + c32011 + c62011 + ...+ c3kn

)
= (1 + 1)n + (1 + z)n +

(
1 + z2

)n
Ngoài ra

. (1 + 1)n = 2n

. (1 + z)n =
(

1 + cos
2π

3
+ i. sin

2π

3

)n
=
(
cos

π

3
+ i. sin

π

3

)n
= cos

nπ

3
+ i. sin

nπ

3

.
(
1 + z2

)n
=
(

1 + cos
4π

3
+ i. sin

4π

3

)n
=
(
cos

π

3
− i. sin π

3

)n
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= cos
nπ

3
+ i. sin

nπ

3

Do đó (1 + 1)n + (1 + z)n +
(
1 + z2

)n
= 2n + 2 cos

nπ

3

Khi đó:
2n + (1 + z)n +

(
1 + z2

)n
= 3
(
C0
n + C3

n + C6
n + ...+ c3kn

)
⇔ 2n + 2 cos

nπ

3
= 3
(
C0
n + C3

n + C6
n + ...+ c3kn

)
⇔ 1 + C3

n + C6
n + ...+ c3kn =

1

3

(
2n + 2 cos

nπ

3

)
Nhận xét 5.10:

Bài toán trên là bài toán tổng quát, với mỗi giá trị n cho trước ta được kết quả của

một tổng: Cho n=20 ta có S = C0
20 +C3

20 +C6
20 + ...+C3k

20 + ...+C15
20 +C18

20 =
220 − 1

3

n=2011 ta có: S = c02011 + c32011 + c62011 + ...+ c20102011 =
22011 + 1

3

n=2012 ta có: S = c02012 + c32012 + c62012 + ...+ c20102012 =
22012 − 1

3

n=2013 ta có : S = c02013 + c32013 + c62013 + ...+ c20132013 =
22012 − 2

3

Từ trên với mỗi giá trị của n ta lại tạo ra một bài toán mới.

Bài toán 5.9 Tính tổng:

S = c130 + c430 + c730 + ...+ c3k+1
30 + ...+ c2830

Lời giải

Xét khai triển:

(1 + x)30 = C0
30 + C1

30x+ C2
30x

2 + C3
30x

3 + ...+ C30
30x

30

Nhân hai vế với x2 ta được:

x2.(1 + x)30 = c030.x
2 + c130.x

3 + c230.x
5 + c330.x

6 + ...+ c3030x
32

Xét: z = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
⇒ z3 = 1

Lần lượt thay x = 1;x = z;x = z2 vào khai triển trên ta được

(1 + 1)30 = c030 + c130 + c230 + c330 + c430 + c530 + c630 + ...+ c3030

z2(1 + z)30 = c030z
2 + c130z

3 + c230z
4 + c330z

5 + c430z
6 + c530z

7 + c630z
8 + ...+ c3030z

32

= c030z
2 + c130 + c230z + c330z

2 + c430 + c530z + c630z
2 + ...+ c3030z

2

z4
(
1 + z2

)30
= c030z

4 + c130z
6 + c230z

8 + c330z
10 + c430z

12 + c530z
14 + c630z

16 + ...+ c3030z
64
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z
(
1 + z2

)30
= c030z + c130 + c230z

2 + c330z + c430 + c530z
2 + c630z + ...+ c3030z

Cộng ba đẳng thức trên vế với vế ta được:

3
(
c130 + c430 + c730 + ...+ c2830

)
= (1 + 1)30 + z2(1 + z)30 + z

(
1 + z2

)30
Lại có

z2(1 + z)30 = z62 = z2 = cos
4π

3
+ i sin

4π

3
= −cos

π

3
− i sin

π

3

z
(
1 + z2

)30
= z(−z)30 = z31 = z = cos

2π

3
+ i sin

2π

3
= −cos

π

3
+ i sin

π

3

Vậy :

3
(
c130 + c430 + c730 + ...+ c2830

)
= (1 + 1)30 + z2(1 + z)30 + z

(
1 + z2

)30
= 230− 2 cos

π

3
=

230 − 1

Suy ra :

S = c130 + c430 + c730 + ...+ c3k+1
30 + ...+ c2830 =

230 − 1

3

Bài toán 5.10 Tính tổng :

S = c020 + 3c320 + 6c620 + ...+ 3kc3k20 + ...+ 18c1820

Nhận xét 5.11:

Do trong tổng S các số tổ hợp có các hệ số tăng dần 1,3,6,.. nên khi khai triển

nhị thức Niu-Tơn ta lấy đạo hàm hai vế .các chỉ số tổ hợp cách nhau ba đơn vị

nên ta sử dụng ba căn bậc ba của đơn vị như hai bài toán trên.

Lời giải

(1 + x)20 = C0
20 + C1

20x+ C2
20x

2 + C3
20x

3 + ...+ C20
20x

20

Lấy đạo hàm hai vế ta có:

20(1 + x)19 = C1
20 + 2C2

20x+ 3C3
20x

2 + ...+ 20C20
20x

19

Nhân hai vế với x ta có :

20.x.(1 + x)19 = C1
20x+ 2C2

20x
2 + 3C3

20x
3 + ...+ 20C20

20x
20

Xét: z = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
⇒ z3 = 1

Lần lượt thay x = 1;x = z;x = z2 vào khai triển trên ta được
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20.219 = c120 + 2c220 + 3c320 + 4c420 + 5c520 + 6c620 + ...+ 20c2020

20.z.(1 + z)19 = C1
20z + 2C2

20z
2 + 3C3

20z
3 + ...+ 20C20

20z
20

= C1
20z + 2C2

20z
2 + 3C3

20 + ...+ 20C20
20z

2

20.z2.
(
1 + z2

)19
= C1

20z
2 + 2C2

20z
4 + 3C3

20z
6 + ...+ 20C20

20z
40

= C1
20z

2 + 2C2
20z + 3C3

20 + ...+ 20C20
20z

Cộng từng vế của ba đẳng thức trên ta được:

3
(
3c320 + 6c62011 + ...+ 18c1820

)
= 20.219 + 20.z(1 + z)19 + 20.z2.

(
1 + z2

)19
Có:

z(1 + z)19 = z.
(
−z2
)19

= −z39 = −1

z2
(
1 + z2

)19
= z2.(−z)19 = −z21 = −1

Từ đó ta có :

3
(
3c320 + 6c62011 + ...+ 18c1820

)
= 20.219 − 40

Suy ra :

3c320 + 6c62011 + ...+ 18c1820 =
40.
(
218 − 1

)
3

Vậy: S = c020 + 3c320 + 6c620 + ...+ 3kc3k20 + ...+ 18c1820 =
40
(
218 − 1

)
3

+ 1

BÀI TẬP:

Bài 1:Tính tổng: S = C1
8n − 3C3

8n + ......− (8n− 1)C8n−1
8n

Bài 2.Chứng minh đẳng thức :(
1− C2

n + C4
n − ...

)2
+
(
C1
n − C3

n + C5
n − ...

)2
= 2n .

Bài 3: Tính tổng:

A =
1

250

(
C0
50 − 3C2

50 + 32C4
50 − ...− 323C46

50 + 324C48
50 − 325C50

50

)
Bài 4 : Tính tổng:

T = C1
20 + C4

20 + C7
20 + ...+ C3k+1

20 + ...+ C16
20 + C19

20

Bài 5. Tính tổng:

A = C0
2009 − C2

2009 + C4
2009 − ......+ C2008

2009

B = −C1
2009 + C3

2009 − C5
2009 + ......− C2009

2009
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Bài 6. Tính tổng A = C1
40 + 42C4

40 + 72C7
40 + ...+ 372C37

40 + 402C40
40

Hướng dẫn: Khai triển (1 + x)40, đạo hàm hai vế, nhân hai vế với x, sau đó lấy

đạo hàm hai vế tiếp , cho x nhận các giá trị lần lượt là 1; ε; ε2

Bài 7:Tính tổng A = 2C2
25 + 5C5

25 + 8C8
25 + ...+ 20C20

25 + 23C23
25

Hướng dẫn: Khai triển (1 + x)25 , đạo hàm hai vế, nhân hai vế với x2 , cho x

nhận các giá trị lần lượt là 1; ε; ε2

Bài 8:Tính tổng A = C0
40 + 4C3

40 + 7C6
40 + ...+ 37C36

40 + 40C39
40

Hướng dẫn: Khai triển (1 + x)40 ,nhân hai vế với x, đạo hàm hai vế, cho x nhận

các giá trị lần lượt là 1; ε; ε2
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Kết luận

Từ những vấn đề đã trình bày có thể rút ra một số kết luận như sau:

Số phức là một trong những chủ đề toán học mới trong chương trình toán trung

học phổ thông, đồng thời các dạng toán về số phức và ứng dụng của nó cũng rất

đa dạng. Tuy nhiên trong khuôn khổ của luận văn này chỉ nghiên cứu về một

mảng nhỏ trong các dạng toán ứng dụng của số phức , đó là ứng dụng số phức

để giải một số dạng toán trong đề thi đại học (hệ phương trình, bất đẳng thức,

tính giá trị biểu thức lượng giác, giải phương trình lượng giác, chứng minh đẳng

thức lượng giác , tính các tổng liên quan đến Ckn). Luận văn đã hệ thống được

một số dạng toán thường gặp trong các đề thi đại học mà có thể giải nhờ công

cụ số phức , đồng thời so sánh với cách giải thông thường (không sử dụng số

phức) để rút ra ưu, nhược điểm trong từng cách giải. Các ví dụ minh họa trong

luận văn chủ yếu được lấy từ các đề thi tuyển sinh đại học môn toán của Bộ

GDĐT và một số sách tham khảo ôn thi đại học. Điều này chứng tỏ các kết quả

của luận văn là hữu ích cho việc giảng dạy của giáo viên cũng như việc ôn luyện

của học sinh để chuẩn bị cho kỳ thi đại học. Sau mỗi chương tác giả cũng đươa

ra phương pháp sáng tạo bài tập mới giúp giáo viên có thể tự ra nhiều bài tập

mới theo mức độ từ dễ đến khó cho học sinh luyện tập. Luận văn có thể làm

tài liệu giảng dạy cho giáo viên, tài liệu học tập cho học sinh trong quá trình

giảng dạy , học tập ôn thi đại học. Qua luận văn cũng cho thấy được mối quan

hệ giữa số phức với đại số, giải tích, lượng giác. Qua luận văn, ta thấy được việc
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khai thác định nghĩa và các tính chất cơ bản của số phức , đã giúp cho người

học sử dụng số phức như một công cụ đắc lực , giải quyết hiệu quả nhiều bài

toán trong đại số , giải tích, lượng giác, từ đó giúp người học có thêm phương

pháp mới trong giải toán, có sự linh hoạt hơn trong tưu duy và nâng cao chất

lượng dạy học, đáp ứng được yêu cầu đổi mới trong dạy học.
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