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Mở đầu

Trong chương trình Toán học phổ thông, chuyên đề lượng giác đóng một vai

trò như là một công cụ đắc lực nhằm giải quyết hiệu quả nhiều bài toán của giải

tích, đại số và hình học. Trong thực tiễn, lượng giác và các đặc trưng cơ bản

của lượng giác là chuyên đề cần thiết trong việc bồi dưỡng học sinh giỏi Toán

ở bậc Trung học phổ thông, đồng thời các ứng dụng của nó luôn là sự hấp dẫn

đối với nhiều đối tượng học sinh và giáo viên.

Mục tiêu của luận văn “Phương pháp lượng giác trong bất đẳng thức và các

bài toán cực trị” nhằm trình bày vấn đề áp dụng phương pháp lượng giác hoá

để giải quyết một số bài toán về bất đẳng thức và bài toán cực trị nhằm tạo ra

một đề tài phù hợp cho việc giảng dạy và bồi dưỡng học sinh giỏi cấp trung học

phổ thông.

Luận văn gồm phần mở đầu, kết luận, tài liệu tham khảo và 3 chương.

Chương 1 trình bày mối liên hệ cơ bản giữa một số đẳng thức đại số và lượng

giác để sử dụng lượng giác hoá trong các phần sau.

Chương 2 trình bày về một số phương trình và bất phương trình đại số giải

được bằng phương pháp lượng giác.

Chương 3 trình bày một số ứng dụng của lượng giác trong bất đẳng thức và

các bài toán cực trị đại số.
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Lời cảm ơn

Trong suốt quá trình làm luận văn, tôi luôn nhận được sự hướng dẫn và giúp

đỡ tận tình của GS.TSKH Nguyễn Văn Mậu. Tôi xin được bày tỏ lòng biết ơn

sâu sắc nhất đến thầy.

Tôi xin trân trọng cảm ơn ban lãnh đạo khoa Toán trường Đại học Khoa

học, khoa sau đại học - Đại học Thái Nguyên, các thầy, cô giảng dạy lớp cao

học khoá 5 (2011-2013) đã trang bị kiến thức, tạo điều kiện cho tôi trong thời

gian học tập tại đây.

Tôi xin cảm ơn gia đình và các đồng nghiệp đã luôn động viên, giúp đỡ và

tạo điều kiện tốt nhất cho tôi khi học tập và nghiên cứu.

Xin chân trọng cảm ơn!

Hải Phòng, tháng 5 năm 2013

Người viết Luận văn

Nguyễn Thu Phương
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Chương 1

Một số đẳng thức cơ bản dùng
trong phương pháp lượng giác hóa

1.1 Các hàm lượng giác cơ bản dùng đặt ẩn phụ

Khi giải một số dạng bài toán đại số, nhiều khi ta gặp phải những bài toán

rất khó giải do kĩ thuật biến đổi phức tạp. Trong số đó có nhiều lớp bài toán

có thể chuyển về dạng toán lượng giác cho cách giải đơn giản và dễ dàng hơn.

Việc chuyển từ các bài toán đại số về các hệ thức, hay phương trình, bất phương

trình, hệ phương trình lượng giác thường được gọi là phương pháp “lượng giác

hoá”.

Nhằm lượng giác hoá các bài toán đại số sơ cấp, ta sử dụng các nhận xét

sau:

1. Nếu −1 ≤ x ≤ 1 thì tồn tại số α và β với −π
2
≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π sao cho

sinα = x và cos β = x.

2. Nếu 0 ≤ x ≤ 1 thì tồn tại số α và β với 0 ≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π

2
sao cho

sinα = x và cos β = x.

3. Với mỗi số thực x tồn tại số α với −π
2
< α <

π

2
sao cho tanα = x.

4. Nếu các số thực x và y thoả mãn hệ thức x2 + y2 = 1 thì tồn tại số α với

0 ≤ α ≤ 2π sao cho x = cosα và y = sinα.

5. Nếu x ∈ [a; b] thì ta có thể đặt : x =
b− a

2
cos t +

b+ a

2
với 0 ≤ t ≤ π hoặc

x =
b− a

2
sin t +

b+ a

2
với −π

2
≤ t ≤ π

2
hoặc x = (b − a) cos2 t + a với 0 ≤ t ≤ π

2
hoặc x = tan t với arctan a ≤ t ≤ arctan b.

Ngoài ra còn có một số dấu hiệu nhận biết một bài toán có thể giải được
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bằng phương pháp lượng giác hoá.

• Nếu biến x tham gia bài toán thoả mãn điều kiện |x| ≤ a (a > 0), khi đó

ta có thể lượng giác hoá bằng cách đặt x = a sinα với α ∈
[
−π

2
;
π

2

]
hoặc đặt

x = a cosα với α ∈ [0; π].

• Nếu hai biến x, y tham gia bài toán có ràng buộc a2x2 + b2y2 = c2 với

a, b, c > 0; khi đó ta có thể lượng giác hoá bằng cách đặt x =
c sinα

a
; y =

c cosα

b
với α ∈ [0; 2π].

• Trong một số bài toán, có sự xuất hiện một biểu thức tương tự với một

công thức lượng giác nào đó, ta có thể sử dụng công thức lượng giác tương ứng

để đặt ẩn phụ . Chẳng hạn như :

+) Biểu thức
√
x2 + 1 hoặc x2 + 1 tương tự như công thức 1 + tan2t =

1

cos2 t

với t ∈
(
−π

2
;
π

2

)
.

+) Biểu thức 4x3 − 3x tương tự như công thức 4 cos3 t− 3 cos t = cos 3t.

+) Biểu thức 2x2 − 1 tương tự như công thức 2 cos2 t− 1 = cos 2t.

+) Biểu thức
2x

1− x2
tương tự với công thức tan 2t =

2 tan t

1− tan2t
.

+) Biểu thức
x+ y

1− xy
tương tự như công thức tan(α + β) =

tanα + tan β

1− tanα tan β
.

1.2 Một số đồng nhất thức lượng giác trong tam

giác

Tiếp theo, ta nhắc lại một số đẳng thức lượng giác quen biết trong tam giác

ở chương trình toán phổ thông để áp dụng chứng minh một số dạng bất đẳng

thức đại số và bài toán cực trị ở Chương 3.

Tính chất 1.1. Với mọi tam giác ABC ta có

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
. (1.1)

Tính chất 1.2. Với mọi tam giác ABC ta có

sin2A+ sin2B + sin2C = 2 + 2 cosA cosB cosC. (1.2)

6
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Tính chất 1.3. Với mọi tam giác ABC ta có

tan
A

2
tan

B

2
+ tan

B

2
tan

C

2
+ tan

C

2
tan

A

2
= 1. (1.3)

Tính chất 1.4. Với mọi tam giác ABC, ta có

tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC. (1.4)

Tính chất 1.5. Với mọi tam giác ABC, ta có

cotA cotB + cotB cotC + cotC cotA = 1. (1.5)

Tính chất 1.6. Với mọi tam giác ABC ta có

cot
A

2
+ cot

B

2
+ cot

C

2
= cot

A

2
cot

B

2
cot

C

2
. (1.6)

1.3 Các hệ thức lượng giác để giải phương trình bậc

hai và bậc ba

Nhờ cách biểu diễn các hàm lượng giác qua số phức (chỉ dùng để biến đổi

hình thức) ta cũng có thể áp dụng để giải một số dạng toán.

Đặt a = et, ta có

cos 3it = cos i(3t) =
e3t + e−3t

2
=

1

2

(
a3 +

1

a3

)
i sin 3it = i sin i(3t) =

e3t − e−3t

2
=

1

2

(
a3 − 1

a3

)
.

Lại có cos(3it) = 4 cos3 it− 3 cos it; sin(3it) = 3 sin it− 4sin3it,

nên i sin(3it) = 3i sin it− 4isin3it = 3i sin it+ 4(i sin it)3.

Từ đó suy ra các đẳng thức

1

2

(
a3 +

1

a3

)
= 4p3 − 3p,

1

2

(
a3 − 1

a3

)
= 4q3 + 3q, (1)

với p =
1

2

(
a+

1

a

)
; q =

1

2

(
a− 1

a

)
.

Tiếp theo, ta có thể viết phương trình bậc hai

ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0

7
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dưới dạng 2y2−1 = m để sử dụng hệ thức cos 2t = 2 cos2 t−1 để giải và biện luận

phương trình bậc hai.

Tương tự, đối với phương trình bậc ba

ax3 + bx2 + cx+ d = 0, a 6= 0

bằng cách đặt x = y − b

3a
ta thu được phương trình dạng y3 + py + q = 0.

Khi p > 0 ta đặt ẩn phụ y = 2
√
p

3
t, ta thu được phương trình 4t3 + 3t = m.

Khi p < 0 ta đặt ẩn phụ y = 2
√
−p

3
t, ta thu được phương trình 4t3 − 3t = m.

Các phương trình này đều có thể giải được bằng các đẳng thức đại số và

lượng giác tương ứng.

Ví dụ 1.1. Giải các phương trình sau với nghiệm thực

a) 4x3 − 3x = m với |m| ≤ 1,

b) 4x3 − 3x = m với |m| > 1.

Bài giải.

a) Vì |m| ≤ 1, nên ta đặt m = cosα = cos(α± 2π) với α ∈ [0; π].

Do cosα = 4 cos3
α

3
− 3 cos

α

3
nên 4x3 − 3x = 4 cos3

α

3
− 3 cos

α

3
.

Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm là:

x1 = cos
α

3
;x2 = cos

α + 2π

3
;x3 = cos

α− 2π

3
.

b) Vì |m| > 1, nên ta đặt m =
1

2

(
a3 +

1

a3

)
với a3 = m±

√
m2 − 1.

Khi đó

4x3 − 3x =
1

2

(
a3 +

1

a3

)
.

Theo công thức (1) ta suy ra phương trình đã cho có nghiệm thực là

x0 =
1

2

(
a+

1

a

)
=

1

2

(
3

√
m+

√
m2 − 1 +

3

√
m−

√
m2 − 1

)
.

Ta chứng minh x0 là nghiệm thực duy nhất của phương trình.

Thật vậy, vì x0 là nghiệm của phương trình 4x3 − 3x = m,

nên ta có 4x30 − 3x0 = m.

Suy ra 4x3 − 3x = 4x30 − 3x0 ⇔ 4
(
x3 − x30

)
= 3(x− x0)

8
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⇔ (x− x0)(4x2 − 4xx0 + 4x20 − 3) = 0.

Vì 4x2 − 4xx0 + 4x20 − 3 = 0 có ∆′ = 12 − 12x20 < 0 (do |x0| > 1) nên phương

trình không có nghiệm thực.

Vậy phương trình 4x3 − 3x = m chỉ có một nghiệm thực duy nhất là

x0 =
1

2

(
3

√
m+

√
m2 − 1 +

3

√
m−

√
m2 − 1

)
.

Ví dụ 1.2. Giải và biện luận phương trình sau theo m:

4x3 + 3x = m.

Bài giải.

Đặt m =
1

2

(
a3 − 1

a3

)
với a3 = m±

√
m2 + 1. Suy ra

4x3 + 3x =
1

2

(
a3 − 1

a3

)
.

Theo công thức (1) suy ra phương trình có nghiệm là

x0 =
1

2

(
a− 1

a

)
=

1

2

(
3

√
m+

√
m2 + 1 +

3

√
m−

√
m2 + 1

)
.

Ta chứng minh x0 là nghiệm duy nhất của phương trình.

Thật vậy, xét hàm số y = 4x3 + 3x. Ta có y′ = 12x2 + 3 > 0, ∀x ∈ R.
Vì vậy y là hàm số đồng biến nên x0 là nghiệm duy nhất của phương trình.

9
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Chương 2

Phương pháp lượng giác hóa trong
ước lượng nghiệm phương trình và
bất phương trình

2.1 Phương pháp lượng giác hóa trong ước lượng

nghiệm phương trình

Tiếp theo, ta xét lớp các bài toán về khảo sát nghiệm phương trình bằng sử

dụng lượng giác hóa.

Bài toán 2.1 (Xem [6]). Chứng minh rằng phương trình

64x6 − 96x4 + 36x2 − 3 = 0

có nghiệm thực x = x0 thoả mãn bất đẳng thức√
2 +
√

2 +
√

2

2
< x0 <

√
2 +
√

2 +
√

3

2
.

Bài giải.

Từ công thức cos2 α =
1 + cos 2α

2
(0 ≤ α ≤ π), ta suy ra

cos
α

4
=

√
1 + cos

α

2
2

=

√√√√√1 +

√
1 + cosα

2

2
=

1

2

√
2 +
√

2 + 2 cosα.

Khi α =
π

4
, thì ta có cos

π

16
=

1

2

√
2 +

√
2 + 2.

√
2

2
=

1

2

√
2 +
√

2 +
√

2.

10
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Khi α =
π

6
, thì ta có cos

π

24
=

1

2

√
2 +

√
2 + 2.

√
3

2
=

1

2

√
2 +
√

2 +
√

3.

Lại có

cos 6t = 4 cos3 2t− 3cos2t = 4(2cos2t− 1)3 − 3(2 cos2 t− 1)

= 32 cos6 t− 48 cos4 t+ 18 cos2 t− 1

nên 64 cos6 t− 96 cos4 t+ 36 cos2−3 = 2 cos 6t− 1.

Từ phương trình 64x6 − 96x4 + 36x2 − 3 = 0, ta xét x ∈ [−1; 1].

Đặt x = cos t, khi đó ta có 2 cos 6t− 1 = 0 ⇒ t =
π

18
.

Do vậy x0 = cos
π

18
là một nghiệm của phương trình.

Ta có
π

24
<

π

18
<

π

16
⇒ cos

π

24
> cos

π

18
> cos

π

16
.

Vậy phương trình 64x6 − 96x4 + 36x2 − 3 = 0 có một nghiệm x0 = cos
π

18
thoả

mãn điều kiện

√
2 +
√

2 +
√

2

2
< x0 <

√
2 +
√

2 +
√

3

2
.

Bài toán 2.2. Cho phương trình x3− px2 + qx− p = 0 với p, q > 0. Chứng minh

rằng nếu phương trình đã cho có ba nghiệm phân biệt x1, x2, x3 lớn hơn 1 thì ta

có bất đẳng thức

p ≥
(

1

4
+

√
2

8

)
(q + 3). (2)

Bài giải.

Giả sử x1 < x2 < x3. Theo Định lí Viète, ta có

 x1 + x2 + x3 = p

x1x2 + x1x3 + x2x3 = q

x1x2x3 = p

Vì
x1 + x2 + x3
x1x2x3

= 1 nên có thể đặt x1 = tanA, x2 = tanB, x3 = tanC với

A,B,C là ba góc của một tam giác và
π

4
≤ A,B,C <

π

2
. Không giảm tính tổng

quát, giả sử A = min {A,B,C} thì π
4
≤ A ≤ π

3
. Khi đó

(2)⇔ tanA tanB tanC ≥ 2 +
√

2

8
(tanA tanB + tanB tanC + tanA tanC + 3)

⇔ 8− 4
√

2 ≥ cotA+ cotB + cotC + 3 cotA cotB cotC

11
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Ta có

cotA+ cotB + cotC + 3 cotA cotB cotC =

= cotA+
2 sinA

cos(B − C) + cosA
+ 3 cotA

cos(B − C)− cosA

cos(B − C) + cosA

≤ cotA+
2 sinA

1 + cosA
+ 3 cotA.

1− cosA

1 + cosA
, do

π

4
≤ A ≤ π

3

≤
1− tan2A

2

2 tan
A

2

+ 2 tan
A

2
+ 3

1− tan2A

2

2 tan
A

2

.tan2A

2
=

1

2 tan
A

2

+ 3 tan
A

2
− 3

2
tan3A

2

Xét hàm số f(t) =
1

2t
+ 3t− 3

2
t3 với ∀t ∈

[√
2− 1;

1√
3

]
.

Ta có f ′(t) = − 1

2t3
+ 3 − 9

2
t2 =

−9t4 + 6t2 − 1

2t2
= −(1− 3t2)

2

2t2
≤ 0 nên f(t) là

hàm nghịch biến trên

[√
2− 1;

1√
3

]
. Suy ra f(t) ≤ f

(√
2− 1

)
= 8− 4

√
2.

Vậy (2) đúng. Do đó ta có điều phải chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và

chỉ khi cos(B − C) = 1 và tan
A

2
=
√

2− 1, tức là A =
π

4
;B =

3π

8
;C =

3π

8
.

Bài toán 2.3. Cho phương trình x3−3x+1 = 0. Chứng minh rằng phương trình

có ba nghiệm x1 < x2 < x3 thoả mãn hệ thức x23 = 2 + x2;x
2
2 = 2 + x1;x

2
1 = 2 + x3.

Bài giải.

Đặt f(x) = x3 − 3x+ 1. Ta có f(−2) < 0, f(−1) > 0, f(1) < 0, f(2) > 0.

Do tính liên tục của f(x) nên f(x) = 0 có ba nghiệm x1, x2, x3 thoả mãn

−2 < x1 < −1 < x2 < 1 < x3 < 2⇒ |xi| < 2, ∀i = 1, 2, 3.

Đặt x = 2 cosα, 0 ≤ α ≤ π. Khi đó 8 cos3 α− 6 cosα + 1 = 0, tức là

cos 3α = −1

2
.

Vì 0 ≤ α ≤ π nên phương trình cos 3α = −1

2
có ba nghiệm

α3 =
2π

9
;α2 =

4π

9
;α1 =

8π

9
.

Vì vậy x1 = 2 cos
8π

9
;x2 = 2 cos

4π

9
;x3 = 2 cos

2π

9
.

Do đó x23 = 2 + x2;x
2
2 = 2 + x1;x

2
1 = 2 + x3.

12
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Bài toán 2.4. Giải phương trình

√
1 +
√

1− x2 = x
(

1 + 2
√

1− x2
)
. (3)

Bài giải. Điều kiện 0 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = sin t với t ∈
[
−π

2
;
π

2

]
. Suy ra

t

2
∈
[
−π

4
;
π

4

]
.

Ta có phương trình

√
1 + cos t = sin t(1 + 2 cos t)

⇔
√

2 cos
t

2
= 2 sin

t

2
. cos

t

2

[
1 + 2

(
1− 2sin2 t

2

)]
Vì

t

2
∈
[
−π

4
;
π

4

]
nên cos

t

2
6= 0.

Vì vậy

(3)⇔ 3 sin
t

2
− 4sin3 t

2
=

√
2

2

⇔ sin
3t

2
= sin

π

4
⇔ 3t

2
=
π

4
+ k2π hoặc

3t

2
=

3π

4
+ k2π (k ∈ Z).

Kết hợp với điều kiện đặt ra, ta được t =
π

6
và t =

π

2
.

Từ đó suy ra x =
1

2
hoặc x = 1.

Vậy tập nghiệm của (3) là
{

1

2
; 1
}
.

Bài toán 2.5. Giải phương trình

√
1 +
√

1− x2.
[√

(1 + x)3 −
√

(1− x)3
]

= 2 +
√

1− x2. (4)

Bài giải.

Điều kiện 1− x2 ≥ 0⇔ −1 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = cos t với 0 ≤ t ≤ π. Suy ra
t

2
∈
[
0;
π

2

]
.
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Ta có phương trình

√
1 + sin t

[√
(1 + cos t)3 −

√
(1− cos t)3

]
= 2 +

√
1− cos2 t

⇔

√(
sin

t

2
+ cos

t

2

)2 (
2
√

2 cos3
t

2
− 2
√

2sin3 t

2

)
= 2 + sin t

⇔ 2
√

2
(

sin
t

2
+ cos

t

2

)(
cos

t

2
− sin

t

2

)(
cos2

t

2
+ cos

t

2
. sin

t

2
+ sin2 t

2

)
= 2 + sin t

⇔
(

cos2
t

2
− sin2 t

2

)(
1 +

1

2
sin t

)
2
√

2 = 2 + sin t

⇔ cos t(2 + sin t).
√

2 = 2 + sin t⇔ (2 + sin t)(
√

2 cos t− 1) = 0

⇔ cos t =

√
2

2
(vì 2 + sin t > 0 với mọi t).

Vậy nghiệm của phương trình (4) là x =

√
2

2
.

Bài toán 2.6. Tìm x trong khoảng (0; 1) thoả mãn phương trình

32x(x2 − 1)(2x2 − 1)
2

= 1− 1

x
. (5)

Bài giải.

Vì x ∈ (0; 1) nên ta đặt x = cos t với t ∈
(

0;
π

2

)
.

Ta có phương trình

32 cos t(cos2 t− 1)(2 cos2 t− 1)
2

= 1− 1

cos t

⇔ −32 cos2 tsin2t cos2 2t = cos t− 1

⇔ 8sin22t cos2 2t = 1− cos t

⇔ 2sin24t = 1− cos t

⇔ cos t = cos 8t

Giải hệ này kết hợp với điều kiện t ∈
(

0;
π

2

)
ta được nghiệm

t1 =
2π

7
; t2 =

2π

9
; t3 =

4π

9
.

Do đó phương trình (5) có ba nghiệm : x1 = cos
2π

7
;x2 = cos

2π

9
;x3 = cos

4π

9
.
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2.2 Xây dựng phương trình đại số dựa vào hệ thức

lượng giác

Từ công thức lượng giác đơn giản cos 3t = sin t, ta có thể tạo ra được những

phương trình vô tỷ.

Từ cos 3t = 4 cos3 t− 3 cos t ta có phương trình vô tỷ 4x3 − 3x =
√

1− x2. (6)

Nếu thay x trong phương trình (6) bởi
1

x
ta sẽ có phương trình vô tỷ khó

hơn 4− 3x2 = x2
√
x2 − 1. (7)

Nếu thay x trong phương trình (6) bởi x− 1 ta sẽ có phương trình vô tỷ khó

4x3 − 12x2 + 9x− 1 =
√

2x− x2. (8)

Tương tự như vậy từ các công thức sin 3x, sin 4x . . . ta cũng có thể xây dựng

các phương trình vô tỷ theo kiểu lượng giác!

Ví dụ 2.1. Từ phương trình lượng giác
1

cos t
+

1

sin t
= 2
√

2 và từ đẳng thức lượng

giác sin2 t + cos2 t = 1 suy ra sin t =
√

1− cos2 t thay thế cos t bởi x, ta sẽ có một

phương trình vô tỷ như sau
1

x
+

1√
1− x2

= 2
√

2.

Vậy ta có bài toán giải phương trình vô tỷ được giải theo phương pháp đặt

ẩn phụ lượng giác như sau.

Bài toán 2.7. Giải phương trình

1

x
+

1√
1− x2

= 2
√

2.

Nhận xét 2.1. Khi đó phương trình này được giải theo phương pháp đặt ẩn

phụ lượng giác.

Ví dụ 2.2. Từ phương trình cos3 t + sin3 t =
√

2 cos t sin t thay thế cos t bởi x ta

được phương trình vô tỷ x3 +
√

(1− x2)3 = x
√

2(1− x2).

Và ta có bài toán giải phương trình vô tỷ

Bài toán 2.8 (Xem [6]). Giải phương trình

x3 +
√

(1− x2)3 = x
√

2(1− x2).

15

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Nhận xét 2.2. Phương trình này được giải theo phương pháp đặt ẩn phụ lượng

giác.

Ví dụ 2.3. Từ phương trình 5 + 3 sin t = 8(cos6 t+ sin6 t) thay thế cos t bởi x, ta

được phương trình vô tỷ 5 + 3
√

1− x2 = 8[x6 + (1− x2)3]. Và ta có bài toán.

Bài toán 2.9. Giải phương trình 5 + 3
√

1− x2 = 8[x6 + (1− x2)3].

Nhận xét 2.3. Từ điều kiện |x| ≤ 1 ta đặt x = cos t; t ∈ [0; π] và ta thu được.

5 + 3 sin t = 8(sin6 t+ cos6 t)⇔ 3 sin t = 8(1− 3 sin2 t cos2 t)− 5

⇔ 3 sin t = 3− 24 sin2 t cos2 t

⇔ sin t = 1− 8 sin2 t cos2 t = 1− 2 sin2 2t = cos 4t

⇔ cos 4t = cos
(
π

2
− t
)
.

Từ phương trình này ta sẽ tìm được t, sau đó suy ra được x.

Bây giờ ta chuyển sang xét lớp phương trình và bất phương trình vô tỉ xuất

phát từ đẳng thức lượng giác.

Ví dụ 2.4. Từ phương trình cos 3t = sin t, t ∈ [0, π], ta thấy phương trình này

tương đương với

4 cos3 t− 3 cos t =
√

1− cos2 t.

Đặt x = cos t ta được bài toán sau.

Bài toán 2.10. Giải phương trình

4x3 − 3x =
√

1− x2.

Bài giải. Điều kiện −1 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = cos t, t ∈ [0, π]⇒ sin t ≥ 0. Phương trình đã cho trở thành

4 cos3 t− 3 cos t = sin t⇔ cos 3t = cos
(
π

2
− t
)

⇔

[
3t =

π

2
− t+ k2π

3t = −π
2

+ t+ k2π
⇔

[
t =

π

8
+ k

π

2
t = −π

4
+ kπ
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Vì t ∈ [0, π] nên ta có t1 =
π

8
, t2 =

5π

8
, t3 =

3π

4
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = cos
π

8
, x2 = cos

5π

8
, x3 = cos

3π

4
= −
√

2

2
·

Bài toán 2.11. Giải phương trình

4x3 − 12x2 + 9x− 1 =
√

2x− x2.

Bài giải. Điều kiện 0 ≤ x ≤ 2. Phương trình đã cho tương đương với

4(x− 1)3 − 3(x− 1) =
√

1− (x− 1)2. (9)

Đặt x− 1 = cos t, t ∈ [0, π]⇒ sin t ≥ 0, phương trình (9) trở thành

4 cos3 t− 3 cos t = sin t⇔ cos 3t = cos
(
π

2
− t
)

⇔

[
3t =

π

2
− t+ k2π

3t = −π
2

+ t+ k2π
⇔

[
t =

π

8
+ k

π

2
t = −π

4
+ kπ

Vì t ∈ [0, π] nên ta có: t1 =
π

8
, t2 =

5π

8
, t3 =

3π

4
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = 1 + cos
π

8
, x2 = 1 + cos

5π

8
, x3 = 1 + cos

3π

4
= 1−

√
2

2
·

Ví dụ 2.5. Từ phương trình cos 3t = cos
t

2
, t ∈ [0, π], ta thấy phương trình này

tương đương với

8 cos3 t− 6 cos t =
√

2(1 + cos t).

Đặt x = 2 cos t, ta được bài toán sau.

Bài toán 2.12. Giải phương trình

x3 − 3x =
√
x+ 2. (10)

Bài giải. Điều kiện x ≥ −2. Nếu x > 2 thì

x3 − 3x = x+ x(x2 − 4) > x >
√

2x =
√
x+ x >

√
x+ 2.
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Vậy x > 2 không thỏa mãn phương trình (10).

Xét −2 ≤ x ≤ 2. Đặt x = 2 cos t, t ∈ [0, π], phương trình (10) trở thành

8 cos3 t− 6 cos t =
√

2(1 + cos t)⇔ 4 cos3 t− 3 cos t = cos
t

2

⇔ cos 3t = cos
t

2
⇔

 3t =
t

2
+ k2π

3t = − t
2

+ k2π
⇔

 t = k
4π

5

t = k
4π

7

Vì t ∈ [0, π] nên ta có t1 = 0, t2 =
4π

7
, t3 =

4π

5
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = 2, x2 = 2 cos
4π

7
, x3 = 2 cos

4π

5
·

Ví dụ 2.6. Từ phương trình sin 3t = cos t, t ∈ [0, π], ta thấy phương trình này

tương đương với

3 sin t− 4 sin3 t = cos t⇔ sin t(3− 4 sin2 t) = cos t.

⇔
√

1− cos2 t(4 cos2 t− 1) = cos t⇔
√

1− cos2 t =
cos t

4 cos2 t− 1
·

Đặt x = cos t ta được bài toán sau

Bài toán 2.13. Giải phương trình√
1− x2 =

x

4x2 − 1
·

Bài giải. Điều kiện −1 ≤ x ≤ 1, x 6= ±1

2
·

Đặt x = cos t, t ∈ [0, π] \ {π
3

;
2π

3
} nên sin t ≥ 0. Phương trình đã cho trở thành√

1− cos2 t =
cos t

4 cos2 t− 1
⇔
√

1− cos2 t
(
4 cos2 t− 1

)
= cos t

⇔ sin t
(
3− 4 sin2 t

)
= cos t⇔ 3 sin t− 4 sin3 t = cos t

⇔ sin 3t = cos t⇔ sin 3t = sin
(
π

2
− t
)

⇔

[
3t =

π

2
− t+ k2π

3t = π − π

2
+ t+ k2π

⇔

[
t =

π

8
+ k

π

2
t =

π

4
+ kπ
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Vì t ∈ [0, π] nên ta có: t1 =
π

8
, t2 =

5π

8
, t3 =

π

4
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = cos
π

8
, x2 = cos

5π

8
, x3 = cos

π

4
=

√
2

2
·

Ví dụ 2.7. Từ phương trình sin 5t = cos t, t ∈ [0, π], ta thấy phương trình này

tương đương với

16 sin5 t− 20 sin3 t+ 5 sin t = cos t

⇔ sin t(16 sin4 t− 20 sin2 t+ 5) = cos t

⇔ sin t
[
16(1− sin2 t)2 − 12(1− sin2 t) + 1

]
= cos t

⇔ sin t(16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1) = cos t

⇔
√

1− cos2 t =
cos t

16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1
·

Đặt x = cos t, ta được bài toán sau

Bài toán 2.14. Giải phương trình√
1− x2 =

x

16x4 − 12x2 + 1
·

Bài giải. Điều kiện −1 ≤ x ≤ 1, 16x4 − 12x2 + 1 6= 0.

Đặt x = cos t, t ∈ [0, π], 16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1 6= 0 nên sin t ≥ 0.

Phương trình đã cho trở thành√
1− cos2 t =

cos t

16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1

⇔
√

1− cos2 t
(
16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1

)
= cos t

⇔ sin t
[
16(1− sin2 t)2 − 12(1− sin2 t) + 1

]
= cos t

⇔ sin t
(
16 sin4 t− 20 sin2 t+ 5

)
= cos t

⇔16 sin5 t− 20 sin3 t+ 5 sin t = cos t⇔ sin 5t = cos t

⇔ sin 5t = sin
(
π

2
− t
)
⇔

[
t =

π

12
+ k

π

3
t =

π

8
+ k

π

2

Vì t ∈ [0, π] nên ta có:

t1 =
π

12
, t2 =

π

8
, t3 =

5π

12
, t4 =

5π

8
, t5 =

9π

12
·
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = cos
π

12
, x2 = cos

π

8
, x3 = cos

5π

12
, x4 = cos

5π

8
, x5 = cos

3π

4
·

Ví dụ 2.8. Từ phương trình sin 5t = cos 3t, t ∈ [0, π], ta thấy phương trình này

tương đương với

16 sin5 t− 20 sin3 t+ 5 sin t = cos 3t

⇔ sin t(16 sin4 t− 20 sin2 t+ 5) = 4 cos3 t− 3 cos t

⇔ sin t
[
16(1− sin2 t)2 − 12(1− sin2 t) + 1

]
= 4 cos3 t− 3 cos t

⇔ sin t(16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1) = 4 cos3 t− 3 cos t

⇔
√

1− cos2 t
(
16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1

)
= 4 cos3 t− 3 cos t.

Đặt x = cos t ta được bài toán sau

Bài toán 2.15. Giải phương trình√
1− x2

(
16x4 − 12x2 + 1

)
= 4x3 − 3x.

Bài giải. Điều kiện −1 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = cos t, t ∈ [0, π] nên sin t ≥ 0. Phương trình đã cho trở thành√
1− cos2 t

(
16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1

)
= 4 cos3 t− 3 cos t

⇔ sin t
(
16 cos4 t− 12 cos2 t+ 1

)
= 4 cos3 t− 3 cos t

⇔ sin t
[
16(1− sin2 t)2 − 12(1− sin2 t) + 1

]
= cos 3t

⇔ sin t
(
16 sin4 t− 20 sin2 t+ 5

)
= cos 3t

⇔16 sin5 t− 20 sin3 t+ 5 sin t = cos 3t⇔ sin 5t = cos 3t

⇔ sin 5t = sin
(
π

2
− 3t

)
⇔

[
t =

π

16
+ k

π

4
t =

π

4
+ kπ

(k ∈ Z)

Vì t ∈ [0, π] nên ta có:

t1 =
π

16
, t2 =

π

4
, t3 =

5π

16
, t4 =

9π

16
, t5 =

13π

16
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = cos
π

16
, x2 = cos

π

4
, x3 = cos

5π

16
, x4 = cos

9π

16
, x5 = cos

13π

16
·
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Ví dụ 2.9. Từ phương trình sin
(

3t− π

4

)
= sin

(
t+

π

4

)
, t ∈ [0, π], ta thấy

phương trình này tương đương với

sin 3t− cos 3t = sin t+ cos t

⇔3 sin t− 4 sin3 t− 4 cos3 t+ 3 cos t = sin t+ cos t

⇔2 cos t+ 3 sin t− 4 sin3 t = 4 cos3 t+ sin t

⇔2 cos t+ sin t(3− 4 sin2 t) = 4 cos3 t+ sin t

⇔2 cos t+
√

1− cos2 t
(
4 cos2 t− 1

)
= 4 cos3 t+

√
1− cos2 t.

Đặt x = cos t ta được bài toán sau

Bài toán 2.16. Giải phương trình

2x+ (4x2 − 1)
√

1− x2 = 4x3 +
√

1− x2.

Bài giải. Điều kiện −1 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = cos t, t ∈ [0, π] nên sin t ≥ 0. Phương trình đã cho trở thành

2 cos t+ (4 cos2 t− 1)
√

1− cos2 t = 4 cos3 t+
√

1− cos2 t

⇔2 cos t+ sin t
[
4(1− sin2t)− 1

]
= 4 cos3 t+ sin t

⇔2 cos t+ sin t(3− 4 sin2 t) = 4 cos3 t+ sin t

⇔3 sin t− 4 sin3 t− 4 cos3 t+ 3 cos t = sin t+ cos t

⇔ sin 3t− cos 3t = sin t+ cos t⇔ sin
(

3t− π

4

)
= sin

(
t+

π

4

)
⇔ sin 5t = sin

(
π

2
− 3t

)
⇔

[
t =

π

16
+ k

π

4
t =

π

4
+ kπ

Vì t ∈ [0, π] nên ta có:

t1 =
π

16
, t2 =

π

4
, t3 =

5π

16
, t4 =

9π

16
, t5 =

13π

16
·

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:

x1 = cos
π

16
, x2 = cos

π

4
, x3 = cos

5π

16
, x4 = cos

9π

16
, x5 = cos

13π

16
·
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Ví dụ 2.10 (Xem [6]). Giải hệ phương trình2x+ x2y = y

2y + y2z = z

2z + z2x = x

(11)

Bài giải.

Nếu x2 = 1 thì từ phương trình đầu của hệ ta có ±2 = 0 (vô lý).

Vậy x2 6= 1.

Tương tự ta cũng có y2 6= 1, z2 6= 1. Do đó

(11)⇔


y =

2x

1− x2
z =

2y

1− y2

x =
2z

1− z2

(12)

Đặt x = tan t, t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
\ {±π

4
}, khi đó (12) trở thành

y =
2 tan t

1− tan2 t
= tan 2t

z =
2 tan 2t

1− tan2 2t
= tan 4t

x =
2 tan 4t

1− tan2 4t
= tan 8t (∗)

Từ x = tan t và từ (*) ta có tan 8t = tan t⇔ 8t = t+ kπ ⇔ t = k
π

7
·

Vì t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
\ {±π

4
} nên ta được k ∈ {±3,±2,±1, 0} .

Vậy hệ phương trình đã cho có 7 nghiệm là
x = tan

kπ

7

y = tan
k2π

7

z = tan
k4π

7

, k ∈ {±3,±2,±1, 0} .

Ví dụ 2.11 (Xem [6]). Giải hệ phương trình3
(
x+

1

x

)
= 4

(
y +

1

y

)
= 5
(
z +

1

z

)
xy + yz + zx = 1

(13)

Bài giải.

Nhận xét rằng nếu (x, y, z) là một nghiệm của hệ thì (−x,−y,−z) cũng là nghiệm
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và x, y, z phải cùng dấu.

Giả sử rằng x > 0, y > 0, z > 0. Từ (13) ta suy ra

3

(
x2 + 1

2x

)
= 4

(
y2 + 1

2y

)
= 5

(
z2 + 1

2z

)
·

Đặt x = tan
α

2
, y = tan

β

2
, z = tan

γ

2
, (α, β, γ ∈ (0, π)).

Ta có
1

sinα
=
x2 + 1

2x
,

1

sin β
=
y2 + 1

2y
,

1

sin γ
=
z2 + 1

2z
·

Suy ra
3

sinα
=

4

sin β
=

5

sin γ
· (14)

Ta chứng minh rằng nếu tan a tan b+tan b tan c+tan c tan a = 1 thì tan(a+b+c)

không xác định.

Thật vậy, ta có

tan(a+ b+ c) =
tan(a+ b) + tan c

1− tan(a+ b) tan c

=
tan(a+ b) + tan c

1− tan a+ tan b

1− tan a tan b
tan c

=
[tan(a+ b) + tan c] (1− tan a tan b)

1− [tan a tan b+ tan a tan c+ tan b tan c]
·

Vì tan a tan b+ tan b tan c+ tan c tan a = 1 nên tan(a+ b+ c) không xác định.

Áp dụng điều này ta có xy + yz + zx = 1 nên tan

(
α + β + γ

2

)
không xác định.

Vì α, β, γ ∈ (0, π) ta suy ra α + β + γ = π hay chúng là 3 góc của một tam giác.

Theo (14) và theo định lý sin ta có thể giả thiết 3 cạnh của tam giác đó là 3, 4, 5.

Từ đó

x = tan
α

2
=

1− cosα

sinα
=

1− 4

5
3

5

=
1

3
·

y = tan
β

2
=

1− cos β

sin β
=

1− 3

5
4

5

=
1

2
·

z = tan
γ

2
=

1− cos γ

sin γ
=

1− 0

1
= 1·
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Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là
(

1

3
,
1

2
, 1
)
và
(
−1

3
,−1

2
,−1
)
.

Ví dụ 2.12 (Xem [6]). Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm{
|x|+ |y| = 1 (∗∗)
x2 + y2 = m

(15)

Bài giải. Từ phương trình (**) ta có |x| ≤ 1, |y| ≤ 1. Do đó ta có thể đặt

|x| = sin2 t, |y| = cos2 t.

Khi đó phương trình (**) trở thành: sin2 t+cos2 t = 1 (luôn đúng với mọi t ∈ R).
Từ đó ta có hệ phương trình (15) tương đương với:

sin4 t+ cos4 t = m (16)

⇔
(
sin2 t+ cos2 t

)2 − 2 sin2 t cos2 t = m

⇔ 1− 1

2
. sin2 2t = m

⇔ cos 4t = 4m− 3 (17)

Hệ đã cho có nghiệm ⇔ Phương trình (17) có nghiệm ⇔ −1 ≤ 4m− 3 ≤ 1.

⇔ 1

2
≤ m ≤ 1.

2.3 Sử dụng lượng giác để khảo sát bất phương

trình

Trong phần này ta thường dùng các phép đặt

x = sin t, x = cos t, x = tan t, . . .

được thể hiện qua các ví dụ sau:

Các ví dụ
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Ví dụ 2.13. Giải bất phương trình

1

1− x2
>

3x√
1− x2

− 1. (18)

Bài giải. Điều kiện 1− x2 > 0⇔ −1 < x < 1.

Đặt x = sin t, t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
nên cos t > 0.

Bất phương trình (18) trở thành

1

1− sin2 t
>

3 sin t√
1− sin2 t

− 1

⇔ 1

cos2 t
>

3 sin t

cos t
− 1⇔ tan2 t− 3 tan t+ 2 > 0

⇔
[

tan t < 1
tan t > 2

⇔

[
−π

2
< t <

π

4
arctan 2 < t <

π

2

Do đó

(18)⇔

 sin
(
−π

2

)
< x < sin

(
π

4

)
sin (arctan 2) < x < sin

(
π

2

) ⇔ [ −1 < x <

√
2

2
sin (arctan 2) < x < 1

(Do hàm số sin đồng biến trên khoảng
(
−π

2
,
π

2

)
·)

Mặt khác sin (arctan 2) =
tan(arctan 2)√

1 + tan2(arctan 2)
=

2√
5
·

Vậy bất phương trình (18) có nghiệm là

−1 < x <

√
2

2
hoặc

2√
5
< x < 1.

Ví dụ 2.14 (Xem [6]). Giải bất phương trình√
x2 + a2 ≤ x+

2a2√
x2 + a2

· (19)

Bài giải. Tập xác định D = R.
Đặt x = |a| tanα, α ∈

(
−π

2
,
π

2

)
. Khi đó bất phương trình (19) có dạng

|a|
cosα

≤ |a| tanα +
2a2

|a|
cosα

⇔ 1 ≤ sinα + 2 cos2 α⇔ 2 sin2 α− sinα− 1 ≤ 0
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⇔ −1

2
≤ sinα ≤ 1⇔ tanα ≥ − 1√

3
⇔ x ≥ |a|√

3
·

Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm là: x ≥ |a|√
3
·

Ví dụ 2.15 (Xem [6]). Tìm m để bất phương trình sau có nghiệm

√
x+
√

1− x > m
√
x− x2 + 1.

Bài giải. Điều kiện 0 ≤ x ≤ 1.

Đặt x = cos2 t, t ∈ [0,
π

2
], ta thu được bất phương trình

cos t+ sin t > m sin t cos t+ 1. (20)

Đặt u = cos t+ sin t, u ∈ [1,
√

2] nên sin t cos t =
u2 − 1

2
·

Khi đó (20) trở thành

2u > m(u2 − 1) + 2⇔ 2(u− 1) > m(u2 − 1). (21)

• Nếu u = 1 thì (21)⇔ 2.0 > m.0 (vô lý). Suy ra bất phương trình không có

nghiệm u = 1.

• Nếu u ∈
(
1;
√

2
]
thì ta có u− 1 > 0, u+ 1 > 0 nên

(21)⇔ m <
2

u+ 1
= f(u).

Bất phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi bất phương trình (20)

có nghiệm t ∈ [0,
π

2
] hay là (21) có nghiệm u ∈ [1,

√
2].

Điều kiện cần và đủ để xảy ra điều đó là m < max
(1,
√
2]
f(u).

Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi m < 1.

Bài tập tương tự

Bài tập 2.1 (Xem [6]). Giải các phương trình sau

1) 3
√

6x+ 1 = 8x3 − 4x− 1.
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2) (1−m2)x + (2m)x = (1 +m2)x, (0 < m < 1).

3)
(
3 + 2

√
2
)x

=
(√

2− 1
)x

+ 3.

4) 3x
3+x+2 + (x3 − 3x+ 1).32x−x

3

= 34x+1.

Bài tập 2.2. Giải các hệ phương trình sau

1)

{
x3(1 + 3y) = 8

x(y3 − 1) = 6

2)

x
3 − 3x = y(1− 3x2)

y3 − 3y = z(1− 3y2)

z3 − 3z = x(1− 3z2)

3)


(x2 + xy)(y + 2z) =

1

8

x2 + y2 + 3xy + 4xz + 2yz = −3

4
x+ y + z = 0

(x < 0 < y, z).

4)


x− 1

x
= 2y

y − 1

y
= 2z

z − 1

z
= 2x

.

Bài tập 2.3 (Xem [6]). Chứng minh rằng phương trình 16x5− 20x3 + 5x+ 2 = 0

có nghiệm duy nhất. Tìm nghiệm đó.

Bài tập 2.4 (Xem [6]). Phương trình 8x(1−2x2)(8x4−8x2 +1) = 1 có bao nhiêu

nghiệm nằm trong khoảng (0; 1)?
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Chương 3

Bất đẳng thức đại số và các bài
toán cực trị giải bằng biến đổi
lượng giác

Ta nhắc lại một số bất đẳng thức lượng giác quen biết trong chương trình

toán phổ thông.

Tính chất 3.1. Với mọi tam giác ABC ta có

cosA+ cosB + cosC ≤ 3

2
. (3.1)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.

Tính chất 3.2. Với mọi tam giác ABC ta có

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≤ 3
√

3

2
. (3.2)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.

Tính chất 3.3. Với mọi tam giác ABC ta có

sinA+ sinB + sinC ≤ 3
√

3

2
. (3.3)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.

Tính chất 3.4. Với mọi tam giác ABC ta có

sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2
≤ 3

2
. (3.4)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.
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Tính chất 3.5. Với mọi tam giác ABC ta có

tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
≥ 1. (3.5)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.

Tính chất 3.6. Với mọi tam giác ABC nhọn, ta có

cot2A+ cot2B + cot2C ≥ 1. (3.6)

Dấu đẳng thức xảy ra khi tam giác ABC đều.

3.1 Bất đẳng thức đại số giải bằng biến đổi lượng

giác

Trong phần này ta chứng minh một số bất đẳng thức đại số có điều kiện ràng

buộc ban đầu.

Bài toán 3.1 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều

kiện:

a+ b+ c = 1.

Chứng minh rằng:
a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
≤ 9

4
.

Nhận xét 3.1. Từ điều kiện giả thiết và bất đẳng thức cần chứng minh ta nhận

thấy vai trò của các biến a, b, c như nhau, nhưng bất đẳng thức cần chứng minh

không thuần nhất sẽ tạo cho học sinh biến đổi để sử dụng các bất đẳng thức cổ

điển như Cauchy, Bunhiacopski. . . rất khó khăn. Việc biến đổi giả thiết và bất

đẳng thức cần chứng minh về dạng:

a+ b+ c =

√
bc

a

√
ca

b
+

√
ca

b

√
ab

c
+

√
ab

c

√
bc

a
= 1

a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
=

1

1 +
bc

a

+
1

1 +
ca

b

+
1

1 +
ab

c

Và áp dụng bất đẳng thức (3.1), ta có lời giải sau.

29

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Bài giải. Ta có

a+ b+ c =

√
bc

a

√
ca

b
+

√
ca

b

√
ab

c
+

√
ab

c

√
bc

a
= 1. (22)

Đặt √
bc

a
= tan

A

2
,

√
ca

b
= tan

B

2
,

√
ab

c
= tan

C

2
; A,B,C ∈ (0; π) .

Từ giả thiết (22) và (1.3), ta có A+B + C = π.

Áp dụng bất đẳng thức (3.1), ta có

a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
=

1

1 + tan2A

2

+
1

1 + tan2B

2

+
1

1 + tan2C

2

= cos2
A

2
+ cos2

B

2
+ cos2

C

2

=
1

2
(cosA+ cosB + cosC) +

3

2
≤ 3

4
+

3

2
=

9

4

Suy ra
a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
≤ 9

4
.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c =
1

3
.

Hoàn toàn tương tự như bài toán 3.1 ta sẽ có được lời giải bài toán 3.2.

Bài toán 3.2 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi, thỏa mãn điều

kiện:

a+ b+ c = 1

Chứng minh rằng:

√
3

(
bc

a+ bc
−
√
abc

c+ ab

)
+

√
abc

b+ ca
≥ 2
√

3− 5

4
.

Bài giải.

Ta có

a+ b+ c =

√
bc

a

√
ca

b
+

√
ca

b

√
ab

c
+

√
ab

c

√
bc

a
= 1. (23)

Đặt: √
bc

a
= tan

A

2
,

√
ca

b
= tan

B

2
,

√
ab

c
= tan

C

2
; A,B,C ∈ (0; π) .
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Từ giả thiết (23) và (1.3), ta có A+B + C = π

Ta có

Q =
√

3

 tan2A

2

1 + tan2A

2

−
tan

C

2

1 + tan2C

2

+
tan

B

2

1 + tan2B

2

=
√

3

(
sin2A

2
− 1

2
sinC

)
+

1

2
sinB

=

√
3

2
(1− cosA− sinC) +

1

2
sinB

= −1

2

(√
3 cosA− sinB +

√
3 sinC

)
+

√
3

2
≥ −5

4
+

√
3

2

Suy ra

minQ =
2
√

3− 5

4
, khi

 A = B =
π

6

C =
2π

3

⇔
{

a = b = 2
√

3− 3

c = 7− 4
√

3
.

Bài toán 3.3 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều

kiện:

ab+ bc+ ca = abc.

Chứng minh rằng:

a

a+ bc
+
√

3

(
b

b+ ca
+

c

c+ ab

)
≥ 4
√

3− 3

4
.

Nhận xét 3.2. Ta biến đổi giả thiết và bất đẳng thức cần chứng minh về dạng:

ab+ bc+ ca = abc⇔
√
bc

a
+

√
ca

b
+

√
ab

c
=

√
bc

a

√
ca

b

√
ab

c
.

Và

a

a+ bc
+
√

3

(
b

b+ ca
+

c

c+ ab

)
=

1

1 +
bc

a

+
√

3

 1

1 +
ca

b

+
1

1 +
ab

c

 .

Ta có lời giải sau.

Bài giải.
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Ta có

ab+ bc+ ca = abc⇔
√
bc

a
+

√
ca

b
+

√
ab

c
=

√
bc

a

√
ca

b

√
ab

c
(24)

Đặt √
bc

a
= tanA,

√
ca

b
= tanB,

√
ab

c
= tanC ; A,B,C ∈

(
0;
π

2

)
.

Từ giả thiết (24) và (1.4), ta có A+B + C = π.

Ta có

a

a+ bc
+
√

3(
b

b+ ca
+

c

c+ ab
) =

1

1 + tan2A
+
√

3(
1

1 + tan2B
+

1

1 + tan2C
)

= cos2A+
√

3(cos2B + cos2C) =
1

2

(
cos 2A+

√
3(cos 2B + cos 2C)

)
+

1

2
+
√

3

≥ −5

4
+

1

2
+
√

3 =
4
√

3− 3

4

Vậy
a

a+ bc
+
√

3

(
b

b+ ca
+

c

c+ ab

)
≥ 4
√

3− 3

4
.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A =
π

6

B = C =
5π

12

→

{
a = 7 + 4

√
3

b = c =
3 + 2

√
3

3

Bài toán 3.4 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều

kiện:

abc = a+ b+ c+ 2.

Chứng minh rằng:

2
(√

ab+
√
bc+

√
ca
)
≤ 4 + abc.

Nhận xét 3.3. Sử dụng phép biến đổi

abc = a+ b+ c+ 2⇔ 1

bc
+

1

ca
+

1

ab
+ 2

1

abc
= 1.

Ta nhận thấy do a, b, c là ba số thực dương, suy ra

1

bc
,

1

ca
,

1

ab
∈ (0; 1) .
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Ta có lời giải bài toán.

Bài giải.

Từ điều kiện ta có
1

bc
+

1

ca
+

1

ab
+ 2

1

abc
= 1.

Do a, b, c là ba số thực dương, suy ra

1

bc
,

1

ca
,

1

ab
∈ (0; 1) .

Đặt
1√
bc

= cosA,
1√
ca

= cosB,
1√
ab

= cosC; A,B,C ∈
(

0;
π

2

)
.

Từ điều kiện bài toán, ta có

cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA. cosB. cosC = 1 (25)

Từ giả thiết (25) và (1.2), ta có A+B + C = π.

Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức

2
(

1

cosA
+

1

cosB
+

1

cosC

)
≤ 4 +

1

cosA cosB cosC

⇔ 2 (cosB cosC + cosC cosA+ cosA cosB) ≤ 4 cosA cosB cosC + 1

Bất đẳng thức trên đúng.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

A = B = C =
π

3
↔ a = b = c = 2.

Bài toán 3.5. (Iran-2005). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều

kiện:
1

a2 + 1
+

1

b2 + 1
+

1

c2 + 1
= 2.

Chứng minh rằng: ab+ bc+ ca ≤ 3

2
.

Nhận xét 3.4. * Nhìn vào giả thiết của bài toán ta rất khó hình dung ra đây

là bài toán có mối quan hệ với các đẳng thức, bất đẳng thức lượng giác.

* Nhưng nếu sử dụng phép biến đổi từ giả thiết:

(ab)2 + (bc)2 + (ca)2 + 2(abc)2 = 1.
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Và nhận thấy a, b, c là ba số thực dương, suy ra

ab, bc, ca ∈ (0; 1) .

Đặt

bc = cosA, ca = cosB, ab = cosC; A,B,C ∈
(

0;
π

2

)
.

Từ điều kiện bài toán, ta có

cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA cosB cosC = 1. (26)

Từ giả thiết (26) và (1.2), ta có A+B + C = π.

Bài giải.

Bất đẳng thức cần chứng minh đưa về bất đẳng thức lượng giác cơ bản trong

tam giác:

cosA+ cosB + cosC ≤ 3

2
.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều.

Vậy bất đẳng thức cần chứng minh đúng, dầu đẳng thức xảy ra khi và chỉ

khi

a = b = c =

√
2

2

Nhận xét 3.5. • Hoàn toàn tương tự ta cũng có thể xây dựng và chứng minh

được các bất đẳng thức đại số có điều kiện ràng buộc ban đầu xuất phát từ các

hệ thức lượng giác và các bất đẳng thức lượng giác khác trong tam giác.

Bài toán 3.6. Cho a, b, c, d liên hệ bởi: a = c
√

1− d2; b = d
√

1− c2. (27)

Chứng minh rằng: |a|+ |b| ≤ 1.

Bài giải.

Điều kiện có nghĩa: |c| ≤ 1; |d| ≤ 1.

Từ (27) ta có |a| = |c| .
√

1− |d|2, |b| = |d| .
√

1− |c|2.

Đặt |c| = cosα; |d| = cos β với 0 ≤ α, β ≤ π

2
.

Ta có

|a|+ |b| = cosα
√

1− cos2 β + cos β
√

1− cos2 α

= cosα sin β + cos β sinα

= sin(α + β) ≤ 1.
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Bài toán 3.7 (Xem [6]). Cho bốn số u, v, x, y thoả mãn điều kiện:

u2 + v2 = x2 + y2 = 1.

Chứng minh rằng: |u(x+ y) + v(x− y)| ≤
√

2.

Bài giải.

Đặt


u = sinα

v = cosα

x = sin β

y = cos β

và A = |u(x+ y) + v(x− y)|.

Ta có

A = |sinα (sin β + cos β) + cosα (sin β − cos β)|

= |sin (α + β)− cos (α + β)|

=
∣∣∣√2 sin

(
α + β − π

4

)∣∣∣ ≤ √2

Vậy |u(x+ y) + v (x− y)| ≤
√

2 (điều phải chứng minh).

Bài toán 3.8. Cho a > 0, b > 0 và a+ b = 1. Chứng minh rằng:

a, ab ≤ 1

4
;

b,
2

3
≤ a

b+ 1
+

b

a+ 1
≤ 1.

Dấu “=” xảy ra khi nào?

Bài giải.

Từ giả thiết a > 0, b > 0 và a+ b = 1, suy ra tồn tại góc α thuộc [0; π] sao cho{
a = cos2 α

b = sin2α

a, Ta có ab = sin2α.cos2α =
1

4
sin22α ≤ 1

4
(điều phải chứng minh).

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi sin22α = 1 ⇔

 α =
π

4

α =
3π

4

tức là a = b =
1

2
.

b, Ta có

a

b+ 1
+

b

a+ 1
=

cos2 α

1 + sin2α
+

sin2α

1 + cos2 α
=

cos4 α + cos2 α + sin4α + sin2α

(1 + sin2α)(1 + cos2 α)

=
2− 2sin2α cos2 α

2 + sin2α cos2 α
≤ 1
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi sinα cosα = 0 tức là a = 1; b = 0 hoặc a = 0;

b = 1.

Lại có

a

b+ 1
+

b

a+ 1
− 2

3
=

2− 1

2
sin22α

2 +
1

4
sin22α

− 2

3
=

2(1− sin22α)

3
(

2 +
1

4
sin22α

) ≥ 0; ∀α ∈ [0; π].

Từ đó suy ra dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi sin22α = 1 ⇔

 α =
π

4

α =
3π

4

tức là a = b =
1

2
.

Vậy
a

b+ 1
+

b

a+ 1
≥ 2

3
.

Dấu “=” xảy ra khi a = b =
1

2
.

Bài toán 3.9. Cho a, b, x, y > 0 thoả mãn điều kiện:
a

x
+
b

y
= 1.

Chứng minh rằng: x+ y ≥
(√

a+
√
b
)2
.

Bài giải.

Vì a, b, x, y > 0 và
a

x
+
b

y
= 1 nên ∃α ∈

(
0;
π

2

)
sao cho :


a

x
= cos2 α

b

y
= sin2α

.

Suy ra

 x =
a

cos2 α

y =
b

sin2α

và
x

y
=
a

b
tan2α.

Ta có

x+ y =
a

cos2 α
+

b

sin2α
= a(1 + tan2α) + b(1 + cot2α)

= a+ b+ atan2α + bcot2α ≥ a+ b+ 2
√
abcot2αtan2α

hay x+ y ≥
(√

a+
√
b
)2

Dấu “=” xảy ra khi

atan2α = bcot2α =
b

tan2α

⇔ tan4α =
b

a
⇔ tan2α =

√
b

a

⇔ x

y

b

a
=

√
b

a
⇔ x

y
=

√
a

b
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Bài toán 3.10. Cho |a| ≥ 1; |b| ≥ 1.

Chứng minh rằng:
√
a2 − 1 +

√
b2 − 1 ≤ |ab|. (28)

Bài giải.

Vì |a| ≥ 1; |b| ≥ 1 nên ab 6= 0.

(28) ⇔
∣∣∣∣√a2 − 1 +

√
b2 − 1

ab

∣∣∣∣ ≤ 1.

Vì |a| ≥ 1; |b| ≥ 1 nên ta có thể đặt a =
1

cosα
; b =

1

cos β

với α, β ∈
[
0;
π

2

)
∪
[
π;

3π

2

)
.

Khi đó

√
a2 − 1 +

√
b2 − 1

ab
=

√
1

cos2 α
− 1 +

√
1

cos2 β
− 1

1

cosα

1

cos β

=
tanα + tan β

1

cosα

1

cos β

= cosα cos β(tanα + tan β) = sin(α + β)

Vậy

∣∣∣∣√a2 − 1 +
√
b2 − 1

ab

∣∣∣∣ = |sin(α + β)| ≤ 1, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 3.11. Chứng minh rằng:√
1 +
√

1− x2
[√

(1 + x)3 −
√

(1− x)3
]
≤ 2
√

2 +
√

2− 2x2.

Bài giải.

Điều kiện có nghĩa |x| ≤ 1.

Đặt x = cosα với α ∈ [0; π].

Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng

√
1 + sinα

[√
(1 + cosα)3 −

√
(1− cosα)3

]
≤ 2
√

2 +
√

2 sinα

⇔ 2
√

2
(

cos
α

2
+ sin

α

2

)(
cos3

α

2
− sin3α

2

)
≤
√

2(2 + sinα)

⇔
√

2 cosα(2 + sinα) ≤
√

2(2 + sinα)

⇔ (2 + sinα)(cosα− 1) ≤ 0(luôn đúng với mọi α ∈ [0, π] ).

Bài toán được chứng minh.
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Bài toán 3.12. Chứng minh rằng với mọi x, y ta có:

−1

4
≤ (x2 − y2)(1− x2y2)

(1 + x2)
2
(1 + y2)

2
≤ 1

4
.

Bài giải.

Đặt x = tanα; y = tan β với −π
2
< α, β <

π

2
.

Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng

−1

4
≤ (tan2α− tan2β)(1− tan2αtan2β)

(1 + tan2α)
2
(1 + tan2β)

2
≤ 1

4
.

Thật vậy đặt A =
(tan2α− tan2β)(1− tan2αtan2β)

(1 + tan2α)
2
(1 + tan2β)

2
.

Ta có

A =

sin2α cos2 β − sin2β cos2 α

cos2 α cos2 β
.
cos2 α cos2 β − sin2αsin2β

cos2 α cos2 β
1

cos4 α cos4 β

= sin(α− β) sin(α + β) cos(α + β) cos(α− β)

=
1

4
sin [2(α− β)] sin [2(α + β)]

Do đó

−1

4
≤ (tan2α− tan2β)(1− tan2αtan2β)

(1 + tan2α)
2
(1 + tan2β)

2
≤ 1

4
.

+, A =
1

4
khi và chỉ khi hoặc

{
sin [2(α− β)] = 1

sin [2(α + β)] = 1
hoặc

{
sin [2(α− β)] = −1

sin [2(α + β)] = −1

Chẳng hạn,

{
2(α− β) =

π

2
2(α + β) =

π

2

hoặc

{
2(α− β) = −π

2
2(α + β) = −π

2
hay α = ±π

4
; β = 0, tức là : x = ±1; y = 0.

+, A = −1

4
khi và chỉ khi hoặc

{
sin [2(α− β)] = 1

sin [2(α + β)] = −1
hoặc

{
sin [2(α− β)] = −1

sin [2(α + β)] = 1

Chẳng hạn:

{
2(α− β) =

π

2
2(α + β) = −π

2

hoặc

{
2(α− β) = −π

2
2(α + β) =

π

2
hay α = 0; β = ±π

4
tức là : x = 0; y = ±1.

Bài toán 3.13 (Xem [6]). Cho các số x, y, z thoả mãn:

{
0 < x, y, z < 1

xy + yz + zx = 1
.
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Chứng minh rằng:
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
≥ 3
√

3

2
.

Bài giải.

Đặt A =
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
.

Vì 0 < x,y,z < 1 nên ta đặt x = tanα; y = tan β; z = tan γ, với 0 < α, β, γ <
π

4
.

Từ giả thiết: xy + yz + zx = 1, ta có tanα tan β + tan β tan γ + tan γ tanα = 1

⇔ tan β(tanα + tan γ) = 1− tanα tan γ.

Vì 0 < α, β, γ <
π

4
nên tanα, tan β, tan γ > 0 suy ra

tan β(tanα + tan γ) > 0

nên tanα tan γ = 1 không là nghiệm hay 1− tanα tan γ 6= 0.

Do đó

tan β

(
tanα + tan γ

1− tanα tan γ

)
= 1

⇔ tan β tan(α + γ) = 1

(vì 0 < α, β, γ <
π

4
nên 0 < α + γ <

π

2
do đó tan(α + γ) được xác định)

hay sin β sin(α + γ) = cos β cos(α + γ) ⇔ cos(α + β + γ) = 0⇔ α + β + γ =
π

2
.

Vì vậy

2A =
2x

1− x2
+

2y

1− y2
+

2z

1− z2

=
2 tanα

1− tan2α
+

2 tan β

1− tan2β
+

2 tan γ

1− tan2γ

= tan 2α + tan 2β + tan 2γ

Mặt khác α + β + γ =
π

2
nên tan(2α + 2β) = tan(π − 2γ).

Cũng do 0 < α, β, γ <
π

4
nên tan 2α tan 2β tan 2γ có nghĩa nên

tan 2α + tan 2β

1− tan 2α tan 2β
= − tan 2γ

⇔ tan 2α + tan 2β + tan 2γ = tan 2α. tan 2β. tan 2γ.

Do đó 2A = tan 2α + tan 2β + tan 2γ = tan 2α. tan 2β. tan 2γ

hay 2A =
2x

1− x2
+

2y

1− y2
+

2z

1− z2
=

2x

1− x2
.

2y

1− y2
.

2z

1− z2
.
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Suy ra 2A ≥ 3 3

√
2x

1− x2
.

2y

1− y2
.

2z

1− z2
= 3 3
√

2A

hay

8A3 ≥ 27.2A.

Vậy A ≥ 3
√

3

2
, bất đẳng thức được chứng minh.

Bài toán 3.14. Cho nhị thức ax+ b thoả mãn điều kiện√
1− x2 |ax+ b| ≤ 1,∀x ∈ [−1; 1] .

Chứng minh rằng :

1, |a| ≤ 2.

2, |ax+ b| ≤ 2, ∀x ∈ [−1; 1].

Bài giải.

1, Đặt x = cos t, từ giả thiết ta có |sin t(a cos t+ b)| ≤ 1, ∀t.

Do đó

với t =
π

4
ta có

∣∣∣∣a.12 +
b√
2

∣∣∣∣ ≤ 1

với t =
3π

4
ta có

∣∣∣∣−a.12 +
b√
2

∣∣∣∣ ≤ 1.

Mặt khác:

|a| =
∣∣∣∣a.12 +

b√
2
−
(
−a.1

2
+

b√
2

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣a.12 +
b√
2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣−a.12 +
b√
2

∣∣∣∣ ≤ 2.

Vậy |a| ≤ 2 (điều phải chứng minh).

2, Nếu

√
3

2
< x ≤ 1 thì

|ax+ b| =
∣∣∣∣(a2 +

b√
2

)(
x+

1√
2

)
+

(
a

2
− b√

2

)(
x− 1√

2

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(a2 +

b√
2

)(
x+

1√
2

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(a2 − b√
2

)(
x− 1√

2

)∣∣∣∣
≤ x+

1√
2

+ x− 1√
2

hay |ax+ b| ≤ 2x ≤ 2, ∀x ∈
(√

3

2
; 1

]
.

Hoàn toàn tương tự, ta cũng có |ax+ b| ≤ 2, ∀x ∈
(
−1;−

√
3

2

]
.
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Nếu −
√

3

2
≤ x ≤

√
3

2
thì x2 ≤ 3

4
. Khi đó ta có

√
1− x2 ≥

√
1− 3

4
=

1

2
.

Suy ra |ax+ b| ≤ 1√
1− x2

≤ 2.

Vậy |ax+ b| ≤ 2, ∀x ∈ [−1; 1] (điều phải chứng minh).

Bài toán 3.15. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ≥ 2 và với mọi a, ta

có:

−
(
1 + a2

)n ≤ (2a)n +
(
1− a2

)n ≤ (1 + a2
)n
.

Bài giải.

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với:

−1 ≤
(

2a

1 + a2

)n
+

(
1− a2

1 + a2

)n

≤ 1.

Đặt tan
α

2
= a với −π < α < π ta có

2a

1 + a2
= sinα;

1− a2

1 + a2
= cosα.

Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng

−1 ≤ sinnα + cosnα ≤ 1.

Thật vậy ta có

−1 ≤ sinα ≤ 1⇒ −sin2α ≤ sinnα ≤ sin2α, ∀n ≥ 2.

Tương tự

−1 ≤ cosα ≤ 1⇒ −cos2α ≤ cosnα ≤ cos2α, ∀n ≥ 2.

Do đó −1 ≤ sinnα + cosnα ≤ 1, bài toán được chứng minh.
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3.2 Sử dụng lượng giác hóa trong bài toán cực trị

Ta thường gặp trong việc giải các bài toán với các hàm đại số nhiều biến ở

dạng

"Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số u = f(x, y) biết x2+y2 = 1."

Khi đó ta thường lựa chọn việc đặt

{
x = cos t

y = sin t
, t ∈ [0, 2π).

Các bước thực hiện:

• Lượng giác hóa hàm số.

• Thực hiện tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số lượng giác.

• Kết luận

Ví dụ 3.1 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

a+ b+ c = 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

Q =
a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

√
abc

c+ ab
.

Nhận xét 3.6. * Với giả thiết hoàn toàn tương tự như bài toán 3.1, nhưng việc

tìm giá trị lớn nhất của biểu thức Q không đối xứng với các biến a, b, c là một

bài toán khó.

* Khi tiếp cận được cách giải của bài toán 3.1 thì ta có thể biến đổi biểu

thức Q về dạng lượng giác mà việc tìm giá trị lớn nhất của biểu thức lượng giác

đó không phức tạp ta có lời giải sau.

Bài giải.

Ta có

a+ b+ c =

√
bc

a

√
ca

b
+

√
ca

b

√
ab

c
+

√
ab

c

√
bc

a
= 1 (29)

Đặt √
bc

a
= tan

A

2
,

√
ca

b
= tan

B

2
,

√
ab

c
= tan

C

2
; A,B,C ∈ (0; π) .

Từ giả thiết (29) và (1.3), ta có A+B + C = π

42

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Ta có

Q =
1

1 + tan2A

2

+
1

1 + tan2B

2

+
tan

C

2

1 + tan2C

2

= 1+
1

2
(cosA+ cosB + sinC) ≤ 1+

3
√

3

4
.

Suy ra

maxQ = 1 +
3
√

3

4
, khi a = b = 2

√
3− 3, c = 7− 4

√
3.

Ví dụ 3.2 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện

ab+ bc+ ca = abc.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
.

Nhận xét 3.7. Ta biến đổi giả thiết và bất đẳng thức cần chứng minh về dạng:

ab+ bc+ ca = abc⇔
√
bc

a
+

√
ca

b
+

√
ab

c
=

√
bc

a

√
ca

b

√
ab

c
.

Và
a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
=

1

1 +
bc

a

+
1

1 +
ca

b

+
1

1 +
ab

c

.

Ta có lời giải sau.

Bài giải.

Ta có

ab+ bc+ ca = abc⇔
√
bc

a
+

√
ca

b
+

√
ab

c
=

√
bc

a

√
ca

b

√
ab

c
. (30)

Đặt √
bc

a
= tanA,

√
ca

b
= tanB,

√
ab

c
= tanC ; A,B,C ∈

(
0;
π

2

)
.

Từ giả thiết (30) và (1.4), ta có A+B + C = π. Ta có

a

a+ bc
+

b

b+ ca
+

c

c+ ab
=

1

1 + tan2A
+

1

1 + tan2B
+

1

1 + tan2C

= cos2A+ cos2B + cos2C ≥ 3

4
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Suy ra

minP =
3

4
khi a = b = c = 3.

Ví dụ 3.3 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện

abc+ a+ b = c.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

Q =
a

a2 + 1
+

b

b2 + 1
− c2

c2 + 1
.

Nhận xét 3.8. * Ta biến đổi giả thiết và biểu thức Q về dạng:

abc+ a+ b = c⇔ a.b+ b.
1

c
+

1

c
.a = 1.

Và

Q =
a

1 + a2
+

b

1 + b2
− 1

1 +
1

c2

.

Khi đó thực hiện phép đặt ẩn phụ đưa bài toán về tìm giá trị lớn nhất của một

biểu thức lượng giác và ta có lời giải sau

Bài giải.

Từ điều kiện ta có

a.b+ b.
1

c
+

1

c
.a = 1 (31)

Đặt

a = tan
A

2
, b = tan

B

2
,

1

c
= tan

C

2
; A,B,C ∈ (0;π) .

Từ giả thiết (31) và (1.3), ta có A+B + C = π.

Với cách đặt trên thì

Q =
tan

A

2

1 + tan2A

2

+
tan

B

2

1 + tan2B

2

− 1

1 + tan2C

2

=
1

2
(sinA+ sinB − cosC)− 1

2

≤ 3

4
− 1

2
=

1

4

Suy ra

maxQ =
1

4
, khi

 A = B =
π

6

C =
2π

3

→

{
a = b = 2−

√
3

c =

√
3

3
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Ví dụ 3.4 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

abc+ a+ b = c.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

Q =
2(1 + ab)

(1 + a2)(1 + b2)
+

c

1 + c2
.

Nhận xét 3.9. Tương tự cách biến đổi như ví dụ 3.3, ta có lời giải.

Bài giải.

Từ điều kiện ta có

a.b+ b.
1

c
+

1

c
.a = 1 (32)

Đặt:

a = tan
A

2
, b = tan

B

2
,

1

c
= tan

C

2
; A,B,C ∈ (0;π) .

Từ giả thiết (32) và (1.3), ta có A+B + C = π

Với cách đặt trên thì

Q ≤ 2 + a2 + b2

(1 + a2)(1 + b2)
+

c

1 + c2
=

1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

c

1 + c2

=
1

1 + tan2A

2

+
1

1 + tan2B

2

+
tan

C

2

1 + tan2C

2

= 1 +
1

2
(cosA+ cosB + sinC) ≤ 1 +

3
√

3

4

Suy ra

maxQ = 1 +
3
√

3

4
, khi

 A = B =
π

6

C =
2π

3

→

{
a = b = 2−

√
3

c =

√
3

3

Ví dụ 3.5 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

ab = 1 + bc+ ca.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

Q =
a2

a2 + 1
+

b2

b2 + 1
+

c

c2 + 1
.
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Nhận xét 3.10. * Khi thay đổi giả thiết của các ví dụ 3.3,3.4 bởi các giả thiết

khác ta được các bài toán mới mà cách giải không thay đổi.

* Ta thực hiện phép biến đổi giả thiết

ab = 1 + bc+ ca⇔ 1

a
.
1

b
+

1

b
.c+ c.

1

a
= 1.

* Ta có cách giải của bài toán như sau.

Bài giải. Từ điều kiện ta có

1

a
.
1

b
+

1

b
.c+ c.

1

a
= 1. (33)

Đặt
1

a
= tan

A

2
,

1

b
= tan

B

2
, c = tan

C

2
; A,B,C ∈ (0; π) .

Từ giả thiết (33) và (1.3), ta có A+B + C = π.

Với cách đặt trên ta có

Q =
1

1 + tan2A

2

+
1

1 + tan2B

2

+
tan

C

2

1 + tan2C

2

= cos2
A

2
+ cos2

B

2
+

1

2
sinC

=
1

2
(cosA+ cosB + sinC) + 1

≤ 3
√

3

4
+ 1

Suy ra

maxQ =
3
√

3

4
+ 1, khi

 A = B =
π

6

C =
2π

3

→
{

a = b = 2 +
√

3

c =
√

3

Ví dụ 3.6 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

ab = 1 + bc+ ca.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =

√
3

a2 + 1
+

b

b2 + 1
−
√

3.c

c2 + 1
.

Bài giải.
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Từ điều kiện ta có
1

a
.
1

b
+

1

b
.c+ c.

1

a
= 1. (34)

Đặt
1

a
= tan

A

2
,

1

b
= tan

B

2
, c = tan

C

2
; A,B,C ∈ (0; π) .

Từ giả thiết (34) và (1.3), ta có A+B + C = π

Ta có

P =

√
3tan2A

2

1 + tan2A

2

+
tan

B

2

1 + tan2B

2

−

√
3 tan

C

2

1 + tan2C

2

=
√

3sin2A

2
+

1

2
sinB −

√
3

2
sinC

=

√
3

2
(1− cosA) +

1

2
sinB −

√
3

2
sinC = −

√
3

2
(cosA+ sinC) +

1

2
sinB +

√
3

2

≥
√

3

2
− 5

4

Suy ra

minP =
2
√

3− 5

4
, khi

 A = B =
π

6

C =
2π

3

→
{

a = b = 2 +
√

3

c =
√

3

Ví dụ 3.7 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

ab = 1 + bc+ ca.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
1

a2 + 1
+

√
3

b2 + 1
−
√

3

c2 + 1
.

Bài giải.

Từ điều kiện ta có

a.b.
1

c
= a+ b+

1

c
(35)

Đặt

a = tanA, b = tanB,
1

c
= tanC ; A,B,C ∈

(
0;
π

2

)
.

Từ giả thiết (35) và (1.4), ta có A+B + C = π.
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Ta có

P =
1

1 + tan2A
+

√
3

1 + tan2B
−
√

3tan2C

1 + tan2C
= cos2A+

√
3cos2B −

√
3sin2C

=
1

2
(1 + cos 2A) +

√
3

2
(1 + cos 2B)−

√
3

2
(1− cos 2C) =

1

2
+

1

2
(cos 2A+

√
3 (cos 2B + cos 2C))

≥ 1

2
− 5

4
= −3

4
.

Suy ra

minP = −3

4
, khi

 A =
π

6

B = C =
5π

12

→


a =

√
3

3
b = 2 +

√
3

c = 2−
√

3

Ví dụ 3.8 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

ab+ bc+ ca+ abc = 4.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P = ab+ bc+ ca+
√
ab+

√
bc+

√
ca.

Nhận xét 3.11. Ta biến đổi giả thiết về dạng:

bc

4
+
ca

4
+
ab

4
+ 2

√
bc

4

√
ca

4

√
ab

4
= 1.

Và do a, b, c là các số thực dương nên suy ra bc, ca, ab ∈ (0; 4) .

Bài giải.

Đặt

√
bc = 2 cosA,

√
ca = 2 cosB,

√
ab = 2 cosC; A,B,C ∈

(
0;
π

2

)
.

Từ điều kiện bài toán, ta có

cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA. cosB. cosC = 1. (36)

Từ giả thiết (36) và (1.2), ta có A+B + C = π.
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Ta có

P = 4
(
cos2A+ cos2B + cos2C

)
+ 2 (cosA+ cosB + cosC)

= 4 (1− 2 cosA cosB cosC) + 2

(
1 + 4 sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2

)
= 6 + 8

(
sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
− cosA cosB cosC

)
≥ 6.

Vậy minP = 6 khi A = B = C =
π

3
↔ a = b = c = 1.

Ví dụ 3.9 (Xem [5]). Cho ba số thực dương a, b, c thay đổi thỏa mãn điều kiện:

a+ b+ c+ 1 = 4abc.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

Q =

√
4bc− 1

bc
+

√
4ca− 1

ca
+

1

ab
.

Nhận xét.

* Nhìn vào giả thiết của bài toán ta rất khó hình dung ra đây là bài toán có

mối quan hệ với các đẳng thức, bất đẳng thức lượng giác.

* Nhưng nếu sử dụng phép biến đổi:

a+ b+ c+ 1 = 4abc⇔ 1

4bc
+

1

4ca
+

1

4ab
+ 2

1

8abc
= 1.

Và nhận thấy a, b, c là ba số thực dương, suy ra

1

4bc
,

1

4ca
,

1

4ab
∈ (0; 1) .

Từ đó ta có cách đặt để đưa Q về dạng lượng giác mà việc tìm giá trị lớn nhất

của Q đơn giản chỉ dùng công thức biến đổi lượng giác.

Ta có lời giải sau.

Bài giải.

Từ điều kiện ta có

1

4bc
+

1

4ca
+

1

4ab
+ 2

1

8abc
= 1.

Do a, b, c là ba số thực dương, suy ra

1

4bc
,

1

4ca
,

1

4ab
∈ (0; 1) .
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Đặt
1√
bc

= 2 cosA,
1√
ca

= 2 cosB,
1√
ab

= 2 cosC; A,B,C ∈
(

0;
π

2

)
.

Từ điều kiện bài toán, ta có

cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA. cosB. cosC = 1. (37)

Từ giả thiết (37) và (1.2), ta có A+B + C = π.

Với cách đặt trên ta có

Q =

√
4bc− 1

bc
+

√
4ca− 1

ca
+

1

ab
= 4cos2A.

√
1

cos2A
− 1 + 4cos2B.

√
1

cos2B
− 1 + 4cos2C

= 2 sin 2A+ 2 sin 2B − 4sin2C + 4 (38)

Mặt khác

sin 2A+ sin 2B − 2sin2C ≤ 2 sinC − 2sin2C = −2
(

sinC − 1

2

)2
+

1

2
≤ 1

2
(39)

Từ (38) và (39) suy ra

Q ≤ 2.
1

2
+ 4 = 5

nên

maxQ = 5 khi

 A = B =
5π

12
C =

π

6

⇔

{
a = b =

√
3

3
c = 2

√
3 + 3

Ví dụ 3.10 (Đề thi Tuyển sinh ĐH, CĐ - 2008B). Cho x, y là hai số thực thỏa

mãn x2 + y2 = 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức

P =
2(x2 + 6xy)

1 + 2xy + 2y2
·

Bài giải. Vì x2 + y2 = 1 nên đặt x = sin t, y = cos t, t ∈ [0, 2π). Khi đó

P =
2
(
sin2 t+ 6 sin t cos t

)
1 + 2 sin t cos t+ 2 cos2 t

=
1− cos 2t+ 6 sin 2t

cos 2t+ sin 2t+ 2
·

Gọi y0 là một giá trị tùy ý của P . Điều đó có nghĩa là phương trình sau (ẩn là

t) có nghiệm
1− cos 2t+ 6 sin 2t

cos 2t+ sin 2t+ 2
= y0

⇔ (6− y0) sin 2t− (y0 + 1) cos 2t = 2y0 − 1. (40)
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Vì (40) có nghiệm nên ta phải có:

(6− y0)2 + (y0 + 1)2 ≥ (2y0 − 1)2

⇔ y20 + 3y0 − 18 ≥ 0⇔ −6 ≤ y0 ≤ 3.

Vậy: maxP = 3 và minP = −6.

Ví dụ 3.11 (Xem [6]). Cho x2 + y2 = 1.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

A = x
√

1 + y + y
√

1 + x.

Bài giải. Vì x2 + y2 = 1 nên đặt x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π). Khi đó ta có

A = cos t
√

1 + sin t+ sin t
√

1 + cos t.

Suy ra

A2 =
(
cos t
√

1 + sin t+ sin t
√

1 + cos t
)2

≤
(
cos2 t+ sin2 t

)
(1 + sin t+ 1 + cos t)

⇔ A2 ≤ 2 + sin t+ cos t = 2 +
√

2 sin
(
t+

π

4

)
⇒ A ≤

√
2 +
√

2.

Ta có: A =
√

2 +
√

2⇔


√

1 + sin t

cos t
=

√
1 + cos t

sin t
sin
(
t+

π

4

)
= 1

⇔ t =
π

4

(vì 0 ≤ t < 2π),

tức là sin t = cos t =

√
2

2
hay x = y =

√
2

2
·

Vậy: maxA =
√

2 +
√

2⇔ x = y =

√
2

2
·

Ví dụ 3.12. Xét các số thực dương a, b, c thỏa mãn điều kiện abc+ a+ c = b.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

P =
2

a2 + 1
− 2

b2 + 1
+

3

c2 + 1
·

Bài giải. Ta có abc+ a+ c = b⇔ a+ c = b(1− ac).

Nếu ac = 1 thì a+ c = 0⇔ a = −c nên a2 = −1 (vô lý). Vậy, ac 6= 1.
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Khi đó ta có b =
a+ c

1− ac
.

Đặt a = tanα, c = tan β nên b = tan(α + β), với α, β > 0 và α + β <
π

2
·

Khi đó

P =
2

tan2 α + 1
− 2

tan2(α + β) + 1
+

3

tan2 β + 1

= 2 cos2 α− 2 cos2(α + β) + 3 cos2 β

= cos 2α + 1− cos[2(α + β)]− 1 + 3 cos2 β

= 2 sin β sin(2α + β) + 3(1− sin2 β)

=
10

3
− 3
[
sin β − 1

3
sin (2α + β)

]2
− 1

3
cos2 (2α + β) ≤ 10

3
·

Dấu "=" xảy ra ⇔

{
sin β =

1

3
sin(2α + β)

cos(2α + β) = 0
⇒

2α + β =
π

2

sin β =
1

3

Vì sin β =
1

3
nên cos β =

2
√

2

3
nên tan β =

√
2

4
và c =

√
2

4
·

Lại có tan 2α = tan
(
π

2
− β
)

= cot β = 2
√

2 nên
2 tanα

1− tan2 α
= 2
√

2

⇒ tanα =

√
2

2
⇒ a =

√
2

2
; b = tan(α + β) = tan

(
π

2
− α
)

= cotα =
√

2.

Vậy maxP =
10

3
khi a =

√
2

2
, b =

√
2, c =

√
2

4
·

Ví dụ 3.13. Trong các nghiệm (x, y) của bất phương trình

logx2+y2(x+ y) ≥ 1 (41)

Hãy tìm các nghiệm sao cho (x+ y) đạt giá trị lớn nhất.

Bài giải. Ta xét hai trường hợp

• Nếu x2 + y2 > 1 thì ta có

(41)⇔ x+ y ≥ x2 + y2

⇔
(
x− 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
≤ 1

2
· (42)
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Mặt khác
(
x− 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
=

1

2
là phương trình đường tròn tâm

I
(

1

2
,
1

2

)
, bán kính R =

√
2

2
· Vì vậy tập hợp các điểm M(x; y) là nghiệm

của bất phương trình x + y ≥ x2 + y2 là hình tròn tâm I
(

1

2
,
1

2

)
, bán kính

R =

√
2

2
·

Đặt

x−
1

2
= r cosϕ

y − 1

2
= r sinϕ

, với r ≥ 0 và 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Khi đó (42) trở thành: r ≤
√

2

2
· và 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

đồng thời

x+ y = 1 + r(cosϕ+ sinϕ) = 1 + r
√

2 sin
(
ϕ+

π

4

)
.

suy ra

x+ y ≤ 1 +
√

2.
1√
2
.1 = 2.

Ta có

x+ y = 2⇔

r =
1√
2

sin
(
ϕ+

π

4

)
= 1

⇔

r =
1√
2

ϕ =
π

4

⇔
{
x = 1

y = 1

• Nếu 0 < x2 + y2 < 1 thì (41)⇔ 0 < x+ y ≤ x2 + y2.

Rõ ràng với mọi cặp (x, y) thỏa mãn điều kiện trên ta đều có

x+ y ≤ x2 + y2 ≤ 1.

Vậy max(x+ y) = 2 khi x = 1, y = 1.

Ví dụ 3.14 (Xem [6]). Trong tất cả các nghiệm của hệx
2 + y2 = 16

z2 + t2 = 9

xt+ yz ≥ 12 (∗)
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hãy tìm nghiệm (x, y, z, t) sao cho (x+ z) đạt giá trị lớn nhất.

Bài giải. Theo bài ra ta có
(
x

4

)2
+
(
y

4

)2
= 1(

z

3

)2
+
(
t

3

)2
= 1

xt+ yz ≥ 12

Đặt

{x
4

= cosα
y

4
= sinα

, với 0 ≤ α ≤ 2π và


z

3
= cos β

t

3
= sin β

, với 0 ≤ β ≤ 2π.

Khi đó (*) trở thành cosα sin β + sinα cos β ≥ 1⇔ sin(α + β) ≥ 1

suy ra sin(α + β) = 1⇔ α + β =
π

2
·

Ta có

|x+ z| = |4 cosα + 3 cos β| = |4 cosα + 3 sinα| = |5 sin(ϕ+ α)| ≤ 5,

với sinϕ =
4

5
, cosϕ =

3

5
·

Từ đó z + x = 5 khi sin(ϕ+ α) = 1⇒ ϕ+ α =
π

2
⇔ α =

π

2
− ϕ.

⇒ x = 4 cosα = 4 sinϕ =
16

5
, y = 4 sinα = 4 cosϕ =

12

5
,

z = 3 cos β = 3 cosϕ =
9

5
, t = 3 sin β = 3 sinϕ =

12

5
·

Vậy max(x+ z) = 5 khi x =
16

5
, y =

12

5
, z =

9

5
, t =

12

5
·

Ví dụ 3.15. Cho |x| ≤ 1. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = (1− x)n+(1 + x)n,

với n ∈ N∗.
Bài giải. Vì |x| ≤ 1 nên ta đặt x = cos 2t, khi đó có

y = (1− cos 2t)n + (1 + cos 2t)n = 2nsin2nt+ 2ncos2nt

= 2n
(
sin2nt+ cos2nt

)
≤ 2n

(
sin2t+ cos2t

)
= 2n

Như vậy y ≤ 2n.

Dấu ′′ =′′ xảy ra khi sint.cost = 0 hay x = −1 hoặc x = 1.

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là 2n.
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Ví dụ 3.16. Cho x2 + y2 = 1.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: P =
∣∣20x3 − 15x+ 36y − 48y3

∣∣ .
Bài giải.

Vì x2 + y2 = 1 nên đặt

{
x = sin t

y = cos t

Khi đó

P =
∣∣20sin3t− 15 sin t+ 36 cos t− 48cos3t

∣∣
=
∣∣−5

(
3 sin t− 4sin3t

)
− 12

(
4cos3t− 3 cos t

)∣∣
= |5 sin 3t+ 12 cos 3t| ≤

√
52 + 122 = 13

hay P ≤ 13.

Dấu ′′ =′′ xảy ra khi và chỉ khi
sin 3t

5
=

cos 3t

12
⇔ tan 3t =

5

12
.

Vậy maxP = 13.

Ví dụ 3.17. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số sau:

u =
(x+ y) (1− xy)

(1 + x2) (1 + y2)
.

Bài giải. Hàm số đã cho có nghĩa với mọi x, y.

Đặt x = tanα; y = tan β với α, β ∈
(
−π

2
;
π

2

)
. Hàm số đã cho trở thành

u =
(tanα + tan β) (1− tanα. tan β)(

1 + tan2α
) (

1 + tan2β
) =

sin (α + β)

cosα. cos β
.
cos (α + β)

cosα. cos β
1

cos2α
.

1

cos2β

=
1

2
sin [2 (α + β)]

Vì −1 ≤ sin [2 (α + β)] ≤ 1 nên −1

2
≤ u ≤ 1

2
.

Ta có u =
1

2
khi và chỉ khi sin [2 (α + β)] = 1, chẳng hạn α + β =

π

4
do đó

tan (α + β) = 1⇔ tanα + tan β

1− tanα. tan β
= 1

hay
x+ y

1− xy
= 1⇔ x+ y + xy = 1

Suy ra maxu =
1

2
.
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Lại có u = −1

2
khi và chỉ khi sin [2 (α + β)] = −1, chẳng hạn α + β = −π

4
do đó

tan (α + β) = −1⇔ tanα + tan β

1− tanα. tan β
= −1

hay
x+ y

1− xy
= −1⇔ xy − x− y = 1.

Vậy minu = −1

2
, maxu =

1

2
.

Ví dụ 3.18. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức

P =
4xy − 4y2

x2 + y2
.

Bài giải. Hàm số đã cho xác định với mọi x, y không đồng thời bằng 0.

Xét hai trường hợp sau

a, Với y = 0, x 6= 0 ta có P = 0.

b, Với y 6= 0 chia cả tử số và mẫu số cho y2 ta được P =

4
x

y
− 4

x2

y2
+ 1

.

Đặt
x

y
= tan t với t ∈

(
−π

2
;
π

2

)
, ta có

P =
4 tan t− 4

tan2t+ 1
=

4
sin t

cos t
− 4

1

cos2t
= 4
(
sin t cos t− cos2t

)
= 2 (sin 2t− cos 2t)− 2 = 2

√
2 sin

(
2t− π

4

)
− 2.

Vì −1 ≤ sin
(

2t− π

4

)
≤ 1 nên −2

√
2− 2 ≤ P ≤ 2

√
2− 2.

Ta có P = −2
√

2− 2 khi và chỉ khi sin
(

2t− π

4

)
= −1, chẳng hạn t = −π

8
tức

là
x

y
= tan

(
−π

8

)
.

Và P = 2
√

2 − 2 khi và chỉ khi sin
(

2t− π

4

)
= 1, chẳng hạn t =

3π

8
tức là

x

y
= tan

3π

8
.

Vậy maxP = 2
√

2− 2; minP = −2
√

2− 2.

56

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Bài tập tương tự

Bài tập 3.1 (Xem [6]). Cho tam thức bậc hai ax2 + bx+ c thoả mãn điều kiện :

√
1− x2

∣∣ax2 + bx+ c
∣∣ ≤ 1,∀x ∈ [−1; 1] .

Chứng minh rằng:

1, |a| ≤ 4.

2,
∣∣ax2 + bx+ c

∣∣ ≤ 3, ∀x ∈ [−1; 1].

Bài tập 3.2 (Xem [6]). Xét các số thực dương a, b, c thỏa mãn điều kiện

2006ac+ ab+ bc = 2006.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

P =
2

a2 + 1
− 2

b2 + 20062
+

3

c2 + 1
·

Bài tập 3.3. Giả sử x, y là các số thực thay đổi thoả mãn điều kiện

x > 0, y > 0;x+ y = 1.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

P =
x√

1− x
+

y√
1− y

.

Bài tập 3.4. Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn điều kiện xy+yz+zx = 1.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

A = x
(
1− y2

) (
1− z2

)
+ y
(
1− z2

) (
1− x2

)
+ z
(
1− x2

) (
1− y2

)
.

Bài tập 3.5 (Xem [6]). Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số

u = 2x+ 3
√

3y + 2 với 4x2 + 9y2 = 16.

Bài tập 3.6 (Xem [6]). Cho các số thực a, b, c dương thỏa mãn

a2 + b2 + c2 + 2abc = 1.

Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức

T =
1

1− a2
+

1

1− b2
+

1

1− c2
− (a2 + b2 + c2)·
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Kết luận

Luận văn “Phương pháp lượng giác trong bất đẳng thức và các bài

toán cực trị” đã trình bày được những vấn đề sau:

1. Luận văn đã trình bày chi tiết một số dạng toán về sự liên hệ giữa

lượng giác và một số đẳng thức đại số.

2. Tiếp theo, xét một số lớp bài toán về phương trình, bất phương

trình giải được bằng phương pháp lượng giác.

3. Cuối cùng, trong luận văn trình bày các ứng dụng của phương pháp

lượng giác trong bất đẳng thức và các bài toán cực trị đại số.
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