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Mở đầu

Phép biến hình là một đề tài đã được nhiều tác giả khai thác ở

các khía cạnh khác nhau: chứng minh bằng cách sử dụng biến hình,

tìm quĩ tích bằng biến hình, dựng hình nhờ dời hình hoặc phép nghịch

đảo,...Nhiều bài tập hình học đơn giản nhờ biến hình đã trở thành cổ

điển và có vẻ đẹp hoàn hảo. Đề tài ”Nghiên cứu phép biến hình bằng

phương pháp đại số” lại tiếp cận phép biến hình theo cách khác hẳn: sử

dụng các công cụ của đại số, đặc biệt là phương pháp tọa độ để nghiên

cứu và ứng dụng các phép biến hình.

Phép biến hình là một trong những nội dung cơ bản trong chương

trình toán ở bậc Trung học cơ sở và Trung học phổ thông. Việc đưa

nội dung phép biến hình vào chương trình toán THCS và THPT không

những cung cấp cho học sinh những công cụ mới để giải toán mà còn

tập cho học sinh làm quen với các phương pháp tư duy và suy luận mới.

Tuy nhiên đó chỉ là các cách giải bằng phương pháp hình học thuần túy.

Với việc áp dụng phương pháp tọa độ vào giải các bài toán hình học

giúp cho hình học thoát ra khỏi lối tư duy cụ thể và trực quan. Đặc biệt

hơn việc ứng dụng phương pháp đại số giúp chúng ta giải bài toán một

cách đơn giản hơn rất nhiều so với việc giải bằng phương pháp hình học

thuần túy. Việc lựa chọn công cụ, phương pháp giải thích hợp cho mỗi
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bài toán giúp ta tiết kiệm được thời gian và công sức để giải bài toán

đó một cách có hiệu quả nhất. Đó cũng là lý do tôi chọn đề tài luận văn

”Nghiên cứu các phép biến hình bằng phương pháp đại số”.

Phạm vi của luận văn là nghiên cứu các phép biến hình trong mặt

phẳng bằng công cụ đại số. Chứng minh lại các tính chất của các phép

biến hình bằng công cụ đại số đồng thời giải các bài toán liên quan. Từ

đó thấy được ưu thế của việc đại số hóa các phép biến hình.

Nội dung của luận văn được chia làm hai chương

Chương 1: Các phép biến hình trong mặt phẳng.

Chương 2: Các phép biến hình trong không gian.

Chương 1 đề cập đến các phép biến hình phẳng từ phép tịnh tiến đến

phép nghịch đảo với cách làm là hệ thống các kiến thức cơ bản về mỗi

phép biến hình, sau đó xây dựng các phương trình đại số( biểu thức tọa

độ ) tương ứng. Việc ứng dụng các phương trình đại số cho phép giải

được một loạt các bài toán hình học có hiệu quả.

Chương 2 đề cập đến các phép biến hình trong không gian bằng cách

đưa ra ngay phương trình của mỗi phép biến hình trong không gian

như: phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đối xứng tâm, phép quay

quanh một điểm, phép vị tự, phép đồng dạng, phép nghịch đảo. Kết quả

quan trọng ở chương này là mô tả được các đặc trưng của một số phép

biến hình phức tạp. Các ví dụ tính toán chi tiết cũng là những kết quả

có ích của luận văn.

2
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Chương 1

Các phép biến hình trong mặt

phẳng

Trong đại số hay giải tích ta có khái niệm hàm số, tương tự

như vậy ta có khái niệm phép biến hình trong hình học. Kiến thức của

chương này được tập hợp từ tài liệu [2]

Định nghĩa 1.1. Phép biến hình (trong mặt phẳng hoặc không gian)

là một qui tắc với mỗi điểm M (thuộc mặt phẳng hoặc không gian) xác

định một điểm duy nhất M ′ (thuộc mặt phẳng hoặc không gian).

Điểm M ′ gọi là ảnh của điểm M qua phép biến hình đó.

Kí hiệu phép biến hình là f , M ′ là ảnh của M qua phép biến hình f thì

ta viếtM ′ = f(M). Với mỗi hìnhH ′ gồm các điểmM ′ = f(M),M ∈ H
là ảnh của hình H qua f , ta cũng viết H ′ = f(H).

Lưu ý: f là một song ánh.

3
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1.1 Phép dời hình

Định nghĩa 1.2. Phép dời hình là phép biến hình không làm thay đổi

khoảng cách giữa hai điểm bất kì, tức là nếu M ′ = f(M), N ′ = f(N)

thì d(M ′, N ′) = d(M,N) .

Tính chất : các tính chất sau đã được chứng minh trong [1;5].

Phép biến hình biến:

Ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và không làm thay

đổi thứ tự ba điểm đó.

Một đường thẳng thành một đường thẳng.

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó .

Tam giác thành tam giác bằng nó .

Đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính, tâm thành tâm.

Góc thành góc bằng nó .

Định lý 1.3. Tập hợp các phép dời hình trong mặt phẳng với phép hợp

hai ánh xạ tạo thành một nhóm. Đó là nhóm các phép dời hình.

Định nghĩa 1.4. Phép đồng nhất là phép biến hình biến một điểm M

thành chính nó. Id : M 7→M .

1.2 Các phép dời hình thường gặp

1.2.1 Phép tịnh tiến

Định nghĩa 1.5. Trong mặt phẳng cho vectơ −→v . Phép biến hình biến

mỗi điểm M thành M ′ sao cho
−−−→
MM ′ = −→v được gọi là phép tịnh tiến

theo vectơ −→v .

4
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Kí hiệu: T−→v

Tính chất: các tính chất sau đã được chứng minh trong [1;2], ta kí hiệu

là T1,...,T6

T1: Phép tịnh tiến bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

T2: Phép tịnh tiến bảo toàn tính thẳng hàng và thứ tự của các điểm

tương ứng.

T3: Phép tịnh tiến biến:

Tia thành tia.

Đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó .

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó .

Tam giác thành tam giác bằng nó .

Đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính.

T4: Phép tịnh tiến hoàn toàn được xác định khi biết vectơ tịnh tiến.

T5: Tích của hai phép tịnh tiến là một phép tịnh tiến.

T6: Tập hợp các phép tịnh tiến lập thành một nhóm.

Ví dụ 1.6. Cho dây cung AB cố định không là đường kính của đường

tròn (O,R), C là một điểm thay đổi trên đường tròn và H là trực tâm

của tam giác ABC. Gọi M và N lần lượt là giao điểm của hai đường

tròn tâm C và tâm H có bán kính cùng bằng CH.

a, Chứng minh rằng nếu I là trung điểm của AB thì
−−→
CH = 2

−→
OI.

b, Tìm quĩ tích các điểm M và các điểm N.

Giải

a. Lấy B′ là ảnh của B qua O thì 2
−→
OI =

−−→
B′A . Ta cần chứng minh

−−→
B′A =

−−→
CH . Vì

B′A⊥AB,CH⊥AB ⇒ B′A//CH

B′C⊥BC,AH⊥BC ⇒ B′C//AH
nên suy ra B′CHA là hình bình

5
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Hình 1.1:

hành, từ đó suy ra
−−→
B′A =

−−→
CH.

b. Ta cần tìm mối quan hệ giữa C và M, N. Ta có CM=CH=2OI=CN;

M̂CH = N̂CH = 600 và CH⊥AB, bởi vậy các vectơ
−−→
CM,

−−→
CN hoàn

toàn xác định, ta đặt là −→a ,
−→
b (không đổi), ta suy ra M = T−→a (C), và

N = T−→
b
(C).

Vậy quỹ tích các điểm M, N là ảnh của đường tròn (O,R) qua hai phép

tịnh tiến T−→a , T−→b (trừ hai điểm A, B).

1.2.2 Phép đối xứng trục

Định nghĩa 1.7. Trong mặt phẳng cho một đường thẳng d cố định, phép

biến hình biến mỗi điểm M thuộc d thành chính nó, biến mỗi điểm M

không thuộc d thành M ′ sao cho d là đường trung trực của MM ′ được

gọi là phép đối xứng qua đường thẳng d hay phép đối xứng trục d.

Đường thẳng d gọi là trục đối xứng(xem hình 1.2)

Kí hiệu: Sd

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất mà ta kí hiệu là S1,...S4

sau(xem trong [1;5])

S1: Phép đối xứng trục bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

6
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Hình 1.2:

S2: Phép đối xứng trục biến:

Ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự

của các điểm tương ứng.

Đường thẳng thành đường thẳng.

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó.

Tam giác thành tam giác bằng nó .

Đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính, tâm đối xứng

thành tâm.

Góc thành góc bằng nó.

S3: Tích hai phép đối xứng trục có trục song song là một phép tịnh tiến.

Hình 1.3:

7
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S4: Tích của hai phép đối xứng trục có trục cắt nhau là một phép quay.

S5: Phép đối xứng trục có tính chất đối hợp: S2
∆ = id.

1.2.3 Phép đối xứng tâm

Định nghĩa 1.8. Trong mặt phẳng cho điểm I, phép biến hình biến

điểm I thành chính nó, biến mỗi điểm M khác I thành M ′ sao cho I là

trung điểm của đoạn thẳng MM ′ được gọi là phép đối xứng tâm I.

Điểm I được gọi là tâm đối xứng.

Kí hiệu: ZI

Chú ý: Ta có thể coi phép đối xứng tâm là trường hợp đặc biệt của phép

quay(góc quay 1800) hoặc phép vị tự(với tỉ số vị tự bằng -1).

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất mà ta kí hiệu là Z1, Z2,

Z3 sau

Z1: Phép đối xứng tâm bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

Z2: Phép đối xứng tâm biến:

Ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự

của các điểm tương ứng.

Đường thẳng thành đường thẳng.

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó.

Tam giác thành tam giác bằng nó.

Đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính.

Góc thành góc bằng nó.

Z3: Phép đối xứng tâm có tính chất đối hợp, tức là: (ZI)
2 = id.

Ví dụ 1.9. Chứng minh rằng trong tất cả các tam giác có cùng diện

tích và có chung một cạnh thì tam giác cân có chu vi nhỏ nhất.

8
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Giải

Gọi BC là đáy chung của tam giác ABC, a là diện tích tam giác ABC,

Hình 1.4:

lúc đó đỉnh A nằm trên hai đường thẳng l, l′ song song và cách BC một

khoảng h =
2a

BC
.

Thực hiện phép đối xứng trục l ta có

Sl : C 7→ C ′, A 7→ A′, AC 7→ AC ′

Suy ra AC = AC ′, ta có AB +AC = AB +AC ′ ≥ BC ′. Vậy tam giác

ABC có chu vi nhỏ nhất (diện tích bằng a).

Nếu AB + AC ′ = BC ′, tức là khi A trùng M trùng với giao của l với

BC ′. Lúc đó tam giác BMC cân tại M.

Ví dụ 1.10. Cho điểm C thay đổi trên đường tròn có đường kính AB

cố định, trên tia AC lấy điểm P sao cho AC=CP.

a, Tìm quỹ tích các điểm Q là đỉnh của hình bình hành có hai cạnh

PA, PB.

b, Tìm quỹ tích các điểm R là đỉnh của hình bình hành có hai cạnh

AB, AP.

9
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Giải

a, Ta có Q = ZO(P ), bởi vậy để tìm tập hợp các điểm Q ta đi tìm

Hình 1.5:

tập hợp các điểm P. Nhưng tam giác ABP cân đỉnh B nên BP=BA suy

ra quỹ tích của P là đường tròn γ có tâm B, bán kính BA. Vậy quỹ tích

điểm Q là γ′ có tâm A, bán kính BA với γ′ là ảnh của γ qua phép đối

xứng tâm O.

b, Ta có R = ZB(Q), bởi vậy để tìm tập hợp các điểm R ta đi tìm

tập hợp các điểm Q. Mà tập hợp các điểm Q theo câu a là γ′. Vậy quỹ

tích R là đường tròn γ′′ với γ′′ là ảnh của γ′ qua phép đối xứng tâm B.

Với γ′′ là đường tròn có tâm A1, bán kính BA, A1 = ZB(A)

10
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1.2.4 Phép quay quanh một điểm

Định nghĩa 1.11. Trong mặt phẳng cho điểm O cố định và góc lượng

giác α, phép biến hình biến điểm O thành chính nó, biến mỗi điểm M

khác O thành M ′ sao cho OM ′ = OM và góc lượng giác ̂(OM ;OM ′) =

α được gọi là phép quay tâm O góc quay α.

Kí hiệu: Qo
α

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất mà ta kí hiệu là Q1,...,Q7

sau(xem trong [1;5]).

Q1: Phép quay bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

Q2: Phép quay biến:

Đường thẳng thành đường thẳng .

Tam giác thành tam giác bằng nó .

Đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính.

Q3: Trong phép quay tâm O góc quay α 6= 0 chỉ có tâm O là điểm kép

duy nhất của phép quay đó và nếu đường thẳng a đi qua tâm O thì

đường thẳng ảnh a′ cũng đi qua O .

Q4: Tích của hai phép quay cùng tâm là một phép quay cùng tâm ấy

Qo
βQ

o
α = Qo

α+β.

Hình 1.6:

11
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Q5: Tích của hai phép đối xứng trục có trục cắt nhau là phép quay với

tâm quay là giao của hai trục, góc quay có độ lớn bằng hai lần góc giữa

hai trục.

Sd1(M) = M ′, Sd2(M
′) = M ′′ ⇒ Sd2Sd1(M) = M ′′

Qo
α(M) = M ′′, α = 2(d̂1, d2)

Hình 1.7:

Suy ra Sd2Sd1 = Qo
α.

Q6: Nếu f = QO
α thì f−1 = QO

−α.

Q7: Phép quay hoàn toàn được xác định khi biết tâm quay O và góc

quay α.

Ví dụ 1.12. Dựng ra ngoài tam giác ABC các tam giác vuông cân

ABO1, ACO2 (vuông cân tại O1, O2 ). Gọi O là trung điểm của BC,

chứng minh rằng OO1⊥OO2 và OO1 = OO2.

Giải

Gọi I và K là trung điểm của AB, AC. Ta có

O1I =
1

2
AB = OK,O1I⊥OK;O2K =

1

2
AC = OI,O2K⊥OI.

Dựng hai hình bình hành OIO1E,OFO2K, ta có

12
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Hình 1.8:

OE⊥OK,OE = OK;OI⊥OF,OI = OF nên phép quay

Qo
−90 : E 7→ K; I 7→ F ; OIO1E 7→ OFO2K.

Do đó OO1 7→ OO2, do vậy OO1= OO2; OO1⊥OO2.

1.2.5 Định lý về dạng chính tắc của phép dời hình

Phép dời hình loại 1 và dời hình loại 2

Trong mặt phẳng tọa độ ta xác định góc định hướng của hai tia Ox,

Oy như sau:

Hướng từ Ox đến Oy ngược chiều kim đồng hồ là hướng dương.

Hướng từ Ox đến Oy thuận chiều kim đồng hồ là hướng âm.

Kí hiệu (Ox, Oy) = 450; (Oy,Ox) = −450.

Định nghĩa 1.13. Phép dời hình bảo toàn góc định hướng gọi là phép

dời hình loại 1. Kí hiệu: D1.

Phép dời hình đảo ngược góc định hướng gọi là phép dời hình loại 2. Kí

hiệu: D2.

Ví dụ 1.14. Phép tịnh tiến là phép dời hình loại 1, phép đối xứng trục

là phép dời hình loại 2.

13
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Định lý về dạng chính tắc của phép dời hình trong mặt phẳng

Mọi phép dời hình loại 1 đều là phép tịnh tiến hoặc phép quay.

Mọi phép dời hình loại 2 đều là phép đối xứng trục hoặc là tích của

phép đối xứng trục và phép tịnh tiến(còn gọi là phép đối xứng trượt).

1.3 Phép đồng dạng

1.3.1 Phép vị tự

Định nghĩa 1.15. Trong mặt phẳng cho điểm O và số k 6= 0, phép biến

hình biến mỗi điểm M thành điểm M ′ sao cho
−−→
OM ′ = k

−−→
OM được gọi

là phép vị tự tâm O tỉ số k.

Kí hiệu: V o
k

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất mà ta kí hiệu là V1,V2

sau(xem trong [1;5])

V1: Nếu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M, N tùy ý theo thứ tự thành

M ′, N ′ thì
−−−→
M ′N ′ = k

−−→
MN và M ′N ′ = |k|MN .

V2: Phép vị tự tỉ số k biến:

Ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự

của các điểm tương ứng .

Đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó .

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng, tia thành tia.

Tam giác thành tam giác đồng dạng với nó, biến góc thành góc

bằng nó.

Đường tròn bán kính R thành đường tròn bán kính |k|R.

14
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1.3.2 Phép đồng dạng tỉ số k

Định nghĩa 1.16. Một phép biến hình F được gọi là phép đồng dạng tỉ

số k (k>0) nếu với hai điểm M, N bất kì và ảnh M ′, N ′ tương ứng của

chúng ta luôn có d(M ′, N ′) = kd(M,N).

Lưu ý:Phép dời hình là phép đồng dạng tỉ số 1.

Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số |k|.
Ta kí hiệu phép đồng dạng tỉ số k là :Hk

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất mà ta kí hiệu là H1,...,H5

sau(xem trong [1;5])

H1: Phép đồng dạng tỉ số k biến:

Ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự

của các điểm tương ứng.

Đường thẳng thành đường thẳng.

Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó, biến tia thành tia.

Tam giác thành tam giác đồng dạng với nó, biến góc thành góc

bằng nó.

Đường tròn bán kính R thành đường tròn bán kính |k|R.
Đa giác n cạnh thành đa giác n cạnh, biến đỉnh thành đỉnh, cạnh

thành cạnh.

H2: Tích hai phép đồng dạng với tỉ số đồng dạng k1, k2 là một phép

đồng dạng tỉ số k1.k2 .

H3: Đảo ngược của phép đồng dạng tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số 1/k.

H4: Tập hợp các phép đồng dạng trên mặt phẳng là một nhóm gọi là

nhóm đồng dạng.

H5: Mọi phép đồng dạng đều được phân tích thành tích một phép vị tự

và một phép dời hình( hoặc tích một phép dời hình và một phép vị tự).

15
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Từ tính chất H5 ta cũng suy ra dạng chính tắc của một phép đồng dạng

tương tự như phép dời hình.

1.4 Phép nghịch đảo

Định nghĩa 1.17. Trên mặt phẳng lấy điểm O và số k 6= 0, phép nghịch

đảo cực O phương tích k là biến đổi sao cho M 7→ M ′ theo quy tắc
−−→
OM
−−→
OM ′ = k, nói cách khác O,M,M ′ thẳng hàng và OM.OM ′ = k.

Ta kí hiệu phép nghịch đảo cực O, phương tích k là: Iok .

Ta có chú ý ngay rằng phép nghịch đảo không phải là một phép dời

hình, cũng không phải là phép đồng dạng, điều đó được chứng minh

nhờ định lý sau

Định lý 1.18. Nếu M ′ = Iok(M), N ′ = Iok(N) thì M ′N ′ =
|k|MN

OM.ON
.

Thật vậy

−−−→
M ′N ′ =

−−→
ON ′ −

−−→
OM ′ = ON ′ −OM ′

=
k

ON
− k

OM
=
k(OM −ON)

ON.OM
=

k.NM

ON.OM
=

k.
−−→
NM

ON.OM

Suy ra M ′N ′ =
k.MN

ON.OM
.

Tức là khoảng cách giữa M ′, N ′ không những phụ thuộc k, MN mà còn

phụ thuộc OM, ON.

Tính chất: Dễ chứng minh được các tính chất cơ bản mà ta kí hiệu là

I1,.., I6 sau(xem trong [5])

I1: Phép nghịch đảo có tính chất đối hợp.

I2: Nếu k > 0 ta có phép nghịch đảo dương Iok , khi đó hai điểm M và

điểm M ′ = f(M) cùng nằm về một phía với điểm O.
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Hình 1.9:

Nếu k < 0 ta có phép nghịch đảo âm Iok , khi đó hai điểm M và

điểm M ′ = f(M) nằm về hai phía với điểm O.

Hình 1.10:

Cách dựng điểm M ′ khi có điểm M như sau:

Với k > 0 vẽ đường tròn (O;
√
k), khi M ở trong đường tròn (O;

√
k)

ta vẽ MH⊥OM , từ H kẻ tiếp tuyến với đường tròn, cắt OM kéo dài tại

M ′. khi M ở ngoài đường tròn (O;
√
k) ta vẽ tiếp tuyến MH tới đường

tròn, hạ HM ′⊥OM ta được ảnh M ′.

Với k < 0 vẽ đường tròn (O;
√
|k|) ta làm tương tự (lấy đối xứng

qua tâm O).

I3: Phép nghịch đảo dương có đường tròn tuyệt đối là (O,
√
k). Phép

17
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nghịch đảo âm có đường tròn kép tương đối là (O,
√
|k|).

I4: Mọi đường thẳng đi qua cực O đều là kép tương đối.

I5: Phép nghịch đảo Iok biến những điểm ở trong đường tròn (O,
√
|k|)

thành những điểm ở ngoài và ngược lại.

I6: Tích hai phép nghịch đảo cùng cực là một phép vị tự có tâm là cực

nghịch đảo.

1.5 Phương trình đại số của các phép biến hình

phẳng

Trong mặt phẳng Ơclit với hệ tọa độ trực chuẩn ta đã biết phương

trình của biến đổi trực giao là (xem [1]) x′ = a11x+ a12y + b1

y′ = a21x+ a22y + b2

với

 a2
11 + a2

21 = a2
12 + a2

22 = 1

a11.a12 + a21.a22 = 0
.

Đây là phương trình của phép dời hình (bảo toàn khoảng cách giữa hai

điểm bất kì).

Nếu bảo toàn hướng thì có phép dời hình loại 1. x′ = xcosϕ− y sinϕ+ b1

y′ = x sinϕ+ ycosϕ+ b2

;D = 1.

.

Nếu đảo ngược hướng thì có phép dời hình loại 2. x′ = xcosϕ+ y sinϕ+ b1

y′ = x sinϕ− ycosϕ+ b2

;D = −1.

.
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1.5.1 Phương trình của phép tịnh tiến

Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, giả sử vectơ −→v = (a, b) là vectơ tịnh

tiến, điểmM(x, y) ảnh tịnh tiến qua phép tịnh tiến T−→v làM ′(x′, y′). Để

lập phương trình đại số của phép tịnh tiến, ta phải tìm mối quan hệ giữa

(x′, y′) và (x, y). Nói cách khác là tìm biểu thức đại số biểu diễn x′, y′

qua x, y. Ta có M′ = T−→v (M)⇔
−−→
MM′ = −→v ⇔

 x′ − x = a

y′ − y = b
, chuyển

vế thu được

 x′ = x+ a

y′ = y + b
. Biểu thức tọa độ

 x′ = x+ a

y′ = y + b
được gọi là

phương trình của phép tịnh tiến, trong đó −→v = (a, b) là vectơ tịnh tiến,

(x, y) là tọa độ điểm tạo ảnh, (x′, y′) là tọa độ điểm ảnh.

Chứng minh một số tính chất: chẳng hạn ta chứng minh tính chất T1,T3

T1: Phép tịnh tiến bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. Tức là

nếu M′ =T−→v (M); N′ =T−→v (N) thì MN = M ′N ′.

Thật vậy, giả sử M(x1, y1), N(x2, y2), ảnh của chúng có tọa độ lần lượt

là M ′(x′1, y
′
1), N(x′2, y

′
2). Theo định nghĩa khoảng cách ta có

M′N′ =
√

(x′2 − x′1)
2 + (y′2 − y′1)

2

=
√

(x2 + a− x1 − a)2 + (y2 + a− y1 − a)2

=
√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 = MN

.

Từ đó suy ra M ′N ′ = MN (điều phải chứng minh).

T3: Phép tịnh tiến biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc

trùng với nó.

Gọi đường thẳng d có phương trình: d : Ax+By+C = 0(A2 +B2 6= 0).

Có biểu thức tọa độ

 x′ = x+ a

y′ = y + b
⇔

 x′ − a = x

y′ − b = y
(∗) , thay x, y vào

phương trình đường thẳng d ta được:
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A(x′ − a) +B(y′ − b) + C = 0⇔ Ax′ +By′ + C − Aa−Bb = 0.

Vậy phương trình của d′: Ax′ +By′ + C − Aa−Bb = 0.

Nếu:

−Aa−Bb = 0⇒ d′ ≡ d

−Aa−Bb 6= 0⇒ d′//d
.

Phép tịnh tiến biến đường tròn thành đường tròn và giữ nguyên

bán kính.

Thật vậy gọi đường tròn (I, R) có phương trình là:

(x− α)2 + (y − β)2 = R2.

Thay x, y từ phương trình (*) vào ta được

(x′ − a− α)2 + (y′ − b− β)2 = R2.

Đây là phương trình đường tròn tâm I(a + α; b + β) là ảnh tịnh tiến

của I(α; β) và giữ nguyên bán kính R.

Ví dụ 1.19. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho vectơ −→v = (2; 1). Hãy

tìm tọa độ điểm M ′ là ảnh của điểm M(3;4) qua phép tịnh tiến theo

vectơ −→v .

Giải. GọiM ′(x′; y′) là ảnh của điểm M qua phép tịnh tiến theo vectơ

−→v nên ta có

 x′ = 3 + 2 = 5

y′ = 4 + 1 = 5
. Vậy M ′(5; 5).

1.5.2 Phương trình của phép đối xứng trục

a, Chọn hệ tọa độ Oxy sao cho trục Ox trùng với d, với mỗi điểm

M(x; y), gọi M ′(x′; y′) là ảnh của M qua phép đối xứng trục d, khi đó

ta có phương trình là

 x′ = x

y′ = −y
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b, Tương tự phép đối xứng qua trục Oy là

 x′ = −x
y′ = y

Chứng minh một số tính chất

S1: Phép đối xứng trục bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

Thật vậy, chọn hệ trục Oxy, Ox làm trục đối xứng.

Giả sửM(x1, y1), N(x2, y2), ảnh của chúng có tọa độM ′(x′1, y
′
1), N

′(x′2, y
′
2).

Khi đó ta có

 x1
′ = x1

y1
′ = −y1

và

 x2
′ = x2

y2
′ = −y2

. Theo định nghĩa khoảng

cách ta có:

M′N′ =
√

(x′2 − x′1)
2 + (y′2 − y′1)

2 =
√

(x2 − x1)
2 + (−y2 + y1)

2

=
√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 = MN
.

Từ đó suy ra M ′N ′ = MN .

Hình 1.11:

Ví dụ 1.20. Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy cho M(1; 5), đường

tròn (C) có phương trình (C) : x2 + y2 − 2x+ 4y − 4 = 0, đường thẳng

d có phương trình d : x− 2y + 4 = 0.

a. Tìm ảnh của M, (C), d qua phép đối xứng trục Ox.
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b. Tìm ảnh của M qua phép đối xứng trục d.

Giải

a. Gọi M ′, (C ′), d′ lần lượt là ảnh của M, (C), d qua phép đối xứng trục

Ox. Ta có M ′(1;−5). (C) có tâm I(1;−2), bán kính R=3. Đường tròn

(C ′) có tâm là I′ =SOx(I) = (1; 2) và bán kính R=3. Vậy phương trình

đường tròn cần tìm là (C ′) : (x− 1)2 + (y − 2)2 = 9.

Gọi N ′(x′; y′) là ảnh của N(x; y) qua phép đối xứng trục Ox, ta có x′ = x

y′ = −y
⇔

 x = x′

y = −y′

Thay vào phương trình của d ta được: x′ + 2y′ + 4 = 0 .

Vậy phương trình của d′ là : x+ 2y + 4 = 0 .

b. Đường thẳng d1 đi qua M và vuông góc với d có phương trình là:

2x+ y − 7 = 0 .

Gọi M0 là giao điểm của d và d1 thì toạ độ của M0 là nghiệm của hệ: x− 2y + 4 = 0

2x+ y − 7 = 0
⇔

 x = 2

y = 3
Vậy M0(2; 3).

Gọi M1 là ảnh của M qua phép đối xứng trục d thì M0 là trung điểm

đoạn thẳng MM1 nên M1(3; 1).

1.5.3 Phương trình của phép đối xứng tâm

Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm I có tọa độ I(x0; y0) và phép

đối xứng tâm I, điểm M(x; y), điểm M ′(x′; y′) là ảnh của M qua phép

đối xứng tâm I, khi đó ta có M ′ = DI(M)⇔
−−→
IM ′ = −

−−→
IM

⇔

 x′ − x0 = x0 − x
y′ − y0 = y0 − y

⇔

 x′ = 2x0 − x
y′ = 2y0 − y

.
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Biểu thức tọa độ

 x′ = 2x0 − x
y′ = 2y0 − y

được gọi là phương trình của phép

đối xứng, trong đó I(x0; y0) là tâm đối xứng, M(x; y) là tọa độ điểm

tạo ảnh, M ′(x′; y′) là tọa độ điểm ảnh.

Chứng minh một số tính chất của phép đối xứng tâm:

Z1: Phép đối xứng tâm bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. Tức là

nếu M′ =ZI(M); N′ =ZI(N) thì
−−→
M′N′ = −

−−→
MN từ đó suy ra M′N′ = MN.

Z2: Phép đối xứng tâm biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng

hàng.

Giả sử A′, B′, C ′ lần lượt là ảnh của A,B,C qua phép đối xứng tâm I.

Theo tính chất 1 ta có
−−→
A′B′ = −

−→
AB;
−−→
B′C ′ = −

−−→
BC . Vì A,B,C thẳng

hàng nên
−→
AB;
−−→
BC cùng phương, khi đó

∃k :
−→
AB = k

−−→
BC ⇔ −

−−→
A′B′ = −k

−−→
B′C ′ ⇔

−−→
A′B′ = k

−−→
B′C ′, tức ta có

−−→
A′B′;

−−→
B′C ′ cùng phương. Điều đó chứng tỏ A′, B′, C ′ thẳng hàng.

Ví dụ 1.21. Tìm ảnh của điểm A(-2;3) qua phép đối xứng tâm I(1;2).

Giải: Gọi A′(x′; y′) là ảnh của điểm A(-2;3) qua phép đối xứng tâm

I(1;2).

Ta có

 x′ = 2− (−2) = 4

y′ = 2.2− 3 = 1
. Vậy A′(4; 1)

Ví dụ 1.22. Cho hai điểm phân biệt B,C cố định (BC không phải là

đường kính) trên đường tròn (O), điểm A di động trên (O). Chứng minh

rằng khi A di động trên (O) thì trực tâm tam giác ABC di động trên

một đường tròn.

Giải

Cách 1. Giải bằng phương pháp hình học thuần túy
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Gọi H là trực tâm tam giác ABC, I là trung điểm của BC. Tia AO và BO

Hình 1.12:

cắt (O) lần lượt tại M và D. Ta có B̂CD = 900 nên DC//AH, AD//CH

suy ra tứ giác ADCH là hình bình hành, suy ra
−−→
AH =

−−→
DC = 2

−→
OI .

Trong tam giác AHM có OI//AH và OI = AH suy ra OI là đường trung

bình của tam giác AHM, suy ra I là trung điểm của HM, suy ra H và

M đối xứng nhau qua I. Vì BC cố định nên I cố định.

Khi A di động trên (O) thì M di chuyển trên (O). Do đó khi A di động

trên (O) thì trực tâm tam giác ABC di động trên một đường tròn (O′)

là ảnh của (O) qua phép đối xứng tâm I.

Cách 2. Giải bằng phương pháp đại số, ta dùng phương trình của

phép đối xứng tâm.

Gọi I là trung điểm của BC ta có OI//AH,OI⊥BC,AH⊥BC suy ra

OI là đường trung bình của tam giác AHM(M là điểm đối xứng của A qua

O) nên IM=IH tức H = SI(M) . Gọi I là gốc tọa độ và đường tròn tâm

O(α; β) có phương trình là (x− α)2 + (y − β)2 = R2. Vì M ∈ (O,R)
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Hình 1.13:

nên quỹ đạo của M có phương trình (x− α)2 + (y − β)2 = R2 .

Mặt khác SI có phương trình

 x′ = −x
y′ = −y

⇔

 −x′ = x

−y′ = y
thay vào

phương trình đường tròn tâm O ta được

(−x′ − α)2 + (−y′ − β)2 = R2 ⇔ (x′ + α)2 + (y′ + β)2 = R2.

Vậy đường tròn có phương trình (x′ + α)2 + (y′ + β)2 = R2 đối xứng

với (O,R) qua I(0,0) là quỹ tích của H.

1.5.4 Phương trình của phép quay

Lập phương trình của phép quay tâm I(x0; y0).

Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm I(x0; y0), tịnh tiến theo vectơ
−→
OI,

quay trục tọa độ một góc α ta có mối quan hệ giữa x′, y′ và x, y như

sau  x′ = xcosϕ− y sinϕ+ x0

y′ = x sinϕ+ ycosϕ+ y0
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Đây là phương trình của phép quay tâm I(x0; y0), góc quay α. Khi

I ≡ O ta có phương trình đơn giản hơn x′ = xcosϕ− y sinϕ

y′ = x sinϕ+ ycosϕ

Áp dụng phương trình của phép quay ta có thể chứng minh được các

tính chất đã có, ngoài ra ta còn chứng minh được tính chất phép quay

với góc quay α 6= 0 có duy nhất một điểm bất động.

Thật vậy, gọi (X,Y) là điểm bất động của phép quay X = Xcosϕ− Y sinϕ

Y = X sinϕ+ Y cosϕ
⇔

 X(1− cosϕ) + Y sinϕ = 0

−X sinϕ+ Y (1− cosϕ) = 0

Ta có

D =

∣∣∣∣∣∣ 1− cosϕ sinϕ

− sinϕ 1− cosϕ

∣∣∣∣∣∣ = (1− cosϕ)2 + sin2ϕ = 2(1− cosϕ) 6= 0

Nên hệ phương trình trên có nghiệm duy nhất (X,Y)=(0,0).

Ví dụ 1.23. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho điểm O(0;0),

A(3;4) và B(3;0). Hãy tìm ảnh của tam giác OAB qua phép quay tâm

O góc quay 900.

Giải

Do phép quay tâm O nên tâm quay trùng với gốc tọa độ.

Áp dụng phương trình của phép quay

 x′ = xcosϕ− y sinϕ

y′ = x sinϕ+ ycosϕ
để tìm

ảnh của các điểm O, A, B.

Ta có Qo
900

: O → O.

Gọi A′(x′A; y′A), do A′ = Qo
900

(A) nên
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Hình 1.14: xA
′ = xcosϕ− y sinϕ = 3. cos 90o − 4 sin 90o = −4

yA
′ = x sinϕ+ ycosϕ = 3. sin 90o + 4cos90o = 3

.Vậy A′(−4; 3)

Gọi B′(x′B; y′B), do B′ = Qo
900

(B) nên xB
′ = xcosϕ− y sinϕ = 3. cos 90o − 0. sin 90o = 0

yB
′ = x sinϕ+ ycosϕ = 3. sin 90o + 0.cos90o = 3

. Vậy B′(0; 3)

Vậy qua Qo
900

tam giác OAB biến thành tam giác OA′B′

1.5.5 Phân loại phép dời hình trong mặt phẳng

a. Phép dời hình loại 1

Rõ ràng phép tịnh tiến, phép quay là phép dời hình loại 1. Ngược lại

giả sử f là phép dời hình có phương trình

 x′ = xcosϕ− y sinϕ+ b1

y′ = x sinϕ+ ycosϕ+ b2

Nếu ϕ = k2π thì phương trình trở thành

 x′ = x+ b1

y′ = y + b2

đây là một

phép tịnh tiến.

Nếu ϕ 6= k2π ta đi tìm điểm bất động của f
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f(M) = M ⇔

 x(1− cosϕ) + y sinϕ = b1

−x sinϕ+ y(1− cosϕ) = b2

.

Định thức

∣∣∣∣∣∣ 1− cosϕ sinϕ

− sinϕ 1− cosϕ

∣∣∣∣∣∣ = (1− cosϕ)2 + sin2ϕ 6= 0 suy ra hệ

có nghiệm duy nhất, nên f là phép quay tâm I, góc quay ϕ .

Vậy: mọi phép dời hình loại 1 hoặc là phép tịnh tiến, hoặc là phép quay.

b. Phép dời hình loại 2

Ta sẽ chứng minh mọi phép dời hình loại 2 hoặc là phép đối xứng

trục hoặc tích của phép đối xứng trục và phép tịnh tiến(đối xứng trượt).

Thật vậy, xét phép dời hình loại 2

 x′ = xcosϕ+ y sinϕ+ b1

y′ = x sinϕ− ycosϕ+ b2

.

Nếu ϕ = k2π thì phương trình trở thành

 x′ = x+ b1

y′ = −y + b2

.

Đặt

 X = x+ b1

Y = y − b2

ta có

 x′ = X

y′ = −Y
suy ra f là tích của phép đối

xứng trục và phép tịnh tiến với vectơ tịnh tiến −→v = (b1;−b2).

Nếu ϕ 6= k2π ta đi tìm điểm bất động của f.

f(M) = M ⇔

 x(1− cosϕ)− y sinϕ = b1

−x sinϕ+ y(1 + cosϕ) = b2

.

Định thức

∣∣∣∣∣∣ 1− cosϕ − sinϕ

− sinϕ 1 + cosϕ

∣∣∣∣∣∣ = 1− cosϕ2− sin2ϕ = 0 suy ra hệ có

vô số nghiệm, đó là toàn bộ đường thẳng có phương trình

(1− cosϕ)x− sinϕy − b1 = 0 .
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Khi đó f là phép đối xứng trục với trục là đường thẳng có phương trình

trên(điều phải chứng minh)

Ví dụ 1.24. Trong mặt phẳng Oxy cho vectơ −→v = (3; 1) và đường thẳng

d có phương trình d : 2x − y = 0. Tìm ảnh của d qua phép dời hình

có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm O góc quay 900 và

phép tịnh tiến theo vectơ −→v = (3; 1).

Giải

Ta cần tìm ảnh của d qua phép dời hình T−→vQ
O
900

. Phép dời hình có ma

trận là:


cosα sinα 0

− sinα cosα 0

acosα + b sinα a sinα + bcosα 1

 thay vào ta có


0 1 0

−1 0 0

1 3 1

,

khi đó ta có hệ phương trình

 x′ = −y + 1

y′ = x+ 3
⇔

 1− x′ = y

y′ − 3 = x

thay vào phương trình đường thẳng d ta được

2(y′ − 3)− (1− x′) = 0⇔ x′ + 2y′ − 7 = 0

Vậy phương trình x′ + 2y′ − 7 = 0 là phương trình đường thẳng d′.

1.5.6 Phương trình của phép vị tự

Trên mặt phẳng tọa độ Oxy cho I(xo; yo) và phép vị tự tâm I tỉ số k

kí hiệu V I
K . M

′(x′; y′) là ảnh của M(x; y) qua V I
K , khi đó ta có

−−→
IM ′ = k

−−→
IM ⇔

 x′ − x0 = k (x− x0)

y′ − y0 = k (y − y0)
⇔

 x′ = kx+ (1− k)x0

y′ = ky + (1− k) y0

Biểu thức tọa độ

 x′ = kx+ (1− k)x0

y′ = ky + (1− k) y0

gọi là phương trình của phép

vị tự tâm I tỉ số k.
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Ta chứng minh tính chất V1 của phép vị tự

V1: Nếu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M,N tùy ý theo thứ tự thành

M ′, N ′ thì
−−−→
M ′N ′ = k

−−→
MN và M ′N ′ = |k|MN

Thật vậy, giả sửM(x1, y1), N(x2, y2), ảnh của chúng qua phép vị tự tâm

I tỉ số k có tọa độM ′(x′1, y
′
1), N(x′2, y

′
2). Khi đó

−−→
MN = (x2−x1; y2−y1)

Khi đó−−−→
M ′N ′ = (x′2 − x′1; y′2 − y′1) = (k(x2 − x1); k(y2 − y1))

= k(x2 − x1; y2 − y1) = k
−−→
MN

.

Từ đó suy ra
−−→
M′N′ = k

−−→
MN.

Theo định nghĩa khoảng cách ta có

M′N′ =
√
k2(x2 − x1)

2 + k2(y2 − y1)
2 =

√
k2((x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2)

= |k|
√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 = |k|MN

Vậy M ′N ′ = |k|MN .

Ví dụ 1.25. Tìm ảnh của điểm A(1;2) qua phép vị tự tâm I(3;-1) tỉ số

k=2.

Giải. Gọi A′(x′; y′) là ảnh của A qua phép vị tự tâm I(3;-1) tỉ số k=2,

áp dụng biểu thức tọa độ ta có

 x′ = kx+ (1− k)x0 = 2.1− 1.3 = −1

y′ = ky + (1− k) y0 = 2.2 + 1 = 5

Vậy A′(−1; 5).

Ví dụ 1.26. Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy cho đường thẳng d có

phương trình 3x + 2y − 6 = 0. Hãy viết phương trình của đường thẳng

d′ là ảnh của d qua phép vị tự tâm O tỉ số k=-2.

Giải: Do Vo
k(d) = d′ ⇒ d′//d⇒ d′ có phương trình: 3x+2y+C = 0.

Lấy M(0; 3) thuộc d. Gọi M ′(x′; y′) là ảnh của M qua phép vị tự đã

cho, ta có
−−→
OM ′ = −2

−−→
OM ⇔

 x′ = 0

y′ = −6
suy ra M ′(0;−6)
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M ′ thuộc d′ suy ra C = 12. Do đó phương trình d′ là: 3x+ 2y+ 12 = 0.

Ví dụ 1.27. Đường thẳng Ơle: trong tam giác, trực tâm, tâm đường

tròn ngoại tiếp, và trọng tâm tam giác thẳng hàng . Đường thẳng đi qua

ba điểm đó gọi là đường thẳng Ơle.

Giải.

Xét phép vị tự tâm G, tỉ số -1/2, ta có V G
−1/2 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A 7→M

B 7→ N

C 7→ P

∆ABC 7→ ∆MNP

.

Hình 1.15:

Dễ thấy qua phép vị tự trực tâm tam giác biến thành trực tâm tam

giác, vậy H biến thành O(trực tâm tam giác ABC biến thành trực tâm

tam giác MNP). Suy ra G,O,H thẳng hàng và
GO

GH
=
−1

2
(đpcm).

Ví dụ 1.28. Đường tròn Ơle ( đường tròn 9 điểm ): trong tam giác 9

điểm sau nằm trên một đường tròn: chân 3 đường cao, 3 trung điểm của

3 cạnh, 3 trung điểm các đoạn thẳng nối từ trực tâm đến các đỉnh, đó

là 9 điểm H1, H2, H3,M,N, P, I, J,K.
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Giải.

Xét phép vị tự tâm H tỉ số -1/2, ta có V H
−1/2 :

∣∣∣∣∣∣∣∣
A 7→ I

B 7→ J

C 7→ K

.

Hình 1.16:

Lưu ý rằng nếu lấy H đối xứng qua các điểm M,N,P,H1, H2, H3 thì

ta được 6 điểm tương ứng đều thuộc (O). Từ 9 điểm trên đường tròn

tâm O, qua V H
−1/2 ta thu được 9 điểm H1, H2, H3,M,N, P, I, J,K thuộc

đường tròn ảnh của (O), đó là đường tròn Ơle, có bán kính bằng R/2.

1.5.7 Phương trình của phép đồng dạng

Trước hết ta chứng minh tính chất H5: Mọi phép đồng dạng đều được

phân tích thành tích một phép vị tự và một phép dời hình( hoặc tích

một phép dời hình và một phép vị tự).

Thật vậy, giả sử f : E2 → E2 là một phép đồng dạng tỉ số k > 0. Ta

lấy một điểm O nào đó và gọi V là phép vị tự tâm O tỉ số k. Khi đó
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V −1 là phép vị tự tâm O tỉ số 1/k, và tích fV −1 là phép đồng dạng

tỉ số 1 nên nó là phép dời hình D, ta có đẳng thức fV −1 = D hay

f = DoV . Từ phương trình của phép dời hình và phép vị tự ta suy ra

phương trình của phép đồng dạng phẳng

 x′ = ka11x+ ka12y + b1

y′ = ka21x+ ka22y + b2

.

Khi

∣∣∣∣∣∣ ka11 ka12

ka21 ka22

∣∣∣∣∣∣ > 0 ta có phép đồng dạng thuận, ngược lại ta có phép

đồng dạng nghịch.

Ta cũng có kết quả sau

Phép đồng dạng thuận là tích của phép vị tự và phép dời hình

loại 1. Mọi phép đồng dạng nghịch là tích của phép vị tự và phép dời

hình loại 2. Từ đó có phương trình của phép đồng dạng thuận. x′ = kxcosϕ− ky sinϕ+ b1

y′ = kx sinϕ+ kycosϕ+ b2

.

Phương trình của phép đồng dạng nghịch. x′ = kxcosϕ+ ky sinϕ+ b1

y′ = kx sinϕ− kycosϕ+ b2

1.5.8 Kết hợp các phép biến hình phẳng

a. Tích các phép tịnh tiến

Phép tịnh tiến theo vectơ −→v = (a; b) có phương trình

 x′ = x+ a

y′ = y + b

hay
(
x′ y′ 1

)
=
(
x y 1

)
MT với ma trận biểu diễn là
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MT =


1 0 0

0 1 0

a b 1

.

Tích của hai phép tịnh tiến là một phép tịnh tiến được biểu diễn bởi

tích hai ma trận có dạng

MT1
0MT2 =


1 0 0

0 1 0

a1 b1 1




1 0 0

0 1 0

a2 b2 1

 =


1 0 0

0 1 0

a1 + a2 b1 + b2 1

 .

b. Tích các phép quay

Phép quay tâm O, góc quay α

 x′ = xcosϕ− y sinϕ

y′ = x sinϕ+ ycosϕ
.

Hay
(
x′ y′ 1

)
=
(
x y 1

)
MQ(α) với ma trận biểu diễn là

MQ(α) =


cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1


Như vậy tích hai phép quay cùng tâm O(gốc tọa độ ) là phép quay cùng

tâm ấy với góc quay bằng tổng hai góc quay

MQ1
(α1).MQ2

(α2) =


cosα1 sinα1 0

− sinα1 cosα1 0

0 0 1




cosα2 sinα2 0

− sinα2 cosα2 0

0 0 1



=


cos(α1 + α2) sin (α1 + α2) 0

− sin (α1 + α2) cos(α1 + α2) 0

0 0 1


.
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c. Tích các phép vị tự

Phép vị tự tâm O tỉ số k có phương trình

 x′ = kx

y′ = ky
.

hay
(
x′ y′ 1

)
=
(
x y 1

)
MV (k) với ma trận biểu diễn là

MV (k) =


k 0 0

0 k 0

0 0 1


.

d. Các kết hợp khác.

Phép đối xứng trục có trục đối xứng trùng với Ox có ma trận biểu diễn

là MS(Ox) =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 và trục Oy là MS(Oy) =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

Từ đó ta có, chẳng hạn tích của một phép tịnh tiến và một phép quay,

có ma trận biến đổi là
1 0 0

0 1 0

a b 1




cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1

 =


cosα sinα 0

− sinα cosα 0

acosα + b sinα a sinα + bcosα 1

.

Hay tích của phép quay và phép vị tự có cùng tâm
cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1



k 0 0

0 k 0

0 0 1

 =


kcosα k sinα 0

−k sinα kcosα 0

0 0 1


Cho ta ma trận của phép đồng dạng tỉ số k

Ví dụ 1.29. Chứng tỏ rằng các phép biến đổi sau đây là những phép

đối xứng trượt. Hãy tìm trục đối xứng và các vectơ trượt.
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a,

 x′ = x+ x0

y′ = −y + y0

b,

 x′ = xcosϕ+ y sinϕ+ x0

y′ = x sinϕ− ycosϕ+ y0

c,


x′ =

4

3
x− 3

5
y + 6

y′ = −3

5
x− 4

5
y − 12

.

Giải

Phép biến đổi với ma trận A là phép đối xứng trượt AAt = I2 và

detA = −1 . Quỹ tích trung điểm nối các đoạn thẳng nối các cặp điểm

M và M ′ là một đường thẳng, đó chính là trục đối xứng của phép đối

xứng trượt. Như vậy ta có phương trình của phép đối xứng trượt.

a, M(x; y) 7→ M ′(x + x0;−y + y0). Gọi I là trung điểm của MM ′ khi

đó I có tọa độ là xI = x+
x0

2
; yI =

y0

2
suy ra trục đối xứng 2y− y0 = 0,

vectơ trượt −→v = (x0; 0).

b, Với ϕ = k2π ta được phương trình giống phần a.

ϕ 6= k2π, gọi I là trung điểm của MM ′ khi đó 2xI = x+ x′

2yI = y + y′
⇒

 2xI = x(cosϕ+ 1) + y sinϕ+ x0

2yI = x sinϕ− y(cosϕ− 1) + y0

Suy ra trục đối xứng có phương trình

(2x− x0)(cosϕ− 1) + (2y − y0) sinϕ = 0.

+ Ta có thể coi phép quay tâm I(α; β) 6= 0, góc quay ϕ là tích của các

phép dời hình sau đây

Tịnh tiến theo vectơ (−α;−β) để dịch chuyển tâm quay về gốc tọa

độ

Quay quanh gốc tọa độ một góc ϕ

Tịnh tiến theo vectơ (α; β) để đưa tâm quay lại vị trí ban đầu

Như vậy ta có ma trận biểu diễn phép quay tâm I(α; β) 6= 0 , góc quay

ϕ là
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1 0 0

0 1 0

α β 1




cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

−α −β 1



=


cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

αcosϕ+ β sinϕ α sinϕ+ βcosϕ 1




1 0 0

0 1 0

−α −β 1



=


cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

αcosϕ+ β sinϕ− α α sinϕ+ βcosϕ− β 1



.

1.5.9 Phép nghịch đảo trong mặt phẳng

Thực chất phép nghịch đảo là phép đối xứng qua đường tròn. Nhiều

sự kiện hình học xuất hiện khác với các phép biến hình, đồng dạng hay

dời hình.

a. Phương trình của phép nghịch đảo(hệ tọa độ Đềcác)

Trong hệ trục tọa độ Đềcác Oxy gốc O trùng với cực nghịch đảo

M ′(x′; y′) = Iok(M),M(x; y), khi đó theo định nghĩa

ρ.ρ′ = k ⇒ ρ′ = k/ρ.

Ta lại có
ρ′

ρ
=
x′

x
=
y′

y
⇒ ρ′

ρ
=
x′

x
=
y′

y
=

k

ρ2
. Vậy


x′ =

kx

ρ2
=

kx

x2 + y2

y′ =
ky

ρ2
=

ky

x2 + y2

là phương trình của phép nghịch đảo cực O, phương tích k.

Tính chất 1: Phép nghịch đảo có tính chất đối hợp tức nếu M ′ = f(M)

thì ta cũng có M = f(M ′). Thật vậy M (x; y) ,M ′(x′; y′),M ′′(x′′; y′′)

ta phải chứng minh M ′′ ≡M .
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Ta có


x′ =

kx

x2 + y2

y′ =
ky

x2 + y2

và


x′′ =

kx′

x′2 + y′2

y′′ =
ky′

x′2 + y′2

nên suy ra



x′′ =

k
kx

x2 + y2

(
kx

x2 + y2
)
2

+ (
ky

x2 + y2
)
2

y′′ =

k
ky

x2 + y2

(
kx

x2 + y2
)
2

+ (
ky

x2 + y2
)
2

⇔



x′′ =
k2x

(x2 + y2)(
kx

x2 + y2
)
2

+ (
ky

x2 + y2
)
2

y′′ =
k2y

(
kx

x2 + y2
)
2

+ (
ky

x2 + y2
)
2

.

 x′′ = x

y′′ = y
⇔M ′′(x′′; y′′) ≡M(x; y).

Với k > 0 tập hợp các điểm kép là đường tròn (O;
√
k).

Do M là điểm kép nên M ≡ I0
k(M), tức tọa độ M là nghiệm của hệ

x =
kx

x2 + y2

y =
ky

x2 + y2

⇔ x2 + y2 = k.

Do x, y 6= 0 nên tập hợp các điểm kép là đường tròn (O;
√
k).

Với k < 0 tập hợp các điểm kép là ∅.

Thật vậy ta có hệ


x =

kx

x2 + y2

y =
ky

x2 + y2

⇔ x2 + y2 = k(k < 0), hệ này vô

nghiệm. Vậy tập hợp các điểm kép là ∅.
Với k > 0 các điểm ở trong đường tròn (O;

√
k) biến thành những

điểm ở bên ngoài và ngược lại.

Thật vậy M(x;y), M ở trong đường tròn (O;
√
k) suy ra

−−−→
|OM | <

√
k ⇒ x2 + y2 < k.
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M ′(x′; y′) = I0
k(M).

x =
kx′

x′2 + y′2

y =
ky′

x′2 + y′2

⇔ (
kx′

x′2 + y′2
)2 + (

ky′

x′2 + y′2
)2 < k

⇔ k2(x′2 + y′2) < k(x′2 + y′2)⇔ x′2 + y′2 > k ⇒
−−−→
|OM | >

√
k

.

M ′(x′; y′) nằm ngoài đường tròn (O;
√
k).

Ngược lại ta chứng minh tương tự.

Với k < 0 các điểm ở trong đường tròn (O;
√
|k|) biến thành những

điểm ở ngoài (O;
√
|k|) và ngược lại.

Thật vậy M(x;y) ở trong đường tròn (O;
√
|k|) suy ra

−−−→
|OM | <

√
|k| ⇒ x2 + y2 < |k|

M ′(x′; y′) = I0
k(M).

x =
kx′

x′2 + y′2

y =
ky′

x′2 + y′2

thế vào biểu thức (O;
√
|k|) suy ra

−−−→
|OM | <

√
|k| ⇒ x2 + y2 < |k| ta được

(
kx′

x′2 + y′2
)2 + (

ky′

x′2 + y′2
)2 < |k| ⇔ k2(x′2 + y′2) < |k| (x′2 + y′2)

⇔ x′2 + y′2 > |k| ⇒
−−−−→∣∣OM /

∣∣ >√|k| .

M ′(x′; y′) nằm ngoài đường tròn (O;
√
|k|).

Ngược lại ta chứng minh tương tự.

Tích hai phép nghịch đảo cùng cực O

Giả sử Iok1, I
o
k2

là hai phép nghịch đảo cùng cực O. Gọi M bất kì trong

mặt phẳng sao cho M ′ = Iok1(M),M ′′ = Iok2(M
′). Trong hệ tọa độ Oxy

ta có
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x′ =

k1x

x2 + y2

y′ =
k1y

x2 + y2

;



x′′ =
k2x

′

x′2 + y′2
=

k2k1
x

x2 + y2

(
k1x

x2 + y2
)
2

+ (
k1y

x2 + y2
)
2

y′′ =
k2y

/

x′2 + y′2
=

k2k1
y

x2 + y2

(
k1x

x2 + y2
)
2

+ (
k1y

x2 + y2
)
2

Từ đó ta suy ra

x′′ =

k2k1
x

x2 + y2

k2
1(x2 + y2)

(x2 + y2)2

=

k2k1x

x2 + y2

k2
1

x2 + y2

=
k2

k1
x. và

y′′ =

k2k1
y

x2 + y2

k2
1(x2 + y2)

(x2 + y2)2

=

k2k1y

x2 + y2

k2
1

x2 + y2

=
k2

k1
y.

Vậy Iok1oI
o
k2

(M) = M ′′ = V o
k2

k1

(M).

Kết luận: Tích hai phép nghịch đảo cùng cực là một phép vị tự cùng

cực ấy với tỉ số vị tự bằng tỉ số hai phương tích.

Tương tự tích của phép nghịch đảo cực O phương tích k với phép

vị tự tâm O tỉ số h là một phép nghịch đảo cực O phương tích k.h

b. Ảnh của đường thẳng và đường tròn qua phép nghịch đảo

Ảnh của đường thẳng qua phép nghịch đảo

Qua phép nghịch đảo mọi đường thẳng đi qua cực O biến thành

chính nó, còn mọi đường thẳng không đi qua O thì biến thành đường

tròn đi qua cực O.

Chứng minh
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Giả sử đường thẳng ∆ có phương trình là Ax+By+C = 0(A2+B2 6= 0)

Gọi ∆′ = I0
k(∆). Do Iok có tính chất đối hợp nên


x =

kx′

x′2 + y′2

y =
ky′

x′2 + y′2

.

Thay vào phương trình ∆ ta được

A
kx′

x′2 + y′2
+B

ky′

x′2 + y′2
+C = 0⇔ Akx′+Bky′+C(x′2 + y′2) = 0(∗).

Nếu ∆ đi qua cực O suy ra C=0, khi đó

∆′ : Akx′ +Bky′ = 0⇔ Ax′ +By′ = 0⇒ ∆′ ≡ ∆

Vậy mọi đường thẳng đi qua cực O biến thành chính nó.

Nếu ∆ không đi qua cực O suy ra C 6= 0, ta chia 2 vế của (*) cho C

∆′ : x′2 + y′2 +
Ak

C
x′ +

Bk

C
y′ = 0

⇔ x′2 + 2
Ak

2C
x′ + (

Ak

2C
)2 + y′2 + 2

Bk

2C
y′ + (

Bk

2C
)2 − Ak2 +Bk2

4C2
= 0

⇔ (x′ +
Ak

C
)2 + (y′ +

Bk

C
)2 =

Ak2 +Bk2

4C2
> 0

 ∀A2 +B2 6= 0

k 6= 0, C 6= 0


Suy ra ∆′ là đường tròn có tâm và bán kính

I1(
−Ak
2C

,
−Bk
2C

), R =
|k|
2

√
A2 +B2

C2
.

Vậy mọi đường thẳng không đi qua O thì biến thành đường tròn đi qua

cực O.

Kết luận: Nếu gọi ∆′ là ảnh của ∆ qua phép nghịch đảo cực O, khi đó

∆ đi qua O thì ∆′ ≡ ∆

∆ không đi qua O thì ∆′ là một đường tròn đi qua O.
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Ảnh của đường tròn qua phép nghịch đảo

Qua phép nghịch đảo mọi đường tròn đi qua cực O biến thành

đường thẳng không đi qua cực O.

Chứng minh

Giả sử đường tròn γ : x2 + y2 + 2ax+ 2by = 0(a2 + b2 6= 0).

Ta có γ′ = I0
k(γ).

Khi đó ta có

γ′ : (
kx′

x′2 + y′2
)2 + (

kx′

x′2 + y′2
)2 +

2kax′

x′2 + y′2
+

2kby′

x′2 + y′2
= 0

⇔ k2x′2 + k2y′2 + 2akx′(x′2 + y′2) + 2bky′(x′2 + y′2) = 0

⇔ k2 + 2akx′ + 2bky′ = 0⇔ k + 2ax′ + 2by′ = 0

⇔ 2ax′ + 2by′ + k = 0

Suy ra γ′ là đường thẳng không đi qua cực.

Qua phép nghịch đảo mọi đường tròn không đi qua cực O biến

thành đường tròn không đi qua cực O.

Chứng minh

Giả sử đường tròn γ : x2 +y2 +2ax+2by+c = 0(a2 +b2−c > 0, c 6= 0).

Ta có γ′ = I0
k(γ).

khi đó ta có

γ′ : (
kx′

x′2 + y′2
)
2

+ (
ky′

x′2 + y′2
)
2

+
2kax′

x′2 + y′2
+

2kby′

x′2 + y′2
+ c = 0

⇔ k2x′2 + k2y′2 + 2akx′(x′2 + y′2) + 2bky′(x′2 + y′2) + c(x′2 + y′2)
2

= 0

⇔ k2 + 2akx′ + 2bky′ + c(x′2 + y′2) = 0(c 6= 0)

⇔ x′2 + y′2 +
a

c
kx′ +

b

c
ky′ +

k2

c2
= 0

⇔ x′2 + 2
a

2c
kx′ + (

a

2c
k)

2
+ y′2 + 2

b

2c
ky′ + (

b

2c
k)

2

− a2k2 + b2k2

c2
+
k2

c2
= 0

⇔ (x′ +
a

c
k)

2
+ (y/ +

b

c
k)

2

=
(a2 + b2 − c)k2

c2
+
k2

c2
> 0
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Suy ra γ′ là đường tròn không đi qua cực có tâm và bán kính là

I2(
−ak
c
,
−bk
c

), R =

√
k2(a2 + b2 − c)

|c|
.

Kết luận: Nếu gọi γ′ là ảnh của đường tròn γ qua phép nghịch đảo cực

O, khi đó

γ đi qua O thì γ′ là đường thẳng không đi qua O.

γ không đi qua O thì γ′ là đường tròn không đi qua O với tâm

và bán kính xác định như trên.

c. Tính chất bảo giác của phép nghịch đảo trong mặt phẳng

Việc chứng minh tính chất bảo giác của các phép nghịch đảo

trong trường hợp tổng quát khá phức tạp. Ở đây ta minh họa việc

chứng minh một số trường hợp đặc biệt, chẳng hạn

+ Phép nghịch đảo biến hai đường thẳng song song thành hai đường

tròn tiếp xúc hoặc một đường thẳng tiếp xúc với một đường tròn.

Giả sử ∆1 ‖ ∆2 là hai đường thẳng có phương trình lần lượt là

∆1 : Ax +By + C1; ∆2 : Ax +By + C2(C1 6= C2).

Ta coi hai đường thẳng trên là pháp dạng tức A2 +B2 = 1.

Trường hợp C1, C2 6= 0(hai đường thẳng không qua cực O) thì

∆′1 là đường tròn có tâm và bán kính lần lượt là

I1(
−A
2C1

,
−B
2C1

);R1 =
1

2

√
A2 +B2

C2
1

(k = 1).

∆′2 là đường tròn có tâm và bán kính lần lượt là

I2(
−A
2C2

,
−B
2C2

);R2 =
1

2

√
A2 +B2

C2
2

(k = 1).
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Bằng các tính toán ta được I1I2 = R1 + R2 hoặc I1I2 = |R2 −R1| suy
ra điều phải chứng minh.

Trường hợp C1 = 0;C2 6= 0, khi đó ∆′1 : Ax + By = 0 là đường thẳng

bất động và ∆′2 là đường tròn tâm I2, bán kính R2.

Khoảng cách từ I2 đến ∆′1 là d =

∣∣∣∣A−A2C2
+B
−B
2C2

∣∣∣∣
A2 +B2

=
1

2C2
đúng bằng

bán kính của đường tròn ∆′2 là R2 =
1

2

1

C2
=

1

2C2
. Vậy ∆′1 tiếp xúc ∆′2.

+ Phép nghịch đảo biến hai đường thẳng vuông góc thành hai

đường tròn trực giao hoặc một đường thẳng đi qua tâm đường tròn.

Hình 1.17:

Hình 1.18:
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Ảnh của một miền

Bài toán 1. Cho dải giới hạn bởi hai đường thẳng song song có

phương trình là y = 1; y = 2. Tìm ảnh của dải đó qua phép nghịch đảo

cực O, phương tích 1.

Giải

Hình 1.19:

Trước tiên ta tìm ảnh của đường thẳng ∆1 : y − 1 = 0 qua Io1 . Gọi

∆′1 = Io1(∆1). Do Io1 có tính chất đối hợp nên


x =

kx′

x′2 + y′2

y =
ky′

x′2 + y′2

thay

vào phương trình ∆1 ta được

∆1
′ :

1.y′

x′2 + y′2
− 1 = 0⇔ y′ − (x′2 + y′2) = 0

⇔ x′2 + y′2 − y′ = 0⇔ x′2 + (y′ − 1

2
)2 =

1

4
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Suy ra ∆′1 là đường tròn có tâm và bán kính I1(0;
1

2
), R =

1

2
.

Làm tương tự ta cũng tìm được ∆′2 là ảnh của ∆2 qua Io1 có tâm và bán

kính là I2(0;
1

4
), R =

1

4
.

Vậy ảnh của dải qua I0
1 là phần gạch chéo giới hạn bởi hai đường tròn

nói trên .

Bài toán 2. Cho nửa đường tròn có đường kính OA, A(2,0), I(1,0).

Tìm ảnh của nửa hình tròn tâm I, bán kính 1 qua phép nghịch đảo cực

O, phương tích 4.

Giải:

Hình 1.20:

Ta có OA là đường thẳng đi qua cực O nên ảnh của OA là chính

nó. Cung tròn OA là một phần của đường tròn tâm I(1;0). Ta tìm ảnh

của đường tròn γ : x2 + y2 − 2x = 0 qua I0
4 . Ta có

γ′ = I0
4(γ)⇒ γ′ : (

4x′

x′2 + y′2
)2 + (

4y′

x′2 + y′2
)2 +

−2.4.2x′

x′2 + y′2
= 0

⇔ 16x′2 + 16y′2 − 8x′(x′2 + y′2) = 0⇔ 16− 8x′ ⇔ x′ − 2 = 0

.

Ảnh là đường thẳng ∆′ song song với Oy′.

46

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Để xác định đúng ảnh của miền ta xét ảnh của điểm A(2,0), ta có
x′ =

4x

x2 + y2

y′ =
4y

x2 + y2

⇒


x′A =

4.2

22 + 02
= 2

y′A =
4.0

22 + 02
= 0

⇒ A′ ≡ A.

Xét ảnh của J(1,1), ta có
x′j =

4x

x2 + y2

y′j =
4y

x2 + y2

⇒


x′j =

4

2
= 2

y′j =
4

2
= 2

⇒ J ′(2, 2)

Vậy ảnh cần tìm là phần gạch chéo trên hình vẽ.

Kết luận: trong chương 1 ta đã nghiên cứu các phép biến hình trong

mặt phẳng, từ định nghĩa, kí hiệu, một số tính chất và đặc biệt nêu ra

được các phương trình đại số của các phép biến hình. Một điều mới là

ngoài cách chứng minh hình học thuần túy, ta dùng phương trình đại

số của các phép biến hình để chứng minh một số tính chất của các phép

biến hình, đồng thời ứng dụng vào để giải bài toán một cách đơn giản

hơn so với việc giải bằng phương pháp hình học thuần túy. Nhờ phương

trình đại số và công cụ của ma trận mà ta thấy việc kết hợp các phép

biến hình rất hiệu quả, đặc biệt áp dụng cách làm được vào máy tính.

Chính cách tiếp cận các phép biến hình bằng công cụ đại số hay công

cụ ma trận đã cho ta các thuật toán rất tốt trong công nghệ thông tin.
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Chương 2

Các phép biến hình trong không

gian

Với các kết quả chương 1, tôi sẽ tiếp tục cách làm đó để nghiên cứu

các phép biến hình trong không gian. Mặc dù có nhiều kết quả tương

tự, nhưng khi có các phương trình đại số của các phép biến hình trong

không gian ta lại thấy thu được những kết quả khá tốt, dễ nhận thấy

hơn so với cách làm hình học thuần túy.

2.1 Nhắc lại các khái niệm

Định nghĩa 2.1. Ánh xạ f : E3 → E3 là ánh xạ đẳng cự tức bảo toàn

khoảng cách giữa hai điểm bất kì từ E3 vào E3 được gọi là biến đổi đẳng

cự của không gian Ơclit.

Chú ý rằng vì f là đơn ánh trong không gian E3 nên nó là một song

ánh. Ánh xạ nền
−→
f liên kết với f là một biến đổi tuyến tính trực giao

của
−→
E3.
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Dễ kiểm tra được các biến đổi đẳng cự của
−→
E3 làm thành một nhóm,

đó là nhóm con của nhóm Af(E3). Ta có thể kí hiệu nhóm con này là

Isom(E3).

Ví dụ: Các phép tịnh tiến trong E3, định nghĩa tương tự trong E2,

là phép đẳng cự, chúng làm thành một nhóm T (E3), đó là nhóm con

của nhóm Isom(E3).

Phép dời hình loại 1 và loại 2 trong E3.

Biến đổi afin f : E3 → E3 có biểu thức tọa độ đối với hệ tọa độ trực

chuẩn {O,−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3} là


x′ = a11x + a12y + a13z + b1

z′ = a21x + a22y + a23z + b2

z′ = a31x + a32y + a32z + b3

;A = (aij)3.3

khi đó A cũng là ma trận của phép đẳng cấu tuyến tính
−→
f đối với cơ sở

trực chuẩn {−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3}. Bởi vậy biến đổi tuyến tính f là biến đổi đẳng

cự khi và chỉ khi A là ma trận trực giao, tức AtA = I3. Vì A là ma trận

trực giao nên det(A) = +
−1(xem trong [1] hoặc [6]).

Định nghĩa 2.2. Nếu A là ma trận trực giao và det(A)=1 thì f gọi là

phép dời hình loại 1. Nếu A là ma trận trực giao và det(A)=-1 thì f gọi

là phép dời hình loại 2(hay phép phản chiếu).

Kiểm tra được tập hợp các phép dời hình loại 1 trong E3 làm thành

một nhóm kí hiệu là Isom+(E3), tập hợp các phép dời hình loại 2 không

làm thành một nhóm.

49

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



2.1.1 Phép đối xứng qua một điểm, một đường thẳng, một

mặt phẳng

a. Phép đối xứng qua một điểm

Nếu I(a, b, c),M(x, y, z), thì M ′(x′, y′, z′) là đối xứng của M qua I

khi và chỉ khi

x+ x′

2
= a

y + y′

2
= b

z + z′

2
= c

hay


x′ = −x+

a

2

y′ = −y +
b

2
z′ = −z +

c

2

, ma trận A =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

.

b. Phép đối xứng qua một đường thẳng

Hình 2.1:

Lấy hệ trục tọa độ sao cho ∆ ≡ Ox, với mọi M(x,y,z), gọi M′ là điểm
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đối xứng của M qua ∆ ≡ Ox, ta có
x′ = x

y′ = −y
z′ = −z

, ma trận A =


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

.

Tương tự ta có phương trình của phép đối xứng trục với trục đối xứng

là Oy, Oz.

Kí hiệu phép đối xứng trục ∆ là S∆.

c. Phép đối xứng qua một mặt phẳng

Nếu mặt phẳng π trùng với mặt phẳng (xOy) ta có hình vẽ

Hình 2.2:

Ta kí hiệu phép đối xứng này là Sπ, ta có Sπ : M(x, y, z) 7→M ′(x′, y′, z′).
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Khi đó Sπ có phương trình là


x′ = x

y′ = y

z′ = −z

;A =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 Tương

tự khi chọn π là mặt phẳng (yOz), mặt phẳng (zOx).

Ta có phép đối xứng qua mặt phẳng là dời hình loại 2.

Chú ý rằng biến đổi đẳng cự trong E3 khác phép đồng nhất, có mọi

điểm trên mặt phẳng là điểm bất động thì f ≡ Sπ.

2.1.2 Phép quay quanh một đường thẳng

Một phép dời hình f : E3 → E3 gọi là phép quay quanh một đường

thẳng d nếu f biến các điểm của d thành chính nó. Nếu ta lấy điểm

P /∈ d và P ′ = f(P ). Gọi α1 là mặt phẳng đi qua d và P, α2 là mặt

phẳng trung trực của đoạn thẳng PP ′.

Với mọi M ∈ d ta có f(M) = M . Do f bảo toàn khoảng cách nên

Hình 2.3:

MP = MP ′ suy ra d ∈ α2. Như vậy α1 ∩ α2 = d. Gọi g1, g2 lần lượt là

các phép đối xứng qua α1, α2 thì tích g20g1 biến mỗi điểm trên d thành

chính nó và biến P thành P ′. Như vậy f = g20g1.
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Nói cách khác mọi phép quay quanh một đường thẳng đều có thể xem là

tích của hai phép đối xứng qua mặt phẳng (có thể chọn hai mặt phẳng

này bằng nhiều cách khác nhau). Ngược lại tích của hai phép đối xứng

qua hai mặt phẳng (cắt nhau theo một đường thẳng d) là một phép

quay quanh một đường thẳng d.

2.1.3 Điểm bất động và vectơ bất động của phép biến đổi

đẳng cự

Định nghĩa 2.3. Cho f : E3 → E3, điểm M gọi là điểm bất động của

f nếu f(M) = M

Vectơ −→u gọi là vectơ bất động của
−→
f nếu

−→
f (−→u ) = −→u . Ta kí hiệu

Inv(f) = {M ∈ E3/f(M) = M}: tập hợp các điểm bất động

Inv(
−→
f ) = {−→u ∈ E3/

−→
f (−→u ) = −→u } = Ker(

−→
f −

−→
Id): tập hợp các vectơ

bất động.

Định lý 2.4. Cho f : E3 → E3 là biến đổi đẳng cự. Khi đó

a. Nếu Inv (f) 6= ∅ thì Inv (f) là đường thẳng hoặc mặt phẳng có phương

là Inv(
−→
f ) .

b. Nếu Inv(
−→
f ) = ∅ thì f có điểm bất động duy nhất.

c. Nếu Inv(
−→
f ) có chiều bằng q thì f là dời hình loại 1 hay dời hình loại

2 tùy theo 3-q là số chẵn hay số lẻ.

Chứng minh

a. Nếu Inv (f) 6= ∅ thì ∃I ∈ E3 : f(I) = I. Gọi α đường thẳng hoặc

mặt phẳng đi qua I và có phương là Inv(
−→
f ). Khi đó

M ∈ Inv(f)⇔ f(M) = M ⇔
−−−→
If(M) =

−−→
IM ⇔

−−−−−→
f(I)f(M) =

−−→
IM

−→
f (
−→
IM) =

−−→
IM ⇔

−−→
IM ∈ Inv(

−→
f )⇔M ∈ α

.
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Vậy Inv(f) = α.

b. Giả sử f có phương trình
x′ = a11x + a12y + a13z + b1

z′ = a21x + a22y + a23z + b2

z′ = a31x + a32y + a32z + b3

;A = (aij)3.3.

Để tìm điểm bất động của f ta phải giải hệ phương trình
(a11−1)x + a12y + a13z = b1

a21x + (a22 − 1)y + a23z = b2

a31x + a32y + (a33 − 1)z = b3

.

Ta chỉ cần chứng minh det(A − I) 6= 0. Thật vậy −→u ∈ Inv(
−→
f ), nếu

−→
f (−→u ) = −→u hay (

−→
f − Id)(−→u ) =

−→
0 . Theo giả thiết Inv(

−→
f ) = {−→0 }

thì det(
−→
f − Id) 6= 0 tức det(A − I) 6= 0. Vì

−→
f là biến đổi trực giao

nên có thể tìm được một hệ tọa độ trực chuẩn sao ma trận của f(tức là

của
−→
f ) có dạng

A =



1

1

−1

−1

cosϕ− sinϕ

sinϕ− cosϕ


Khi đó det(A) = (−1)3−q, từ đó suy ra :

Nếu 3-q chẵn thì det(A)=1 suy ra f là phép dời hình loại 1.

Nếu 3-q lẻ thì det(A)=-1 suy ra f là phép dời hình loại 2.

Ta còn có định lí sau
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Định lý 2.5. Mọi phép đẳng cự f : E3 → E3 luôn viết được một cách

duy nhất dạng f = T−→v 0g trong đó g là biến đổi đẳng cự có điểm bất

động còn T−→v là phép tịnh tiến theo vectơ −→v

2.1.4 Phân loại phép biến đổi đẳng cự trong E3

a. Phép đối xứng trượt

Tích của một phép đối xứng g : E3 → E3 qua mặt phẳng π và phép

tịnh tiến T−→v (
−→v ∈ −→π ) được gọi là phép đối xứng trượt của E3.

Hiển nhiên f = T−→v 0g = goT−→v và phép đối xứng trượt là phép dời hình

Hình 2.4:

loại 2. Đặc biệt khi −→v =
−→
O phép đối xứng trượt trở thành phép đối

xứng qua mặt phẳng π.

b. Phép đối xứng quay

Tích của một phép đối xứng g qua mặt phẳng π và một phép quay

Q quanh đường thẳng ∆, vuông góc với π gọi là phép đối xứng quay.
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Rõ ràng f = Q∆0g = goQ∆ và khi phép quay Q∆ thành phép đối xứng

Hình 2.5:

qua ∆ thì f gọi là phép đối xứng qua I là giao của ∆ và π.

Chú ý rằng Inv(f) = I và Inv(
−→
f ) = {−→0 }.

c. Phép xoắn ốc

Tích của phép quay Q∆ quanh trục ∆ và phép tịnh tiến T−→v với

−→v ∈
−→
∆(−→v là vectơ chỉ phương của ∆), gọi là phép xoắn ốc.

Kí hiệu f = T−→v 0Q∆ và f = Q∆0T−→v .

Rõ ràng phép xoắn ốc là phép dời hình loại 1 của E3.

Nếu −→v =
−→
O , phép xoắn ốc trở thành phép quay Q∆.

Nếu −→v 6= 0, rõ ràng Inv(f) = 0 và Inv(
−→
f ) =

−→
∆ .

Định lý 2.6. Mọi phép dời hình loại 1 trong E3 là một phép xoắn ốc,

đặc biệt là phép tịnh tiến hoặc phép quay quanh đường thẳng.

Chứng minh

f : E3 → E3 là dời hình loại 1. Khi đó Inv(
−→
f ) có số chiều 3 hoặc 1.
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Ta có f = T−→v 0g

Nếu Inv(
−→
f ) có chiều 3, tức

−→
f = i

−→
dE3 thì f là phép tịnh tiến .

Nếu Inv(
−→
f ) có chiều 1 thì g là phép dời hình loại 1 có điểm bất

động nằm trên ∆ đi qua I, có phương
−→
∆ = Inv(

−→
f ).

Vậy g là phép quay quanh ∆, do đó f là phép xoắn ốc.

Định lý 2.7. Mọi phép dời hình loại 2 hoặc là phép đối xứng trượt hoặc

là phép đối xứng quay.

Chứng minh

Nếu f : E3 → E3 là dời hình loại 2 thì Inv(
−→
f ) có số chiều bằng 2 hoặc

bằng 0. Xét f = T−→v 0g

Nếu Inv(
−→
f ) có chiều 2 thì g là dời hình loại 2 có các điểm bất

động nằm trên mặt phẳng π đi qua I có phương −→π = Inv(
−→
f ). Vậy g

là phép đối xứng qua mặt phẳng π, do đó f là phép đối xứng trượt.

Nếu Inv(
−→
f ) có chiều 0, khi đó f có điểm bất động duy nhất I.

Gọi −→α là không gian riêng của
−→
f ứng với giá trị riêng λ = −1, có hai

trường hợp.

- Nếu dim−→α = 1 ta gọi ∆ là đường thẳng đi qua I có phương

−→α thì f/∆ là phép đối xứng qua I. Gọi β là mặt phẳng đi qua I vuông

góc với ∆ thì f/β là phép quay quanh điểm I. Vậy f là đối xứng quay.

- Nếu dim−→α = 3 thì f hiển nhiên là phép đối xứng qua I, có

thể xem như là phép đối xứng quay.

Kết luận: Trong E3 nếu f là phép dời hình thì:

f là phép dời hình loại 1, dạng chính tắc là một trong ba phép sau:

Phép xoắn ốc T−→v 0Q∆.

Phép tịnh tiến T−→v .

Phép quay quanh một đường thẳng ∆.
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f là phép dời hình loại 2 dạng chính tắc là một trong hai phép sau:

Phép đối xứng trượt T−→v 0Sπ.

Phép đối xứng quay QI0Sπ.

Chú ý: Trường hợp f là dời hình loại 1, đường thẳng trục
−→
∆ của f là tập

hợp các điểm bất động của f nhận được bằng cách giải phương trình ma

trận AX = X với ẩn X, góc ϕ được xác định bởi vet(A) = 1 + 2 cosϕ,

sinϕ lấy dấu của tích hỗn tạp (−→x , f(−→x ),−→u ) với mọi −→x ‖ −→u ,−→u đã

chuẩn hóa, định phương và hướng của
−→
∆ .

Trong các phần sau ta phân tích f thành các phép biến hình thành

phần, lúc đó có các thành phần đặc trưng như: trục quay, mặt phẳng

đối xứng, vectơ tịnh tiến,...

Bài tập áp dụng

Bài tập 1. Lập phương trình của hình đối xứng P ′ của mặt phẳng

P : 2x+ y − z − 1 = 0 qua đường thẳng ∆ :

 x = z − 2

y = 3z + 1
.

Giải

Ta có ∆ :

 x = z − 2

y = 3z + 1
⇔


z = t

x = t− 2

y = 3t+ 1

⇔


x = t− 2

y = 3t+ 1

z = t

.

Ta lập công thức cho phép đối xứng qua đường thẳng ∆.

Cho M(x, y, z),M ′(x′, y′, z′), kí hiệu I là trung điểm của MM ′ và vectơ

−→u = (1; 3; 1).
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Hình 2.6:

M ′ = S∆(M)⇔


−−−→
MM ′⊥∆

I ∈ ∆
⇔


−−−→
MM ′.−→u = 0

I ∈ ∆

⇔

 (x′ − x) + 3(y′ − y) + z′ − z = 0
x+ x′

2
=
z + z′

2
− 2;

y + y′

2
= 3

z + z′

2
+ 1

⇔


x′ = (−9x+ 6y + 2z − 46)/11

y′ = (6x+ 7y + 6z + 16)/11

z′ = (2x+ 6y − 9z − 2)/11

Vì S∆ đối hợp nên ∀M(x, y, z) ∈ E3 ta có

M ∈ P ′ ⇔M ′ ∈ P
⇔ 2(−9x+ 6y + 2z − 46) + (6x+ 7y + 6z + 16)

−(2x+ 6y − 9z − 2)− 11 = 0

⇔ −14x+ 13y + 19z − 85 = 0

.

Trả lời: phương trình của P ′ là −14x+ 13y + 19z − 85 = 0.

Bài tập 2. Lập phương trình mặt phẳng đối xứng P ′ của mặt phẳng
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P : x+ 4y − 2z − 3 = 0 qua mặt phẳng π : x+ y − 3z − 1 = 0.

Giải

Cho M(x, y, z),M ′(x′, y′, z′), I là trung điểm của MM ′ và vectơ pháp

Hình 2.7:

tuyến của π là vectơ −→n = (1; 1;−3)

M ′ = Sπ(M)⇔


−−−→
MM ′⊥π
I ∈ π

⇔


−−−→
MM ′ ‖ ~n
I ∈ π

⇔


∃λ ∈ R :


x′ − x = λ

y′ − y = λ

z′ − z = −3λ
x′ + x

2
+
y′ + y

2
− 3(z′ + z)

2
− 1 = 0

⇔



x′ = x+ λ

y′ = y + λ

z′ = z − 3λ
2x+ λ

2
+

2y + λ

2
− 3(2z − 3λ)

2
− 1 = 0
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⇔


x′ = (9x− 2y + 6z + 2)/11

y′ = (−2x+ 9y + 6z + 2)/11

z′ = (6x+ 6y − 7z − 6)/11

Vì Sπ đối hợp nên ∀M(x, y, z) ∈ E3 ta có M ∈ P ′ ⇔M ′ ∈ P

⇔ (9x− 2y + 6z + 2) + 4(−2x+ 9y + 6z + 2)

−2(6x+ 6y − 7z − 6)− 33 = 0

⇔ x− 2y − 4z + 1 = 0

Đó là phương trình của P ′

Bài tập 3. Lập phương trình đường thẳng đối xứng d′ của d :

 x = 3z + 1

y = −z + 2

qua S∆, với ∆ : x = y = z.

Trả lời: d′ :

 7x+ 4y − 5z + 3 = 0

4x+ y + z − 6 = 0
.

Bài tập 4. Lập phương trình đường thẳng đối xứng d′ của d :

 x = 2z − 1

y = −z + 4

qua Sπ với π : x− 3y + 2z − 6 = 0 .

Trả lời: d′ :

 10x− 9y − 8z − 11 = 0

x+ 4y + 9z − 34 = 0
.

Bài tập 5.(xem [8]) Cho (α, h) ∈ R2.

d :

 x sinα− y cosα = 0

z = h
, l :

 x sinα + y cosα = 0

z = −h

f = Sl0Sd. Xác định các phần tử đặc trưng của f .

Giải. M(x, y, z) 7→M ′(x′, y′, z′) 7→M ′′(x′′, y′′, z′′) lần lượt qua Sd, Sl.

Sd: gọi I là trung điểm của MM ′, khi đó ta có
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M ′ = Sd(M)⇔

 MM ′⊥d
I ∈ d

⇔


x′ = x cos 2α + y sin 2α

y′ = x sin 2α− ycos2α

z′ = −z + 2h

.

Sl: Gọi H là trung điểm của M ′M ′′, khi đó ta có

M ′′ = Sl(M)⇔


−−−−→
M ′M ′′⊥l
H ∈ l

⇔


x′′ = x′ cos 2α− y′ sin 2α

y′′ = −x′ sin 2α− y′cos2α

z′′ = −z′ − 2h

Suy ra


x′′ = x cos 4α + y sin 4α = x cos(−4α)− y sin(−4α)

y′′ = −x sin 4α + ycos4α = x sin(−4α) + ycos(−4α)

z′′ = z + (−4h)

.

Đây là tích của phép quay quanh trục Oz, góc quay (−4α), và phép tịnh

tiến theo vectơ (−4h)−→e3 .

f = T−4h−→e3
0QOZ,(−4α)

Bài tập 6.(xem [8]) Nhận biết f từ E3 → E3,M(x, y, z) 7→M ′(x′, y′, z′)

trong mỗi trường hợp sau

a,


x′ = (−2x− 2y + z + 1)/3

y′ = (−2x+ y − 2z + 2)/3

z′ = (x− 2y − 2z + 1)/3

. b,


x′ = −z + 2

y′ = −x+ 1

z′ = y + 1

c,


x′ = −z − 2

y′ = −x+ 1

z′ = y + 1

. d,


x′ = (x− 8y − 4z + 2)/9

y′ = (−8x+ y − 4z + 2)/9

z′ = (−4x− 4y + 7z + 1)/9

.

Giải

Ta có A =
1

3


−2 −2 1

−2 1 −2

1 −2 −2

 ∈ O3(R), do AAt = I3, lại vì detA = 1
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nên A ∈ SO3(R) suy ra f là phép dời hình loại 1, theo dạng chính tắc

f là phép quay trượt: f = T−→v 0Q−→
D,φ
, v ∈

−→
D .

Đường thẳng
−→
D là tập hợp các điểm bất biến của f . Để tìm

−→
D ta tìm

các điểm bất biến
x = (−2x− 2y + z + 1)/3

y = (−2x+ y − 2z + 2)/3

z = (x− 2y − 2z + 1)/3

⇔


5x+ 2y − z = 1

2x+ 2y + 2z = 2

−x+ 2y + 5z = 1)

.

Tập hợp các điểm bất biến tương đối của f là đường thẳng

−→
D =

 5x+ 2y − z − 1 = 0

x+ y + z − 2 = 0
có vectơ chỉ phương −→v = (1;−2; 1).

Đường thẳng afin D là tập hợp các điểm M(x, y, z) sao cho MM ′ cùng

phương với −→v ;M ′ = f(M). Ta có M ∈ D ⇔ ∃λ ∈ R sao cho
1

3
(−2x− 2y + z + 1)− x = λ

1

3
(−2x+ y − 2z + 2)− y = −2λ

1

3
(x− 2y − 2z + 1)− z = λ

⇔

 x = z

y = −2z +
2

3

.

Như vậy M thuộc D thì
−−−→
MM ′ = −1

9
−→v , suy ra −→u = (−1

9
;
2

9
;−1

9
).

Trả lời f = T−→u 0QD trong đó−→u = −1

9
(−→e1−2−→e2 +−→e3 ),D :

 x = z

y = −2z +
2

3

.

Bài tập 7.(xem [8]) Nhận biết f từ E3 → E3,M(x, y, z) 7→M ′(x′, y′, z′)

trong mỗi trường hợp sau

a,


x′ = −z + 2

y′ = x+ 1

z′ = y + 1

b,


x′ =

1

3
(x− 2y − 2z) + 2

y′ =
1

3
(−2x+ y − 2z)− 1

z′ =
1

3
(−2x− 2y + z)

63

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



2.2 Các phép đồng dạng trong E3

Một trường hợp đặc biệt quan trọng của phép đồng dạng là phép

vị tự tỉ số k

2.2.1 Phép vị tự trong E3

Định nghĩa 2.8. Cho O ∈ E3 và số k 6= 0. Xét ánh xạ E3 → E3,

M 7→M ′ sao cho
−−→
OM ′ = k

−−→
OM gọi là phép vị tự tâm O, tỉ số k

Kí hiệu V o
k .

Nếu k = 1 ta có phép đồng nhất, nếu k = −1 ta có phép đối xứng tâm.

Phép vị tự V o
k là một phép biến đổi afin với ánh xạ tuyến tính liên kết

là
−→
V o
k = k.Id−−→

E3→. Chọn gốc O trùng với tâm vị tự thì phương trình của

phép vị tự này là


x′ = kx

y′ = ky

z′ = kz

, A =


k 0 0

0 k 0

0 0 k

.

Nếu tâm vị tự là I(b1, b2, b3) thì phương trình của phép vị tự là


x′ = kx+ (1− k) b1

y′ = ky + (1− k) b2

z′ = kz + (1− k) b3

Với phương trình của phép vị tự ta chứng minh được các tính chất thông

thường đã biết, đặc biệt ta suy ra

Phép vị tự tâm O tỉ số k biến đường tròn (C,R) thành đường tròn

(C ′, kR).

Tích hai phép vị tự cùng tâm là một phép vị tự cùng tâm với tỉ số
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vị tự bằng tích các tỉ số. Hơn nữa tập hợp các phép vị tự cùng tâm làm

thành một nhóm.

Định lý 2.9. Tích hai phép vị tự khác tâm là một phép vị tự với tỉ số

vị tự bằng tích các tỉ số, ngoài ra ba tâm vị tự thẳng hàng.

Chứng minh:

Giả sửM(x, y, z),M ′(x′, y′, z′),M ′′(x′′, y′′, z′′), B(b1, b2, b3), C(c1, c2, c3).

M 7→M ′

⇒


x′ = k1x+ (1− k1) b1

y′ = k1y + (1− k1) b2

z′ = k1z + (1− k1) b3

và

M ′ 7→M ′′

⇒


x′′ = k2x

′ + (1− k2) c1

y′′ = k2y
′ + (1− k2) c2

z′′ = k2z
′ + (1− k2) c3

.

Suy ra


x′′ = k1k2x+ k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c1

y′′ = k1k2y + k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c2

z′′ = k1k2z + k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c3

. NênM ′′ là ảnh của

M qua phép vị tự tỉ số k1k2, tâm D(k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c1;

k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c2; k2 (1− k1) b1 + (1− k2) c3).

Ba tâm vị tự thẳng hàng vì định thức các tọa độ bằng 0.

Định lý 2.10. Phép vị tự tỉ số k 6= 1 có duy nhất một điểm bất động .

2.2.2 Phép đồng dạng trong E3

Định nghĩa 2.11. Phép biến đổi f : E3 → E3 gọi là phép đồng dạng

nếu với hai điểm bất kì M,N và ảnh M ′ = f(M), N ′ = f(N) ta luôn

có d(M ′, N ′) = kd(M,N).Trong đó k > 0 gọi là tỉ số đồng dạng của f

Rõ ràng k = 1 thì f là phép dời hình

Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số |k|.
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Định lý 2.12. Phép đồng dạng f là một phép afin với ánh xạ tuyến tính
−→
f liên kết được xác định như sau: gọi O ∈ E3;O′ = f(O),∀−→x ∈ E3, gọi

M là điểm sao cho
−−→
OM = −→x , lấy M ′ = f(M) và đặt

−→
f (−→x ) =

−−−→
O′M ′.

2.2.3 Phân loại phép đồng dạng trong E3

Định lý 2.13. Cho f : E3 → E3 là một phép đồng dạng tỉ số k, khi đó

f luôn phân tích được thành tích của một phép vị tự tỉ số k và một phép

dời hình(hoặc tích của một phép dời hình và một phép vị tự tỉ số k)

Chứng minh

Lấy O là một điểm cố định trong E3, ta gọi

f1 : E3 → E3,M 7→M ′ sao cho
−−→
OM ′ = k

−−→
OM

f2 : E3 → E3,M1 7→M1
′ = f(M), ở đây

−−→
OM =

1

k

−−→
OM1.

Khi đó f1 là V o
k , f2 là phép vị tự

Vậy f2of1)(M) = f2(f1(M) = f2(M
′) = f(M) nên f = f2of1(tích của

phép vị tự và phép dời hình)

Định lý 2.14. Tập hợp các phép đồng dạng trong E3 làm thành một

nhóm ta gọi là nhóm đồng dạng. Nhóm này nằm trong nhóm afin.

Từ sự phân loại của phép dời hình (loại 1 và loại 2) ta suy ra sự phân

loại của phép đồng dạng như sau

Mọi phép đồng dạng thuận det(f) < 0 đều là tích của một phép

xoắn ốc T−→v 0Q∆ với một phép vị tự V o
k hoặc tích của phép quay quanh

đường thẳng ∆ với phép vị tự V o
k với O ∈ ∆.

Mọi phép đồng dạng nghịch det(f) < 0 đều là tích của một phép

đối xứng trượt T−→v 0Sπ với phép vị tự V o
k hoặc là tích của phép đối xứng

quay QI0Sπ với phép vị tự V o
k , O ∈ π.

66

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



2.3 Phép nghịch đảo trong E3

2.3.1 Định nghĩa và các tính chất

Định nghĩa 2.15. O ∈ E3, k ∈ R∗, xét trong hệ tọa độ Đềcác vuông

góc. Tương ứng M 7→ M ′ sao cho

 O,M,M ′

OM.OM ′ = k
được gọi là phép

nghịch đảo cực O, phương tích k.

Kí hiệu : Iok .

Chọn hệ trục tọa độ Đềcác Oxyz, gốc O trùng với cực, M(x; y; z) và

M ′(x′; y′; z′) = Iok(M). Đặt ρ = OM, ρ′ = OM ′ khi đó theo định nghĩa

ρ.ρ′ = k ⇒ ρ′ = k/ρ

Ta lại có

ρ

ρ′
=
x

x′
=
y

y′
=
z

z′
⇔ ρ

k/ρ
=
x

x′
=
y

y′
=
z

z′
⇔ ρ2

k
=
x

x′
=
y

y′
=
z

z′

⇔



ρ2

k
=
x

x′
ρ2

k
=
y

y′

ρ2

k
=
z

z′

⇔


x′ =

kx

ρ2

y′ =
ky

ρ2

z′ =
kz

ρ2

⇔


x′ =

kx

x2 + y2 + z2

y′ =
ky

x2 + y2 + z2

z′ =
kz

x2 + y2 + z2

do ρ2 =
∣∣∣−−→OM ∣∣∣2 = x2 + y2 + z2

Vậy phương trình của phép nghịch đảo là
x′ =

kx

x2 + y2 + z2

y′ =
ky

x2 + y2 + z2

z′ =
kz

x2 + y2 + z2
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Tính chất 1: Phép nghịch đảo có tính chất đối hợp tức nếu M ′ = f(M)

thì ta cũng có M = f(M ′) .

Thật vậy M(x, y, z) → M ′(x′, y′, z′) → M ′′(x′′, y′′, z′′) ta phải chứng

minh M ′′ ≡M . Ta có


x′ =

kx

x2 + y2 + z2

y′ =
ky

x2 + y2 + z2

z′ =
kz

x2 + y2 + z2

;



x′′ =
kx′

x′2 + y′2 + z′2

y′′ =
ky′

x′2 + y′2 + z′2

z′′ =
kz′

x′2 + y′2 + z′2

Bằng phép thế ta suy ra


x′′ = x

y′′ = y

z′′ = z

, nên M ′′ ≡M (đpcm).

Tính chất 2: Mặt cầu tâm O bán kính
√
k(k > 0) là mặt cầu bất động

của Iok , nói cách khác với phép nghịch đảo dương mọi điểm của mặt cầu

(O,
√
k) biến thành chính nó.

Hiển nhiên vì M = Iok(M) ⇔ OM 2 = k ⇔ OM =
√
k, bằng phương

pháp tọa độ


x =

kx

x2 + y2 + z2

y =
ky

x2 + y2 + z2

z =
kz

x2 + y2 + z2

⇔ x2 + y2 + z2 = k suy ra tập hợp

các điểm M(x, y, z) là mặt cầu (O,
√
k).

Nếu k < 0 thì x2 + y2 + z2 = k < 0 là tập rỗng.
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2.3.2 Ảnh của mặt phẳng và mặt cầu qua phép nghịch đảo

Ảnh của mặt phẳng α

Mặt phẳng α : Ax + By + Cz + D = 0;A2 + B2 + C2 6= 0, gọi α′

là ảnh nghịch đảo của α: α′ = Iok(α) nên


x′ =

kx

x2 + y2 + z2

y′ =
ky

x2 + y2 + z2

z′ =
kz

x2 + y2 + z2

, do tính

chất đối hợp nên



x =
kx′

x′2 + y′2 + z′2

y =
ky′

x′2 + y′2 + z′2

z =
kz′

x′2 + y′2 + z′2

.

Thay vào phương trình của α ta được phương trình

A
kx′

x′2 + y′2 + z′2
+B

ky′

x′2 + y′2 + z′2
+ C

kz′

x′2 + y′2 + z′2
+D = 0(1)

- Nếu mặt phẳng α đi qua cực O suy ra D=0

Khi đó α′ : Akx′+Bky′+Ckz′ = 0⇔ Ax′+By′+Cz′ = 0(k 6= 0)(2).

Vậy α′ ≡ α.Vậy qua Iok mọi mặt phẳng đi qua cực biến thành chính nó.

- Nếu mặt phẳng α không đi qua cực O suy ra D 6= 0, chia hai vế của

(1) cho D ta được

(x′ +
Ak

2D
)2 + (y′ +

Bk

2D
)2 + (z′ +

Ck

2D
)2 =

A2k2 +B2k2 + C2k2

4D2
> 0(3).

Suy ra α′ là mặt cầu (đi qua cực O) có tâm và bán kính là

I1(
−Ak
2D

,
−Bk
2D

,
−Ck
2D

), R =

√
A2k2 +B2k2 + C2k2

4D2
.
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Ảnh của mặt cầu γ

Mặt cầu γ qua cực O biến thành mặt phẳng không đi qua cực O.

Giả sử γ : x2 + y2 + z2 + 2ax+ 2by + 2cz = 0(a2 + b2 + c2 6= 0).

Ta có

γ′ = I0
k(γ)

⇒ γ′ : (
kx′

x′2 + y′2 + z′2
)2 + (

ky′

x′2 + y′2 + z′2
)2 + (

kz′

x′2 + y′2 + z′2
)2

+
2kax′

x′2 + y′2 + z′2
+

2kby′

x′2 + y′2 + z′2
+

2kcz′

x′2 + y′2 + z′2
= 0

⇔ k2(x′2 + y′2 + z
′2) + 2akx′(x′2 + y′2 + z

′2)

+2bky′(x′2 + y′2 + z
′2) + 2kcz′(x′2 + y′2 + z

′2) = 0

⇔ 2ax′ + 2by′ + 2cz′ + k = 0(a2 + b2 + c2 6= 0, k 6= 0)

Vậy γ′ là mặt phẳng không đi qua cực .

Mặt cầu γ không đi qua cực O biến thành mặt cầu không đi qua cực

O. Làm tương tự ta suy ra

γ′ : (x′ +
ak

d
)2 + (y′ +

bk

d
)2 + (z′ +

ck

d
)2 =

k2

d2
(a2 + b2 + c2 − d)

(k 6= 0, d 6= 0, a2 + b2 + c2 − d > 0)
.

Vậy γ′ là mặt cầu không đi qua cực O, có tâm và bán kính là

I2(
−ak
d
,
−bk
d
,
−ck
d

), R =

√
k2(a2 + b2 + c2 − d)

d2
.

Ảnh của đường tròn

Phép nghịch đảo trong không gian biến mọi đường tròn đi qua

cực thành đường thẳng không đi qua cực

Chứng minh

Đường tròn đi qua cực O chính là giao tuyến của mặt phẳng α đi qua

cực O với mặt cầu γ đi qua cực O. Không mất tính tổng quát ta chọn
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mặt phẳng α là mặt phẳng Oxy: z=O.

Mặt cầu γ1 : x2 + y2 + z2 + 2x+ 2b1y+ 2c1z = 0 có tâm và bán kính là

I(−1,−b1,−c1), R1 =
√

1 + b2
1 + c2

1

Đường tròn đi qua cực O có phương trình z = 0

x2 + y2 + z2 + 2x+ 2b1y + 2c1z = 0
.

Điều kiện d(I,mp(α)) = |c1| <
√

1 + b2
1 + c2

1. Ta có C ′1 = Iok(C1)

Qua Iok , z = 0 biến thành mặt phẳng z′ = 0.

x2 + y2 + z2 + 2x + 2b1y + 2c1z = 0 biến thành mặt phẳng có phương

trình là :2x′ + 2y′b1 + 2c1z
′ + k = 0.

Khi đó 2x′ + 2y′b1 + 2c1z
′ + k = 0, y′ = t, thay vào hệ ta có

C
/
1 :

 z′ = 0

2x′ + 2b1t+ 2c1z
′ + k = 0

⇒


x′ =

−k
2
− b1t

y′ = t

z′ = 0, k 6= 0

.

Suy ra C ′1 là đường thẳng không đi qua cực O.

Phép nghịch đảo trong không gian biến mọi đường tròn không đi

qua cực thành đường tròn không đi qua cực.

Bài tập áp dụng

Bài tập 1. Tìm ảnh của đường thẳng có phương trình

d :

 x+ y = 0

x− y + z + 1 = 0
qua Io1 .

Bài tập 2. Tìm tâm và bán kính của đường tròn là ảnh của đường tròn

có phương trình sau γ :

 x2 + y2 + z2 − z = 0

x+ y + z − 1 = 0
qua Io1 .
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Trong chương 2 ta xét các phép biến hình trong không gian, mở

rộng của các phép biến hình trong mặt phẳng nhưng có nhiều phép

biến hình mới phức tạp như phép quay quanh một đường thẳng, phép

xoắn ốc, phép đối xứng qua một đường thẳng trong không gian hay các

dạng chính tắc của phép đồng dạng trong không gian. Các tính toán

trong không gian cũng phức tạp hơn trong mặt phẳng, điều đó cũng

thể hiện ưu điểm của phương pháp tọa độ khi nghiên cứu các phép biến

hình trong không gian: chứng minh một cách tường minh các kết quả

mà thường chỉ được phát biểu tương tự không chứng minh, chẳng hạn

ảnh của mặt phẳng, ảnh của mặt cầu và ảnh của đường tròn qua phép

nghịch đảo trong không gian.
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Kết luận

Luận văn đã thu được các kết quả sau:

Hệ thống lại các kiến thức cơ bản về các phép biến hình đã biết,

đã được đưa vào chương trình học ở phổ thông.

Tìm được các phương trình đại số hay biểu thức tọa độ của các

phép dời hình, phép đồng dạng và phép nghịch đảo trong E2. Đưa ra

được các ứng dụng của các phương trình đó trong các bài toán cụ thể.

Việc phân loại và đưa ra các kết luận về dạng chính tắc của phép dời

hình, phép đồng dạng rất có ích khi nghiên cứu hình học Ơclit phẳng.

Tìm được các phương trình đại số của các phép dời hình, phép

đồng dạng, phép nghịch đảo trong không gian E3. Kết hợp với các kiến

thức của đại số, của giải tích, hình học vi phân để đưa được các bài toán

chứng minh hình học về bài toán tính toán.

Hướng nghiên cứu tiếp theo của luận văn là xét các phép biến

hình trong mặt phẳng phức. Với sự hỗ trợ của số phức, các phép biến

hình bảo giác sẽ là hướng mới cho việc ứng dụng đại số sang hình học

và ngược lại.
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