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A. Ly do chon dé tai

B4t dang thirc va tim gia tri 1&6n nhat, gia tri nhé nhit 12 bai todn ludén c¢6 mat hau hét
trong cac ky thi HSG va tuyén sinh Pai Hoc. Khdng nhitrng thé n6 con 1a bai todn hay
va kho6 nhit trong dé thi.
Trong chwong trinh gidng day va hoc tp bat dang thirc va tim gia tri 1&n nhit, gia tri
nhit nho ludn 1a cha dé hip dan ddi voi ngwoi day 1An nguwoi hoc. Viéc gidng day dé
lam sao cho hoc sinh hoc tot chu dé nay luon 1a moét van dé khé. Cha dé nay thwong
danh cho hoc sinh gidi nén cac bai toan dwa ra thwong hay va khoé.
D€ chirng minh B4t ding thirc va tim gia tri 1o nhat, gia tri nhit nhoé nhit c6 nhiéu
phwong phap, va khong c6 phwong phap nao l1a van niang dé giai dwoc moi bai toan
cuc tri ma chi chi cé nhitng phwong phap giai dwoc mdt nhédm cac bai todn ma thoi.
M6t trong cac phwong phap kha hiéu qua 1a dung dao ham cho ham nhiéu bién, tw
twdng co ban 1a khao sat Ian lwot tirng bién, bang cach xem cac bién con lai 1a tham sé
c6 dinh. Khdng c6 mot thuat giai chi tiét nao cho phwong phap nay ma chi théng qua
vi du dé HS rén luyén dé tw minh tim ra cach giai quyét nhw thé nao trong tirng bai
toan cu thé va tir d6 tim thay so d6 giai cho riéng minh.

Vi nhirng Iy do trén ching toi viét chuyén dé nay nham gitp hoc sinh c6 céi nhin
rong hon vé phwong phap st dung dao ham trong cac bai toan chirng minh BDT va
tim GTLN, GTNN.

B. Nogi Dung
1. Phuwong phap dwa vé mét bién trong cic bai toan hai bién.

% Bién dai gia thiét va biéu thirc cin tim cyec tri dé tim moi quan hé giir chiing roi
tim cach dit 4n phu hop ly, dwa biéu thirc dd cho vé ham mot bién dé khao sat.

Thidu 1:Cho x, y 12 s6 thuc va thod man x? + y? = 2. Tim gia tri 1&¢n nhat va gia tri nho
nhat cla biéu thirc:

2008)

P=2(x3+y3)—3xy
(Cao ding kh6i A, B -

Hoat dong kham phd:

Tir gid thiét x* + y? = 2 ¢d thé dwa bai todn vé mot 4n khong?

Ta nghi toi hang dang thirc: x* + y* = (x + y)? = 2xy ; x> +y3 = (x + y)(x? —
xy+y2

Khai trién biéu thirc P c6 gang lam xudt hién x? + y? dé st dung gid thiét.

Bién doi biéu thirc Pva thé vaox? + y> =2 taco: P = 2(x + y)(x%? — xy + y?) —
3xy

=2(x+y)(2—xy)—3xy

(x+y)2-2

T gid thiét: (x + y)?2 —2xy =2 > xy = -
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Vdy dén diy ta co thé nghi dén viéc dwra co thé P vé ham mdt bién s6 néu tadat:t = x +y

(x+y)?
2

Cin chan bién t bang cdch sir dung bat ding thirc: x* + y? >

N .

Lo1i gidi:
Ta cé:
P=2(x+vy)(x*—xy+y?) —3xy

=2(x+y)(2—xy)—3xy

(x+y)2-2

Tacé: xy = ,vi thé sau khi datt = x + y, thi

3
=—t3—zt2+6t+3

P(t)=2t<2—t2_2)— t -2

2 2

2
Tacé:x2+y22@:»(x+y)zs4=> —2<t<2

Xét ham s6: P(t) = —t3—§t2 +6t+3véi—2<t<2

Taco: P'(t) = —3t2 -3t +6

Ta c6 bang bién thién

t -2 1
2
— 0 +
P'(H)
13
P(t) / 2 \
-7
1
Vay:
_1+/3 13
13, | T 2 T
max[_,.) f(t) = f(1) = 7khl 13 143
x = " =

)

2

ming_,.,; f(t) = min{f(=2); f(2)} = min{-7; 1} = —7khix =y = -1
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Thidu 2:Cho x,y = 0 vax + y = 1. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhé nhit caa biéu
thirc:
S = (4x* + 3y)(4y? + 3x) + 25xy
(Pai hoc khéi D -

2009)

Hoat dong kham pha:

- Tirgid thiét x + y = 1 co thé dwa bai todn di cho vé mot dn khong?
- Khai trién biéu thiic S cé gang lam xudt hién x + y dé siv dung gid thiét.

Chii y hang ding thirc: x2+y?=(x+y)?—2xy
X +y° = +y)(x® —xy+y?)
Sau khi khai trién va thé vaox +y = 1, tacd: S = 16x*y?* — 2xy + 12

- Vay dén diy ta co thé nghi dén viéc dwra co thé' S vé ham mot bién sé néu ta dat:
t=xy

S 2 P z , 2
Can chan bién t bang cdch st dung bat dang thirc: 0 < xy < —(x:y )

Loi gidi:

Taco: S = (4x% + 3y)(4y? + 3x) + 25xy = 16x%y? + 12(x> + y3) + 34xy
= 16x%y? + 12(x + y)(x% — xy + y?) + 34xy
= 16x%y2 + 12[(x + y)? = 3xy] + 34xy (dox+y=1)
= 16x%y? —2xy+12 (dox+y=1)

2
Détxy=t.Tacé:dox20,y20nén0£xy§@=i >0t

N

Xétham sé: f(£) = 16t2 — 2t + 12v6i0 < t < % Tacé: f'(¢) = 32t — 2

Bang bién thién

t 0 1_16
1
4
- 0 +
Q)
12
£(t)
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25
2 \

16

243 23
1 191 -

X ’
A _ 1) _ 191, .. 4 4
Vay: miny, 1 f(t) = f(16) = J¢ Kh Lo 2403

)

4 4

1

max[0 ]f(t) = max {f(O); fG)} = max {12; %} = Zz—skhix =y=-

1
o 2

Thi du 3: Tim gia tri 1&n nhat, nhé nhit cua biéu thirc:
A=3(x*+y*+x%y?) —2(x*+y?) + 1
V(i x, y1a cac s6 thod man diéu kién: (x + y)3 + 4xy > 2.
(Pai hoc khéi B -

2009)
Hoat dong kham phd:

- Vigid thiét Ia biéu thirc khd phirc tap nén ta khai thic nd trudc cho gon dé dé sir dung
hon. Chii y hang ding thirc: x2+y?=(x+y)?—2xy

2P +y? = (x+y)(x* —xy +y?)
va (x +y)? = 4xy. Khi dé diéu kién bai todn tré thanh:x +y > 1
- Ta bién doi dwoc A nhir sau:
A=3x*+y*+x%y?) —2(x* +y?) + 1

:g(xz+y2)2+§(x4+y4)—2(x2+y2)+1

3(x2+y2)2

2P +y) +1

Zg(xz +y2)* +
2
(dox* + y* > ),
hay A 2%(x2+y2)2—2(x2+y2)+1

- Vdy dén diy ta co thé nghi dén viéc dwa co thé A vé ham mot bién sé dwroc
khong?(néu ta dit:t = x* + y?)
(x+y)?
2

- C4n chan bién t bang cdch siv dung bat ding thirc:x? + y? >
Loi gidi:
Theo bat dang thirc hién nhién: (x + y)? > 4xy, nén tir

(x+y)P+4xy=22> (x+y)>P+x+y)2=>(x+y)3+4xy =2
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> x+y)>P+x+y)2=2
S [+y)-1][(x+y)2+(x+y)+2]=0
= (x+y)-1=0
(do(x+y)+(x+y)+2= [(x+y)+%]2 +£> 0,Vx,y)
Bai toan dwoc dwa vé tim min, max cua:
A=3(x*+y*+x2y?) - 2(x*+y?) +1
v0i X, y thod man: x+y > 1.
Ta bién d6i A nhu sau:
A=3x*+y*+x%y?) - 2(x* +y?) + 1
= Z(x2 + y?)? +§(x4 +yH—-2(x2+y3)+1

3(x2+y2)2

2P +y) +1

2§(x2+y2)2+
2,.,,2)?
(dox4+y42—(x J;y))
hay A Zz(xz +y2)2—-2(x?+y?) +1
s 2 2 < (c+y)? Ay 2 2
Vix“+y ZT(dox+y21)nenx +y“ =
batt = x% + y?
Tacé:f(t)=2t2—2t+1vé’it2
> /(6 =2t -2

Ta c6 bang bién thién:

N =

N | =

t 4
9

F(t) +

() 16 i O/

Vay min,,1 £ (t) = f (3) = Zxdyrakhit=2

Suyra A 2%. Mait khic ta dé thidy x = y =%thiA = %

Tém lai: minA = — khi x = y = 1
16 2

Thi du 4: Cho hai s6 thuc x, y (khac 0) thay ddi thod man diéu kién: (x + y)xy = x? + y% —

xy
Tim gia tri 1&n nhat chta biéu thikc:
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(Pai hoc khéi A - 2006)

Hoat dong kham phd:

- Twrgid thiét (x + y)xy = x* + y? — xy 0 thé dwa bai todn vé it 4n hon khong?
- Bién doi biéu thirc A, ta dwoc:
+yP e+ —xy+y?)  x+y\: 11
x3y3 x3y3 B ( xy ) B (; ;)
- Do gid thiét Ia biéu thirc ma s6 mil trong cdc hang tiv & vé trdi Ion hon vé phdi nén ta
ditx = ty thi ta cé thé riit dwoc x hodcy theo t: (x + y)xy = x* + y? —xy = datx =

2

A=

=y = t2—t+1_x — ty = t2-t+1
V=Y = e AT T T
- Vdydén diy ta co thé dwra co thé A vé ham mot bién t. Pén diy ta khdo sdat ham bién t
4 di dén dworc két quad.
Loi gidi:

Tt gia thiét, ta co:

2

1 1_x3+y3_(x+y)(x2—xy+y2)_(x+y)2_(1 1)
x ¥y

A=—+—=
x3 +y3 x3y3 x3y3 xy

bat: x =ty

tir gid thiét (x + y)xy = x2 + y2 —xy = (t + Dty = (t> —t + 1)y?

Lo tP—t+1 o tP—t41
dodo6:y = G X T =
Twr dé
1 1\2  [t2+2t+1\°
A=(c+) = (S5—r
Xy t2—t+1
Xét ham sé:
t2+2t+1 —3t>+3
t) =—— 5 ! t) =——
f® t?2—t+1 o f'() (t?2—t+1)?
Ta c6 bang bién thién:
t —00 -1 1
+ oo
- + -
F(t)
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£(t) 1\ 0/ \

1

Vay: GTLN ciaAla: f2(1) = 16 khix =y =

1
>

2. Phwong phép khdo sat lan lwot tirng bién trong bai toan ba bién.

< D67 voi bat ding thirc nhidu bién, ta cé thé khio sat Iin lwot tirng bién mét bang
cdch chon mot bién lam tham sé bién thién va cd dinh cdc bién con lai, bai todn
liic ndy tré thanh b4t ding thirc mét bién. Luén c6 tim thé nhin biéu thitc nhiéu
bién ma ta cin tim GTLN, GTNN duwdi dang la mét ham sé dé ta st dung dwroc
cong cu hiéu qud trong gidi todn I3 dao ham.
% So do tong qudt
Gid st tim cyre tri cda biéu thirc ba bién x, y, z: P(x, y, z) vdi diéu kién T nao dé.
s Buwdc 1: Xem P(x, y, z) 12 ham theo bién x, con y, z la hang sé. Khdo st
ham ndy tim curc tri voi diéu kién T. Ta dwoc:
P(x,y,z) 2 g(y,2)(hodc P(x,y,2) < g(y,2))
o Buwdc2: Xem g(y, z) Ia ham bién y, con z 12 hang s6. Khdo s4t ham ndy voi
diéu kién T. Ta dwocg(y, z) = h(z) (hodc g(y,z) < h(z))
» Bwdrc 3: Cudi cung Khdo sdt ham mét bién h(z) voi diéu kién T tim min,
max cua ham nay.
d Ta di dén két ludn:P(x,y,z) = g(y,z) = h(z) > m
(hoicP(x,y,z) < g(y,z) < h(z) < M)

Thi du 5:Cho hai s6 thwc x,y, z1a 3 s6 thwc thudc [1; 4] vax = y,x = z. Tim gia tri nhd
nhit cia biéu thirc:

2011)

X y z
P= + +
2x+3y y+z z+x

(Pai hoc khoi A -

Hoat dong kham phd:

Khdo sadt lan lwot tirng bién nhw thé nao?

Xem P la mot ham theo bién z, con x, y 12 hang s6. Khdo sdat ham sé voi diéu kién da
cho suy ra GTNN cua P, tircla P(x,y,z) = P(x,y)

Khdo st ham P(x, y), & ddy co thé dua P(x, y) vé ham mot bién khong?

Bing céch dit &n phut = \/% 26 duwaP(x,y) véhim mot biéh, Tim GTNN cia him
mot bién
VayP(x,y,z) = P(x,y) = P(t) = %
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Ta cé:

x y z
P = + +
2x+3y y+z z+x

Xem dAy 12 ham theo bién z; con x, y 1a hang sé.

A, (=) —xy)
V+2)?2 (z+x)? (y+2)2(z+x)?

P'(z) =

Theogidthiét: x >y =>x—y=>0néuP >0 z=>,/xy (doxy z€ [1;4])

t Jxy

P'(2) : 0 ;

P(Z) /

min

Ttr bang bién thién:

X 2.y
P2z P(\/x_y) T 2x+3y + ANy

Détt=\/§,dox2y,x22véx,y,ze [1;4]nénl1 <t < 2.

Xét ham
t2 2

+_
2t2+3 1+t

f@®) =

—2[4t3(t-1)+3(2t2-t+3)]
(2t2+3)2(1+t)2

f'() = <0,vtel(1;2]

Suy ra f(t) giam trén [1; 2], dod6 P > P(\/x_y) =f(t)=f(2) = %
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Dang thirc x4y ra: . p 2:»x=4,y=1,z=2

Vay: P = = khix =4,y =1,z =2

Thi du 6: Cho hai s6 thuc a, b, ¢ 12 3 s6 thwc thudc E, 3]. Tim gia tri 1én nhat cta biéu

thirc:
a b c

P= + +
a+b b+c c+a

Hoat dong kham phd:

- Khdo sdt Iin ot tirng bién nhw thé nao?

- Xem Pla mot ham theo bién a, con b, ¢ 12 hang s6. Khdo sat ham sé voi didu kién da
cho, suy ra GTLN cua P cua, tircla P(a,b,c) < g(b,c)

- Xem P(b, c) Ia mét ham theo bién ¢, con b Ia hang sé. Khdo st ham s& voi diéu kién
da cho, suyra GTLN cua P(b, c¢), tircla g( b, c) < h(b)

- Tiép theo khio sdt ham h(b) suy rah(b) <3

Vay:P(a,b,c) < g(b,c) < h(b) <2

N .

Lo1i gidi:
Pit

a N b N c
a+b b+c c+a

P(a) =

Xem dAy 12 ham theo bién a; con b, c 12 hang s6.

c  (b—c)a®—-bho)

Pi(a) = @+ b2 (a+c)? (a+b)?(a+c)?

e Trwonghopl:a>=b>=cvaa,b,c € [%;3]

Suyra:b —c¢ = 0; a®* — bc = 0nén P'(a) = 0. Do d6: P(a) tang trén E;B]
+ b b
3+4b b+c c+3

= P(a) < P(3) = = g(c)

(xem g(c) 1a ham theo bién c)
M3t khac

—b L3 _(b=3)Bb—c?) _
(b+¢c)2 (c+3)2 (b+0)2(c+3)2 "

g'(c) =
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Do dé: g(c) giam trén E, 3]

> g(0) < (1)_ 3 N 3b +1—hb
9=9\3)=3p 3pr1 10 D)
(xem h(b) 1a ham theo bién b)
Tacd
3 3 1-b)(1+b
Wb — __(-bna+h

Bb+1)2 (b+3)2 (3b+1)%(b+3)?

Ta c6 bang bién thién:

Wwlir

h’(b) + i

h(b) / \

ul |

Suyrah(b) < h(1) = g

5

Vay: P(a, b,c) < P(3,b,c) < P (3,b,§) <P (3, 15) =2khia=3b=1c=1

e TrwonghopZ:c>b>avaa,b,c € E 3]

T két qua cda treong hop 1, ta c6: P(c, b, a) <
Mat khac:
P(a,b,c) — P(c,b,a) =

ul |

_(a=-b)b-c)a—c) <0
“(a+b)b+)(a+c)

8
= P(a,b,c) Sg

Vay Max S =2, xdy ra khi va chi khi (a,b,c) = {(3 1,3); (3.31); (3 3, 1)}

Thidu 7: Cho ba sé thuc dwong a, b, c thdo méin diéu kién: abc+a+c=b
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Tim gia tri 1&n nhat cta biéu thic:
2 2 3
= —~ +
a’?+1 b%2+1 c?2+1

(Dé thi GV gidi tinh-

2008)

Hoat dong kham phd:

- Twrgid thiét abc + a + ¢ = b ¢ thé dwa bai todn vé it 4n hon khong?

- Bién déigid thiét a+c =b(1 —ac) >0 :tacdb = f_—*cfc 0 thé dwra P vé 2 bién
(chdn bién:a < % )
2 2(a+c)? 3

- K])id‘o’:P:a + -2+

2+1  (a?+1)(c2%+1) c2+1

(b<a< %)
- Vi bai nay suy nghi kham phd ham sé nhw thé nao? Ta nhin biéu thirc P 1a ham mdt
bién a, con c xem nhw hang soé.

- Khdo sdt ham bién ala f(a) v6i0 < a <~ suyraf(a) < = >

Vi+c? + c?+1 - g(C)
- Tiép tuc khdo sat ham g(c) voi ¢ € (0,4+) suyrag(c) < 1—30

- VarS<g() < gle) =7

\ e

Lo1 gidi:

Bién déi gia thiét thanh:

a+c

1
a+c=b(l—ac)>0=>a<-vab=
c 1—ac

Thay vao biéu thirc P ta dwoc:

p= 2 N 3 N 2(a+c)? )
Ta?+1 241 (a+1)(c2+1)
2 2(a+c)?
= + -2+
a’+1 (a®?+1)(c?+1) c2+1
Xét ham so:
() = 1 (x + ¢)? L 60 < <1 s coi c Iy th 5 (eSO
fx S e l @+ DE+ D v&i x <—vacoicla amso (¢ > 0)
Ta cé

—2c(x® +2cx—1)
(1+x2)2(1+c?)

®x0=—c+m E(O,%)

f'(x) =
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Bang bién thién:

X

olr o
=
o

f(x) + -

f(xg

Khi d6: Ttr bAng bién thién

c

fO0) < fxo) =
1+ c?
S =2f(@) 4 < e =
A Ry e O
Taco
, 2(1 — 8c?)
9'(c) = =0
(1+c2)?Bc+V1+c?)
(:)c:coz\/%e(o,+00)
Bang bién thién:
c |0 Co
+00
g'(0) + -

g(co
g(c) /

Tt bang bién thién suy ra: g(c) < g(co)

10
=5 <g(c) < g(c) =3
Vay voi

c= ,a=g,b= ﬁthiMaszlg—o
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Thi du 8: Cho ba s6 thwc dwong a, b, ¢ thdo man diéu kién: 21ab + 2bc + 8ca < 12. Tim gia

tri nho nhit ctia biéu thirc:
1 2 3
P=—+-+=
a b c
(Pé thi Olympic 30/4 -

2004)
Hoat dong kham pha:

- Voi bai ndy suy nghi kham phd ham sé nhw thé nao? (co thé chuyén theo 4n moi dwroc
khong?)

- CO thé biéu dién dé biéu thirc P va gid thiét cho don giin hon khéong?

1

~

- (O thé chuyén bai todn sao cho it 4n dwoc khéng?

. 1 1, ., o g s i s s
- Néudat:x =-,y = > Z == bai todn chuyén thanh bai todn la gi?

- Twgid thiét:2x + 8y + 21z < 12xyz = z = 2 pax > L
12xy-21 4y
. -, 2x+8y
- Khido:S = x+ 2y + 7 f(x)
- Khdo sdat ham f{(x) xem y ld tham s6 c6 dinh. Ta dwoc:S = f(x) = f(x,) = 2y + % +
32y2+14
TR

- Tiép tuc khdo sat mot bién g(y)
Ta di dén két lugn:S = f(x) = g(y) = =

N .

Lo1i gidi:

1 1 1
x=E,y=5,z=2=>x,y,z>0;2x+8y+212§12xyzvéS=x+2y+3z

Tw:
2x+8y+ 212 < 12xy7 5 25— ays ]
x + 8y z < 12xyz Z_12xy—21vax Iy
Tt biéu thirc S suy ra dwoc:
S2x42y+ ot
242y 4 3o = )
I k2> i
N
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7 V32y2+14 7
Sx=x=—+2"" ¢ (—,+oo)
4y 4y 4y

Bang bién thién:

x |L X,
4y
+o00
F(x) + 0 i
f(X) /
f(xo)

Khi d6: Ttr bAng bién thién

J32y% + 14

2y =g9)

9
Szf(x)zf(x0)=2y+g+

(8y*—9)/322 +14-28
4y2,/32y% + 14
bit: t = {/32y2 + 14 thi phwongtrinh g’'(y) =0

& (8y? —9),/32y2 + 14 — 28

=g Q)=

(:>t3—50t—122=0<:>t:8(:)y:§

y |0

S| u

g'(x) - 0 +

E

Twr bang bién thién suy ra: g(y) = g G)
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15

=>529(y)29®=7

5 2 1 4 3 \ . 15
y=-,x=3, z=-©a=-,b=-,c==- thiMin § =—
4 3 3 5 2 2

Thi du 9: Chirng minh rang néu a, b, ¢ 1a d6 dai 3 canh ctia tam giac c6 chu vi bang 3
Tim gia tri nho nhit cta: T = 3(a?+b? + ¢?) + 4abc

Hoat dong kham pha:
- Baitodn cin chitng minh chita 3 4n a, b, c va thod mana + b + ¢ = 3. Hiy suy nghi
bién doiT = 3(a?+b? + ¢?) + 4abc sao cho it 4n hon?
- Twgidthiét: a+b+c=3=>a+b=3—-cmaa+b>c zlScS%
- Khido: T =3(3—c)*+3c*+2ab(2c —3)
- Tichabvaténga+ b =3 - cgoicho cdc em nghi dén bat ding thirc nao?
b < (a+b)2 _ (3—0)2
- 2 2
- Khid6 T =3(3—c)?+3c?+2(2c—3) (%)2 =c3-2c2+Z=f(0)
- Khdo sdat ham mdt bién f(c) di den két qua.

Tadidénkétiuin T = f(c) = f(1) = 13
Loi gidi:
Do vai tro binh ddng ciaa,b,cnéntacéthégidst: 0 <a < b <c

Chuvibang3néna+b+c=3=>a+b=3—-cmaa+b>c 21<c<

N W

Ta bién d6i: T = 3(a?+b? + ¢2) + 4abc = 3(a®*+b?) + 3¢? + 4abc
= 3[(a + b)* — 2ab] + 3c¢* + 4abc = 3(3 — ¢)? + 3¢% + 2ab(2c — 3)

Mat khac:

abS(%w)zz(%)zﬁab(%—@2(%)2(26—3){vic<§=>26—3<0}

Do do:

TZ3(3—C)2+3CZ+2(ZC—3)(%)2=C3——C +==f(c)

3

Xétham sé: f(c) = ¢3 — 202 + % ,trén [1: S]
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= f'(c)=3c*-3c=0sc=1

Bang bién thién

c |1 g
0 +
f(c)
f(c)
13

Khi d6: Ttr bAng bién thién suy ra
flo)=f(1)=13
SuyraT = f(c) = f(1) =13khic=1,a=1,b=1

Vaymin P =13 khic=1,a=1,b=1.

, =4
Thi du 10:Cho cac s6 thuc dwong x, y, z thod méan diéu kién sau: {x +x§1/z+=22
Chtrng minh rang:
183 — 165V5 < x* 4+ y* + z* < 18
(Pé thi Olympic Todn THPT Viét Nam -

2004)
Hoat dong kham phd:

- Biéu thircP = x* + y* + z* doi xitng véi ba 4n x, y, z. Bién doi P theox + y +
z,xyz,xy + yz + zx nhw thé ndo?
- TacoP =x*+y*+z* = (x> + y? + 22)% — 2(x*y? + y?z* + z%x?)

= (4% = 2(xy +yz+ zx))* — 2(xy + yz + zx)* — 2xyz(x + y + 2)

- Vi méi quan hé trén, chuyén P theo bién mdi nhw thé ndo?
Patt = xy +yz + zx vd tirgid thiétx +y +z = 4;xyz = 2 tacéP = 2(t* — 32t +
144)
- Tim diéu kién theo 4n m&i nhw thé nao?
Tw cdc diéu kién doi voi x, y, z ta dwocy +z = 4 — x; yz = % dodot =x(4—x) + %
- Tim diéu kién déi véi 4n x va chuyén diéu kién do theo an t.
Ap dung bat ding thitc Cési cho 2 s6 dwongy, z ta cé
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(y+2)?2=>4yzo (4—x)? 2§@x3—8x2+16x—82O@(x—Z)(x2—6x+
4>0
©3-V5<x<2
- Xétham sét(x) = x(4 — x) +§trén doan [3 —/5; 2], tacot'(x) =

5v5-1
2

—2(x—1)(x%—x-1)
22

Twr viéc xét ddu ciat' (x) trén doan [3 —/5; 2], tadwoc5 <t <

5v5-1

Khdo sdt ham s6 P = 2(t* — 32t + 144) trén5 < t < 5

va suy ra

183 — 165V5 < x* + y* + z* < 18
> Bai tip dé nghi

x,y,zZ =20
x+y+z=1
Tim GTLN cta S = x%y + y?z+z%x

0Cho{
Ddp sé-min S = 217 x4y ra khi x = é,y =0,z=

2
3
® Cho x, y, z1a s6 thwc thod man x2 + y? + z? = 2. Tim GTLN, GTNN cta biéu thirc:
P=x3+y>+vy3—3xyz
Pdp sé:max P = 2+/2 xdyrakhix =2,y =2z=0
min P = =22 xdyrakhix = —/2,y=2z=0

©® Chox >0,y > 0,x > 0vathod man dieukiénx+y+z=1.
Tim gia tri 1&6n nhit cua biéu thirc:
P=xy+yz+zx —2xyz

Ddp sé: min P =% xdyrakhix =y =z =

1
3
O Cho a,b,c € [1;2]. Chitng minh rang:
1 1 1
(a+b+c)<—+—+—)$10
a b c
T_a4 b* a2+b2 +a+b
bt a* \b%2 a%?) b a

Ddp s6: minT = -2 xdy rakhia = —b

© Tim GTNN cua:

® Cho a,b,c¢ € [0; 1]. Chitng minh rang
L
b+c+1 c+a+1 a+b+1

+(1-a(d-b1A-0)<1
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@ Chox >0,y > 0,x > 0vathod man diukiénx +y+z <

N W

Tim gia tri nhé nhat cia biéu thirc:

1 1 1
P=x+y+z+—-+—-—+-
X y z

Ddp sé: min P =1?5xé’yrakhix=y=z=

1
2
C. Kétluin
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