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ÑÒNH LYÙ BEÙZOUT & AÙP DUÏNG
A- HAI ÑÒNH LYÙ CÔ BAÛN 
1- CAÙC KHAÙI NIEÄM
_ Giaû söû f(x) laø ña thöùc baäc n vôùi bieán x

_ Ta ñaët
f(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 (x(R, ai laø heä soá caùc haïng töû)

( Khi ñoù 
f(x) = 0 ,(x ( ai = 0 (i = 0,…,n

f(x) khaùc 0
( coù ít nhaát ai = 0
_ Giaû söû 
g(x) = bnxn + bn-1xn-1 + … + b1x + b0
( Khi ñoù
f(x) = g(x) (x ( ai = bi ,(i = 0,…,n

2- ÑÒNH NGHÓA


3- ÑÒNH LYÙ
► Lieân quan ñeán pheùp chia heát giöõa caùc ña thöùc ta caàn bieát hai ñònh lyù sau  :





(1730-1783, Nhaø Toaùn hoïc Phaùp)
 Soá dö trong pheùp chia ña thöùc f(x) cho ña thöùc (x – a) laø f(a)) 

■ Heä quaû :

 a laø nghieäm cuûa ña thöùc f(x)  (  f(x) chia heát cho (x – a))
Vaø nhö vaäy khi phaân tích f(x) thaønh nhaân töû, f(x) chöùa nhaân töû x – a


■ Sô ñoà Horner : Xeùt pheùp chia f(x) cho x – a
_ Soá dö trong pheùp chia laø f(a), ñieàu naøy ta ñaõ bieát !
_ Nhö vaäy, ta coù theå vieát : f(x) = (x – a).q(x) + f(a)

_ Vaán ñeà ôû ñaây laø ta caàn xaùc ñònh heä soá cuûa q(x). Vieäc xaùc ñònh naøy coù theå laøm theo caùch xeáp pheùp chia ra vaø thöïc hieän pheùp chia ñeå tìm.

_ ÔÛ ñaây ta seõ laøm quen moät thuaät toaùn ñeå tìm heä soá cuûa q(x), ta goïi laø sô ñoà Horner.


Giaû söû f(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0


q(x) = bnxn-1 + bn-1xn-2 + … + b2x + b1

Caùc heä soá bi ñöôïc tính nhö sau : 

	
	an
	an-1
	an-2
	…
	a1

	a
	bn = an
	bn-1 = a.bn + an-1
	bn-2 = a.bn-1 + an-2
	…
	b1 = a.b2 + a1


■ Ví duï : Phaân tích f(x) = 3x4 – 4x3 + 1 thaønh nhaân töû

_ Nhaän xeùt x = 1 laø nghieäm ña thöùc f(x)

_ Duøng sô ñoà Horner, tìm thöông pheùp chia f(x) cho x – 1 

	
	3
	-4
	0
	0
	1

	1
	3
	-1
	-1
	-1
	0



_ Vaäy f(x) = (x – 1)(3x3 – x2 – x – 1)
_ Tieáp tuïc, ta coù x = 1 laø nghieäm cuûa ña thöùc 3x3 – x2 – x – 1

	
	3
	-1
	-1
	-1

	1
	3
	2
	1
	0


_ Keát quaû : f(x) = (x – 1)2(3x2 + 2x + 1)

a) Kyù hieäu : 

Q[x] laø taäp hôïp caùc ña thöùc coù heä soá laø caùc soá höõu tæ
Z[x] laø taäp hôïp caùc ña thöùc coù heä soá laø caùc soá nguyeân
b) Ñaët vaán ñeà :

Thöïc teá, vieäc tìm nghieäm cuûa moät ña thöùc laø coâng vieäc “roäng vaø khoù”. Thoâng thöôøng caùc daïng toaùn tìm nghieäm ña thöùc chuùng ta gaëp ñeàu döïa vaøo caùc phöông trình chuaån ñeå giaûi (lôùp 8 coù pt tích; lôùp 9 coù pt truøng phöông, ñoái xöùng), tuy nhieân baáy nhieâu theá cuõng chöa giaûi quyeát ñöôïc vaán ñeà tìm nghieäm caùc ña thöùc.Vieäc tìm nghieäm ña thöùc trong phaàn naøy nhaèm chæ noùi leân moät khía caïnh cuûa vieäc tìm nghieäm toång quaùt – ñoù laø tìm nghieäm nguyeân cuûa ña thöùc trong Z[x].
_ Tröôùc heát ta thaáy raèng neáu f(x)(Q[x] thì ta coù theå ñöa veà daïng f(x)(Z[x] ñeå tìm nghieäm.

_ Nhö vaäy vieäc tìm nghieäm cuûa f(x)(Q[x] ta coù theå ñöa veà vieäc tìm nghieäm cuûa g(x) = m.f(x)(Z[x] (m laø maãu chung cuûa caùc heä soá trong f(x))
c) ÑÒNH LYÙ CÔ BAÛN :


(vieäc chöùng minh ñònh lyù naøy khoâng khoù, caùc baïn coá gaéng nheù !)
HEÄ QUAÛ

d) Ví duï : Tìm nghieäm höõu tæ cuûa ña thöùc f(x) = x4 + 2x3 – 4x2 – 5x – 6 

_ Nghieäm höõu tæ cuûa ña thöùc treân (neáu coù) phaûi laø soá nguyeân vaø öôùc cuûa -6
_ Thöû laàn löôït caùc öôùc cuûa -6, ta coù f(2) = 0 vaø f(-3) = 0 ( 2; -3 laø nghieäm cuûa f(x)
_ Chia f(x) cho x – 2; x – 3 theo sô ñoà Horner

	
	1
	2
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	-5
	-6
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	1
	4
	4
	3
	0

	-3
	1
	1
	1
	0
	


_ Khi ñoù f(x) = (x – 2)(x + 3)(x2 + x + 1) ( f(x) coù 2 nghieäm.
(khoâng caàn thöû 6; -6 vì x2 + x + 1 > 0 vôùi moïi x)
---oOo---
B- AÙP DUÏNG – TÖÏ LUYEÄN 



TÌM HEÄ SOÁ ÑEÅ f(x) CHIA HEÁT CHO g(x)
1- Ví duï :

Xaùc ñònh caùc heä soá a, b sao cho x4 + ax3 + b chia heát cho x2 – 1.

Höôùng daãn
Caùch 1 (Tìm soá dö vaø cho dö baèng 0)
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Nhö vaäy, ñeå x4 + ax3 + b chia heát cho x2 – 1 thì ax + b + 1 = 0 ,(x
( a = 0 vaø b + 1 = 0 hay a = 0 ; b = -1
Caùch 2 (Ñoàng nhaát heä soá)

Ñaët x4 + ax3 + b = (x2 – 1)(x2 + cx + d) = x4 + cx3 + (d – 1)x2 – cx – d ,(x
Do ñoù :
c = a

d – 1 = 0

c = 0

b = -d

( a = 0 ; b = -1 ; c = 0 ; d = 1

Vaäy vôùi a = 0 ; b = -1 ta coù x4 + ax3 + b chia heát cho x2 – 1

Caùch 3 (Thay 1 giaù trò ñaëc bieät cuûa bieán - giaù trò rieâng)

Goïi Q laø ña thöùc thöông trong pheùp chia x4 + ax3 + b cho x2 – 1
( x4 + ax3 + b = (x2 – 1).Q = (x – 1)(x + 1).Q (*)

Vì (*) ñuùng vôùi moïi x neân khi cho x = 1 , x = -1 ta coù :

1 + a + b = 0
1 – a + b = 0

( a = 0 ; b = -1
(caùc baïn nghó thöû xem, taïi sao choïn x = 1; -1)
2- Töông töï :

Tìm heä soá a, b sao cho x4 + ax2 + b chia heát cho x2 – 3x + 2 (a = -5, b = 4)
DUØNG ÑÒNH LYÙ BEÙZOUT ÑEÅ PHAÂN TÍCH ÑA THÖÙC THAØNH NHAÂN TÖÛ
1- Ví duï 1 :

Phaân tích ña thöùc f(x) = x3 – x2 – 8x + 12 thaønh nhaân töû

 Höôùng daãn
_ Thöû caùc öôùc cuûa 12 ta thaáy f(2) = 0. Ta xem f(x) = (x – 2).Q
_ Tôùi ñaây coù theå laáy f(x) chia cho x – 2 ( thöông laø x2 + x – 6

_ Phaân tích tieáp tuïc thöông coù ñöôïc, cuoái cuøng ta coù f(x) = (x – 2)2(x + 3).
2- Ví duï 2 :

Phaân tích ña thöùc A = a3 + b3 + c3 – 3abc thaønh nhaân töû

Höôùng daãn
Caùch 1 (Duøng phöông phaùp thoâng thöôøng)

_ Ta coù (a + b)3 = a3 + 3ab(a + b) + b3 ( a3 + b3 = (a + b)3 – 3ab(a + b)
_ Thay a3 + b3 vaøo A, ta coù : 

A = (a + b)3 – 3ab(a + b) + c3 – 3abc = (a + b)3 + c3 – 3ab(a + b) – 3abc

= (a + b + c)[(a + b)2 – (a + b)c + c2] – 3ab(a + b + c)

= (a + b + c)[ (a + b)2 – (a + b)c + c2 – 3ab] = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – ac – bc)
Caùch 2 (Ñònh lyù Beùzout)

_ Xem A laø ña thöùc baäc 3 ñoái vôùi bieán a
_ Ñaët A = f(a) = a3 – 3abc + b3 + c3. Deã daøng tính ñöôïc f(-b-c) = 0

( f(a) chia heát cho a – (-b-c) = a + b + c

_ Thöïc hieän pheùp chia ña thöùc f(a) cho a + b + c, hoaëc duøng sô ñoà Horner tìm heä soá ña thöùc thöông :

	
	1
	0
	-3bc
	b3 + c3

	-b-c
	1
	-b-c
	b2 + c2 – bc
	0


_ Ña thöùc thöông laø : q(a) = a2 – (b + c)a + b2 + c2 – bc
( f(a) = (a + b + c)[a2 – (b + c)a + b2 + c2 – bc] = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – ac – bc)

3- Töông töï :

1) Phaân tích caùc ña thöùc sau thaønh nhaân töû :
	a) 3x3 + 5x2 – 14x + 4 (x = 
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laø nghieäm)
	b) 2x3 – x2 – 3x – 1 (x = -½ laø nghieäm)


2) Phaân tích caùc ña thöùc sau thaønh nhaân töû :
a) a(b2 + c2 + bc) + b(c2 + a2 + ac) + c(a2 + b2 + ab)

b) (a + b + c)(ab + bc + ac) – abc 

3) Duøng ñònh lyù veà nghieäm ña thöùc, ñònh lyù Beùzout, phaân tích caùc ña thöùc sau thaønh nhaân töû :

a) x3 – 9x2 + 15x + 25
b) x3 – 4x2 – 11x + 30

c) 2x4 + x3 – 22x2 + 15x – 36 

d) 3x3 + 5x2 – 14x + 4

e) 2x3 – x2 – 3x – 1 .



1- Cho bieát ña thöùc 4x3 + ax + b chia heát cho ña thöùc x – 2 vaø x + 1. Tính 2a – 3b ?

2- Xaùc ñònh caùc haèng soá a, b sao cho :
a) x4 + ax2 + b chia heát cho x2 – x + 1

b) ax3 + bx2 + 5x – 50 chia heát cho x2 + 3x – 10 

c) ax3 + bx – 24 chia heát cho (x + 1)(x + 3)
3- Xaùc ñònh caùc haèng soá a, b ñeå ña thöùc f(x) = 2x3 + ax + b chia cho x + 1 dö -6 vaø khi chia f(x) chia cho x – 2 dö 21.
4- Xaùc ñònh caùc haèng soá a, b sao cho x3 + ax + b chia cho x + 1 thì dö 7 vaø khi chia cho x – 3 thì dö -5.
5- Xaùc ñònh caùc haèng soá a, b, c sao cho ax3 + bx2 + c chia heát cho x + 2 vaø khi chia cho x2 – 1 thì dö x + 5. 
6- Chöùng minh raèng neáu x4 – 4x3 + 5ax2 – 4bx + c chia heát cho x3 + 3x2 – 9x – 3 thì toång a + b + c = 0.

7- Tìm ña thöùc dö trong pheùp chia x54 + x45 + x36 + … + x9 + 1 cho x2 – 1.

8- Chöùng minh raèng khoâng toàn taïi soá töï nhieân n ñeå giaù trò cuûa n6 – n4 – 2n2 + 9 chia heát cho giaù trò cuûa bieåu thöùc n4 + n2
9- Tìm soá nguyeân n sao cho :

a) n3 – 2 chia heát cho n – 2 

b) n3 – 3n2 – 3n – 1 chia heát cho n2 + n + 1

c) n4 – 2n3 + 2n2 – 2n + 1 chia heát cho n4 – 1 

10- Khoâng xeáp pheùp chia, xeùt xem x3 – 9x2 + 6x + 16 coù chia heát cho :
a) x + 1

b) x – 3 

11- Tìm dö khi chia x + x3 + x9 + x27 cho :

a) x – 1 

b) x2 – 1 

12- Tìm dö khi chia x99 + x55 + x11 + x + 7 cho :

a) x + 1

b) x2 + 1

13- Chöùng minh raèng :

a) x50 + x10 + 1 chia heát cho x20 + x10 + 1

b) x2 – x9 – x1945 chia heát cho x2 – x + 1

c) x10 – 10x + 9 chia heát cho (x – 1)2
d) (x2 – 3x + 1)31 – (x2 – 4x + 5)30 + 2 chia heát cho x – 2 

14- Chöùng minh raèng vôùi moïi soá töï nhieân n :
a) (x + 1)2n – x2n – 2x – 1 chia heát cho x(x + 1)(2x + 1)
b) x4n + 2 + 2x2n + 1+ 1 chia heát cho (x + 1)2
c) (x + 1)4n + 2 + (x – 1)4n + 2 chia heát cho x2 + 1

d) (xn – 1)(xn + 1 – 1) chia heát cho (x + 1)(x – 1)2
15- Tìm soá dö khi chia f(x) = x50 + x49 + … + x2 + x + 1 cho x2 – 1 .


---HEÁT---
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ÒNH LYÙ BEÙZOUT





Ñ





ÒNH LYÙ NGHIEÄM NGUYEÂN CUÛA ÑA THÖÙC





■ Pheùp chia ña thöùc f(x) cho ña thöùc g(x) (khaùc 0) ta ñöôïc thöông vaø dö laàn löôït laø nhöõng ña thöùc q(x), r(x).


Ta vieát : f(x) = g(x).q(x) + r(x) vôùi baäc r(x) < baäc g(x)


■ Tröôøng hôïp neáu ña thöùc r(x) baèng 0, ta ñöôïc : f(x) = g(x).q(x)


Vaø khi ñoù ta noùi : f(x) chia heát cho g(x) 





Cho ña thöùc f(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 (ai(Z , an ≠ 0)


Neáu � EMBED Equation.3  ���(toái giaûn) laø nghieäm cuûa f(x) thì p laø öôùc cuûa a0 vaø q laø öôùc cuûa an.





_ Neáu f(x) coù nghieäm nguyeân thì nghieäm nguyeân ñoù laø öôùc cuûa a0


_ Khi an = 1 thì moïi nghieäm höõu tæ cuûa f(x) ñeàu laø nghieäm nguyeân.





Neáu a laø nghieäm cuûa f(x) thì f(x) chia heát cho x – a (heä quaû Beùzout)


_ Nhö vaäy ta phaûi tìm moät nghieäm cuûa f(x). Thoâng thöôøng, ta duøng ñònh lyù nghieäm ña thöùc ñeå tìm moät nghieäm cuûa f(x). 





Ñöôïc ñi hoïc, ñöôïc vui chôi nhö caùc baïn laø raát haïnh phuùc.


Haõy chaêm chuùt cho haïnh phuùc ñoù !
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