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Lời giới thiệu

Trong các kì thi tuyển chọn học sinh giỏi toàn quốc, quốc tế, các bài toán số học thừờng
đóng vai trò quan trọng. Nhiều năm vừa qua, những bài toán số học thường là về các bài
toán phần nguyên (như kì thi chọn đội tuyển toán Việt Nam năm 2011). Vì vậy nhóm học
sinh lớp 10A1 Toán chúng em viết chuyên đề này để nêu ra các ý kiến, kinh nghiệm và một
số kết quả về phần nguyên. Trong chuyên đề chúng em có chia làm các mục sau:

1. Một số ứng dụng của định lý Legendre.

2. Một số bài toán về tổng phần nguyên.

3. Một số bài toán ứng dụng.

Tuy chuyên đề đã được chỉnh sửa bởi những thành viên trong nhóm cũng như bởi thầy
giáo hướng dẫn song khó tránh khỏi sai sót. Chúng em xin chân thành cảm ơn những
đóng góp từ các thầy cô giáo và các bạn học sinh. Mọi ý kiến đóng góp gửi về địa chỉ
anhemkhtn01@gmail.com.

Nhóm 1 lớp 10A1 Toán
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1 Một vài kiến thức cơ bản về phần nguyên

1.1 Định nghĩa

Định nghĩa 1.1.1. Cho x là một số thực. Ta kí hiệu số nguyên lớn nhất không vượt quá x
là bxc, và đọc là “phần nguyên của số thực x”.

Định nghĩa 1.1.2. Kí hiệu {x} = x− bxc là phần lẻ của số thực x.

1.2 Tính chất cơ bản

Nhờ định nghĩa 1.1.1 ta rút ra được những tính chất cơ bản sau:

1. bxc ≤ x và từ đó ta cũng có được hai bất đẳng thức sau:

(a)
n∑
i=1

bxic 6

⌊
n∑
i=1

xi

⌋
(1)

(b)
n∏
i=1

bxic 6

⌊
n∏
i=1

xi

⌋
2.

bxc+
⌊
x+

1

2

⌋
= b2xc (2)

Áp dụng đẳng thức (2) ta có kết quả tổng quát sau:

Định lý 1.2.1 (Đồng nhất thức Hermite).

bxc+
⌊
x+

1

n

⌋
+

⌊
x+

2

n

⌋
+ ...+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
= bnxc

3. Cho a, b là hai số thực thỏa mãn a+ b ∈ Z nhưng ab 6∈ Z. Khi đó ta có đẳng thức sau:

bac+ bbc = a+ b− 1. (3)

4. Cho a, b là hai số thực thỏa mãn a− b ∈ Z nhưng a, b 6∈ Z. Khi đó ta có đẳng thức sau:

bac − bbc = a− b. (4)

5. Giả sử 0 < α ∈ R và n ∈ N. Lúc đó
⌊
α
n

⌋
là số tất cả các số nguyên dương là bội của n

nhưng không vượt quá α.
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2 Một số ứng dụng của phần nguyên

2.1 Định lý Legendre

2.1.1 Một số tính chất cơ bản của định lý

Gọi ep(n) là số mũ của p trong phân tích tiêu chuẩn của n. Khi đó ta có các tính chát sau:

1. ep(n) là hàm số cộng tính:

ep (n1n2) = ep (n2) + ep (n2) (5)

2. Gọi τp (n) là số các cặp số tự nhiên có thứ tự (α,m) sao cho pαm = n. Khi đó

ep (n) = τp (n) (6)

Hai tính chất trên gần như hiển nhiên và có thể chứng minh trực tiếp từ định nghĩa. Áp
dụng hai tính chất này ta sẽ chứng minh được một số kết quả đẹp sau đây:

Định lý 2.1.1 (Định lý Legendre). Số mũ của p trong phân tích tiêu chuẩn của n! là:

ep (n!) =
∑
α>0

⌊
n

pα

⌋
(7)

Lời giải. Ta sẽ sử dụng hai tính chất (6) và (7) để chứng minh định lý này. Ta có

ep (n!) =
∑
k6n

ep(k) =
∑
k6n

τp (k) =
∑
k6n

∑
(α,m)
pαm=k

1

=
∑

(α,m)
pαm6n

1 =
∑
α>0

∑
m6 n

pα

1

=
∑
α>0

⌊
n

pα

⌋

Chứng minh sử dụng hai hệ thứ (6) và (7) cho ta cách nhìn mới về phép chứng minh định
lý Euclide về số nguyên tố:

Định lý 2.1.2 (Định lý Euclide). Tồn tại vô hạn số nguyên tố.

Trước hết ta có một số nhận xét sau:
Nhận xét. Sử dụng kí hiệu ep (n) ta có:

n! =
∏
p|n!

pep(n!) =
∏
p6n

pep(n!) (8)
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Nhận xét. Sử dụng định lý Legendre và tính chất của phần nguyên ta có bất đẳng thức
sau:

ep (n!) =
∞∑
α=1

⌊
n

pα

⌋
< n.

∞∑
α=1

n

pα
=

n

p− 1
(9)

Ta sẽ áp dụng vào chứng minh định lý Euclide:

Lời giải. Giả sử có hữu hạn số nguyên tố p. Thay (8) vào (9) ta có được bất đẳng thức sau:

n! 6
∏
p6n

p
n
p−1

hoặc là
n
√
n! 6

∏
p6n

p
1
p−1 (10)

Nhưng theo một kết quả quen thuộc ta có: lim
x→+∞

n
√
n! = +∞ mà chỉ có hữu hạn số nguyên

tố p nên khi ta cho n→ +∞ ở cả hai vế của bất đẳng thức (10) ta có vế trái tiến đến +∞
còn vế phải tiến đến một hằng số. Điều đó dẫn đến mâu thuẫn.

Bất đẳng thức (9) có rất nhiều ứng dụng và ta sẽ xem xét các bài toán liên quan đến bất
đẳng thức này trong phần tiếp theo.

2.1.2 Ứng dụng của định lý Legendre trong các bài toán

Ứng dụng trong chia hết của định lý Legendre

Bài toán 2.1.1. Giả sử m,n là hai số tự nhiên sao cho m không có ước nguyên tố nào bé
hơn hoặc bằng n. Chứng minh rằng:

M =
n−1∏
i=1

(
mi − 1

)...n!
Lời giải. Xét p là một số nguyên tố bất kì, p ≤ n. Theo giả thiết ta có gcd(m, p) = 1 nên

theo định lý Fermat nhỏ thì mk(p−1) − 1
...p với mọi số nguyên dương k. Vì số các bội số của

p− 1 không vượt quá n− 1 là
⌊
n−1
p−1

⌋
nên ep(M) >

⌊
n−1
p−1

⌋
.

Theo bất đẳng thức (9), số mũ của p trong phân tích tiêu chuẩn của n! là:

ep(n!) =
∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
<

n

p− 1
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Ta sẽ chứng minh ep(n!) < ep (M).

Giả sử n− 1 = t(p− 1) + s, t =
⌊
n−1
p−1

⌋
, 0 ≤ s < p− 1.

Khi đó

n = t(p− 1) + s+ 1⇒ n

p− 1
= t+

s+ 1

p− 1
≤ t+ 1 =

⌊
n− 1

p− 1

⌋
+ 1

Từ đó ta nhận được: ep(n!) < ep(M) với mọi p nguyên tố, hay M
...n!.

Bài toán 2.1.2. Tìm n ∈ N thỏa mãn: 2n−1|n!.

Chứng minh. Ta chia bài toán thành các trường hợp sau:

1. Nếu n = 2m+ 1 ta có: (2m+ 1)!
...22m. Khi đó:

e2 ((2m+ 1)!) = e2 ((2m)!)

=
∞∑
k=1

⌊
2m

2k

⌋
<

2m

2− 1

(Theo bất đẳng thức (9)) = n− 1

Như vậy với n = 2m+ 1 thì điều kiện đã cho không thỏa mãn.

2. Nếu n = 2t(2m+ 1), với m, t ∈ N∗, ta có:

e2 (n!) = e2
(
2t(2m+ 1)!

)
=
∞∑
k=1

⌊
2t(2m+ 1)

2k

⌋
< (2m+ 1).

t−1∑
i=0

2i + 2m

= (2m+ 1)(2t − 1) + 2m

= n− 1

Vậy khi n = 2t(2m+ 1) thì bài toán không thỏa mãn.

3. Nếu n = 2t, ta có:

e2 (n!) = e2
(
2t
)
= 2t−1 + 2t−2 + ...+ 2 + 1 = 2t − 1 = n− 1

Vậy khi n = 2t thì bài toán được thỏa mãn.
Kết luận. Khi n = 2t thì 2n−1|n!.

Với cách làm tương tự ta có được đáp số cho bài toán sau:
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Tìm n ∈ N thỏa mãn: 3n−1|n!

Tuy nhiên khi thay tất cả các trường hợp n = 3m+1, n = 3m+2, n = 3t, n = 3t(3m+1), n =
3t(3m+ 2) thì tất cả các giá trị trên đều không thỏa mãn bài toán.
Từ hai trường hợp cụ thể ở trên ta có bài toán tổng quát sau:

Bài toán 2.1.3. Cho p là một số nguyên tố. Tìm n ∈ N sao cho: n!
...pn−1

Gợi ý. Làm tương tự hai bài toán trên, ta có:

1. Nếu p = 2, theo bài toán trên ta có n = 2t với t là nguyên dương.

2. Nếu p nguyên tố, p ≥ 3, ta thấy không có n nào thỏa mãn điều kiện bài toán

Từ bài toán trên, nhận thấy số mũ n− 1 của p chưa đủ “tốt” để bài toán thỏa mãn. Do đó
ta có một bài toán mới như sau:

Bài toán 2.1.4. Cho n là một số tự nhiên và p nguyên tố. Tìm k nguyên dương lớn nhất

thỏa mãn: n!
...pk

Gợi ý. Để k lớn nhất thì n phải có dạng pt (với t nguyên dương).
Do đó:

ep(n!) > k ⇒ k 6
t−1∑
i=0

pi =
pt − 1

p− 1

Vậy giá trị lớn nhất của k là
pt − 1

p− 1

Ta có thể tổng quát hóa bài toán theo hướng sau:

Bài toán 2.1.5. Cho p nguyên tố, a1, a2, ..., an là các số nguyên dương (n ≥ 1). Tìm k
nguyên dương lớn nhất thỏa mãn:

a1!a2!...an!
...pk

Đáp số. Giá trị lớn nhất của k là

kmax =
n∑
j=1

ij∑
l=1

pij−l

trong đó ij là số thỏa mãn: aj = pij ,∀j = 1, n

Bài toán 2.1.6. Chứng minh rằng

A =
(3n)!

n! (n+ 1)! (n+ 2)!
∈ N

với mọi số tự nhiên n ≥ 3.
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Lời giải. Sử dụng định lý Legendre, tư tưởng chứng minh của bài toán sẽ là chứng minh bất
đẳng thức sau đúng với mọi p nguyên tố:

ep ((3n)!) > ep (n!) + ep ((n+ 1)!) + ep ((n+ 2)!) (11)

Thật vậy, áp dụng đẳng thức (2) ta có, với mọi số nguyên tố p ≥ 3 thì:⌊
3n

p

⌋
=

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n

p
+

1

2

⌋
+

⌊
n

p
+

2

3

⌋
>

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n+ 1

p

⌋
+

⌊
n+ 2

p

⌋
Vậy bất đẳng thức (11) đúng với mọi p nguyên tố lẻ. Với p = 2 dễ dàng thấy (11) đúng. Do
đó với mọi i ∈ N ta có: ⌊

3n

pi

⌋
>

⌊
n

pi

⌋
+

⌊
n+ 1

pi

⌋
+

⌊
n+ 2

pi

⌋
Như vậy:

∞∑
i=1

⌊
3n

pi

⌋
>

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
+
∞∑
i=1

⌊
n+ 1

pi

⌋
+
∞∑
i=1

⌊
n+ 2

pi

⌋
Do đó bất đẳng thức (11) được chứng minh, cho ta thấy được số mũ của p bất kì trong
phân tích tiêu chuẩn của (3n)! lớn hơn trong phân tích tiêu chuẩn của n! (n+ 1)! (n+ 2)!
nên A ∈ N với mọi n ∈ N∗, n ≥ 3.

Nhận xét. Với phương pháp tương tự ta có được bài toán sau:

Bài toán 2.1.7. Với mọi n ∈ N, n ≥ 6 thì

B =
12. (5n)!

n! (n+ 1)! (n+ 2)! (n+ 3)! (n+ 4)!
∈ N

Tổng quát hơn nữa ta sẽ có bài toán mở thú vị như sau:

Bài toán mở 2.1.8. Tìm k,m tốt nhất sao cho k+mmin thỏa mãn: với p, n ∈ N∗, p là số
nguyên tố thì:

k. (n)!

n! (n+ 1)! (n+ 2)!... (n+ p− 1)!
∈ N

Trong [5], có bài toán sau:

Bài toán 2.1.9 (IMO 1972). Cho m,n ∈ N, chứng minh rằng:
(2m)!(2n)!

m!.n!.(m+ n)!
∈ N

Các bạn có thể tham khảo lời giải trong [5]. Nhân đây chúng tôi có bài toán mở khá thú vị,
và chưa có lời giải:
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Bài toán mở 2.1.10. Tìm các số thực dương m,n thỏa mãn:

(2 bmc)!.(2 bnc)!
(bmc)!.(bnc)!.(bm+ nc)!

∈ N

Bài toán 2.1.11 (Ứng dụng của nguyên lý so sánh số mũ với phương trình nghiệm nguyên).
Giải phương trình nghiệm nguyên dương: (a− b)ab = ab.ba

Lời giải. Nếu gọi p là ước nguyên tố của a thì từ phương trình đã cho ta thấy p|b.
• Nếu a, b lẻ hoặc a, b khác tính chẵn lẻ: ta thấy hai vế của phương trình khác tính chẵn

lẻ nên phương trình vô nghiệm

• Nếu a, b chẵn: Đặt a = 2α.u, b = 2β.v với u, v lẻ, α, β > 1.

1. Nếu α = β ⇒ số mũ của 2 trong (a− b)ab sẽ ≥ αab.

⇒ αb+ βa = α(a+ b) ≥ αab ≥ α(a+ b)

Từ đó ta có được a = b = 2 nhưng khi đó vế phải của phương trình bằng 4 còn vế
trái bằng 0, mâu thuẫn.

2. α 6= β. Không mất tính tổng quát, giả sử α > β ≥ 1. Khi đó α ≥ 2.

⇒ αb+ βa = βab⇒ (βa− α)(b− 1) = α⇒ α ≥ βa− α ≥ a− α
⇒ 2α ≥ a = 2α.u ≥ 2α ⇒ α ≥ 2α−1 ⇒ α ≤ 2

Từ đó ta có: 2 ≤ α ≤ 2 nên α = 2⇒ u = β = 1⇒ a = 4, b = 2.

Kết luận: phương trình có hai nghiệm (a, b) ∈ {(4, 2); (2, 4)}.

Bài toán 2.1.12 (Ứng dụng của định lý Legendre kết hợp với hệ đếm cơ số). Giả sử
m! = 2l(2k + 1);m, k, p ∈ N. Chứng minh rằng tồn tại vô hạn m ∈ N∗ sao cho:

m− l = 11 + 22 + 33 + ...+ 20112011

Lời giải. Giả sử trong hệ đếm cơ số 2, m có biểu diễn dưới dạng:

m = anan−1...a1a0|2 =
n∑
i=0

ai2
i

Theo định lý Legendre ta có:

l = e2(m) =
∞∑
k=1

⌊m
2k

⌋
=

n∑
k=1

⌊m
2k

⌋
=

n∑
k=1

⌊
n∑
i=0

ai2
i−k

⌋
=

n∑
i=0

⌊
ai

n∑
k=1

2i−k

⌋
(12)
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Mặt khác, do

⌊
ai

n∑
k=i+1

2i−k

⌋
= 0 nên ta có:

l =
n∑
i=0

⌊
ai

n∑
k=1

2i−k

⌋
=

n∑
i=0

⌊
ai.2

i

n∑
k=1

1

2k

⌋
=

n∑
i=0

⌊
ai.2

i

(
1− 1

2i

)⌋
= m−

n∑
i=0

ai

Vì vậy: m− l =
n∑
i=0

ai. Khi đó bài toán trở thành:

Chứng minh rằng tồn tại vô hạn bộ số (ai)
n
i=0 sao cho:

n∑
i=0

ai = 11 + 22 + 33 + ...+ 20112011,

mà điều đó hiển nhiên.
Do đó bài toán được chứng minh.

2.2 Một số bài toán về tính tổng phần nguyên

2.2.1 Tính tổng phần nguyên dựa trên những tính chất cơ bản

Một ví dụ đơn giản của việc ứng dụng đồng nhất thức Hermite:

Bài toán 2.2.1. Tính tổng
∑

06i<j6n

⌊
x+ i

j

⌋
Lời giải. Ta có:∑
06i<j6n

⌊
x+ i

j

⌋
=

n∑
j=1

(∑
06i<j

⌊
x+ i

j

⌋)
=

n∑
j=1

bxc = n bxc(Theo đồng nhất thức Hermite)

Ta có một ứng dụng nổi tiếng của đẳng thức (2):

Bài toán 2.2.2 (IMO 1968). Với x ∈ R, chứng minh rằng:
∞∑
k=0

⌊
x+ 2k

2k+1

⌋
= bxc

Lời giải. Áp dụng tính chất (2) ta có:
∞∑
k=0

⌊
x+ 2k

2k+1

⌋
=
∞∑
k=0

⌊
x

2k+1
+

1

2

⌋
=
∞∑
k=0

(⌊ x
2k

⌋
−
⌊ x

2k+1

⌋)
= bxc
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Nhận xét. Tương tự ta có được đẳng thức mới sau:

∞∑
k=0

⌊
x+ 3k

3k+1

⌋
+
∞∑
k=0

⌊
x+ 2.3k

3k+1

⌋
= bxc

Tổng quát hơn nữa ta cũng có:

∞∑
i=0

m−1∑
j=1

⌊
n+ j.mi

mi+1

⌋
= bnc (13)

Chứng minh. Tương tự với bài toán trên, áp dụng (3) ta có:

∞∑
i=0

m−1∑
j=1

⌊
n+ j.mi

mi+1

⌋
=
∞∑
i=0

m−1∑
j=1

⌊
n

mi+1
+

j

m

⌋

=
∞∑
i=0

(⌊ n
mi

⌋
−
⌊ n
mi

⌋)
= bnc

với mọi n ∈ R,m ∈ N,m ≥ 2.
Từ đây, kết hợp tính chất (2) và hai công thức tổ hợp:

bn2 c∑
k=0

C2k
n = 2n−1 (14)

bn3 c∑
k=0

C3k
n =

1

3

(
2n + 2 cos

nπ

3

)
(15)

Từ hai đẳng thức này ta có được những bài toán hay sau:

Bài toán 2.2.3. Chứng minh rằng:

1. Biết rằng m, t, y, j, i, k, x ∈ N∗;m, t, y ≥ 2

∞∑
i=0

m−1∑
j=1

⌊
(p− 1)n+ jmi

mi+1

⌋
+
∞∑
i=0

t−1∑
k=1

⌊
n+ kti

ti+1

⌋
6

∞∑
i=0

y−1∑
x=1

⌊
pn+ xyi

yi+1

⌋

2. Biết rằng m,n ∈ N∗,m ≥ 2

bn2 c∑
k=0

∞∑
i=0

m−1∑
j=1

⌊
C2k
n + jmi

mi+1

⌋
= 2n−1 (16)
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Lời giải. Sử dụng hai đẳng thức tổ hợp (14), (14) và (13) ta có:

1. Sử dụng đẳng thức (13), bất đẳng thức thứ nhất tương với:

b(p− 1)nc+ bnc 6 bpnc

Mà bất đẳng thức trên chính là hệ quả của bất đẳng thức (1) nên ta có điều cần chứng
minh.

2. Sử dụng đẳng thức (13) ta có (16) tương đương với:

bn2 c∑
k=0

C2k
n = 2n−1

Đây chính là đẳng thức (14).

Bài toán 2.2.4. Tìm n ∈ N,n chia 6 dư 3 thỏa mãn

bn3 c∑
t=0

∞∑
i=0

m−1∑
j=0

⌊
C3k
n + jmi

mi+1

⌋

là số chính phương.

Lời giải. Chú ý rằng

bn3 c∑
t=0

∞∑
i=0

m−1∑
j=0

⌊
C3k
n + jmi

z
mi+1

⌋
= x2 =

bn3 c∑
k=0

C3k
n =

1

3

(
2n + 2 cos

nπ

3

)
= A

Cho n = 6k + 3 ta có: A = 2

bn2 c−1∑
t=0

2t.

Dễ thấy A
...2 nhưng A 6 ...4 nên A không là số chính phương.

Nhận xét. Từ đẳng thức (13) ta có thể tạo ra nhiều bài toán hay.
Ta xét tiếp các ứng dụng khi áp dụng hai đẳng thức (2),(3).

Bài toán 2.2.5. Chứng minh rằng
⌊(
2 +
√
2
)n⌋

là một số lẻ với n ∈ N, n lẻ.

Lời giải. Chú ý rằng
(
2−
√
2
)n

+
(
2 +
√
2
)n

là một số nguyên, ta có⌊(
2−
√
2
)n⌋

+
⌊(

2 +
√
2
)n⌋

=
(
2−
√
2
)n

+
(
2 +
√
2
)n
− 1 = 2A− 1

12



Áp dụng đẳng thức (3) ta có:{(
2−
√
2
)n}

+
{(

2 +
√
2
)n}

= 2A− (2A− 1) = 1 (17)

Đẳng thức (17) cho ta bài toán sau:

Bài toán 2.2.6. Cho hai dãy số:

xn =

 n{(
2−
√
2
)2k+1

}
 , yn =

 n{(
2 +
√
2
)2k+1

}


Chứng minh rằng với mọi k ∈ N thì hai dãy xn, yn là phân hoạch của tập các số nguyên
dương.

Lời giải. Đặt α =
1{(

2−
√
2
)2k+1

} , β =
1{(

2 +
√
2
)2k+1

} . Khi đó theo bài toán 2.2.5 ta có

1

α
+

1

β
= 1.

Chú ý dùng đẳng thức (3) ta có:
⌊
n
α

⌋
+
⌊
n
β

⌋
= n− 1 với mọi giá trị của n nguyên dương. Từ

đó ta có điều phải chứng minh.

2.2.2 Tính tổng phần nguyên dựa vào tính chia hết

Tính chất (4) tuy đơn giản nhưng cho ta hệ quả đẹp mắt sau: ∀f(x) thỏa mãn: f (k) + f (p− k) ...p

f (k) 6 ...p

với mọi k nguyên dương thỏa mãn 1 ≤ k ≤ p− 1 và p nguyên tố. Khi đó:

p−1∑
x=1

⌊
f (x)

p

⌋
=

p−1∑
x=1

f (x)

p
− p− 1

2

p−1∑
x=1

(
g (x)

p
−
⌊
g (x)

p

⌋)
=

p−1∑
x=1

(
f (x)

p
−
⌊
f (x)

p

⌋)

Bài toán 2.2.7. Tính tổng

p−1∑
k=1

⌊
kn

p

⌋
với n nguyên dương và p nguyên tố.
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Lời giải. Ta chia bài toán thành các ý nhỏ hơn như sau:

1. Xác định

p−1∑
k=1

⌊
k3

p

⌋
.

Lời giải. Áp dụng (3) ta có

⌊
k3

p

⌋
+

⌊
(p− k)3

p

⌋
=
k3

p
+

(p− k)3

p
− 1 với mọi k ∈ N và

1 ≤ k ≤ p− 1.
Từ đó suy ra:

p−1∑
k=1

⌊
k3

p

⌋
=

p−1∑
k=1

k3

p
−

p−1∑
k=1

(
k3

p
−
⌊
k3

p

⌋)

=

p−1∑
k=1

k3

p
− 1

2

p−1∑
k=1

(
k3

p
+

(p− k)3

p
−
⌊
k3

p

⌋
−

⌊
(p− k)3

p

⌋)

=
(p− 2) (p− 1) (p+ 1)

4

2. Tính f (p) =

p−1∑
i=1

⌊
i2

p

⌋
với p là số nguyên tố dạng 4k + 1.

Lời giải. Chú ý rằng theo bài toán trên thì f (p) =

p−1∑
i=1

⌊
i3

p

⌋
sau khi tính có đáp án là

một đa thức bậc 3 đối với p nên ta dự đoán đáp án bài toán này là một đa thức bậc
hai với p.
Chú ý rằng f (5) = 4, f (13) = 44, f (17) = 80, f (29) = 252. Ta sẽ chứng minh f (p) =

(p− 1) (p− 2)

3
=

p−1∑
i=1

i2

p
− p− 1

2
.

Xét hệ thặng dư modulo p:

12, 22, ...,

(
p− 1

2

)2

(18)(
p+ 1

2

)2

, ..., (p− 1)2 (19)

Nhận thấy rằng với mỗi i thuộc (18) luôn tồn tại duy nhất j trong (19) thỏa mãn

i2 + j2
...p.

Thật vậy, vì p = 4k + 1 nên tồn tại x sao cho x2 + 1 ≡ 0 mod p và với i thì ∃i1 thỏa
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mãn ii1 ≡ 1 mod p với i1 ∈ {1, 2, ..., p− 1}.
Ta có:

i2 + j2 ≡ 0 (modp)⇔ (i1j)
2 + 1 ≡ 0 (modp)

⇔ (i1j)
2 ≡ x2 (modp)

⇔

[
i1j
′ ≡ x (modp)

i1j
′′ ≡ −x (modp)

⇒ j′ + j′′ ≡ 0 (modp)

Như vậy một trong hai số j′ hoặc j′′ là số j duy nhất thỏa mãn. Áp dụng (3) tương tự
như bài tập trên ta có:

f (p) =

p−1∑
i=1

⌊
i2

p

⌋

=

p−1
2∑
i=1

(⌊
i2

p

⌋
+

⌊
ji2

p

⌋)
=

p−1∑
i=1

i2

p
− p− 1

2

=
(p− 1) (p− 2)

3

Bài toán 2.2.8. Chứng minh rằng với p là số nguyên tố lẻ thì:

p−1∑
k=1

kp − k
p
≡ p+ 1

2
(modp)

Chứng minh. Xét hàm số f(x) =
xp

p2
. Ta có (xp + (p− x)p)...p2 với mọi p lẻ, x nguyên dương

nhỏ hơn p. Áp dụng nhận xét trên ta có:

p−1∑
k=1

⌊
kp

p2

⌋
=

1

p

p−1∑
k=1

kp

p
− p− 1

2
=

1

p

p−1∑
k=1

kp − k
p
− (p− 1)2

2p

Suy ra:

p

p−1∑
=1

⌊
kp

p2

⌋
=

p−1∑
k=1

kp − k
p
− (p− 1)

2

2

Vậy ta có điều cần chứng minh.
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Nhận xét. Bài toán này cho ta một kết quả đáng chú ý: Với k = 1, 2, ..., p− 1 gọi rk là số
dư khi chia kp cho p2. Khi đó:

p−1∑
k=1

rk =

p−1∑
k=1

kp − p2
p−1∑
k=1

⌊
kp

p2

⌋
=
p2(p− 1)

2

Bài toán 2.2.9. Tính f (p) =

p−1∑
i=1

(⌊
3mi2

p

⌋
−m

⌊
3i2

p

⌋)
với p nguyên tố có dạng 3k+1 và

m nguyên dương thỏa mãn p 6 |m

Chứng minh. Vì p nguyên tố chia 3 dư 1 nên tồn tại z sao cho z2 + 3 ≡ 0 (modp).

Đặt g (x) = zx⇒ g2 (x) + 3x2
...p.

Áp dụng (3) ta có: 
⌊
g2 (x)

p

⌋
+

⌊
3x2

p

⌋
=
g2 (x)

p
+

3x2

p
− 1⌊

mg2 (x)

p

⌋
+

⌊
m3x2

p

⌋
=
mg2 (x)

p
+

3mx2

p
− 1

Từ hai đẳng thức trên ta có:⌊
mg2 (x)

p

⌋
+

⌊
m3x2

p

⌋
−m

⌊
g2 (x)

p

⌋
+m

⌊
3x2

p

⌋
= m− 1 (20)

Mặt khác,

p−1∑
x=1

⌊
m.

{
g2 (x)

p

}⌋
=

p−1∑
x=1

⌊
m.

(
1−

{
3x2

p

})⌋

= m (p− 1)−
p−1∑
x=1

⌊
m.

{
3i2

p

}⌋

= m (p− 1)−
p−1∑
x=1

⌊
m.

{
i2

p

}⌋
(theo giả thiết)

=

p−1∑
x=1

⌊
m.

(
1−

{
i2

p

})⌋

=

p−1∑
x=1

⌊
m.

{
3i2

p

}⌋

(vì với mỗi i tồn tại duy nhất j sao cho i2 + 3j2
...p và j ≥ p+1

2
)
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Từ đó,
p−1∑
x=1

(⌊
m.

{
g2 (x)

p

}⌋
−m

⌊
g2 (x)

p

⌋)
=

p−1∑
x=1

⌊
m.3x2

p

⌋
−m

⌊
3x2

p

⌋
(21)

Từ (20) và (21), dễ dàng suy ra:

f (p) =
(m− 1) (p− 1)

2

Nhận xét. Theo kết quả của Gauss (xem thêm chi tiết trong [3]) ta có:

p−1∑
i=1

⌊
mi

p

⌋
=

(m− 1) (p− 1)

2

Bài toán 2.2.10 (Tổng quát của bài toán 2.2.9). Chứng minh rằng với p nguyên tố chia 4

dư 1, với hai hàm số f(x), g(x) thỏa mãn:

{
(f(x), p) = 1

(g(x), p) = 1
với mọi x.

Khi đó:
p−1∑
i=1

(⌊
g(x)f(x)i2

p

⌋
− g(x)

⌊
f(x)i2

p

⌋)
=

(f(x)− 1) (p− 1)

2

Chứng minh. Giải tương tự các bài toán trên ta có:

p−1∑
i=1

(⌊
g(x)f(x).i2

p

⌋
− g(x).

⌊
f(x).i2

p

⌋)
=

p−1∑
i=1

(⌊
g(x)f(x)i2

p

⌋)
− g(x)

p−1∑
i=1

⌊
f(x)i2

p

⌋

=

p−1∑
i=1

g(x)f(x)i2

p
− p− 1

2
− g(x)

(
p−1∑
i=1

f(x)i2

p
− p− 1

2

)

=
(g(x)− 1)(p− 1)

2

Bài toán trên cho ta nhiều kết quả đẹp sau:

1. Cho f(x) ≡ 1, g(x) ≡ 2∀x ta có:

p−1∑
i=1

(⌊
2i2

p

⌋
− g(x)

⌊
i2

p

⌋)
=
p− 1

2
=

p−1∑
i=1

(
i2

p
−
⌊
i2

p

⌋)
Từ đó suy ra:

p−1∑
i=1

⌊
i2

p
+

1

2

⌋
=

p−1∑
i=1

i2

p
(áp dụng (2))

với p nguyên tố chia 4 dư 1.
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2. Cho f(x) ≡ 1, g(x) ≡ 3∀x ta có:

2

p−1∑
i=1

⌊
2i2

p

⌋
=

p−1∑
i=1

⌊
3i2

p

⌋
+

p−1∑
i=1

⌊
i2

p

⌋
với p nguyên tố chia 4 dư 1.

Áp dụng đẳng thức (13) và tính chất (4) ta tiếp tục được các hệ thức đẹp sau (cùng
với điều kiện p nguyên tố chia 4 dư 1):

3.
p−1∑
i=1

∞∑
j=0

⌊
i2

p
+ 2j

2j+1

⌋
=

(p− 1)(p− 2)

3

4.
p−1∑
i=1

∞∑
j=0

⌊
2i2 + p+ 2j+1p

2j+2p

⌋
=

(p− 1)(2p− 1)

6

5.
p−1∑
k=1

∞∑
i=0

⌊
k3

p
+mij

mi+1

⌋
=

(p− 1)(p− 2)(p+ 1)

4

6. 

p−1
2∑
i=1

⌊
i2

p

⌋
=

(p− 1)(p− 5)

24

p−1∑
i= p+1

2

⌊
i2

p

⌋
=

(p− 1)(7p− 1)

24

(Gợi ý: Sử dụng (4))

Chứng minh cho đẳng thức số 4. Ta có biến đổi sau:

p−1∑
i=1

∞∑
j=0

⌊
2i2 + p+ 2j+1.p

2j+2 .p

⌋
=

p−1∑
i=1

∞∑
j=0

⌊
i2

p
+ 1

2
+ 2j

2j+1

⌋
=

p−1∑
i=1

⌊
i2

p
+

1

2

⌋
Theo hệ quả 1 bài 2.2.10 ta có:

p−1∑
i=1

i2

p
=

p−1∑
i=1

(⌊
2i2

p

⌋
−
⌊
i2

p

⌋)
=

p−1∑
i=1

⌊
i2

p
+

1

2

⌋
Từ hai điều trên suy ra:

p−1∑
i=1

∞∑
j=0

⌊
2i2 + p+ 2j+1.p

2j+2 .p

⌋
=

p−1∑
i=1

i2

p
=

(p− 1)(2p− 6)

6

Các bài toán còn lại chứng minh tương tự.
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