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0.1 Biéu dién co sé phuong phap SOS

Mé dau

Trong cac bai toan duge dan ra 6 cac muc trude hén cic ban da nhan thay su
lap di lap lai ctia biéu dién dang F(a, b, c) = Sa(b—¢)? + Sp(c—a)? + S.(a —b)2.
Céc dinh 1y sau day sé cho thay sy ton tai ctia biéu dién d6. Ching toi ty gidi
han minh trong 16p cac bat déng thiic 3 bién d6i xing, tuy nhien diéu dé sé
khong lam han ché tam ting dung ciia phuong phap nay. Céc ban c6 thé sit dung
cac vi du dé kiém chiing réing v6i ciing tu tuéng dusi day, hau hét cac bat dang
thitc hoan vi 3 ciing c6 nhitng biéu dién tuong tu. Chiic cdc ban may min !

0.1.1 CaAc khai niém co ban
i) Tap xac dinh (TXD)

Tt day tré di néu khong c6 gi thay ddi, dé cho bai toan ro rang va tranh nhing
phién phiic khong dang c6, TXD clia tat cd cdc ham sd va bat ding thituc sé
gidi han trong tap cac s6 thuc khong am R3 hon nita doi khi dé hop 1y ching
ta s bo di diém (0,0, 0).

ii) Dinh nghia 1: vé ham déi xitng ba bién

Mot ham phan thic ba bién F(a, b, ¢) dude goi 1a dbi xting néu va chi néu dong
nhét thic sau F(a,b,c) = F(z,y, 2) ding v6i moi hoan vi (z,y, 2) cia (a, b, ).
Hon nita néu v6i moi s6 thyuc duong z ma F(z,z,z) = 0 thi F(a, b, ¢) duge goi
14 ham dbi xitng ba bién chuan.

iii) Dinh nghia 2: vé ham nita déi xitng ba bién

Mot ham phan thic ba bién G(a, b, ¢) dude goi 1a nita doi xitng néu va chi néu
dong nhat thic sau G(a,b,c) = G(a,c,b) ding v6i moi bo ba s6 thyc duong
(a, b, c). Hon nita néu v6i moi cip hai s6 thyc duong x,y ma G(z,y,y) = 0 thi
G(a,b,c) duge goi 1a ham nita déi xiing ba bién chuan.

0.1.2 Cac dinh ly co sé

i) Dinh 1y 1: vé cd s& cia phuong phap SOS
Gia st F(a,b,c) la mot da thitc d6i xting ba bién chuan thi ton tai mot da thiic
ntia d6i xting ba bién G(a, b, ¢) sao cho dong nhét thic sau 1a ding

F(a,b,c) = G(a,b,c)(b—c)* + G(b,c,a)(c — a)* + G(c,a,b)(a — b)?

Truée khi dua ra mot ching minh ciia dinh 1y nay dya trén mot sé hiéu biét
don gian vé khong gian vecto ching t6i mudn nhan manh véi cac ban ring dinh
ly trén 1a di dé ap dung ddi véi tat cd cdAc ham phan thitc dbi xitng ba bién.



B6i vi dinh 1y 1 han ché trong 16p cic da thiic ba bién nén c6 c6 thé néi
t6i bac ctia da thitc. Trong da thiic ba bién a,b, ¢ sé chita (va chi chia !) céc
hang ti dang ty, n pa™b"cP trong dé6 m,n,p la cac sé nguyén khong am. Néu
tmn,p # 0 thl m +n + p dude goi la bac cla hang tit nay. Trong truong hop
ngugc lai ta quy ude bac clia hang tit nay bing 0. S6 m + n + p 16n nhat duge
goi 1a bac ctia da thic do.

Ching minh dinh 1y 1
Ta ching minh dinh 1y 1 cho 16p céc da thiic bac n.

Ky higu S(F) la tap hgp tat ci cdc da thiic ba bién F(a,b,c) déi xing chuan
bac n, S(Q) 1a tap hgp tat ca cac da thic Q(a, b, c) dbi xting ba bién chuan bac
n ¢6 dang Q(a, b, c) = G(a,b,c)(b—c)? + G(b,c,a)(c—a)* + G(c,a,b)(a—b)?, &
day G(a, b, c) la da thiic ntta ddi xiing ba bién bac n—2 (ta xét n > 2 vi véi n=1
thi dinh ly hién nhién ding). R6 rang S(Q) 1a khong gian vecto con ciia khong
gian vecto F'(a, b, c). Va do d6 s6 chiéu cta S(Q) khong vugt qua s6 chiéu cia
S(F). (%)

Véi cac s6 nguyén khong am a, 3, v xét cac da thitc dic biet sau day

i) Fap(a,b,c) = a®b? ¢ (tdng duge Ay tren tat ci cac hoan vi (o, @, ')
cia (o, ,))

ii) Ga,p.(a,b,c) = a®bPcY + a*b7c?

iii) Qa4 (a,b,¢) = Gy g (a,b,c)(b—c)*+Ga.p.~(b, c,a)(c—a)?*+Gq 5.(c,a,b)(a—
b)?

Ky hieu f, 1a tap hop tit cid cac bo s6 («,3,v) thod man cac diéu kien
a+pB+y=n,a> 3>~ Rorang tap hop tat ca cic da thic F, 5.(a,b, c) véi
(o, 3,7) € frn 12 he sinh doc lap tuyén tinh ctia S(F) do d6 s6 chiéu ctia S(F)
bang s6 phan tit cia f, (1)

Ky hiéu ¢, 1a tap hgp tat ci cdc bo s6 (a,(,7) thod man cic diéu kien
a+pB+y=n-2,a+2 >3 > v Ro6 rang tap hop tat ci cic da thiic
Qa.p~(a,b,c) voi (a, B,7) € ¢, 1a he vecto doc lap tuyén tinh cia S(Q) do do6
s6 chiéu ctia S(Q) khong nhé hon s6 phan tit cta g, (2)

Tu cac két qua (1), (2) véi cha § 1a f, vA g, ¢6 cing s6 phan tii ta suy ra
s6 chiéu ctia S(Q) khong nhé hon s6 chiéu ctia S(F') (*x)

Vay tit cac két qua (x), (%) suy ra so chiéu cia hai khong gian S(Q), S(F)
14 bing nhau, tit d6 suy ra moi phan ti cia khong gian S(F) déu c6 thé biéu
dién qua cac phan tif clia khong gian S(Q). Day 1a két qué can phai chiing minh.

Tt dinh 1y nay c6 thé nhan thdy mot thuat toan tim biéu dién co s3, do la
tim ma tran chuyén giita hai khong gian vecto S(Q) va S(F). Duéi day 1a mot
thuat toan so cap hon
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ii) Dinh 1y 2: vé thuat toan tim biéu dién co sé

Gia st M(a,b,c), N(a,b,c) 1a hai da thuc nita déi xiing ba bién, hon nita véi
moi s6 thyc duong x thi phan s6 M (z,z,z)/N(z,z,z) 1a mot hang s6 ¢t. Khi do
ton tai ham s6 nita doi xiing ba bién G(a, b, c) sao cho dong nhat thic sau la
ding

M(a,b,c)  M(b,c,a) M(c,a,b)
F(a,b,c)=
0= Nabe) T Nbea) © Mead)

= G(a,b,c)(b—c)? 4+ G(b,c,a)(c—a)® + G(c, a,b)(a— b)?

-3t

Ching minh dinh ly 2

Déi véi ham nita déi xitng G(a, b, ¢) chiing ta tién hanh ghép ciip cic hang ti
ntia dbi xting a™b"cP 4+ a™bPc". Sau d6 nhém tat ci cic hang tit c6 cling bac
vao mot nhém. Bo sb (nq,na, ..., nk) v6i ng > ng > ... > ny gdm tat cd cac gia
tri bac ctia da thic dé sip theo thit ty gidm dan goi 1a bo chi thi cho da thic
d6. Lic nay ta c6 thé viét

k
G(a,b,c) = Z Z Gm,n,p-a" (b7 P 4+ bPc")

i=1 m+n+p=n;,n>p

R6 rang diéu kien M(z,z,z)/N(z,z,x) 1a hing s6 v6i moi s6 thuc duong z
tuong duong v6i su kien bo chi thi clia cac da thic M (a, b, ¢), N(a, b, c) 1a gidbng
hét nhau. Va do doé ta xét hiéu

k
M(a,b,c)/n(a,bc)—t = > > U p-a™ (D" + bPE™)] /N (a, b, ¢)

i=1 m+n+p=n;,n>p

trong d6 amn,p = Mmn,p — tNm,n,p va do d6

Z Qmonp =0,Vi=1,n

mA+ntp=ni,n>p

Bay gio d6i véi mdi tong bén trong ting véi mdi gia tri n; ciia tit s6 ching ta
tién hanh sip xép lai thi tu cAc hang tit trong tit s6 ctia phan s6 trén sau d6 sé
dimg mot bién déi nhé dé lam xuét hién céc nhan tit a — b,b— ¢, ¢ — a.

Trude hét ta chia cac nghiém nguyén khong am (m,n, p) thod man n gep cla
phuong trinh m + n + p = n; thanh n; nhém theo cac gia tri cia m. Sap xép
lai thi ty cAc nhém dé theo do gidm dan ctia m. Trong mdi nhém thi gia tri
ctia m 1a ¢d dinh, ta sdp xép lai cac nghiém nguyén khong am ctia phuong trinh
n+p = n; —m theo do gidm dan ctia n néu n; —m 1é v theo do tang dan cia
n néu n; — m chan. Sau khi da sip thi tu xong, ching ta c6 mot thit ty méi
clia tap cic nghigm ban dau, ma ta sé ky hieu 1a {(m;,n;,p;)|7 = 1,1}, 6 day [
1a mot ham s6 phu thuoc n;. Dé don gian ta ky hieu

e
aj =a™ (b"cPT + 0P "), bj = Qn;inyp;



Khi dé maiu s6 c6 thé viét lai mot cac don gidn 1a aiby + agbs + ... + aib; =
(CLl — CLQ)bl + (CLQ — Cbg)(bl + b2) + ...+ (CLZ,1 - al)(bl + b2 + ...+ bl) St dung dléu
kién by + bs + ...b; = 0 va chia cac hiéu a; — as, a2 — as, ..., a;_1 — a; vao ba loai
sau
bP — P

D)a™ (D" TP 4 b P — @™ (b P 4 pn T eP) = amb"cp.T.(b —c)?
it)a™ T (b + b)) — a™ (b + b et = a™b"c[(a — b) — (¢ — a)]
Xét bicu thitc
am™b"c"[(a —b) — (c—a)] b™c"a™[(b—c)—(a—Db)] ™a"b"[(c—a)— (b—c)]

N(a,b,c) N(b,c,a) + N(c,a,b)

Tién hanh ghép titng phan trong ba hang tit trong biéu thitc nay thanh ba cip
theo cac nhan tt a — b,b — ¢, ¢ — a. Mot trong ba hang ti mdi sé 1a

m—n bmfn

(a= b)anbncn[]\](a, b,c) N(b,c,a)

] = (a—b)2.G(c,a,b)

Trong do

cramb" a™ "N (a,b,c) —b""N(b, ¢, a)

b) = '
G(c,a,b) N(a,b,c).N(b,c,a) a—b

& day ta da sit dung N(b,c,a) = N(b,a,c). Do ca t1t s6 vA mau sb ciia phan sb
trén déu 1a nhitng da thitc nita déi xiing ba bién a, b, ¢ va dbi xting hai bién a, b
nén G(c,a,b) la ham nita ddi xting ba bién.

iii)aerl (anrlcn + bnanrl) _ am(anrlanrl + bn+lcn+1) — ambncn[c(a _ b) _
b(c — a)]

Xét biéu thitc a™b"c?[c(a — b) — b(c — a)]/N(a, b, c) + b™c"a"[a(b — ¢) — c(a —
b)]/N(b,c,a) + c"a™b"[b(c — a) — a(b — ¢)]/N(c,a,b). Tién hanh ghép ting
phan trong ba hang ti trong biéu thiic nay thanh ba cip theo cdc nhan tit
a—b,b—c,c—a. Mot trong ba hang tit mdi sé la

m—n bmfn

_ b nbn n+1 _
(a = barbre [N(a, b,c) N(b,c,a)

] = (a—b)%.G(c,a,b)

Trong do

cFlanpn a™ "N (a,b,c) — b "N(b,c,a)
(a,b,c).N(b,c,a) a—1b

G(c,a,b) = N

& day ta da sit dung N(b,c,a) = N(b,a,c). Do ca t1t s6 v mau sb ciia phan sb
trén déu 1a nhitng da thitc nita déi xiing ba bién a, b, ¢ va dbi xting hai bién a, b
nén G(c,a,b) la ham nita ddi xting ba bién.

Vay trong c ba trudng hop ta déu da chi ra cach bién d6i thich hgp dé dua
biéu thitc vé dang biéu dién can thiét. Diéu nay hoan thanh viéc ching minh
dinh 1y 2. Niém tin vé syt ton tai biéu dién co sé da duge khang dinh.



