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Ch−¬ng 1

lµm quen víi ph−¬ng tr×nh hµm

1.1 Kh¸i niÖm më ®Çu

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho hai tËp sè kh¸c rçng X, Y. Mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn
X vµ nhËn gi¸ trÞ trong Y lµ mét qui t¾c cho t−¬ng øng mçi phÇn tö trong
X mét phÇn tö duy nhÊt trong Y.

Bµi to¸n 1.1.1. Cho hµm sè f : R → R tháa f
(
x2 + 1

)
= 2x, ∀x.

TÝnh f (5) ; f (10) ; f (17)

Bµi to¸n 1.1.2. Cho hµm sè f : R → R tháa
{

f (1) = 0
f (x + y) = f (x) + f (y) + 3 (4xy − 1) , ∀x; y

.

TÝnh f (19)

Bµi to¸n 1.1.3. Cho hµm sè f : N∗ → N∗ tháa





f (1) = 5
f (f (n)) = 4n + 9

f (2n) = 2n+1 + 3, ∀n ∈ N∗
.

TÝnh f (1789)

HD: 1789 = 4.445 + 9; 445 = 4.109 + 9; 109 = 4.25 + 9; 25 = 52

Tïy theo tõng lÜnh vùc cña to¸n häc cã liªn quan ®Õn ph−¬ng tr×nh
hµm, ng−êi ta ®−a ra ®Þnh nghÜa vÒ ph−¬ng tr×nh hµm. Do ®ã, khã cã thÓ
®−a ra mét ®Þnh nghÜa chung vÒ ph−¬ng tr×nh hµm. Mét c¸ch t−¬ng ®èi ta
cã thÓ ®Þnh nghÜa ph−¬ng tr×nh hµm nh− sau.

Ph−¬ng tr×nh hµm lµ ph−¬ng tr×nh mµ c¶ hai vÕ cña nã ®−îc thµnh lËp
tõ mét sè h÷u h¹n c¸c hµm ch−a biÕt vµ tõ mét sè h÷u h¹n c¸c hµm sè ®·
biÕt cña c¸c biÕn ®éc lËp.

MiÒn x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh hµm lµ miÒn cña c¸c biÕn mµ ph−¬ng
tr×nh hµm ®ã cã nghÜa.

§Þnh nghÜa 1.1.2. a) Mét nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh hµm lµ mét hµm
sè tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh hµm trong miÒn x¸c ®Þnh cña nã.
b) NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh hµm lµ tËp tÊt c¶ c¸c nghiÖm riªng
cña nã.
c) Gi¶i mét ph−¬ng tr×nh hµm lµ t×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh
hµm ®ã.
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Tr−íc hÕt ta cÇn thèng nhÊt mét hµm sè nh− thÕ nµo th× ®−îc cho lµ
®· x¸c ®Þnh?

Mét hµm sè ®−îc xem lµ ®· x¸c ®Þnh nÕu chØ râ tËp x¸c ®Þnh cña nã
vµ
a) HoÆc ®· biÕt qui t¾c t×m ¶nh cña mäi phÇn tö trong miÒn x¸c ®Þnh cña
nã.
b) HoÆc nã lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu kú x¸c ®Þnh nµo ®ã.

1.2 Hµm sè ch½n, hµm sè lÎ

XÐt hµm sè f(x) víi tËp x¸c ®Þnh D(f) ⊂ R vµ tËp gi¸ trÞ R(f) ⊂ R.

§Þnh nghÜa 1.2.1. Hµm sè f(x) ®−îc gäi lµ hµm sè ch½n trªn M, M ⊂ D(f)
nÕu

∀x ∈ M =⇒ −x ∈ M vµ f(−x) = f(x), ∀x ∈ M.

§Þnh nghÜa 1.2.2. Hµm sè f(x) ®−îc gäi lµ hµm sè lÎ trªn M, M ⊂ D(f) nÕu

∀x ∈ M =⇒ −x ∈ D(f) vµ f(−x) = −f(x), ∀x ∈ M.

VÝ dô 1.2.1. Cho x0 ∈ R. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm sè f(x) sao cho

f(x0 − x) = f(x), ∀x ∈ R.

Gi¶i. §Æt x =
x0

2
− t ⇐⇒ t =

x0

2
− x.

Khi ®ã x0 − x =
x0

2
+ t vµ ph−¬ng tr×nh trë thµnh

f(
x0

2
+ t) = f(

x0

2
− t), ∀t ∈ R.

hay
g (−t) = g (t) , ∀t ∈ R,

víi g(t) = f(
x0

2
+ t).

KÕt luËn: f(x) = g(x −
x0

2
), trong ®ã g(x) lµ hµm ch½n tuú ý trªn R.

VÝ dô 1.2.2. Cho a, b ∈ R. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm sè f(x) sao cho

f(a − x) + f(x) = b, ∀x ∈ R.

Gi¶i. §Æt a

2
− x = t. Khi ®ã x =

a

2
− t vµ a − x =

a

2
+ t.
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nªn ta ®−îc

f(
a

2
+ t) + f(

a

2
− t) = b.

hay
g(−t) = −g(t), ∀t ∈ R,

víi f(
a

2
+ t) −

b

2
= g(t).

KÕt luËn: f(x) = g(x − a

2
) +

b

2
,

trong ®ã g(x) lµ hµm lÎ tuú ý trªn R.

1.3 Hµm sè tuÇn hoµn vµ ph¶n tuÇn hoµn

1.3.1 Hµm sè tuÇn hoµn vµ ph¶n tuÇn hoµn céng tÝnh

§Þnh nghÜa 1.3.1. Hµm sè f(x) (x¸c ®Þnh trªnD) ®−îc gäi lµ hµm tuÇn hoµn
céng tÝnh chu kú a (a > 0) trªn M nÕu M ⊂ D vµ

{
∀x ∈ M ⇒ x + a ∈ M, x − a ∈ M

f(x + a) = f(x), ∀x ∈ M.

NÕu tån t¹i sè d−¬ng T nhá nhÊt trong c¸c sè a ë trªn th× T ®−îc gäi
lµ chu kú c¬ së cña hµm sè f(x).

§Þnh nghÜa 1.3.2. Hµm sè f(x) (x¸c ®Þnh trªn D) ®−îc gäi lµ ph¶n tuÇn hoµn
céng tÝnh chu kú b (b > 0) trªn M nÕu M ⊂ D vµ

{
∀x ∈ M ⇒ x + b ∈ M, x − b ∈ M

f(x + b) = −f(x), ∀x ∈ M.

NÕu tån t¹i sè d−¬ng T nhá nhÊt trong c¸c sè b ë trªn th× T ®−îc gäi
lµ chu kú c¬ së cña hµm sè f(x).

VÝ dô 1.3.1. Cho cÆp hµm f(x) vµ g(x) tuÇn hoµn trªn M cã c¸c chu
kú lÇn l−ît lµ a vµ b víi a

b
∈ Q. Chøng minh r»ng F (x) = f(x) + g(x) vµ

G(x) = f(x).g(x) còng lµ nh÷ng hµm tuÇn hoµn trªn M.

Gi¶i. Theo gi¶ thiÕt ∃m, n ∈ N+, (m, n) = 1 sao cho a

b
=

m

n
.

§Æt T = na = mb. Khi ®ã
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{
F (x + T ) = f(x + na) + g(x + mb) = f(x) + g(x) = F (x), ∀x ∈ M.
G(x + T ) = f(x + na).g(x + mb) = f(x).g(x) = G(x), ∀x ∈ M.

H¬n n÷a, ta cã ∀x ∈ M. th× x+T ∈ M, x−T ∈ M. VËyF (x) vµ G(x) lµ nh÷ng
hµm tuÇn hoµn trªn M.

1.3.2 Hµm sè tuÇn hoµn vµ ph¶n tuÇn hoµn nh©n tÝnh

§Þnh nghÜa 1.3.3. Hµm sè f(x) (x¸c ®Þnh trªn D) ®−îc gäi lµ hµm tuÇn hoµn
nh©n tÝnh chu kú a (a /∈ {−1, 0, 1}) trªn M nÕu M ⊂ D vµ

{
∀x ∈ M ⇒ ax ∈ M, a−1x ∈ M

f(ax) = f(x), ∀x ∈ M.

§Þnh nghÜa 1.3.4. Hµm sè f(x) (x¸c ®Þnh trªn D) ®−îc gäi lµ hµm ph¶n tuÇn
hoµn nh©n tÝnh chu kú a (a /∈ {−1, 0, 1}) trªn M nÕu M ⊂ D vµ

{
∀x ∈ M ⇒ ax ∈ M, a−1x ∈ M

f(ax) = −f(x), ∀x ∈ M.

1.4 Hµm sè ®¬n ®iÖu

§Þnh nghÜa 1.4.1. Hµm sè f(x) ®−îc gäi lµ t¨ng trªn D nÕu nh− víi x1, x2 ∈ D

mµ x1 < x2 th× f(x1) < f(x2).

Hµm sè f(x) ®−îc gäi lµ gi¶m trªn D nÕu nh− víi x1, x2 ∈ D mµ x1 < x2

th× f(x1) > f(x2).

Hµm sè t¨ng hoÆc gi¶m trªn mét tËp nµo ®ã ®−îc gäi lµ hµm sè ®¬n ®iÖu
trªn kho¶ng ®ã.

TÝnh chÊt 1.4.1. 1) Mäi hµm ®¬n ®iÖu trªn mét kho¶ng ®Òu lµ ®¬n ¸nh trªn
kho¶ng ®ã.

2) NÕu hµm f : D → R ; g : D → R lµ hai hµm t¨ng th× f + g lµ hµm t¨ng.

3) NÕu hµm f : D → R ; g : D → R lµ hai hµm t¨ng vµ kh«ng ©m th× f(x).g(x)
lµ hµm t¨ng.

4) NÕu hµm f ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng (a; b) th× ph−¬ng tr×nh f(x) = m cã
nhiÒu nhÊt lµ mét nghiÖm trªn kho¶ng ®ã.
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5) NÕu hµm f : Df → R vµ g : Dg → R t¨ng vµ Df ⊂ Dg th× hµm sè hîp g0f
t¨ng.

Chó ý: *) NÕu hµm f t¨ng th× hµm sè hîp f(f(x)) (nÕu ®−îc x¸c ®Þnh)
còng t¨ng.

*) NÕu hµm f gi¶m th× hµm sè hîp f(f(x)) (nÕu ®−îc x¸c ®Þnh)
còng gi¶m.

1.5 Hµm sè liªn tôc

§Þnh nghÜa 1.5.1. Cho hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trong kho¶ng (a, b). Ta nãi hµm
sè f(x) liªn tôc t¹i x0 ∈ (a, b) nÕu lim

x→x0
f(x) = f(x0).

Hµm sè f(x) ®−îc gäi lµ liªn tôc trªn tËp hîp cho tr−íc X nÕu hµm
nµy liªn tôc t¹i mçi ®iÓm cña tËp hîp X.
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Ch−¬ng 2

Mét sè ph−¬ng tr×nh hµm c¬ b¶n

2.1 Ph−¬ng tr×nh hµm víi mét biÕn sè ®éc lËp

2.1.1 Ph−¬ng tr×nh hµm d¹ng f (p (x)) = q (x)

Ph−¬ng ph¸p: §Æt t = p (x) , biÓu diÔn q (x) theo t.

Bµi to¸n 2.1.1.
1; f

(
x +

3
x

)
= x2 +

9
x2

+ 2, ∀x 6= 0.

2; f
(
x +

√
x2 + 1

)
= x −

√
x2 + 1, ∀x

3; f (cos x) = sin2x + 2, ∀x

2.1.2 Ph−¬ng tr×nh hµm d¹ng f (ax + b) = cf (x) + d

Bµi to¸n 2.1.2. f (x + b) = f (x) , ∀x

§©y lµ hµm sè tuÇn hoµn ®−îc xem nh− ®· x¸c ®Þnh.

Bµi to¸n 2.1.3. f (x + b) = f (x) + d, ∀x

H−íng cña ta lµ mÊt hÖ sè tù do. V× hÖ sè cña f (x + b) vµ f (x) lµ gièng nhau
nªn d kh«ng thÓ ph©n tÝch thµnh bËc 0 ®−îc, ta ph©n tÝch theo bËc 1.

Mong muèn:
f (x + b) + α (x + b) = f (x) + αx ⇒ α = −d

b

Bµi to¸n 2.1.4. f (x + b) = cf (x) , ∀x

§Ó gi¶i quyÕt hÖ sè c cña f (x), tøc lµm cho hai hÖ sè cña f (x + b) vµ f (x)
b»ng nhau ta nhê ®Õn hµm lòy thõa.
Mong muèn:

αx+bf (x + b) = αxf (x) ⇒ α = c−
1
b .

L−u ý ph¶i ®¶m b¶o sù cã nghÜa cña lòy thõa.

Bµi to¸n 2.1.5. f (x + b) = cf (x) + d, ∀x
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Ta sÏ lµm mÊt hÖ sè tù do. V× hÖ sè cña f (x + b) vµ f (x) kh¸c nhau nªn d cã
thÓ ph©n tÝch thµnh bËc 0.

Mong muèn: f (x + b) + α = c [f (x) + α] ⇒ α = d
c−1

Bµi to¸n 2.1.6. f (ax) = f (x) , ∀x

THa > 0 :
XÐt x > 0, ®Æt x = at vµ f (at) = h1 (t) ta ®−îc h1 (t + 1) = h1 (t)
XÐt x < 0, ®Æt −x = at vµ f (−at) = h2 (t) ta ®−îc h2 (t + 1) = h2 (t)
T¹i x = 0, f (0) = tïy ý

KL: f (x) =





h1 (logax) , khix > 0
k, khix = 0
h2 (loga |x|) , khix < 0

trong ®ã, h1 (x) ; h2 (x) lµ c¸c hµm sè bÊt kú tuÇn hoµn chu kú 1 cßn k lµ sè
thùc tïy ý.
THa < 0 :
Ta cã:
f (ax) = f (x) , ∀x

⇔

{
f (ax) = f (x) , ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔





f (x) =
1
2
[
f
(
a2x
)

+ f (ax)
]
, ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔





f (x) =
1
2

[f (x) + f (ax)] , ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔ f (x) =
1
2

[g (x) + g (ax)] , ∀x

trong ®ã g (x) lµ hµm tïy ý tháa g
(
a2x
)

= g (x) , ∀x

Hµm g (x) ®−îc x¸c ®Þnh theo tr−êng hîp ®Çu.

Bµi to¸n 2.1.7. f (ax) = f (x) + d, ∀x

V× hai hÖ sè b»ng nhau vµ ph−¬ng tr×nh ax = x cã nghiÖm nªn §KC d = 0.

Bµi to¸n 2.1.8. f (ax) = cf (x) , ∀x

§Ó gi¶i quyÕt hÖ sè c ta ph¶i dïng hµm lòy thõa chø kh«ng dïng hµm mò
®−îc v× lóc nµy hai hÖ sè cña ®èi sè x lµ kh¸c nhau.
Mong muèn:

(ax)α
f (ax) = xαf (x) ⇒ α = loga

(
1
c

)

L−u ý sù cã nghÜa cña biÓu thøc logarit. VÊn ®Ò d−¬ng th× ta chØ cÇn dïng
gi¸ trÞ tuyÖt ®èi lµ xong, cßn c¸c tr−êng hîp |a| = 1 hoÆc |c| = 1 ta sÏ lµm nh−
sau.
Bµi to¸n 2.1.9. f (−x) = bf (x) , ∀x trong ®ã 0 6= b 6= 1

⇔ f (x) = f (− (−x)) = b2f (x) , ∀x

⇔ f (x) = 0, ∀x
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Bµi to¸n 2.1.10. f (ax) = −f (x) , ∀x

⇔

{
f (ax) = −f (x) , ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔





f (x) =
1
2
[
f
(
a2x
)
− f (ax)

]
, ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔





f (x) =
1
2

[f (x) − f (ax)] , ∀x

f
(
a2x
)

= f (x) , ∀x

⇔ f (x) =
1
2

[g (x) − g (ax)] , ∀x

trong ®ã g (x) lµ hµm tïy ý tháa g
(
a2x
)

= g (x) , ∀x. Hµm nµy ta ®· biÕt c¸ch
x¸c ®Þnh råi.

Bµi to¸n 2.1.11. f (ax) = cf (x) + d, ∀x

⇔ f (ax) + d
c−1 = c

[
f (x) + d

c−1

]
, ∀x

Bµi to¸n 2.1.12. f (ax + b) = cf (x) + d

Ta cã: ax + b = x ⇔ x = b
1−a
. Do ®ã khi x − b

1−a
= 0 th× hai biÓu thøc ax + b vµ x

cã cïng gi¸ trÞ. Hay hiÓu mét c¸ch kh¸c, nÕu ta ®Æt t = x − b
1−a th× khi t = 0

hai biÓu thøc ax + b vµ x (tÝnh theo t) cã cïng gi¸ trÞ, tøc chóng cã cïng hÖ
sè tù do.
Ph−¬ng tr×nh trë thµnh:

f

(
at +

b

1 − a

)
= cf

(
t +

b

1 − a

)
+ d, ∀t

§Æt g (t) = f
(
t + b

1−a

)
ta ®−îc:

g (at) = cg (t) + d, ∀t

Mét sè d¹ng më réng cho phÇn nµy
Bµi to¸n 2.1.13. f (x + a) − f (x) = h (x) , ∀x

víi h (x) lµ hµm tuÇn hoµn chu kú a cho tr−íc.

Ta chuÈn hãa b»ng c¸ch lµm cho VP b»ng kh«ng.
V× h (x + a) = h (x) ⇒ h (x) = 1

2 [h (x + a) + h (x)] lµ kh«ng trïng dÊu víi VT nªn ta
sÏ n©ng bËc. Ta cã:

h (x) =
1
a
.a.h (x) =

1
a

[(x + a) − x]h (x)

=
1
a

(x + a) h (x) − 1
a
xh (x)

=
1
a

(x + a) h (x + a) − 1
a
xh (x)
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Do ®ã:

f (x + a) − f (x) = h (x) ⇔ f (x + a) − f (x) =
1
a

(x + a) h (x + a) − 1
a
xh (x)

⇔
[
f (x + a) − 1

a
(x + a) h (x + a)

]
−
[
f (x) − 1

a
xh (x)

]
= 0

Bµi to¸n 2.1.14. f (x + a) − f (x) = h (x) , ∀x

víi h (x) lµ hµm ph¶n tuÇn hoµn chu kú a cho tr−íc.

Ta chuÈn hãa b»ng c¸ch lµm cho VP b»ng kh«ng.
Ta cã

h (x + a) = −h (x) ⇒ h (x) =
1
2

[−h (x + a) + h (x)] .

Bµi to¸n 2.1.15. f (x + a) + bf (x) = h (x) , ∀x

víi h(x) lµ hµm tuÇn hoµn hay ph¶n tuÇn hoµn chu kú a cho tr−íc.

Bµi to¸n 2.1.16. f (x + a) − f (x) = P (x) , ∀x

trong ®ã P (x) lµ mét ®a thøc.

Ph−¬ng ph¸p lµm t−¬ng tù, ta biÓu diÔn P (x) = F (x + a)− F (x) b»ng c¸ch gi¶
sö d¹ng cña ®a thøc F (x) cã bËc cao h¬n bËc cña P (x) mét bËc, sau ®ã dïng
ph−¬ng ph¸p ®ång nhÊt thøc ®Ó t×m ra c¸c hÖ sè cña F (x).

Ta cã thÓ lµm cho chu kú a b»ng 1 nh− sau:

f (at + a) − f (at) = P (at) , ∀t ⇔ g (t + 1) − g (t) = Q (t) , ∀t

trong ®ã g (t) = f (at) , ∀t

Mét sè vÝ dô cô thÓ:

i)f (x + 1) − f (x) = x, ∀x

HD : x =
[
1
2
(x + 1)2 − 1

2
(x + 1)

]
−
[
1
2
x2 − 1

2
x

]

ii)f (x + 1) − f (x) = x2, ∀x

HD : x2 =
[
1
3
(x + 1)3 − 1

2
(x + 1)2 +

1
6

(x + 1)
]
−
[
1
3
x3 − 1

2
x2 +

1
6
x

]

iii)f (x + 1) + 2f (x) = x, ∀x

HD : x =
[
1
3

(x + 1) −
1
9

]
+ 2

[
1
3
x −

1
9

]

iv)f (x + 1) + 2f (x) = x2 + 2x− 6, ∀x

Bµi to¸n 2.1.17. f (x + 1) − f (x) = 2−x, ∀x

f (x + 1) − f (x) = 2−x, ∀x

⇔ f (x + 1) − f (x) = 2.2−x − 2−x = 21−x − 2−x = 21−x − 21−(x+1), ∀x

⇔
[
f (x + 1) + 21−(x+1)

]
−
[
f (x) + 21−x

]
= 0, ∀x
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Chó ý

i)
{
∗ (a − 1) ax = ax+1 − ax

∗ (a − 1) a−x = a1−x − a−x = a1−x − a1−(x+1)

ii) ThËt ra ta còng kh«ng cÇn khã kh¨n ®Õn thÕ ®©u. NÕu cã f (x + a)−f (x) =
h (x) th× ta cø thö tÝnh h (x + a) − h (x) xem sao. NÕu h (x + a) − h (x) = αh (x) lµ
kh¶ quan ®ã.

C¸c bµi tËp trªn ®· gi¶i quyÕt ®Õn tr−êng hîp VP lµ c¸c hµm tuÇn hoµn,
ph¶n tuÇn hoµn (l−îng gi¸c); ®a thøc vµ hµm mò råi.

Lµm thö: f (x + 1) − f (x) = 3x sin 2πx

Bµi to¸n 2.1.18. f (x + a) = αf (x) + βf (x − a) + b, ∀x

§©y lµ sai ph©n bËc hai råi nªn ta ph¶i chuyÓn vÒ hai sai ph©n bËc nhÊt.

B−íc 1: Lµm mÊt hÖ sè tù do, thu ®−îc g (x + a) = αg (x) + βg (x − a) , ∀x

B−íc 2: Chän p vµ q sao cho

g (x + a) = αg (x) + βg (x − a) , ∀x ⇔ [g (x + a) + pg (x)] = q [g (x) + pg (x − a)] , ∀x

ThËt ra lo¹i nµy lµ ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh víi hÖ sè h»ng sè.

2.1.3 Ph−¬ng tr×nh hµm d¹ng f (ω (x)) = pf (x) + q,∀x ∈ D

trong ®ã ω (x) = ax+b
cx+d

Ta xÐt lµm 3 lo¹i dùa vµo viÖc ph−¬ng tr×nh ω (x) = x cã nghiÖm kÐp, hai
nghiÖm ph©n biÖt, hay v« nghiÖm.

Bµi to¸n 2.1.19. ω (x) = −1
x−2 .f : R → R, f (ω (x)) = 2f (x) − 3, ∀x 6= 2

V× ω (x) = x ⇔ x = 1 nªn ta ®Æt

t =
1

x− 1
→ f

(
1 +

1
t − 1

)
= 2f

(
1 +

1
t

)
, ∀t 6= 0; 1

§Æt nh− thÕ ta nhËn thÊy khi t → ∞ (x → 1) th× ω (x) vµ x sÏ cã cïng giíi h¹n
tøc khi chia ra th× sÏ cã cïng th−¬ng (trong tr−êng hîp nµy lµ 1) chØ kh¸c
nhau phÇn d− mµ th«i.

Bµi to¸n 2.1.20. ω (x) = 2
3−x
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V× ω (x) = x ⇔ x = 1, x = 2 nªn ta ®Æt

t =
x − 1
x − 2

→ f

(
2 +

1
t
2 − 1

)
= 2f

(
2 +

1
t − 1

)
, ∀t 6= 0; 1; 2

§Æt nh− thÕ ta nhËn thÊy khi t → ∞ (x → 2) th× ω (x) vµ x sÏ cã cïng giíi h¹n
tøc khi chia ra th× sÏ cã cïng th−¬ng (trong tr−êng hîp nµy lµ 2) chØ kh¸c
nhau phÇn d− mµ th«i. Cßn khi t = 0 (x = 1) th× ω (x) vµ x còng ph¶i b»ng
nhau do ®ã ngoµi hÖ sè cña t (ë ®©y lµ 1 vµ 1/2) th× phÇn cßn l¹i còng ph¶i
b»ng nhau (ë ®©y lµ phÇn 1 trªn tö vµ −1 ë mÉu)

Bµi to¸n 2.1.21. ω (x) = 2x−5
x−2

Ta nhËn thÊy ω (x) = x v« nghiÖm.

§èi víi lo¹i nµy ta chØ ®Ò cËp ®Õn TH ®Æc biÖt lµ d·y
{

x1 = x

xn+1 = ω (xn) , ∀n > 1

tuÇn hoµn.

Khi ®ã c¸ch gi¶i lµ thÕ vßng quanh ®Ó lËp hÖ.

Ph−¬ng ph¸p nµy cã thÓ më réng cho pth d¹ng:

a (x) f (ω (x)) + b (x) f (x) + c (x) = 0

víi ®iÒu kiÖn tiªn quyÕt lµ d·y
{

x1 = x
xn+1 = ω (xn) , ∀n ≥ 1 tuÇn hoµn.

Bµi to¸n 2.1.22. f : R → R, tháa x2f (x) + f (1 − x) = 2x − x4, ∀x

→

{
x2f (x) + f (1 − x) = 2x − x4

(1 − x)2f (1 − x) + f (x) = 2 (1 − x) − (1 − x)4

→
(
x2 − x − 1

)
f (x) =

(
1 − x2

) (
x2 − x − 1

)

Gs a, b lµ hai nghiÖm cña pt x2 −x− 1 = 0. Khi ®ã ta cã: f (x) =
(
1 − x2

)
, ∀x 6= a, b.

§Ó x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña hµm t¹i a, b ta thay nã vµo lËp hÖ ®Ó gi¶i. L−u ý
dïng ®Þnh lý Viete.
{

x = a → a2f (a) + f (b) = 2a − a4

x = b → b2f (b) + f (a) = 2b − b4

HÖ cã D = Dx = Dy nªn nghiÖm cña hÖ chÝnh lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

a2f (a) + f (b) = 2a − a4 ⇔

{
f (a) = α, α ∈ R
f (b) = 2a − a4 − a2α
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Bµi to¸n 2.1.23.

i)2f (x) + 5xf (−x) = 4x + 3, ∀x

ii)xf (x) + 2f
(

x−1
x+1

)
= 1, ∀x 6= −1

iii)f
(

x−3
x+1

)
+ f

(
3+x
1−x

)
= x, ∀x 6= ±1

iv)f (x) + f
(

x−1
x

)
= 1 + x, ∀x 6= 0; 1

VÊn ®Ò n¶y sinh lµ nÕu hÖ thu ®−îc cã v« sè nghiÖm (D = 0) th× gi¶i quyÕt
ra sao?

Ta sÏ dïng nh÷ng h»ng ®¼ng thøc ®¬n gi¶n th«i.

Bµi to¸n 2.1.24. ω (x) = 2x−5
x−2 .f : R\ {2} → R; f (ω (x)) + f (x) = 3, ∀x 6= 2.

Ta chuÈn hãa

f (ω (x)) + f (x) = 3, ∀x 6= 2 ⇔ f (ω (x)) − 3
2

+ f (x) − 3
2

= 0, ∀x 6= 2

Trong TH nµy ta dïng h»ng ®¼ng thøc ®¬n gi¶n lµ:

a + b = 0 ⇔ a =
1
2

[a − b]

→ f (x) − 3
2

=
1
2

[(
f (x) − 3

2

)
−
(

f (ω (x)) − 3
2

)]
=

1
2

[f (x) − f (ω (x))]

⇔ f (x) − 3
2

=
1
2

[g (x) − g (ω (x))] ,

g (x) lµ hµm tïy ý.

Bµi to¸n 2.1.25. ω (x) = 2x−5
x−2 .f : R\ {2} → R; f (ω (x)) − f (x) = h (x) , ∀x 6= 2.

Thay x bìi ω (x) ta suy ra ®iÒu kiÖn cÇn lµ h (ω (x)) = −h (x). NÕu tháa ®−îc
®iÒu kiÖn nµy th× khi ®ã h (x) ®−îc ph©n tÝch:

h (x) =
1
2

[h (x) − h (ω (x))]

vµ do ®ã
f (ω (x)) − f (x) = h (x) , ∀x 6= 2

⇔ f (ω (x)) − f (x) =
1
2

[h (x) − h (ω (x))] , ∀x 6= 2

⇔ f (ω (x)) +
1
2
h (ω (x)) = f (x) +

1
2
h (x) , ∀x 6= 2

⇔ g (ω (x)) = g (x) , ∀x 6= 2

trong ®ã g (x) = f (x) + 1
2
h (x) , ∀x 6= 2

⇔ g (x) =
1
2

[g (x) + g (ω (x))] , ∀x 6= 2

⇔ g (x) =
1
2

[k (x) + k (ω (x))] , ∀x 6= 2

víi k (x) lµ hµm tïy ý.
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Bµi to¸n 2.1.26. ω (x) = −1
x+1 ; f : R\ {−1; 0} → R;

f (ω (ω (x))) + f (ω (x)) + f (x) = 3, ∀x 6= −1; 0

Do d·y t−¬ng øng tuÇn hoµn chu kú 3 nªn ph¶i lµ pth nh− trªn míi thuéc
lo¹i ta ®ang nãi (tøc lo¹i mµ hÖ thu ®−îc cã D = 0).

Lo¹i nµy ta dïng h»ng ®¼ng thøc sau:

a + b + c = 0 ⇔ a =
1
3

(2a − b − c) .

Ta ph¶i ®−a lªn ®ñ ba thµnh phÇn nh− thÕ th× míi xuÊt hiÖn ®ñ chu kú cña
d·y.

Bµi to¸n 2.1.27. ω (x) = −1
x+1 ; f : R\ {−1; 0} → R;

f (ω (ω (x))) + f (ω (x)) + f (x) = h (x) , ∀x 6= −1; 0

§iÒu kiÖn cÇn lµ
h (ω (ω (x))) = h (ω (x)) = h (x) .

Vµ do ®ã nÕu hµm h (x) tháa ®iÒu kiÖn nµy th× ta ph©n tÝch

h (x) =
1
3

[h (x) + h (ω (x)) + h (ω (ω (x)))]

vµ thÕ lµ ta l¹i chuÈn hãa ®−îc.

2.1.4 Ph−¬ng tr×nh hµm d¹ng:

af (f (...f (x))) + bf (f (...f (x))) + ... + cf (f (x)) + df (x) = h (x)

PP: XÐt d·y
{

x0 = x

xn+1 = f (xn) , n > 0

Trong ph−¬ng tr×nh ban ®Çu ta chän x = xn ta sÏ thu ®−îc d·y:

axn+k + bxn+k−1 + ... + cxn+2 + dxn+1 = h (xn) .

Dïng ph−¬ng ph¸p vi ph©n ta t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y. L−u ý c¸c
d÷ kiÖn ®Æc biÖt ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè.

Bµi to¸n 2.1.28. f : (0; +∞) → (0; +∞) .f (f (x)) + f (x) = 1999.2000x, ∀x > 0

Víi x > 0 cè ®Þnh, xÐt d·y:
{

x0 = x

xn+1 = f (xn) , n > 0

Khi ®ã ta cã:
{

xn+2 + xn+1 = 1999.2000xn, ∀n

xn > 0, ∀n
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Ta cã ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng: t2 + t = 1999.2000 ⇔

[
t = 1999
t = −2000

Suy ra, xn = C1(1999)n + C2(−2000)n V× xn > 0, ∀n ⇒ C2 = 0. Cho n = 0 ⇒ C1 = x. Do
®ã, xn = 1999nx. VËy f (x) = x1 = 1999x.

Bµi to¸n 2.1.29. f : R+ → R+.f (f (x)) + f (x) = 6x.

Bµi to¸n 2.1.30. f : R+ → R+.f (f (x)) + f (x) = 12x.

Trong nhiÒu tr−êng hîp ta kh«ng ®ñ gi¶ thiÕt ®Ó suy ra c¸c hÖ sè th× ph−¬ng
ph¸p nµy còng cã thÓ xem lµ c¸ch mß nghiÖm ®Ó ®Þnh h−íng cho c¸ch gi¶i.

LuyÖn tËp.
Bµi to¸n 2.1.31. f : R → R

f

(
x2 + x + 1

x

)
+ f

(
x2 − x + 1

x

)
= 2

(
x2 +

1
x2

+ 3
)

, ∀x 6= 0.

§¹i l−îng chung cña c¸c biÓu thøc:

x +
1
x

= t

→ f (t + 1) + f (t − 1) = 2
(
t2 + 1

)

Lµm mÊt vÕ ph¶i:
t2 + 1 =

1
2

[
(t + 1)2 + (t − 1)2

]

Bµi to¸n 2.1.32. f
(√

x2 + 1 + x
)
− f

(√
x2 + 1 − x

)
= x, ∀x

L−u ý:
∗
(√

x2 + 1 + x
)

.
(√

x2 + 1 − x
)

= 1

∗x =

(√
x2 + 1 + x

)
−
(√

x2 + 1 − x
)

2

Bµi to¸n 2.1.33. f (x) + f (−x) + f
(

1
x

)
+ f

(
− 1

x

)
= q (x)

Khi thay x bìi −x; 1
x ;− 1

x ta ®−îc ®iÒu kiÖn cÇn: q (x) = q (−x) = q
(

1
x

)
= q

(
− 1

x

)

ChuÈn hãa:
q (x) =

1
4

[
q (x) + q (−x) + q

(
1
x

)
+ q

(
−1

x

)]

DÉn ®Õn
g (x) + g (−x) + g

(
1
x

)
+ g

(
−1

x

)
= 0

víi g (x) = f (x) − 1
4
q (x)

§Æt h (x) = g (x) + g (−x) ta ®−îc




h (x) + h

(
1
x

)
= 0

h (−x) = h (x)
⇔





h (x) =
1
2

[
h (x) − h

(
1
x

)]

h (−x) = h (x)
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⇔ h (x) =
1
2

[
ϕ (x) − ϕ

(
1
x

)]

víi ϕ (x) lµ hµm ch½n tïy ý.

Bµi to¸n 2.1.34. f (x) − f (−x) + f
(

1
x

)
.f
(
− 1

x

)
= h (x)

Thµnh lËp hÖ. 



f (x) − f (−x) + f

(
1
x

)
.f

(
−1

x

)
= h (x)

f (−x) − f (x) + f

(
−1

x

)
.f

(
1
x

)
= h (−x)

⇔





f (x) − f (−x) =
1
2

[h (x) − h (−x)]

f

(
−1

x

)
.f

(
1
x

)
=

1
2

[h (x) + h (−x)]

⇔





f (x) − f (−x) =
1
2

[h (x) − h (−x)]

f (x) .f (−x) =
1
2

[
h

(
1
x

)
+ h

(
−1

x

)]

Bµi to¸n 2.1.35. f (x) .f
(

1
x

)
= 1

Dïng h»ng ®¼ng thøc

A.B = 1 ⇔ A =

√
A

B

Ta ®−îc

f (x) =

√
f (x)
f
(

1
x

) ⇔ f (x) =

√
q (x)
q
(

1
x

)

víi q (x) lµ hµm tïy ý tháa q (x) .q
(

1
x

)
> 0, ∀x 6= 0.

Bµi to¸n 2.1.36. f (x) .f
(

1
x

)
= h (x)

Thay x bìi 1
x ta thu ®−îc ®iÒu kiÖn cÇn:

h (x) = h

(
1
x

)
⇒ h (x) =

√
h (x) .h

(
1
x

)

Do ®ã ph−¬ng tr×nh trë thµnh

f (x) .f

(
1
x

)
=

√
h (x) .h

(
1
x

)

ChuÈn hãa ta ®−îc:
f (x)√
h (x)

.
f
(

1
x

)
√

h
(

1
x

) = 1

Bµi to¸n 2.1.37. f (x) .f
(

1
x

)
+ f (−x) .f

(
− 1

x

)
= h (x)
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Thay x bìi −x; 1
x ;− 1

x ta nhËn ®−îc ®iÒu kiÖn cÇn:

h (x) = h (−x) = h

(
1
x

)
= h

(
−1

x

)

Do ®ã:

h (x) =
1
2

[√
h (x) .h

(
1
x

)
+

√
h (−x) .h

(
−1

x

)]

§Æt

g (x) = f (x) .f

(
1
x

)
− 1

2

√
h (x) .h

(
1
x

)
.

Ta ®−îc: 



g (x) + g (−x) = 0

g

(
1
x

)
= g (x)

⇔





g (x) =
1
2

[g (x) − g (−x)]

g

(
1
x

)
= g (x)

⇔ g (x) =
1
2

[q (x) − q (−x)] ,

víi q (x) lµ hµm tïy ý tháa q
(

1
x

)
= q (x). ViÖc t×m q (x) ®· biÕt.

Bµi to¸n 2.1.38. f : R → R, tháa
i)f (−x) = −f (x) , ∀x

ii)f (x + 1) = f (x) + 1, ∀x

iii)f
(

1
x

)
=

f (x)
x2

, ∀x 6= 0.

∀t 6= −1; 0. Ta sÏ tÝnh f
(

t+1
t

)
theo hai c¸ch.

C1 : f

(
t + 1

t

)
= f

(
1 +

1
t

)
= 1 + f

(
1
t

)
= 1 +

f (t)
t2

C2 : f

(
t + 1

t

)
=

f
(

t
t+1

)

(
t

t+1

)2 =
f
(
1 − 1

t+1

)

(
t

t+1

)2 =
1 − f

(
1

t+1

)

(
t

t+1

)2 =
1− f(t+1)

(t+1)2(
t

t+1

)2 =
1 − 1+f(t)

(t+1)2(
t

t+1

)2

2.2 Ph−¬ng tr×nh hµm víi hai biÕn sè ®éc lËp

*) Hµm sè liªn tôc biÕn mét tËp liªn th«ng thµnh mét tËp liªn th«ng.
*) ViÖc chuyÓn ®æi thø tù lÊy giíi h¹n cña mét hµm sè liªn tôc lu«n thùc
hiÖn ®−îc.
VÒ tËp hîp sè thùc R.

1. TÝnh trï mËt: TËp c¸c sè h÷u tû vµ tËp
{

m
2n : m ∈ Z; n ∈ N

}
lµ hai tËp sè trï

mËt trong tËp c¸c sè thùc.
2. CËn trªn, cËn d−íi.
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2.2.1 Hµm sè chuyÓn ®æi c¸c phÐp tÝnh sè häc

2.2.2 Hµm sè chuyÓn ®æi c¸c ®¹i l−îng trung b×nh

LuyÖn tËp.

Bµi to¸n 2.2.1. f : R → R liªn tôc vµ f (ax + by) = af (x) + bf (y) , ∀x, y.

x = y = 0 → (a + b − 1) f (0) = 0

TH : a + b 6= 1 ⇒ f (0) = 0 → f (ax) = af (x) ; f (by) = bf (y) ⇒ f (ax + by) = f (ax) +
f (by) , ∀x, y ⇔ f (x + y) = f (x) + f (y) , ∀x, y
TH : a + b = 1 ⇒ f (0) = c. §Æt g (x) = f (x) − f (0)

Bµi to¸n 2.2.2. f : R → R liªn tôc vµ f (ax + by) = af (x) − bf (y) , ∀x, y.

Bµi to¸n 2.2.3. f : R+ → R+, liªn tôc vµ f
(
xayb

)
= [f (x)]a[f (y)]b, ∀x, y > 0

§Æt x = eu, y = ev, g (u) = f (eu) → g (au + bv) = [g (u)]a[g (v)]b, ∀u, v

logrit hãa.

Bµi to¸n 2.2.4. f : R+ → R+, liªn tôc vµ

f

((
xα + yα

2

) 1
α

)
=

[
[f (x)]β + [f (y)]β

2

] 1
β

, ∀x, y > 0

→
[
f

((
xα+yα

2

) 1
α

)]β

= [f(x)]β+[f(y)]β

2
. §Æt g (x) = [f (x)]β

Bµi to¸n 2.2.5. f : R+ → R+, liªn tôc vµ f
(√

xy
)

=
[

[f(x)]β+[f(y)]β

2

] 1
β

, ∀x, y > 0

Bµi to¸n 2.2.6. f : R → R, liªn tôc vµ f
(

x+y
2

)
= f(x)+f(y)

2
+ (x − y)2, ∀x, y

NX : (x − y)2 = 2x2 + 2y2 − 4
(

x+y
2

)2 → f
(

x+y
2

)
+ 4
(

x+y
2

)2
= f(x)+4x2+f(y)+4y2

2

Bµi to¸n 2.2.7. f : R+ → R+, liªn tôc vµ √
xyf

(√
xy
)

= yf(x)+xf(y)
2 , ∀x, y > 0

→ f(√xy)√
xy =

f(x)
x + f(y)

y

2 , ∀x, y > 0

Bµi to¸n 2.2.8. T×m hµm liªn tôc tháa f : R → R, tháa

f (x + y) = f (x) + f (y) + 2xy, ∀x, y

f (x + y) = f (x) + f (y) + 2xy, ∀x, y ⇔ f (x + y) − (x + y)2 =
[
f (x) − x2

]
+
[
f (y) − y2

]
, ∀x, y

⇔ g (x + y) = g (x) + g (y) , g (x) = f (x) − x2
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Bµi to¸n 2.2.9. T×m hµm liªn tôc tháa f : R → R, tháa

(x − y) f (x + y) = xf (x) − yf (y) , ∀x, y

(x − y) f (x + y) = xf (x) − yf (y) , ∀x, y ⇔ xf (x) = yf (y) + (x − y) f (x + y) , ∀x, y

⇒ xf (x) = (x + y) f (x + y) − yf (2x + y) , ∀x, y

⇒ yf (y) + (x − y) f (x + y) = (x + y) f (x + y) − yf (2x + y) , ∀x, y

⇒ 2yf (x + y) = y [f (y) + f (2x + y)] , ∀x, y

⇒ f (x + y) =
f (y) + f (2x + y)

2
, ∀x, ∀y 6= 0

L−u ý: y + (2x + y) = 2 (x + y) →

§Æt:
{

u = y 6= 0
v = 2x + y

→ f
(

u+v
2

)
= f(u)+f(v)

2 , ∀u 6= 0, ∀v

Bµi to¸n 2.2.10. T×m hµm liªn tôc f : R+ → R, f
(

1
f(xy)

)
= f (x) f (y) , ∀x, y > 0

§Æt: f (1) = a.

∗)y = 1 → f

(
1

f (x)

)
= af (x) , ∀x > 0. ⇒ f

(
1

f (xy)

)
= af (xy) , ∀x, y > 0

⇒ af (xy) = f (x) f (y) , ∀x, y > 0 ⇔ f (xy)
a

=
f (x)

a

f (y)
a

, ∀x, y > 0


