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LỜI NÓI ĐẦU 

Có thể nói tư duy về tổ hợp ra đời từ rất sớm, tuy nhiên lý thuyết tổ hợp 

được hình thành như một ngành toán học mới vào khoảng thế kỷ 17 bằng một 

loạt các công trình nghiên cứu của các nhà toán học xuất sắc như Pascal, Fermat, 

Leibnitz, Euler... Mặc dù vậy, trong suốt hai thế kỷ rưỡi, tổ hợp không đóng vai 

trò nhiều trong việc nghiên cứu tự nhiên. Đến nay với sự hỗ trợ đắc lực của máy 

tính, tổ hợp đã chuyển sang lĩnh vực toán ứng dụng với sự phát triển mạnh mẽ, 

có nhiều ứng dụng cho con người. 

Nhận thức được vai trò của lý thuyết tổ hợp đối với đời sống hiện đại, lý 

thuyết tổ hợp đã được đưa vào chương trình toán trung học phổ thông. Các bài 

toán tổ hợp ngày càng chiếm một vị trí hết sức quan trọng trong các kì thi học 

sinh giỏi toán,  olympic toán, vô địch toán... Toán tổ hợp là một dạng toán khó, 

đòi hỏi tư duy lôgic, tư duy thuật toán cao, tính hình tượng tốt, phù hợp với mục 

đích tuyển chọn học sinh có khả năng và năng khiếu toán học. Hơn nữa, nội 

dung các bài toán kiểu này ngày càng gần với thực tế, và điều này hoàn toàn phù 

hợp với xu hướng của toán học hiện đại.  

Giải một bài toán tổ hợp không hề đơn giản. Khi mới làm quen với giải 

tích tổ hợp, chúng ta vẫn liên tục đếm nhầm vì những vụ đếm lặp, đếm thiếu, 

không phân biệt được các đối tượng tổ hợp cần áp dụng, không biết nên sử dụng 

công cụ gì để giải quyết bài toán. Khi đã vượt qua những khó khăn ban đầu này, 

ta lại gặp những bài toán mà việc áp dụng trực tiếp các quy tắc đếm cơ bản và 

các đối tượng tổ hợp không đem lại kết quả mong muốn ngay lập tức. Với những 

bài toán như vậy, ta cần đến các phương pháp đếm nâng cao hơn. 

Bài viết này đề xuất phƣơng pháp sử dụng ánh xạ để giải một số lớp bài 

toán tổ hợp quan trọng. 

Trong bài viết này, để có tính hệ thống, trước hết chúng tôi sẽ trình bày 

một cách vắn tắt phần lý thuyết cơ bản của phương pháp ánh xạ, sau đó, chúng 

tôi sẽ tập trung vào giới thiệu về sử dụng phương pháp ánh xạ thông qua các ví 

dụ cụ thể. 

                                                Đồng Hới, ngày 24 tháng 4 năm 2013                                                       

                                                                       Tác giả 

                                                              Nguyễn Chiến Thắng 
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NỘI DUNG 

I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

1. Ánh xạ 

1.1. Định nghĩa. Một ánh xạ f từ tập X đến tập Y là một quy tắc đặt tương ứng 

mỗi phần tử x của X với một (và chỉ một) phần tử của Y. Phần tử này được gọi là 

ảnh của x qua ánh xạ f và được kí hiệu là f(x). 

(i) Tập X được gọi là tập xác định của f. Tập hợp Y được gọi là tập giá trị 

của f. 

(ii) Ánh xạ f từ X đến Y được kí hiệu là  

   :f X Y  

                x y f x  

(iii) Khi X và Y là các tập số thực, ánh xạ f được gọi là một hàm số xác 

định trên X 

(iv) Cho ,a X y Y  . Nếu  f a y  thì ta nói y là ảnh của a và a là nghịch 

ảnh của y qua ánh xạ f.  

(v) Tập hợp   ,Y y Y x X y f x      gọi là tập ảnh của f. Nói cách khác, 

tập ảnh  f X  là tập hợp tất cả các phẩn tử của Y mà có nghịch ảnh. 

2. Đơn ánh, toàn ánh, song ánh 

2.1. Định nghĩa. Ánh xạ :f X Y  được gọi là đơn ánh nếu với ,a X b X   mà 

a b thì    f a f b , tức là hai phần tử phân biệt sẽ có hai ảnh phân biệt.  

Từ định nghĩa ta suy ra ánh xạ f là đơn ánh khi và chỉ khi với ,a X b X   

mà    f a f b , ta phải có a b . 
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2.2. Định nghĩa. Ánh xạ :f X Y  được gọi là toàn ánh nếu với mỗi phần tử 

y Y  đều tồn tại một phần tử x X  sao cho  y f x . Như vậy f là toàn ánh nếu 

và chỉ nếu  Y f X . 

2.3. Định nghĩa. Ánh xạ :f X Y  được gọi là song ánh nếu nó vừa là đơn ánh 

vừa là toàn ánh. Như vậy ánh xạ :f X Y  là song ánh nếu và chỉ nếu với mỗi 

y Y , tồn tại và duy nhất một phần tử x X  để  .y f x  

3. Ánh xạ ngƣợc của một song ánh 

3.1. Định nghĩa. Ánh xạ ngược của f, được kí hiệu bởi 1f  , là ánh xạ từ Y đến X 

gán cho mỗi phần tử y Y  phần tử duy nhất x X  sao cho  y f x . Như vậy 

   1f x y f x y     

3.2. Chú ý. Nếu f không phải là song ánh thì ta không thể định nghĩa được ánh 

xạ ngược của f. Do đó chỉ nói đến ánh xạ ngược khi f là song ánh. 

4. Ánh xạ hợp 

4.1. Định nghĩa. Nếu :g A B  và :f B C  và  g A B  thì ánh xạ hợp 

:f g A C  được xác định bởi 

     .f g a f g a  

Kí hiệu ...n

n

p p p p   


. 

II. PHƢƠNG PHÁP ÁNH XẠ 

Nguyên lý ánh xạ.  Cho A  và B  là các tập hữu hạn khác rỗng và :f A B  

là một ánh xạ. Khi đó,  

a) Nếu f là đơn ánh thì | | | |A B  

b) Nếu f  là toàn ánh thì | | | |A B  
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c) Nếu f  là song ánh thì | | | |A B . 

Phương pháp ánh xạ dựa vào ý tưởng rất đơn giản: 

-  Nếu tồn tại một song ánh từ tập hữu hạn  A vào tập hữu hạn B thì |A| = 

|B|. Do đó, muốn chứng minh hai tập hợp có cùng số phần tử, chỉ cần xây 

dựng một song ánh giữa chúng. Hơn nữa, ta có thể đếm được số phần tử 

của một tập hợp A bằng cách xây dựng song ánh từ A vào một tập hợp B 

mà ta đã biết cách đếm hoặc dễ đếm hơn.  

- Nếu tồn tại một đơn ánh (t.ư toàn ánh) từ A vào B thì | | | |A B  (t.ư 

| | | |A B ). Do đó, đơn ánh và toàn ánh chủ yếu được sử dụng để chứng 

minh các bài toán liên quan đến bất đẳng thức tổ hợp.  Chuyển bài toán 

cần chứng minh về việc so sánh số phần tử của hai tập hợp, trong đó có 

một tập hợp đã biết cách đếm hoặc dễ đếm. 

Tương tự nguyên lý Dirichle, về mặt ý tưởng thì hết sức đơn giản tuy nhiên 

thực thế thì không phải đơn giản như thế. Để sử dụng phương pháp này ta cần 

xác định được một song ánh giữa tập cần đếm vào một tập đã biết cách đếm việc 

làm này không phải lúc nào cũng thực hiện dễ dàng. Sau đây là một số bài tập áp 

dụng phương pháp trên. 

Định lý. (Bài toán chia kẹo của Euler) Cho k, n là các số nguyên dương.  Số 

nghiệm nguyên không âm của phương trình   x1 + x2 + … + xk = n là  1

1

k

n kC 

 
. 

Chứng minh: Ta cho tương ứng mỗi nghiệm nguyên không âm của phương 

trình x1 + x2 + … + xk = n (1) với một xâu nhị phân độ dài n+k-1 trong đó có n 

bit 1 và k-1 bit 0, cụ thể xâu gồm x1 bit 1, sau đó là 1 bit 0,tiếp theo là x2 bit 1, 

sau đó là 1 bit 0, cứ như thế, cuối cùng là xk bit 1. Dễ dàng chứng minh được đây 

là một song ánh từ tập A các nghiệm nguyên không âm của (1) vào tập hợp B 

các xâu nhị phân độ dài n+k-1 với n bit 1 và k-1 bit 0. Từ đó, theo nguyên lý 

song ánh ta có  1

1| | | | .k

n kA B C 

   (đpcm).  
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Ví dụ 1. Cho các số tự nhiên k, n. Hãy xác định số các ánh xạ :{1,2,...,n}f    

thỏa mãn
1

( )
n

i

f i k


 . 

Lời giải: Đây chính là bài toán chia kẹo Euler. Đáp số: 
1

1

k

n k
C 

 
. 

Ví dụ 2.(IMO 1989). 

Mỗi hoán vị  
1 2 2

( , ,..., )
n

x x x  của 1,2,...,2n  gọi là có tính chất P  nếu 
1

| |
i i

x x n


   

với ít nhất một giá trị {1,2,...,2n}.i  Chứng minh rằng với mỗi số n , số hoán  vị 

có tính chất P  lớn hơn số hoán vị không có tính chất P . 

Lời giải: 

Cách 1: Ta chia 1,2,...,2n  thành n  cặp (1, 1),(1, 2),...,( ,2 ).n n n n   Bây giờ ta 

thiết lập một ánh xạ f  từ tập các hoán vị không có tính chất P  vào tập các hoán 

vị có tính chất P . Giả sử 
1 2 2

( , ,..., )
n

x x x  là một hoán vị bất kì không có tính chất 

P  và giả sử 
k

x  là số cùng cặp với 
2

, 2 2,
n

x k n   khi đó ánh xạ f  xác định như 

sau  

1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1
( , ,..., ) ( , ,..., , , , ,..., )

n k n n n k
x x x x x x x x x x

  
 . 

Ta chứng minh f  là đơn ánh nhưng không toàn ánh. Suy ra điều phải chứng 

minh. 

Ví dụ 3. Với số nguyên dương n , chứng minh rằng số cách biễu diễn n  thành tổng 

các số lẻ nhiều hơn số cách biễu diễn n  thành tổng các số nguyên dương đôi một khác 

nhau. 

Lời giải: Giả sử A  là tập tất cả các cách biểu diễn n  thành tổng các số lẻ và B  là tập 

tất cả các cách biễu diễn n  thành tổng các số nguyên dương đôi một khác nhau. Tức là, 

{(a )|a , =n}
i i i

i

A odd a   và 
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*{(b )|b b , , =n,b }

   {2 - | ,  ,  }i

i i j i i
i

s

i i i i
i

B i j b

r i s r odd b n

   

  








 

Ta xây dựng toàn ánh f  từ A  vào B . 

Với mỗi bộ ( ) ,
i

a A  giả sử có 
1

k  số lẻ 
1

b , 
2

k  số lẻ 
2

b ,…, 
t

k  số lẻ 
t

b . Tức là ta có 

1

b =n
t

i i
i

k


  

Biễu diễn , 1,2,...,
i

k i t  theo hệ nhị phân  

1 1 0

, 1, 1, 0, , 1, 1, 0,
... 2 2 ... 2 2i i

i i i i

s s

i s i s i i i s i s i i i
k l l l l l l l l



 
       

Ta thấy 

1 1 0

, 1, 1, 0,
1 1

(2 2 ... 2 2 )i i

i i

t t
s s

s i s i i i i i i
i i

l l l l b k b n



 

        

Và các số hạng trong biểu diễn nhị phân của 
i

k  trừ trường hợp 
,

0
is j i

l


 đôi một khác 

nhau. Do đó 

1 1

1 1

11 0 0

,1 1 1,1 1 0,1 1 ,1 1,1 0,
(2 ,2 ,...,2 ,...,2 ,2 ,...,2 )t t

t t

s ss s

s s s t s t t t
l b l b l b l b l b l b B



 
  

Khi đó ánh xạ :f A B  được xác định như sau 

1 1

1 1

1 1 1 2 2 2

11 0 0

,1 1 1,1 1 0,1 1 ,1 1,1 0,

( , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., )

(2 ,2 ,...,2 ,...,2 ,2 ,...,2 )t t

t t

t t t

s ss s

s s s t s t t t

b b b b b b b b b

l b l b l b l b l b l b


 


 

Ta chứng minh được f  là toàn ánh. Do đó ta có điều phải chứng minh. 

Ví dụ 4. (APMO 1998).  Giả sử F  là tập hợp tất cả các bộ gồm n  tập 

1 2
( , ,..., ),

n
A A A  trong đó 

i
A  là tập con của tập {1,2,...,2012}. Tính 

1 2

1 2
( , ,..., )

| ... |
n

n
A A A F

A A A


   . 

Lời giải. Với i  phần tử 
1 2
, ,..., {1,2,...,2012},

i
n n n   ta đếm xem có bao nhiêu bộ 

1 2
( , ,..., )

n
A A A  thỏa mãn 

1 2 1 2
... {n ,n ,...,n } (*)

n i
A A A     
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Ta cho các phần tử 
1 2

n ,n ,...,n
i
 đăng kí có mặt trong tập 

k
A  bằng cách với mỗi phần tử 

j
n  ta gán cho 1  bộ số 

1 2
( , ,..., )

n
a a a  sao cho 

0 if
, 1,

1 if 

i t

t

i t

n A
a t n

n A


  


. 

Một bộ đăng kí là hợp lệ nếu có ít nhất 1 số 1 (nếu không thì phần tử tương ứng không 

có mặt trong tập 
1 2

...
n

A A A   ). 

Với  i  phiếu đăng kí 
1 2
, ,...,

i
n n n  (ta gọi là nhóm phiếu đăng kí), ta sẽ lập được bộ 

1 2
( , ,..., )

n
A A A . 

Ngược lại, với  2 nhóm  phiếu đăng kí khác nhau ta sẽ có 2 bộ tập hợp 

1 2
( , ,..., )

n
A A A khác nhau, do đó số bộ 

1 2
( , ,..., )

n
A A A  thỏa mãn (*) bằng số nhóm phiếu 

đăng kí hợp lệ. 

Vì phiếu đăng kí của , 1,2,...,
j

n j n  gồm n  chữ số 0 hoặc 1 và phải có ít nhất 1 số 1 

nên có 2 1n   cách ghi phiếu cho 
j

n , suy ra có (2 1)n i  nhóm phiếu đăng kí hợp lệ 

khác nhau. 

Có 
2012

iC  cách chọn i  phần tử nên suy ra  

1 2

2012
(2012 1)

1 2 2012
( , ,..., ) 1

2011

| ... | (2 1) 2012(2 1)2

2012(2 1)2

n

i n i n n

n
A A A F i

n n

A A A iC 

 

      

 

 
. 

Bình luận:  Bài toán này không dùng phương pháp song ánh theo nghĩa 

thường, ở đây sẽ không có ánh xạ nào cả. Nguyên lý ánh xạ ở đây được dùng 

bằng cách, thay vì tính tổng này ta tìm cách tính một tổng khác dễ hơn và có giá 

trị bằng tổng đã cho. Với mỗi {1,2,...,2012} ta gọi 
i

S là số các bộ trong F  mà i  

thuộc hợp các phần tử của họ. Rõ ràng trong S  thì i  được đếm 
i

S lần, do đó 

i
S S . Dễ thấy các 

i
S  bằng nhau và bằng 

2011(2 1)2n n và tổng cần tính bằng 

20112012(2 1)2n n . 
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Ví dụ 5. Cho 3n   và 
3{1,2,...,n }=EX   gồm 

23n  phần tử. Chứng minh rằng có 

thể tìm được 9 số 
1 2 9
, ,...,a a a X  đôi một khác nhau sao cho hệ 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

0

0

0

a x a y a z

a x a y a z

a x a y a z

  


  
   

 

có nghiệm nguyên 
0 0 0

( , , )x y z  thỏa mãn 
0 0 0
, , 0x y z  . 

Lời giải. 

Sắp xếp các phần tử của tập X  theo thứ tự 21 2 3
...

n
x x x  . Đặt  

2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 31 2 2 2 1 2 2 3
{ , ,..., }, { , ,..., }, { , ,..., }

n n n n n n n
X x x x X x x x X x x x

   
    

Xét ánh xạ  

1 2 3
:

( , , ) ( , )

f X X X E E

a b c b a c b

   

 
 

Ta có 
6

1 2 3 1 2 3
| | | || || |X X X X X X n    . Do 

1 2 3
, , nên ,suyraa X b X c X a b c      

1, 1b a c b     và 
3( ) ( )b a c b c a n      . Vì vậy tập ảnh của f  là tập con 

của tập A  với 
3{( ; ) | , , }A m n m n X m n n    . Mà ta có 

3 3 3 61

1

( 1)
| |

2 2

n

k

n n n
A k






   . 

Do đó, theo nguyên lý Dirichle tồn tại 3 bộ số ( , , ), 1,2,3
i i i

a b c i   cho cùng một ảnh 

0 0
( , )x y  nghĩa là ta có 

0 0
và , 1,2,3.

i i i i
b a x c b y i      Chọn 

0 0 0
z x y    thì 

0
, 1,2,3.

i i
z a c i    Do vậy với mỗi 1,2,3i   thì ta có 

0 0 0
( ) ( ) ( ) 0.

i i i i i i i i i i i i
c x a y b z c b a a c b b a c          Chứng tỏ hệ phương trình 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

c x a y b z

c x a y b z

c x a y b z

  


  
   

 

Có nghiệm nguyên 
0 0 0

( , , )x y z  thỏa mãn 
0 0 0
, , 0x y z  . Do  
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1 2 3
, , nên , 1 , , 3.

i i i i i i
a X b X c X a b c i j k         

Giả sử 1 3:
i j

i j a a      thì do nên suyra
i i j j i j i j

b a b a b b c c     , do đó 

( , , ) ( , , )
i i i j j j

a b c a b c , vô lý. Vậy , 1 3.
i j

a a i j      

Tương tự, , , 1 3.
i j i j

b b c c i j       Vậy bài toán được chứng minh. 

Ví dụ 6. Có  n  người xếp hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ra k người sao 

cho không có hai người liên tiếp được chọn. 

Lời giải: Ta đánh số n người bằng các số thứ tự 1, 2, …, n. Một cách chọn thích 

hợp chính là một bộ số 1   a1 < a2 < …< ak   n thỏa mãn điều kiện  ai+1 – ai > 1 

(tức là  2). Vậy ta cần tìm số phần tử của  

 A = (a1, a2, …, ak) | 1   a1 < a2 < …< ak   n,  ai+1 – ai  2 với i=1, 2, …, 

k-1 

Xét ánh xạ f(a1, a2, …, ak) = (b1, b2, …, bk) với  bi = ai – i + 1 thì rõ ràng ta có 

1) b1 = a1  1; 

2) bi+1 – bi = (ai+1 – (i+1) + 1) – (ai – i + 1) = ai+1 – ai – 1 > 0 

3) bk = ak – k + 1  n – k + 1. 

Suy ra  (b1, b2, …, bk) là phần tử của tập hợp B: 

 B = (b1, b2, …, bk) | 1   b1 < b2 < …< bk   n – k + 1 

Dễ thấy f là một đơn ánh.  

Ngoài ra, ánh xạ g(b1, b2, …, bk) = (a1, a2, …, ak) với ai = bi + i – 1 cho chúng ta 

một đơn ánh từ B vào A. Vậy | A | = | B | = k

knC 1 . 

Ví dụ 7. (Putnam 2002). Cho 1n   là một số nguyên dương và 
n

T  là số các tập 

con khác rỗng của tập {1,2,...,n} sao cho trung bình cộng tất cả các phần tử của 

nó là một số nguyên. Chứng minh rằng 
n

T n  là một số chẵn. 
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Hƣớng dẫn.  Có n tập con 1phần tử và các tập này đều thoả mãn điều kiện trong 

đầu bài.  

  Vậy ta chỉ cần chứng minh số các tập con nhiều hơn một phần tử có tính 

chất đó là một số chẵn là xong. Ta hãy ghép các tập con này thành từng cặp như 

sau: Các tập có trung bình thuộc nó đi với một tập có trung bình không thuộc nó. 

Ví dụ 8. Có 20 người xếp thành một vòng tròn. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ra 5 

người sao cho không có hai người kề nhau được chọn.  

Lời giải. Ta giải các bài toán tổng quát sau 

Ví dụ 8.1. Có n người xếp thành một hàng dọc. Có bao nhiêu cách chọn ra k 

người, sao cho không có hai người kề nhau được chọn? 

Cách 1. (Phương pháp song ánh) Đặt En = {1, 2, …, n}. Gọi u1< u2 < …< uk là 

số thứ tự của những người được chọn thì ta có  ui+1 – ui  2 với mọi i=1, …, k-1. 

Đặt A = {(u1, u2, …, uk)  E
k
n |  ui+1 – ui  2 với mọi i=1, …, k-1}. Xét ánh xạ f: 

A  B, trong đó  

B = {(v1, v2, …, vk)  E
k
n-k+1|  v1 < v2 < …< vk} xác định như sau 

 f(u1, u2, …, uk) = (v1, v2, …, vk)  

với  vi = ui – (i-1). Ta kiểm tra (v1, v2, …, vk)  B : 

 1) Rõ ràng  vi+1 – vi = (ui+1 – i) – (ui – (i-1)) = ui+1 – ui – 1  1  

  2) v1 = u1  1, vk = uk – (k -1)  n – k + 1. 

Ta kiểm tra f là một song ánh. Nếu (u1, u2, …, uk)  (u1’, u2’, …, uk’) thì rõ ràng 

ảnh của chúng khác nhau. Suy ra f là một đơn ánh. Ngược lại, với (v1, v2, …, vk) 

thuộc B, ta chọn ui = vi + i-1  thì  (u1, u2, …, uk) thuộc A và f(u1, …, uk) = (v1, v2, 

…, vk). Suy ra f là toàn ánh. 

Vậy |A| = |B|. Mà |B| thì rõ ràng là bằng số các tập con k phần tử của En-k+1, do 

đó bằng .1

k

knC   
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Cách 2. (Sử dụng bài toán chia kẹo của Euler). Giả sử ta chọn được k người. 

Gọi x1 là số người tính từng người đầu tiên đến trước người thứ nhất được chọn, 

x2 là số người nằm giữa người thứ nhất và người thứ hai, …, xk là số người nằm 

giữa người thứ k-1 và người thứ k và xk+1 là số người nằm sau người thứ k đến 

cuối. Khi đó ta có 

x1 + x2 + … + xk+1 = n – k  (1) 

và  x1, xk+1 là các số nguyên không âm, còn x2, …, xk là các số nguyên  1. 

Ngược lại, nếu (x1, …, xk+1) là một nghiệm của (1) với x1, xk+1  0, x2, …, xk  1 

thì ta cho tương ứng với cách chọn  người thứ  1+x1, 2+x1+x2, …, k+x1+…+xk 

thì rõ ràng do (i + x1 + …+ xi) – (i-1 + x1 + …+xi-1) = 1 + xi  2 nên không có 2 

người liên tiếp được chọn. 

 Để hoàn tất lời giải bài toán, ta đặt y1 = x1, yk+1 = xk+1 và yi = xi – 1 với i=2, …, 

k thì được  

 y1 + y2 + … + yk+1 = n – 2k + 1 (2) 

với yi là các số nguyên không âm. 

Theo kết quả của định lý chia kẹo của Euler, ta có số nghiệm của (2) bằng .1

k

knC   

Đó cũng chính là kết quả của bài toán ban đầu của chúng ta. 

Ví dụ 8.2. Có n người xếp thành một vòng tròn. Có bao nhiêu cách chọn ra k 

người, sao cho không có hai người kề nhau được chọn? 

Bài toán này có thể giải bằng kết quả của bài toán trên và phương pháp « cắt 

đường tròn ». Giả sử n người đó được đánh số 1, 2, …, n. Ta xét các trường hợp 

sau : 

 1) Người số 1 được chọn. Khi đó người số 2 và số n không được chọn. 

Như vậy ta phải chọn thêm k-1 người từ 3 đến n-1 sao cho không có hai người 

kề nhau được chọn. Vì n-1 không kề 3 nên có thể coi đây là n-3 người xếp theo 

một hàng dọc. Theo kết quả của bài toán trên, số cách chọn bằng 
1 1

3 ( 1) 1 1

k k

n k n k
C C 

     
 . 
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 2) Người số 1 không được chọn. Khi đó ta cần chọn k người từ số 2 đến n 

sao cho không có 2 người kề nhau được chọn. Vì 2 và n không kề nhau nên có 

thể coi đây là n-1 người xếp theo một hàng dọc. Theo kết quả của bài toán trên, 

số cách chọn bằng k

knC  . 

 Vậy đáp số của bài toán là  

1

1

1

1 )(
)!2(!

)!1(

)!2(!

)!(

)!2()!1(

)!1( 





 













 k

kn

k

kn

k

kn C
k

n
knk

knk

kn

knk

kn

knk

kn
CC

 

Ví dụ 9.  Cho 
*, và 1<k n.k n   Hỏi có tất cả bao nhiêu cách chọn ra k số đôi 

một khác nhau từ n  số nguyên dương đầu tiên sao cho trong mỗi bộ k  số được 

chọn ra, không có hai số nào là hai số nguyên liên tiếp.  

Lời giải. Gọi m  là số cần tìm. Ta có | |,m A  với A  là tập gồm tất cả các bộ 

không có thứ tự 
1 2

( , ,..., )
k

a a a  thỏa mãn {1,2,...,n}
i

a   với 

1,2,..., và| | {0,1}
i j

i k a a    với mọi {1,2,...,k}.i j   

Không mất tính tổng quát, với mỗi 
1 2

( , ,..., ) ,
k

a a a A  ta có thể giả sử 

1 2
... .

k
a a a    

Xét tương ứng  

1 2 1 2
( , ,..., ) ( , 1,..., 1).

k k
a a a A a a a k      

Dễ thấy, tương ứng nói trên xác lập một song ánh từ A  đến B , với B  là tập gồm 

tất cả các bộ  
1 2

( , ,..., )
k

b b b  không có thứ tự thỏa mãn  

{1,2,..., - 1}, 1,2,...,
i

b n k i k     và , {1,2,...,k}.
i j

b b i j     

Từ đây suy ra 
1

| | | | .k

n k
A B C

 
   

Ví dụ 10. (VMO 2012)  
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Cho một nhóm gồm 5 cô gái, kí hiệu là G1, G2, G3, G4, G5 và 12 chàng trai. Có 

17 chiếc ghế được xếp thành một hàng ngang. Người ta xếp nhóm người đã cho ngồi 

vào các chiếc ghế đó sao cho các điều kiện sau được đồng thời thỏa mãn: 

1/ Mỗi ghế có đúng một người ngồi; 

2/ Thứ tự ngồi của các cô gái, xét từ trái qua phải, là G1, G2, G3, G4, G5;  

3/ Giữa G1 và G2 có ít nhất 3 chàng trai; 

4/ Giữa G4 và G5 có ít nhất 1 chàng trai và nhiều nhất 4 chàng trai. 

Hỏi có tất cả bao nhiêu cách xếp như vậy?  (Hai cách xếp được coi là khác nhau 

nếu tồn tại một chiếc ghế mà người ngồi ở chiếc ghế đó trong hai cách xếp là khác 

nhau). 

Lời giải. 

Cách 1. Trước hết ta chứng minh bổ đề. 

Bổ đề. (Bài toán chia kẹo của Euler) Cho k, n là các số nguyên dương.  Số nghiệm 

nguyên không âm của phương trình   x1 + x2 + … + xk = n là  1

1

k

n kC 

 
. 

Chứng minh: (Xem định lý). 

Trở lại bài toán.   

Đánh số thứ tự các ghế từ trái sang phải là 1, 2, …,17.  

Gọi  x1 là số chàng trai được xếp bên trái G1, x2 là số chàng trai ở giữa  G1 và G2, x3 là 

số chàng trai ở giữa  G2 và G3, x4 là số chàng trai ở giữa G3 và  G4, x5 là số chàng trai ở 

giữa G4 và  G5, x6 là số chàng trai được xếp ở bên phải  G5. Khi đó bộ số (x1, x2, …, x6) 

hoàn toàn xác định vị trí các cô gái và ta có 

1) x1 + x2 + … + x6 = 12 

2) 3 ≤ x2  

3) 1 ≤ x5 ≤ 4 

Đổi biến  y2 = x2 – 3 và y5 = x5 – 1 ta được  x1 + y2 + x3 + x4 + y5 + x6 = 8 

Với các ẩn không âm và có thêm điều kiện  y5 ≤ 3.  

Tiếp theo, sử dụng bài toán chia kẹo của Euler ở dạng  

x1 + y2 + x3 + x4 + x6 = 8 – y5 

ta được số cách phân ghế cho các cô gái là 
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  4 4 4 4

12 11 10 9 1161.C C C C     

Vì còn có 12 chàng trai có thể hoán đổi vị trí ở 12 chiếc ghế dành cho họ nên số cách 

xếp thỏa mãn yêu cầu bài toán là  12! 1161. 

Cách 2. Cũng đánh số thứ tự các ghế từ trái sang phải là 1,2, ,17.  Gọi 

1 2 3 4 5
,  ,  ,  ,  g g g g g là vị trí chỗ ngồi của các cô gái 

1 2 3 4 5
,  ,  ,  ,  G G G G G  tương ứng. 

Khi đó ta có 
1 2 3 4 5

1       17.g g g g g       Ngoài ra ta còn có 

2 1 5 4
3 – v  1 – 6.g g à g g    

Đặt 

  1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 1 5 4
  ,  ,  ,  ,  |  1 17,3 – ,1 – 6A g g g g g g g g g g g g g g         

thì ta cần tìm . A  

Đặt   

  

  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 1 5 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 1 5 4

  ,  ,  ,  ,  |  1       17,  3  –  ,  1  –    

   ,  ,  ,  ,  |  1       17,  3  –  ,  6  –    

B g g g g g g g g g g g g g g

C g g g g g g g g g g g g g g

        

        

 

thì rõ ràng ta có    \  A B C (vớiC B ), suy ra .A B C   

Để tính |B|, ta đặt  1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
( , , , , ) |1 13D h h h h h h h h h h        và xét ánh xạ  

   1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
:  ,  , , , , , 3, 3, 3, 4f B D f g g g g g g g g g g     thì dễ dàng kiểm 

chứng được f là một song ánh.  

Nhưng |D| bằng số cách chọn 5 phần tử ra từ 13 phần tử nên ta có |D| = 5

13C . Vậy  |B| = 

|D| = 5

13C . 

Một cách hoàn toàn tương tự, ta tính được | C | = 5

9C . Vậy số cách xếp chỗ cho 15 cô 

gái bằng   5 5

13 9 1161.C C  .  

Vì còn có 12 chàng trai có thể hoán đổi vị trí ở 12 chiếc ghế dành cho họ nên số cách 

xếp thỏa mãn yêu cầu bài toán là  12! 1161. 

Bình luận.  

 Bài toán chia kẹo Euler là một ứng dụng trực tiếp của phương pháp song ánh hết 

sức quan trọng để giải các bài toán tổ hợp. 

 Đây là một bài tổ hợp cơ bản. Các vấn đề này đã được trình bày khá kỹ trong 

các tài liệu bồi dưỡng học sinh giỏi. 
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 Ngoài các phương pháp trình bày ở trên, còn có thể trình bày theo lối hàm sinh, 

đa thức. Chẳng hạn số cách xếp 5 cô gái thỏa mãn yêu cầu đề bài chính là hệ số 

của x
8
 trong khai triển (1+x+x

2
+…)

5
(1+x+x

2
+x

3
). 

 Một sai lầm phổ biến có thể gặp là quên nhân 12!. 

 Trong lời giải, nên chứng minh chặt chẽ f (trong lời giải 2) là ánh xạ, sau đó 

chứng minh nó là song ánh.  

 Nếu không chứng minh lại định lý bài toán chia kẹo của Euler thì ít nhất cũng 

cần phát biểu rõ ràng định lý này.  

 Bài tập tương tự: Có bao nhiêu cách chọn ra k người từ n người xếp thành một 

hàng dọc sao cho không có hai người liên tiếp được chọn? 

Ví dụ 11.  Cho 
*, ,n k m thỏa mãn điều kiện 1 và 1<k n.m    Hỏi có tất cả 

bao nhiêu chỉnh hợp chập  k  
1 2

( , ,..., )
k

a a a của n  số nguyên dương đầu tiên mà 

mỗi chỉnh hợp 
1 2

( , ,..., )
k

a a a  đều thỏa mãn ít nhất một trong hai điều kiện: 

i) Tồn tại hai số {1,2,...,k}i j   sao cho i j  và 
i j

a a  

ii) Tồn tại {1,2,...,k}i  sao cho 
i

a i  không chia hết cho m  

Lời giải. Trước hết ta chứng minh bổ đề sau 

Bổ đề 3: Cho các số nguyên dương vàk n . Nếu A  là tập gồm các số 

nguyên dương a  không vượt quá n  và thỏa mãn n k  thì | |
n

A
k

 
  
 

.  

Chứng minh: Dễ thấy { ,2 ,..., },A k k mk  với m là số thỏa mãn điều kiện 

( 1) . (1)mk n m k    

Từ đó suy ra {1,2,..., }.A m  Vì thế | |
n

A m
k

 
   

 
(do (1)). 

Trở lại bài toán, 

Gọi A  là tập gồm tất cả các chỉnh hợp chập k  của n  số nguyên dương 

đầu tiên. Gọi *A  là tập gồm tất cả các chỉnh hợp thỏa mãn yêu cầu bài toán, và 

gọi B  là tập gồm tất cả các chỉnh hợp không thỏa mãn yêu cầu bài toán. Hiển 

nhiên ta có 
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* \ (1)A A B  

Xét tập B . Ta có 

1 2 1 2
{( , ,..., ) | ... ; - , {1,2,..., }}.

k k i
B a a a A a a a a i m i k        

Xét tương ứng 

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ( 1), 2( 1),..., ( 1)).

k k
a a a B a m a m a k m        

Ta chứng minh được tương ứng trên là một song ánh từ B  đến 
1

B , trong đó 
1

B  là 

tập gồm tất cả các bộ không có thứ tự 
1 2

( , ,..., )
k

b b b  thỏa mãn 

{1,2,..., ( -1)}
i

b n k m   và , {1,2,..., }.
i

b m i k   

Từ đó suy ra 
1

| | | | .B B   Mặt khác, theo bổ đề  ta có 
1

[ ]+k

| | .k

n k

m

B C


  Vì vậy, từ (1) 

ta được *

[ ]+k

| | ( 1)...( 1) .k

n k

m

A n n n k C


      

Chú ý:  Trong bài toán trên, khi cho m=2 ta sẽ có bài 3 của đề thi quốc gia 

chọn học sinh giỏi toán THPT năm 1996 (bảng A). 

III. BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

Bài  1.  Cho 
*, ,n k m thỏa mãn điều kiện 1 và 1<k n.m    Hỏi có tất cả bao 

nhiêu chỉnh hợp chập  k  
1 2

( , ,..., )
k

a a a của n  số nguyên dương đầu tiên mà mỗi 

chỉnh hợp 
1 2

( , ,..., )
k

a a a  đều thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

i) Tồn tại hai số {1,2,...,k}i j   sao cho i j  và 
i j

a a  

ii) Tồn tại {1,2,...,k}i  sao cho 
i

a i  không chia hết cho m  

Bài  2.  Cho các số 
*,n k và 1 , 3.k n n    Cho đa giác lồi 

1 2
, ,..., .

n
A A A  Hỏi 

có tất cả bao nhiêu cách tô màu k  đỉnh của đa giác đó sao cho trong mỗi cách tô 

không có hai đỉnh kề nhau nào cùng được tô màu. 

Hƣớng dẫn: 
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Gọi T  là tập gồm tất cả các cách tô màu thỏa mãn yêu cầu đề bài. Gọi 
1

T  

là tập gồm tất cả các cách tô màu thuộc T  mà trong mỗi cách tô, ta đều thấy đỉnh 

1
A  không được tô màu. Đặt 

2 1
\T T T . Hiển nhiên 

1 2
T T T   và 

1 2
.T T    Từ 

đó, theo bài toán trên, ta chứng minh được| | .k

n k

n
T C

n k





 

Bài 3. Cho ,m n  là các số nguyên lớn hơn 1. Cho S  là một tập hợp có n  phần tử, 

1 2, ,..., mA A A  là những tập con của S . Giả thiết rằng bất kì hai phần tử x  và y  

trong S  bao giờ cũng có một tập hợp iA  sao cho x  ở trong iA  và y  không ở 

trong iA  hoặc x  không ở trong iA  và y  ở trong iA . Chứng minh rằng 2 .mn   

Hƣớng dẫn:  Xét đơn ánh 1 2: {(x ,x ,...,x )|x {0,1}}m if S T    trong đó 

1 2( ) (x ,x ,...,x )mf x   thoả mãn 1ix   nếu x  ở trong iA  và  0ix   nếu x  không ở 

trong iA .  

Bài 4. Có một nhóm người mà trong đó, mỗi cặp không quen nhau  có đúng hai 

người quen chung, mỗi cặp quen nhau thì không có người quen chung. Chứng 

minh rằng số người quen của mỗi người là  như nhau. 

Hƣớng dẫn:  Giả sử ,a b  là hai người tuỳ ý. 

 Nếu a  quen b  thì  ,a b  không có người quen chung. Gọi ,A B  là tập các 

người quen của ,a b  tương ứng. Ta chỉ ra một tương ứng 1-1 giữa ,A B  

như sau: Với mỗi người tuỳ ý 'a A  thì 'a  không quen b  nên 'a  và b  có 

đúnghai người quen chung. Một trong hia người đó là a  người cón lại là 

c , một người quen của b  (hay c B ). 

 Nếu a  không quen b  thì  họ  có người quen chung là c . Khi đó 

| | | | | |A B C   (đpcm) 

Bài 5. Gọi  nC  là số hoán vị  f  của tập S {1,2,...,n}  thoả mãn 

f (i) i 1,i 1,2,...,n.   Gọi nE  là số hoán vị f  của S  sao cho 

f (i) i 1,i 1,2,...,n.   Chứng minh rằng n nE C . 
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Hƣớng dẫn:  Thiết lập song ánh f g :g(i) n 1 f (n i 1)     . 

Bài 6. Gọi  M  là số nguyên dương trong hệ thập phân có  2n  chữ số, trong đó 

có n  chữ số 1 và n  chữ số 2. Gọi  N  là số nguyên dương trong hệ thập phân có  

n  chữ số, trong đó chỉ có n các  chữ số 1, 2, 3, 4 và số chữ số 1 bằng số chữ số 

2. Chứng minh M N.  

Hƣớng dẫn:  Thiết lập tương ứng như sau 
1 2 n 1 2 n 1 2 nf : a a ...a b b ...b c c ...c . Trong 

đó,  1 2 n 1 2 na a ...a b b ...b M  và i i ic a b   theo qui tắc  

1 1 1

1 2 3

2 1 4

2 2 2

 

 

 

 

 

Khi đó, f  là một ánh xạ từ M vào N . Thật vậy, đặt   

i i

i i

i i

i i

X {i | (a ,b ) (2,1),1 i n},| X | x

Y {i | (a ,b ) (1,2),1 i n},| Y | y

Z {i | (a ,b ) (1,1),1 i n},| Z | z

T {i | (a ,b ) (2,2),1 i n},| T | t

    

    

    

    

 

thì số số 1 trong 1 2 n 1 2 na a ...a b b ...b  là x y 2z  , còn số số 2 là x y 2t  . Suy ra 

z t.  Vậy 1 2 nc c ...c  chứa số số 1 và số số 2 bằng nhau hay 1 2 nc c ...c N . Hơn 

nữa, 1 2 n 1 2 n 1 2 nf : a a ...a b b ...b c c ...c  là một song ánh ví phép toán quy ước xác 

định tương ứng 1-1 giữa (a,b)  và c . Vậy | M | | N |.  

Bài 7. Cho n  nguyên dương và r  nguyên dương thoả mãn r n r 1.    Giả sử 

X {1,2,...,n} . Có bao nhiêu tập con của X  có r  phần tử mà không có hai số tự 

nhiên liên tiếp nào. 

Hƣớng dẫn:  Gọi A  là tập các tập con của X,  có r  phần tử và không chứa hai 

số tự nhiên liên tiếp và B  là tập các tập con có r  phần tử của tập hợp 
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Y {1,2,...,n - r 1}  . Thiết lập song ánh 

1 2 r 1 2 3 rf :S {x ,x ,...,x } T {x ,x -1,x -2...,x -r+1}  . 

Trong đó 1 2 2 3 r 1 rS X,x 1 x ,x 1 x ,...,x 1 x        (vì S  không chứa hai số 

nguyên liên tiếp). 

Dễ thấy Y B  và tương ứng trên là một song ánh. (Tập T là tập có r phần tử và 

có thể có hai số tự nhiên liên tiếp). Vậy r

n r 1| A | | B| C     

Bài 8.  Cho tập S  gồm tất cả các số nguyên dương c  trong đoạn [1, ]n . Gọi T  là 

tập hợp tấ cả các tập con khác rỗng của S . Với mỗi X  thuộc T , gọi ( )m X  là 

trung bình cộng các phần tử của X . Tính  

( )

| |
X T

m X

m
T




 

Hƣớng dẫn: Ta thiết lập một ánh xạ   

f :T T

X f (X) {n 1- x,x X}



  
 

Khi đó, f  là song ánh nên m(X) m(f (X)),  do đó X T

(m(X) m(f (X)))

2m
| T |








 

mà  m(X) m(f (X) n 1.    Vậy 
n 1

m .
2


  

Bài 9.  Tính trung bình cộng các số tự nhiên N  gồm 2013 chữ số thoả mãn N  

chia hết cho 999 và các chữ số của N  nằm trong tập {1,2,3,4,5,6,7,8}. 

Hƣớng dẫn:  Gọi  X  là tập các số tự nhiên thoả mãn đề bài. Ta thiết lập một 

song ánh   

1 2 n 1 2 n

f : X X

x a a ...a f (x) (9 a )(9 a )...(9 a )



    
 

Rõ ràng x f (x) 99...9   nên trung bình cộng các phần tử của X  là 
99...9

.
2
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KẾT LUẬN 

Bài toán tổ hợp là bài toán có nội dung thực tế, lý luận hấp dẫn và lý thú, 

những điều nghe như là đơn giản nhưng giải đươc nó là một quá trình tư duy sâu 

sắc, ứng dụng ánh xạ sẽ làm rõ hơn cách giải toán rời rạc cho học sinh giỏi toán 

ở trường Trung học phổ thông, chuyên Toán. 

Do thời gian và năng lực bản thân còn hạn chế nên bài viết không thể 

tránh khỏi những sai sót. Rất mong sự nhận xét, góp ý của các thầy cô, đồng 

nghiệp và tất cả học sinh để bài viết có thể hoàn thiện hơn và trở thành tài liệu 

tham khảo tốt cho học sinh yêu toán. 

Xin chân thành cảm ơn. 
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