PHAÀN MÔÛ ÑAÀU

ÑAËC ÑIEÅM  CHUNG CUÛA BOÄ MOÂN HÌNH HOÏC


Kieán thöùc  veà boä moân toaùn  noùi chung, boä moân hình hoïc noùi rieâng ñöôïc xaây döïng theo moät heä thoáng chaët cheõ : Töø  heä thoáng Tieân  ñeà  ñeán  Ñònh nghóa caùc khaùi nieäm – Ñònh lyù – vaø Heä quaû  . 


Ñoái vôùi nhöõng baøi toaùn  thoâng thöôøng, hoïc sinh chæ caàn vaän duïng moät vaøi khaùi nieäm, ñònh lyù, heä quaû ñeå giaûi. 


Ñoái vôùi nhöõng baøi toaùn  khoù, ñeå xaùc ñònh höôùng giaûi ( cuõng nhö ñeå giaûi ñöôïc ) hoïc sinh  caàn  naém ñöôïc khoâng nhöõng heä thoáng kieán thöùc  ( lyù thuyeát ) maø coùùøn  caàn naém chaéc caû heä thoáng baøi taäp , söû duïng chuùng nhö nhöõng “Boå ñeà “.


Do ñoù ñeå giaûi toát caùc baøi toaùn hình hoïc, hoïc sinh caàn :


a/Naém chaéc heä thoáng kieán thöùc veà lyù thuyeát .


b/Naém chaéc heä thoáng baøi taäP .


c/Bieát caùch khai thaùc giaû thieát  nhaèm :


-Ñoïc heát nhöõng thoâng tin tieàm aån trong giaû thieát, naém chaéc, naém ñaày ñuû caùi ta coù, caùi ta chöa coù. Töøø ñoù  giuùp ta xaây döïng höôùng giaûi, veõ ñöôïc ñöôøng phuï cuõng nhö giuùp ta coù theå giaûi ñöôïc baøi toaùn baèng nhieàu caùch .


d/Bieát caùch tìm hieåu caâu hoûi ( keát luaän ) :

+Naém chaéc caùc phöông phaùp chöùng minh töøøng daïng toaùn ( trong ñoù caàn heát söùc löu yù ñònh nghóa caùc khaùi nieäm )

+Bieât  ñöa baøi toaùn veà tröôøng hôïp töông töï .

+Naém  ñöôïc yù nghóa cuûa caâu hoûi  ñeå coùùù theå chuyeån sang daïng töông ñöông. Ví duï ñeå chöùng minh bieåu thöùc M khoâng phuï thuoäc vò trí  cuûa  caùt tuyeán d khi  d quay quanh ñieåm O ta caàn chöùng minh  M = haèng soá .

Töøø ñoù caên cöù vaøo ñieàu ta coùùù vaø ñieàu ta phaûi chöùng minh ñeå ñònh höôùng giaûi  vaø giaûi baøi toaùn .      

Caùc baøi toaùn naâng cao trong taäp taøi lieäu naøy ñöôïc  phaân loaïi , saép xeáp  heä thoáng  theo  “Hình neàn “ maø ñaàu baøi cho  vaø treân cô sôû ñoù phaân thaønh nhieàu nhoùm khaùc nhau, qua ñoù giuùp cho chuùng ta coù theå tìm hieåu chuyeân saâu töøng chuû ñeà  vaø giuùp cho chuùng ta coù theå  thöïc hieän ñöôïc nhöõng yeâu caàu neâu treân cuõng nhö  giuùp  tra cöùu deã daøng hôn  .

PHAÀN A  :  TAM GIAÙC 

I.TAM GIAÙC THÖÔØNG  

1/ Tam giaùc toång quaùt 

2/  Tam giaùc – Phaân giaùc 

3/  Tam giaùc – Ñöôøng cao 

4/  Tam giaùc – Ñöôøng cao  - Phaân giaùc 

5/  Tam giaùc  - Trung tuyeán 

6/  Tam giaùc – Trung tuyeán – Phaân giaùc 

7/  Tam giaùc – Ñöôøng cao – Trung tuyeán 

8/  Tam giaùc – Ñöôøng cao – Trung tuyeán – Phaân giaùc 

9/  Tam giaùc – Ñöôøng cao  - Trung tröïc 

II/ TAM GIAÙC ÑAËC BIEÄT :

PHAÀN B : TÖÙ GIAÙC 


1/  Töù giaùc 


2/  Hình thang 


3/ Hình bình haønh 


4/ Hình chöõ nhaät 


5/ Hình vuoâng  

PHAÀN C : ÑÖÔØNG TROØN 
MOÄT SOÁ VÍ DUÏ 

PHAÀN A  :  TAM GIAÙC

I.TAM GIAÙC THÖÔØNG  

CHUÛ ÑEÀ 1 : TAM GIAÙC TOÅNG QUAÙT

I/ MOÄT SOÁ  BAÁT ÑAÚNG THÖÙC  HAY DUØNG
1/       
Caùc baát ñaúng thöùc  trong tam giaùc .

2/  
Baát ñaúng thöùc Coâ si  ( Aùp duïng ñoái vôùi caùc soá khoâng aâm )

3/
Baát ñaúng thöùc Bunhiacoâpxki


Cho 2n soá   a1 ; a2 ; …. ; an  ;  b1 ; b2 ; ….. ; bn  ta coù :    


( a1b1 + a2b2 + …. + anbn )2  (  ( a12 + a22 + … + an2 ) ( b12 + b22 + … + bn2 )


Daáu “ = “ xaûy ra  (  
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4/
Giaù trò lôùn nhaát cuûa toång hai soá    

a2 + b2   (   ½ ( a + b ) 2     (     a + b   (   
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  . Daáu “=” xaûy ra  (    a = b 

5/
Giaù trò lôùn nhaát cuûa tích hai soá 

a/     
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   .   Daáu baèng xaûy ra    (    a = b 

  
b/   ( a  + b )2   (  2 ab      Hay     
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6/  
a/
a2 + b2 + c2  <  2 ( ab + bc + ca )   

b/    a4 + b4 + c4  <  2 ( a2b2 + b2c2 + c2a2 )  


c/     a2 ( b + c – a )  + b2 ( c + a – b ) + c2 ( a + b – c )  ( 3abc 

7/  
( a+b-c )( b+c-a )( c+a-b ) (  abc 

8/  
a/   
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    b/   ( p – a ) ( p – b ) ( p – c )  (   
[image: image6.wmf]8

abc



c/    
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    d/     
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9/
a/    ma2 + mb2  (  
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b/    ma + mb + mc  (   
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10/
a/   
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II/  DIEÄN TÍCH TAM GIAÙC


Goïi  a , b , c laø ñoä daøi caùc caïnh ; ha , hb , hc  laø ñoä daøi  caùc ñöôøng cao , ma , mb  , mc laø ñoä daøi caùc ñöôøng trung tuyeán haï töø ñænh A , B , C  ; p laø chu vi  ; R , r  laø  baùn kính ñöôøng troøn ngoaïi  tieáp vaø ñöôøng troøn  noäi tieáp  ( ABC . 

1/
S = ½  ha.a =  ½  hb.b  =  ½  hc.c  .

2/
S = ½ absinC  = ½ bcsinA = ½ acsinB .

3/
S =  ½ pr  =  
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4/ 
S   (  
[image: image15.wmf]6

1

  ( cha + bhc + ahb ) 

5/ Cho a , b , c laø ñoä daøi ba caïnh cuûa tam giaùc , S laø dieän tích cuûa tam giaùc ñoù . Chöùng minh :


a/  a2 + b2 + c2  (  
[image: image16.wmf]3
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b/  2(ab + bc + ca )  (  
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6/ Chöùng minh raèng neáu taát caû caùc caïnh cuûa  moät tam giaùc  ñeàu nhoû hôn 1  thì dieän tích cuûa tam giaùc  nhoû hôn 
[image: image18.wmf]4
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III/ CHU VI TAM GIAÙC

1/ Trong taát caû caùc tam giaùc  cuøng caïnh ñaùy  vaø cuøng goùc ôû ñænh ñoái dieän vôùi caïnh aáy , tìm tam giaùc coùùù chu vi lôùn nhaát .

2/ Trong taát caû caùc tam giaùc coùùù chung ñaùy vaø ñænh thuoäc ñöôøng thaúng song song vôùi ñaùy , tìm tam giaùc  coùùù chu vi nhoû nhaát . 
 

3/ Tìm moät tam giaùc coùùù chu vi nhoû nhaát sao cho moät ñænh laø ñieåm A cho tröôùc  , coøn hai ñænh B vaø C naèm treân 2 ñöôøng thaúng  d1 , d2  cho tröôùc . 

IV/ TAM GIAÙC  - THEÂM MOÄT SOÁ  ÑIEÀU KIEÄN 

1/  Cho ( ABC . Töø ñænh A, veà phía BC keû hai ñöôøng thaúng, ñöôøng thaúng AD  taïo vôùi AB moät goùc  C, ñöôøng thaúng AE taïo vôùi AC moät goùc baèng goùc B . Chöùng minh ( ADE caân .

           
         




HÖÔÙNG DAÃN 
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a/  Neáu  goùc  A  nhoïn .








                          Xeùt ( ADB : ADB = 1800 – ( B + C ) = A 






Xeùt (AEC  :   AEC  = 1800 – ( B + C ) = A






ADE = B + C  ;  AED = B + C  ;   C – B = 2D = 600
(  AED = ADE       (    (ADE  caân 

E
B

     C         D



b/Neáu 
goùc A tuø  .

Xeùt hai tam giaùc ABD vaø  AEC : ADE = B + C  ; AED = B + C   (  ( AED  caân 


c/  Neáu  goùc  A  =  900   thì   D  (  E

2/ Chöùng minh raèng neáu caùc caïnh  a , b , c cuûa ( ABC  thoûa maõn  a2 = b2 + bc  thì caùc goùc A  vaø B thoûa maõn  goùc A =  2B  . 

HÖÔÙNG DAÃN
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C

Treân tia ñoái cuûa tia AC  laáy D sao cho : AD = AB = c . Töø   a2 = b2 + bc   ta  suy ra  : 
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  Suy ra :   ( CAB ~ ( CBD   (   CBA = CDB   ;   CAB = CBD = CBA + ABD 


Nhöng  A = 2 ABD  ( theo caùch döïng )  (   ABC =  ABD  


(   
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3/   Cho ( ABC coù goùc C  tuø vaø A = 2B . Ñöôøng thaúng qua B  vuoâng goùc vôùi BC caét AC taïi D . Goïi M laø trung ñieåm cuûa AB . Chöùng minh raèng AMC = BMD .

HÖÔÙNG DAÃN
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Töø C keû ñöôøng thaúng song song vôùi AB caét DM ôû I , caét DB ôû J . Ta coù : 
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  . Maø  AM = MB  neân CI = IJ . Maët khaùc  ( CBJ vuoâng ôû B neân IB = CI hay ICB = IBC .  Vôùi  ICB = CBA ta coù :  IBC = CBA . Do ñoù  IBA = CAB . Chöùng toû  ACIB laø hình thang caân. Töø ñoù :  AC = BI.  Do ñoù  : ( CMA = ( IMB (cgc)  (   AMC = BMD .

4/  ( ABC coù tính chaát  : toàn taïi P trong tam giaùc sao cho  PAB = 100 ; PCA = 300 ; PBA = 200 ; PAC = 400 . Tính caùc goùc B vaø C .
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HÖÔÙNG DAÃN
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Goïi A’ laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua BP . Suy ra  APA’ = 600  vaø ( APA’ ñeàu .

Goïi E laø giao ñieåm cuûa  PC VAØ BA’  , ta coù : 

PEA’ = 1200 = EA’C + ECA’   (  Töù giaùc AA’EP noäi tieáp ñöôøng troøn .

Töø ñoù ta coù : AEA’ = APA’ = 600  vaø do CEA’ = 600  neân ta suy ra BA’ laø ñöôøng trung rtöïc cuûa AC .  Vaäy A = C = 500  , B = 800 

BAØI  TOAÙN SUY LUAÄN

Ví duï :  Cho 7 ñoaïn thaúng , moãi ñoaïn thaúng coù ñoä daøi  m  vôùi  1 (  m < 13 vaø m nguyeân  . Chöùng minh raèng  coù theå choïn ñöôïc 3 trong 7 ñoaïn thaúng aáy ñeå duïng tam giaùc . Meänh ñeà treân coøn ñuùng hay khoâng  neáu chæ coù 6  ñoaïn thaúng ?

HÖÔÙNG DAÃN

Neáu a , b , c laø ba caïnh cuûa moät tam giaùc thì bao giôø cuõng coù  a <  b + c  ( 1 ) ; b < c + a ( 2 ); 

c < a + b  (3) . Giaû söû  a ( b  ( c  thì  (2) , (3)  nghieäm ñuùng  nhö vaäy chæ coøn ñieàu kieän ( 1 ) . Vaäy ta ruùt ra nhaän xeùt sau : 


Ba soá döông ñöôïc xem nhö soá ño cuûa ba caïnh  cuûa moät tam giaùc khi soá  lôùn nhaát  trong ba soá ñoù  nhoû hôn toång cuûa hai soá coøn laïi .


Goïi 7 ñoaïn thaúng ñaõ cho laø  m1 ;  m2 ;… ; m7   . Giaû söû  m1 (  m2 ( ….. ( m7 < 13 .

Neáu khoâng  choïn ñöôïc  3 trong 7 ñoaïn thaúng ñoù ñeå laøm caïnh cuûa tam giaùc thì töø nhaän xeùt treân ta coù  :


m3  (  m1 + m2 ( 1 + 1 = 2 


m4  (  m2 + m3 ( 1 + 2 = 3 


m5  (  m3 + m4 ( 2 + 3 = 5 


m6  (  m4 + m5 ( 3 + 5 = 8 


m7  (  m5 + m6 ( 5 + 8 = 13

Keát quaû m7  (  13  ( traùi gt ) , nhö vaäy toàn taïi  ba ñoaïn thaúng laøm caïnh cuûa moät tam giaùc  .


Khaúng ñònh treân khoâng coøn ñuùng  neáu chæ söû duïng 6 ñoaïn thaúng  . Thaät vaäy phaàn ví duï sau minh hoïa ñieàu naøy : Choïn m1 = m2 = 1  ; m3 = 2 ; m4 = 3 ; m5 = 5  ; m6 = 8 , khi ñoù  khoâng coù ba ñoaïn thaúng naøo  thoûa maõn (1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) .
CHUÛ ÑEÀ 2 : TAM GIAÙC – PHAÂN GIAÙC

1/ Cho ( ABC vôùi  AB > AC . Ñieåm M ( khaùc A ) thuoäc ñöôøng phaân giaùc trong vaø N ( khaùc A ) thuoäc ñöôøng phaân giaùc ngoaøi cuûa goùc A . Chöùng minh raèng :


a/  AB – AC > MB – MC 


b/  AB + AC < NB + NC .
2/  Ba ñöôøng phaân giaùc trong AD , BE , CF cuûa ( ABC gaëp nhau taïi O . Töø O döïng  OG vuoâng goùc vôùi  BC . 


a/Chöùng minh  goùc BOD = goùc  COG .      b/Tính  goùc BOC theo A .


c/Tính goùc GOD theo  goùc B vaø goùc C .  

3/ Cho ( ABC , caùc ñöôøng phaân giaùc AA’, BB’, CC’. Goïi L laø  giao ñieåm cuûa  AA’ vaø B’C’  , K laø giao ñieåm  cuûa CC’ vaø A’B’ . Chöùng minh :  BB’ laø phaân giaùc cuûa goùc  KBL .

4/ Cho ( ABC coù doä daøi 3 caïnh laø  a,b,c  vaø  la  , lb  , lc laø ñoä daøi 3 ñöôøng  phaân giaùc öùng vôùi caùc  caïnh  BC , CA , AB . Chöùng minh  :  
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HÖÔÙNG DAÃN
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Chuù yù vaø nhaän xeùt :




+ Ta coù theå taïo ra  moät ñoaïn  thaúng  baèng  b+c baèng caùch

            <2c                

töø  B  veõ tia Bx // Ac caét AC taïi E .
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+ Ta chöùng minh  
[image: image23.wmf])
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  vôùi caùc tröôøng hôïp coøn laïi ) baèng caùch tính  BE  ( lieân  

  



  quan ñeán  b , c , la ) .

            
Qua B  veõ ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng thaúng AD caét CA taïi E . ( ABE caân taïi E .  Xeùt ( ABE ta coù :  BE < AB + AE  = 2AB = 2c .


Xeùt ( CBE ta coù :  AD // BE  (  
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Chöùng minh töông töï ta coù : 
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Laáy  (1) + (2) +(3)  suy ra ñieàu phaûi chöùng minh .

5/ Cho tam giaùc ABC  coù caùc phaân giaùc AY , BZ , CX . Chöùng minh raèng : 


HÖÔÙNG DAÃN





Nhaän xeùt vaø chuù yù :






+ Baøi toaùn cho  caùc ñöôøng phaân giaùc  neân haõy chuù






yù ñeán tính chaát  ñöôøng phaân giaùc cuûa tam giaùc .

                                


+  Baøi toaùn  yeâu caàu chöùng minh moät baát ñaúng thöùc



                     

neân haõy chuù yù ñeán  caùc BÑT trong ñoù chuù yù ñeán  






BÑT Coâsi .

    Aùp duïng baát ñaúng thöùc Cosi cho 3 soá döông  
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    ta coù :

Theo tính chaát ñöôøng phaân giaùc  : 
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Daáu “=” xaûy ra khi vaø chæ khi  a = b = c  töùc ( ABC ñeàu .

6/ Cho ( ABC , ba ñöôøng phaân giaùc trong  AD , BE , CF . Chöùng minh ñieàu kieän caàn vaø ñuû  ñeå tam giaùc ABC ñeàu laø  SDEF = ¼ SABC .

8/  Cho ( ABC coù ñoä daøi ba caïnh laø a , b , c  . Veõ caùc phaân giaùc AD , BE , CF  .Chöùng minh 

     SDEF  (  ¼ SABC  , daáu “=”   xaûy ra    (  ( ABC  ñeàu .

TÍNH ÑOÄ LÔÙN CUÛA GOÙC

1/  Cho ( ABC , caùc ñöôøng phaân giaùc trong BD , CE . Tính soá ño caùc goùc cuûa tam giaùc neáu BDE = 240 , CED = 180 .

2/  Cho ( ABC  , caùc goùc  B vaø C coùùù tæ leä 3 : 1 , phaân giaùc cuûa  goùc A chia dieän tích tam giaùc  theo tæ soá 2: 1  . Tính caùc goùc cuûa tam giaùc .
HAI ÑÖÔØNG PHAÂN GIAÙC 

1/ Cho ( ABC coù hai ñöôøng phaân giaùc trong BD , CE caét nhau taïi I . Bieát  ID = IE . Chöùng minh  raèng hoaëc ( ABC caân taïi A hoaëc  BAC  = 600 .

HÖÔÙNG DAÃN


          A




        E’


   D
            E



    I


C


B

    AI laø ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc A . Khi ñoù  hai ( IEA vaø ( IDA coù theå xaûy ra hai tröôøng hôïp :

a/  ( IEA  = ( IDA . Khi ñoù : 

BAD = CAE  ; AD = AE ; BDA = CEA   (  ( ABD = ( ACE  ( g – c – g ) (  AB = AC  ( 

( ABC  caân taïi A .

b/ ( IEA vaø ( IDA  khoâng baèng nhau  (  ( ABC  khoâng caân ôû A . 


Khoâng maát tính toång quaùt ta  giaû söû  :  C > B  . Laáy ñieåm E’ treân AB sao cho  IE’ = IE = ID . (  ( IE’E caân   (  IE’E  = IEE’   (   BEI = IE’A = IDA  

Xeùt töù giaùc  ADIE coù  :  D + E  =  1800 (  A + DIE = 1800  (   A + BIE  = ICB  + IBC 

(  2A = 2ICB + 2IBC  = C + B  .  Maø  BIE + DIE = 180 0  vaø  A + B + C = 1800  (  A + 2A =  1800   (  A = 600  .

CÖÏC TRÒ

1/ Cho ( ABC vôùi AB ( AC  vaø AD laø ñöôøng  phaân giaùc trong . Laáy ñieåm M treân caïnh AB vaø ñieåm N treân caïnh AC sao cho BM.CN = k khoâng ñoåi ( k < AB2 ) . Xaùc ñònh vò trí cuûa  M , N sao cho dieän tích cuûa töù giaùc AMDN laø lôùn nhaát .

HÖÔÙNG DAÃN






Nhaän xeùt : 






1/  BM + CN  (  
[image: image33.wmf]2.

BMCN







2/  SAMDN = SAMD  + SADN






3/          M







       B         
                    E


Haï DH , DK vuoâng  goùc vôùi AB vaø AC . Ta coù : DH = DK = haèng soá  (  AD laø phaân giaùc cuûa goùc A )  


2SAMDN = 2SADM + 2SADN = DH.AM + DK.AN  = DH( AM + AN ) 

  = DH [AB+AC – (BM+CN)]   (1)


Aùp duïng baát ñaúng thöùc Coâsi  cho hai soá döông BM , CN :


BM + CN (  
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  , daáu “ = “  xaûy ra  (  BM = CN .  Thay vaøo (1)  ta ñöôïc : 

2SAMDN (  DH(AB+AC-
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Dieän tích  töù giaùc AMDN lôùn nhaát  khi BM = CN =  
[image: image36.wmf]k

 < AB  ( AC  .

Luùc ñoù  SAMDN  = ½ (AB+AC - 
[image: image37.wmf]k
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)  . Deã daøng döïng ñöôïc caùc ñoaïn thaúng BM , CN theo heä thöùc BM2 =  CN2  = k.1  ( trong ñoù 1 chæ 1 ñôn vò daøi ) .


Caùch döïng  :  Treân BC laáy E sao cho  BE = 1 . treân BF laáy H sao cho  BH = k . Döïng ñöôøng troøn ñöôøng kính  BE , döïng tia  Hx vuoâng goùc vôùi  BE caét ñöôøng troøn taïi M. BM coù ñoä daøi caàn döïng .

CHUÛ ÑEÀ 3 : TAM GIAÙC – ÑÖÔØNG CAO
1/ Cho ( ABC coù  a > b > c . Chöùng minh :



a/  ha  <  hb <  hc


b/  a + ha  (  b + hb 

2/ Cho ( ABC coù  ba caïnh laø a , b , c  vaø ba ñöôøng cao laø ha , hb , hc  . Chöùng minh raèng neáu  
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  thì tam giaùc ABC laø tam giaùc ñeàu  ( p laø nöûa chu vi  cuûa ( ABC  .

 3/ Chöùng minh raèng neáu moät tam giaùc  coùùù 2 caïnh khoâng baèng nhau  thì toång  cuûa caïnh  lôùn hôn  vaø  ñöôøng cao töông öùng lôùn hôn toång cuûa caïnh nhoû vaø ñöôøng cao töông öùng . 

4/ Cho  ( ABC coù caùc ñöôøng cao AA’ , BB’ , CC’ . Chieáu A’ leân AB , AC , BB’  vaø CC’ taïi I , J , K , L  . Chöùng minh 4 ñieåm I , J , K , L thaúng haøng . 

5/ Cho ( ABC , ñöôøng cao  AH  . Goïi   C’  laø ñieåm ñoái xöùng cuûa H qua  AB . Goïi   B’  laø ñieåm ñoái xöùng cuûa H qua  AC . Goïi giao ñieåm cuûa B’C’ vôùi AC vaø AB laø I vaø K  . Chöùng minh  BI vaø CK laø ñöôøng cao cuûa ( ABC . 

ÑÖÔØNG CAO – CHU VI  TAM GIAÙC

1/ Chöùng minh raèng moïi ( ABC  ta  ñeàu coù :  p2  (  ha2 + hb2 + hc2  ( p laø nöûa chu vi tam giaùc ABC )

2/ Cho ( ABC  . Xaùc ñònh caùc ñieåm  M , N , P  theo thöù töïï  thuoäc caùc caïnh  BC , CA , AB  sao cho chu vi  ( MNP laø nhoû nhaát .

ÑÖÔØNG CAO - BAÁT ÑAÚNG THÖÙC - CÖÏC TRÒ

1/ Cho 2 ñieåm  A , B coùùá ñònh  vaø ñieåm M di ñoäng  sao cho ( MAB  coùùù 3 goùc nhoïn  . Goïi H laø tröïc taâm cuûa  ( AMB , K laø chaân ñöôøng cao  veõ töø M . Tìm giaù trò lôùn  nhaát cuûa KH.KM .

CHUÛ ÑEÀ 4:  TAM GIAÙC – ÑÖÔØNG CAO  - PHAÂN GIAÙC
1/ Ñöôøng cao vaø ñöôøng phaân giaùc veõ töø ñænh A cuûa  (ABC  taïo thaønh moät goùc . Tính goùc ño  theo caùc goùc B vaø C cuûa tam giaùc ABC  ( hoaëc chöùng minh goùc ñoù baèng  nöûa hieäu  cuûa hai goùc  B vaø C )   

HÖÔÙNG DAÃN

          A


      Chuù yù vaønhaän xeùt :                


  





+  D luoân naèm giöõa  H vaø trung ñieåm M  ( seõ chöùng minh






ôû  phaàn sau )

 



+ Tìm caùch taïo ra moät goùc  baèng  B – C  hoaëc  tính  B-C .

  B       H   D  E            C

Caùch 1 :  Töø A veõ tia AE sao cho   CAE = BAH  . Suy ra : HAD = DAE , HAE = 2 HAD  






B = 900 – BAH






C = 900 –  HAE -  CAE

     



       B – C = HAE  =  2 HAD

Caùch 2  : 


B = 900 – BAH

C = 900 –  CAH

         


      B – C = CAH -  BAH  = CAD + HAD – ( BAD – HAD ) = 2 HAD 

1.1/  Cho ( ABC vaø ñöôøng phaân giaùc CE  . Töøø C keû ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi CE caét caïnh AB keùo daøi taïi D. Chöùng minh raèng goùc EDC baèng nöûa hieäu cuûa caùc goùc A vaø B . 

1.2/ Ñuôøng phaân giaùc ngoaøi keû töø ñænh A cuûa ( ABC taïo vôùi caïnh BC moät goùc   300 . Tìm hieäu cuûa caùc goùc C vaø B  (  Cho  AB ( AC )   .  
1.3/ Chöùng minh raèng trong moät  tam giaùc  neáu hieäu caùc goùc ôû ñaùy  baèng 900  thì ñöôøng phaân giaùc trong vaø ñöôøng phaân giaùc ngoaøi cuûa goùc ôû ñænh baèng nhau . 

CHUÛ ÑEÀ 5:  TAM GIAÙC  - TRUNG TUYEÁN

1/ Chöùng minh raèng trong moïi tam giaùc ta coù : 



[image: image39.wmf]5
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(mamb + mbmc + mcma )  <  ab + bc + ca  <  
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(mamb + mbmc + mcma )

HÖÔÙNG DAÃN 

       
         A

                  P

 N



       G

                       Q

                B
       M

 C


+ Trong moïi tam giaùc ta coù :  ma  + mb + mc  < a + b + c  

(  ma2  + mb2 + mc2 + 2(ma  + mb + mbmc  + mcma )  <  a2 + b2 + c2  + 2 ( ab + bc + ca )   ( 1 )

Do  :  ma2  + mb2 + mc2  = 
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Neân ( 1 )  (  2(mamb + mbmc + mcma )  <  
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 + 2 ( ab + bc + ca ) 

 <  
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(mamb + mbmc + mcma )  <  ab + bc + ca  ( * )

+ Keû PQ // AM ;  AM , BN , CP  laø 3 trung tuyeán cuûa ( ABC .  ( PQG  coù 3 caïnh laø : 
[image: image45.wmf]3

1

ma ; 
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mc   vaø 3 trung tuyeán laø  
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Aùp duïng baát ñaúng thöùc ( * )  vaøo ( PQG ta coù : 
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(mamb + mbmc + mcma ) .
2/  Cho ( ABC , trung tuyeán AM . Moät caùt tuyeán (  quay quanh troïng taâm G  caét AB , AC taïi P vaø Q . Chöùng minh  :   
[image: image60.wmf]AQ
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  khoâng phuï thuoäc vò trí cuûa ( . 

3/ Tam giaùc ABC coù  ¼ AC < AB < 4AC . Moät ñöôøng thaúng  ñi qua troïng taâm G cuûa  ( ABC , caét caùc caïnh AB , AC laàn löôït taïi E , F . Haõy xaùc ñònh vò trí  ñieåm E sao cho AE + AF ñaït giaù trò nhoû nhaát  . (  Môû roäng baøi  treân )

4/ Cho ( ABC , trung tuyeán AD . Töøø ñieåm M baát kyø treân BD veõ ñöôøng thaúng  song song vôùi AD caét AB taïi E , caét AC taïi F . Chöùng minh : 2AD = ME + MF . 
    




HÖÔÙNG DAÃN 






Chuù yù vaø nhaän xeùt :







+  2AD = ME + MF (  
[image: image61.wmf]2
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+ Taïo ra ñoaïn thaúng baèng  ME + MF .

BAÁT ÑAÚNG THÖÙC - CÖÏC TRÒ

1/ Coù toàn taïi hay khoâng moät tam giaùc  coù hai trung tuyeán  AD vaø CE nhoû hôn nöûa caïnh ñoái dieän .







HÖÔÙNG DAÃN


  B

AD < ½ BC ( AD <  DC  ( AD < DB  ; 

CE  < ½ AB  ( EC < AE 

Do ñoù :   DCA < DAC  ;  DBA < DAB  ( DCA + DBA < DAC + DAB ( 1800 – CAB  < CAB   (      CAB  tuø  neân CE > AC . Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi  giaû thieát , vaäy khoâng toàn taïi tam giaùc thoûa maõn  baát ñaúng thöùc :  CE + AD < ½ ( AB + BC)

3/Chöùng minh raèng trong moät tam giaùc  baát kyø ta coùùù  :
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DIEÄN TÍCH

1/  Tìm tæ soá dieän tích cuûa tam giaùc ABC vôùi dieän tích cuûa tam giaùc khaùc coù caïnh baèng caùc trung tuyeán cuûa ( ABC .  

                   B                                       HÖÔÙNG DAÃN



        M



SBOF = ½ OH.BF


F          O        



SABC = ½ CK.AB = ½ 3OH.2BF = 3OH.BF






       (  SBOF = 1/6 SABC
        A           E
      C

                       
    


Keùo daøi  BE theâm  moät  ñoaïn  ED = EO   (  Töù giaùc  AOCD laø hình bình haønh  . Ta coù :  OD = 2/3 BE  ;  CD = OA = 2/3 AM  ; OC = 2/3 CF    (   ( CDO   ñoàng daïng vôùi  tam  giaùc coù ba caïnh  baèng trung tuyeán cuûa  ( ABC .  Goïi S’ laø dieän tích cuûa tam giaùc naøy  . Ta coù : 
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   (  S’ = 9/4 SCDO  . Maët khaùc  6 tam giaùc nhoû OBF , OFA …  coù dieän tích  baèng 1/6 SABC     (  SCDO = 1/3SABC    (     
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2/ Cho ( ABC coùùù dieän tích baèng  ñôn vò  . Trung tuyeán CF . Veõ AD ( D naèm treân  caïnh BC ) caét  CF  taïi M sao cho  FM  =  ¼ CF . Tính dieän tích  cuûa ( ABD .  

CHUÛ ÑEÀ 6:  TAM GIAÙC – TRUNG TUYEÁN – PHAÂN GIAÙC

1/ Cho  tam giaùc trong ñoù  coùùù moät goùc tuø . Thaønh cho raèng  trung tuyeán keû töøø ñænh cuûa goùc nhoïn  cuûa tam giaùc ñoàng thôøi coùùù  theå laø ñöôøng phaân giaùc cuûa  goùc nhoïn ñoù .  Coùùâng cho raèng ñieàu ñoù  khoâng theå coùùù ñöôïc .  Hoûi baïn naøo noùi ñuùng ? Vì sao ?  

  B 



HÖÔÙNG DAÃN



D


A


  C

Caùch 1  : Trong ( ABC  ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc nhoïn A  cuõng laø ñöôøng trung tuyeán  , do ñoù  ( ABC caân  taïi A .  Maø  goùc   B  > 900  ( gt )   (  goùc C  =  goùc B  > 1800  ( voâ lyù ) .

Vaäy  Coâng noùi ñuùng . 

Caùch 2 :  Giaû söû Thaønh noùi ñuùng  töùc laø  
[image: image65.wmf]1
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  (  AB = AC  ñieàu naøy voâ lyù vì traùi giaû thieát , do ñoù Thaønh noùi sai .

2/ Cho ( ABC coù  BC < BA  , ñöôøng trung tuyeán  BD , ñöôøng phaân giaùc  BE  . Ñöôøng thaúng  qua C vuoâng goùc vôùi BE ôû F vaø caét  BD ôû G . Chöùng minh raèng  DF ñi qua trung ñieåm  cuûa  ñoaïn  thaúng GE .

HÖÔÙNG DAÃN



Goïi K laø giao ñieåm cuûa CG vôùi AB , khi ñoù  ( BCK caân ôû B neân  F laø trung ñieåm cuûa cuûa CK . Töø ñoù  FD // AB  vaø FD = ½ AK . 

Töø  ( BGK ~ ( DGF (  
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 (1) .

Aùp duïng tính chaát  ñöôøng phaân giaùc trong ( ABC ta coù :  


[image: image69.wmf]EA

EC

BA

BC

=

   (  
[image: image70.wmf]BCEC

BCABCA

=

+

   (2)    (  
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Töø (1 ) vaø (2) ta suy ra  :  
[image: image72.wmf]CD
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    (  GE // BC . Vì  DF ñi qua trung ñieåm cuûa BC neân noù cuõng  ñi qua trung ñieåm cuûa GE .

Caùch 2 :

 Ta coù  :  ( KBC laø tam giaùc caân taïi B  (  FK = FC   (  DF // AK  vaø  DF = ½ AK 
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= 
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       (      GE // BC . 

Vì  M laø trung ñieåm cuûa BC  neân DF chia  ñoâi GE .

TÍNH ÑOÄ LÔÙN

1/    Tam giaùc ABC coù ñöôøng trung  tuyeán  BM vaø ñöôøng phaân giaùc CD caét nhau taïi K sao cho KB = KC . Bieát  BAC = 1050 . Tính caùc goùc ABC , ACB .

HÖÔÙNG DAÃN





Döïng AH ( BC , noái HM . Khi ñoù   MH = MA = MC  suy ra  MHC =  MCH = 2BCK . Theo giaû thieát KB = KC ( KBC = KCB . Vaäy  coù  MHC = 2KBC  (1)  . Maët khaùc  MHC = KBC + HMB  (2) . TöØ (1 ) vaø (2)  suy ra  KBC = HMB   hay   ( HMB   caân taïi H  (  MH = HB .


Giaû söû  HA > HB  , luùc ñoù  ABH > BAH  (  BAH < 450  vaø ABH >450  . Vì  BAH + CAH = 1050  neân  CAH >600  . Tam giaùc AMH caân ñænh M suy ra  AHM  = HAM > 600  (  AMH < 600  . Do ñ1o  HA < MH = HB ( maâu thuaãn ) . Töông töï  neáu HA < HB  ta cuõng gaëp ñieàu maâu thuaãn  . Vaäy HA = HB  ( ( AHB vuoâng caân taïi H . Töø ñoù  ABC = 450  ; ACB = 300  .
2/ Cho ( ABC vôùi AB ( AC  . Goïi AD , AM laàn löôït laø ñöôøng phaân giaùc  , ñöôøng trung tuyeán cuûa ( ABC . Chöùng minh raèng  :
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3/ Cho ( ABC vôùi  AB > AC . Ñieåm M ( khaùc A ) thuoäc ñöôøng phaân giaùc trong vaø N (khaùc A ) thuoäc ñöôøng phaân giaùc ngoaøi cuûa goùc A . Chöùng minh raèng :


a/  AB – AC > MB – MC 


b/  AB + AC < NB + NC .
CHUÛ ÑEÀ 7:  TAM GIAÙC – ÑÖÔØNG CAO – TRUNG TUYEÁN
1/ Tính caùc goùc cuûa moät tam giaùc  bieát ñöôøng cao vaø ñöôøng trung tuyeán xuaát phaùt töø moät ñænh  chia goùc ôû ñænh ra laøm 3 phaàn baèng nhau . 

2/  Cho ( ABC coùùù 3 goùc nhoïn  . Goïi AH laø ñöôøng cao lôùn nhaát  trong 3 ñöôøng cao cuûa tam giaùc . BE laø trung tuyeán  keû töøø ñænh B . Bieát raèng AH = BE . Chöùng minh  goùc  B  nhoû hôn hoaëc baèng  600  . Khi naøo thì  goùc B = 600 . 

                     B



HÖÔÙNG DAÃN



          I


H
       

             

       K’’

   C



     A  


Töø E      haï  EK’ ( BC , EK’’ (  AB .  Ta coù  EK’ = ½  AH  .  MaØ AH = BE  ( gt ) 

· EK’ = ½ BE     (  ( BK’E  laø nöûa tam giaùc ñeàu .

· goùc BEK’ =  600  , goùc EBK’  =  300  .

Haï CI ( AB  , ta coù : EK’’//=1/2 CI .   

EK’’ ( ½ AH (  AH laø ñöôøng cao lôùn nhaát )

EK’’ ( ½ BE

· goùc  EBA  (  300   Vaø   goùc B =  EBC  + EBA  (  600  

Muoán  goùc  B =  600  thì  AH = CI   ( ( ABC  caân vaø  goùc B =  600  ( ( ABC laø tam giaùc ñeàu  .

3/    Goïi P laø trung ñieåm caïnh BC cuûa ( ABC  vaø  BE , CF laø hai ñöôøng cao . Ñöôøng thaúng qua A vuoâng goùc vôùi PF caét ñöôøng thaúng CF taïi  M  . Ñöôøng thaúng qua A vuoâng goùc vôùi PE caét ñöôøng thaúng BE taïi N  .  Goïi K vaø G laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BM , CN . Goïi H laø giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng KF  vaø GE . Chöùng minh raèng AH ( EF .

HÖÔÙNG DAÃN





     Chöùng minh : ( AMI caân (  KF laø ÑTB cuûa ( MBI








( ANI caân (  EG  laø ÑTB cuûa ( NIC








(  FH  ( AC ; EH ( AB 
CHUÛ ÑEÀ 8:  TAM GIAÙC – ÑÖÔØNG CAO – TRUNG TUYEÁN – PHAÂN GIAÙC
1/ Cho ( ABC  vôùi caùc trung tuyeán , phaân giaùc , ñöôøng cao döïng töø  moät ñænh chia goùc ôû ñænh ñoù thaønh 4 phaàn baèng nhau .  Tính caùc goùc cuûa ( ABC . 

                   A   



HÖÔÙNG DAÃN

          B      H    D            M                          C

     Böôùc 1 : Chöùng minh  D naèm giöõa H vaø M .             Böôùc 2 : Tính caùc goùc cuûa tam giaùc .

2/ Kyù hieäu  la , lb  , lc , ma , mb , mc  , ha , hb , hc töông öùng laø ñoä daøi caùc ñöôøng  phaân giaùc , ñöôøng trung tuyeán , ñöôøng cao  ñöôïc  keû  tôùi caùc caïnh a , b , c cuûa tam giaùc ABC . Chöùng minh :   

HÖÔÙNG DAÃN

   A

       B


        C

Döïng ñöôøng troøn ngoaïi tieáp ( ABC , keùo daøi ñöôøng phaân giaùc AP  caét ñöôøng troøn taïi N . N laø ñieåm  chính giöõa cuûa cung  BC  do ñoù : MN ( BC  taïi trung ñieåm M cuûa  BC , hay  AH//MN . Suy ra P naèm treân ñoaïn HM  , do ñoù  AH ( AP  (  AM  , nghóa laø : ha (  la (  ma .

Töø ñoù ta ñöôïc  ha + la  (  2ma .

Chöùng minh töông töï ta ñöôïc  : hb + lb  (  2mb   ;   hc + lc  (  2mc 
Ñeå yù raèng  hi  + li =  2mi    (  hi  =  li  =  mi    (   ( A1A2A3   caân taïi ñænh AI 

Suy ra  


              chöùng minh töông töï ta  ñöôïc 2 baát ñaúng thöùc töông töï  . 

Coäng töøng veá caùc baát ñaúng thöùc ñoù  vaø aùp duïng baát ñaúng thöùc coâ si  cho 3 soá döông  ta ñöôïc  :

Daáu baèng xaûy ra  khi vaø chæ khi ( ABC laø tam giaùc ñeàu  suy töø caùc ñaúng thöùc 

hi  + li  =  2mI    ( i = 1 , 2 , 3 )  vaø 

3/ Cho tam giaùc nhoïn ABC khoâng ñeàu . Keû ñöôøng cao AH , trung tuyeán BM , phaân giaùc CL  cuûa ACB . Trung tuyeán BM caét AH vaø CL laàn löôït taïi P vaø Q . CL caét AH taïi R . Chöùng minh raèng ( PQR khoâng phaûi laø tam giaùc ñeàu .
CHUÛ ÑEÀ 9 : TAM GIAÙC – ÑÖÔØNG CAO  - TRUNG TRÖÏC

1/  Cho ( ABC , O laø giao ñieåm caùc ñöôøng trung tröïc cuûa 3 caïnh , H laø tröïc taâm cuûa tam giaùc , M laø trung ñieåm cuûa BC . 

a/  Chöùng minh : AH = 2 OM .  

b/  Chöùng minh ba ñieåm H , O , G  thaúng haøng  ( ñöôøng thaúng Ô Le ) .

2/ Cho tam giaùc ABC nhoïn coù A = 600  . Goïi H  laø  tröïc taâm cuûa ( ABC . Goïi M , N  laàn löôït laø giao ñieåm  cuûa ñöôøng trung tröïc cuûa  BH  vaø CH vôùi AB vaø AC . Chöùng minh  raèng ba ñieåm  M , N  , H thaúng haøng .

3/ Cho ( ABC coù ABC = 300 ; ACB = 200  . Ñöôøng trung tröïc cuûa AC caét BC ôû E , caét tia BA ôû F . Chöùng minh raèng  AF = EF vaø AC = BE .

HÖÔÙNG DAÃN



a/ Goïi K laø giao ñieåm cuûa AC vaø EF . ( EAC caân taïi E  (  EAK = ECK = 200 . Maët khaùc  FAC = ABC + ACB = 500  (  FEA = 700 . (1) ; AEK = KEC = 900 – KCE = 700  (2) .

Töø (1) vaø (2)  ta  suy ra  ( FAE caân taïi F  (  AF = EF .


b/ Caùch 1 : 


Haï EH ( AF     ( H  ( AF )  . Ta coù AK = EH  ( do ( FAE caân )  . trong tam giaùc vuoâng BHE coù B = 300  (  EH = ½ BE . Maët khaùc  AK = ½ AC (  AC = BE .


Caùch 2 :  Treân tia KE laáy P sao cho ( PAC laø tam  giaùc ñeàu . Ta coù : FAP = FAC + CAP = ABC + ACB + CAP = 500 + 600 =1100  ;  FEB = 900 + ECK = 1100   (  FAP = FEB . Töø ñoù suy ra  ( FAP = ( FEB  ( g.c.g)  (  BE = AP = AC .
TÍNH ÑOÄ LÔÙN CUÛA GOÙC .

1/ Cho ( ABC . Döïng ñoaïn thaúng BD sao cho  ABD = 600  , BD = BA  vaø tia BA naèm giöõa hai tia BC , BD . Döïng  ñoaïn thaúng BE sao cho  CBE = 600  , BE = BC  vaø  tia BC naèm giöõa hai tia  BA , BE . Goïi M laø trung ñieåm cuûa DE , P laø giao ñieåm cuûa hai ñöôøng trung tröïc  cuûa caùc ñoaïn thaúng BA vaø BD . Tính  caùc goùc cuûa ( CMP .

HÖÔÙNG DAÃN





Töø giaû thieát  ta suy ra  caùc ( ABD vaø ( BCE ñeàu naèm phía ngoaøi ( ABC . treân tia ñoái cuûa tia MP laáy  ñieåm N sao cho  MN = MP . Ta coù  ( PMD = ( NME ( c.g.c) (  PD = NE  vaø PD // NE , maø PD ( AB  ( EN ( AB  . Haï EH ( BC  ta coù  NEH = ABC (  PBC = NEC . Töø ñoù  ( PBC = ( NEC (c.g.c )   (  CP = CN . Maët khaùc PCB = NCE ( PCN = BCE 600  (  ( CPN laø tam giaùc ñeàu . Vì M laø trung ñieåm cuûa  PN neân PMC = 900  ; MPC = 600 ; PCM = 300 .

TAM GIAÙC CAÂN

1/ Cho giaùc  caân ABC ( AB=AC ) . Töøø trung ñieåm H  cuûa BC haï  HE vuoâng goùc vôùi AC .Goïi O laø trung ñieåm cuûa HE . Chöùng minh raèng  AO  (  BE .   

                      A


HÖÔÙNG DAÃN




     D




        E




         F


     B                 H                  C

Caùch 1 :  Haï BD ( AC  .  ( CDB ~ ( CEH ~ ( HEA  

E vaø O laø trung ñieåm cuûa  cuûa caùc caïnh  töông öùng cuûa hai tam giaùc  ñoàng daïng  CDB , HEA   (   ( CEB ~ ( HOA  (  ( CDB ~ ( HEA  (  
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[image: image77.wmf]HA
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   (  ( CEB ~ ( HOA  (  CBE = HAO

Xeùt  hai tam giaùc BHI vaø  AKI  cho ta :  AKI = 900 

Caùch 2 :   Töø  H keû HF // BE  (  FE = FC  ( OF // HC (  OF ( AH .

Xeùt ( AHF  coù hai ñöôøng cao gaëp nhau  taïi O (  AO ( HF  hay  AO ( BE .

2/  Cho giaùc  caân ABC ( AB = AC ) , trung tuyeán CE . Keùo daøi AB theâm moät ñoaïn BD = AB . Chöùng minh  : CE = 1 / 2 CD .   

                           A


HÖÔÙNG DAÃN



E
 F’


     B
                   C



    F       Caùch 1 :  Goïi F laø trung ñieåm cuûa CD  , ta coù :  BF //=  ½ AC



(   BF = BE  ; CBF = ACB  ( so le trong )

               

(  CBF = ABC  ( ( BEC = ( BFC   ( cgc )    (  CE = CF  (  CE = ½ CD 

Caùch 2 : Veõ trung tuyeán BF’ . BF’ laø ñöôøng trung bình cuûa ( ADC  .  BF’ = CE = ½ CD

3/  Cho tam giaùc ABC caân taïi C . Keû trung tuyeán CM vaø phaân giaùc AD . Tính goùc  C  bieát  AD = 2 CM  .  

    F




HÖÔÙNG DAÃN 



       C





                

   A                         M                     B


Veõ Ax ( AB  caét BC taïi F  . Ta coù :  CM = ½ FA   (  AF = AD  (  ( FAD caân  taïi F  .


(  F = MCB = MCA = ADC  .  Vì    ADF  =  B + ½ A = 3/2 B  (    MCB =  3/2 B

 Vaø  :     MCB + B = 900     (  5/2 B = 900    (  B = 360  ;  C  = 1080
4/  Cho giaùc  caân ABC ( AB=AC ) . Döïng  tia Bx trong tam giaùc vaø tia  Cy ngoaøi tam gíac  caét nhau taïi M sao cho  goùc ABx  baèng  goùc ACy  .  Chöùng minh goùc BMA = goùc  AMy .

A’ 




HÖÔÙNG DAÃN



 A



   M

B
  H                 C

Caùch 1 :    Veõ tia Bx’ ngoaøi tam giaùc  caét Cy  taïi A’  sao cho  A’BA = ABX .

( A’BC  caân taïi A’   (  A , A’  cuøng naèm treân ñöôøng trung tröïc cuûa BC  

· A’A  laø phaân giaùc cuûa  BAM . 

· A  laø giao ñieåm ba ñöôøng phaân giaùc  cuûa ( A’BM 

· Ñieàu phaûi chöùng minh .

Caùch 2 :   Treân Cy laáy H’’ sao cho  CH’’ = BM  

( ABM = ( ACH’’  (  AM = AH’’  vaø  HAM = AMB   (  ñpcm .

Caùch  3  :  Haï AH ( Bx  , laáy  HH’  = BH . 

Xeùt ( BA’M  coù A laø giao ñieåm phaân giaùc trong vaø  2 ñöôøng phaân giaùc  ngoaøi  (    ñpcm .

5/  Cho ( ABC  caân taïi A ,  goùc A = 800  . Trong  ( ABC laáy moät ñieåm  M sao cho  goùc MBC = 100  , goùc MCB = 300 . Tính goùc AMB .   

HÖÔÙNG DAÃN




I




A



D




      E







  M

B





       C




  H

Caùch 1 :  Veõ ñöôøng cao AH  . AH cuõng laø ñöôøng cao , ñöôøng phaân giaùc , ñöôøng trung tröïc .

( EBC = ECB =  300  ( EBM = 200  , ABE = 200 ; EMB = 400  (  AEB = MEB = 1200  .

( ( AEB = ( MEB    (  AB = BM   ( AMB = 700
Caùch 2 : Veõ tam giaùc ñeàu  BIC  . ( BAI = ( CAI  ( BAI = 1400  , IBA = 100   

( ( IBA = ( CBM  (  AB = MB   ( ( ABM caân  taïi B      (  AMB = 700 

6/  Cho ( ABC caân taïi A coùùù  goùc A = 80 0 . trong tam giaùc laáy ñieåm M sao cho  goùc  ABM = 100  , goùc ACM   = 200  . Tính goùc AMB .  



            A   


HÖÔÙNG DAÃN 



           
    M










                                    Haï ñöôøng cao AH  caét CM taïi K  .Ta coù :  KBC = KCB = 300 

· MBK = MBA = 100 

· BKM = 600  ; MKA = HKC = 600  

· M  laø giao ñieåm  hai ñöôøng phaân giaùc  trong  cuûa ( ABC  neân  AM laø phaân giaùc  cuûa goùc A   (   BAM = 20 0   (   AMB = 1500
7/ Cho giaùc  caân ABC ( AB=BC )  coùùù goùc BAC = goùc  BCA = 800  . Töùùø caùc ñænh  A vaø C döïng 2 ñöôøng thaúng  caét caùc caïnh ñoái taïi caùc ñieåm töùùông öùng  D vaø E sao cho  goùc CAD = 600  , goùc ACE = 500 . Tính goùc ADE . 

HÖÔÙNG DAÃN



   B


Ta coù ( EAC  coù :  AEC = ACE = 500    neân ( EAC  caân taïi A . Veõ tia  CF sao cho  goùc ACF = 600  caét  AD taïi O .

· ( OAC  laø tam giaùc ñeàu   (   AOF = 1200 

· OA = OC = AC   (  OE = OA  (  ( EAO  caân  .

Vì   EAO = 200  (  EOA =  800   (  EOF = 400 

Maø  AFC = 400 (  ( FEO caân   (   EF = EO 


( FOA = ( DOC  ( g.c.g )    (  OF = OD   vaø  FOD  = 600 

· ( FDA  laø tam giaùc ñeàu  (  ( EFD = ( EOD  ( c.c.c)  

· FDE = EDO = 300 

8/
Cho  (ABC caân taïi A  . Haï BM ( AC . Chöùng minh raèng  : 
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HÖÔÙNG DAÃN

           




Tính  MC , AM  (  
[image: image79.wmf]MC
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Caùch 1 : Laáy E ñoái xöùng vôùi  C qua A  . ( BCE vuoâng taïi B . Ta coù :  


 

                                 


   (1)


Maët khaùc  AM = AC – MC = 


                              ( 2)

           


Töø (1) vaø (2) ta coù : 

Caùch 2 : Haï AH ( BC  .Ta coù :   ( AHC ~ ( BMC  (  
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9/  Cho giaùc  caân ABC ( AB=AC ) , A = 200  . Goïi O laø giao ñieåm  3 ñöôøng trung tröïc  . BO caét AC taïi D . Chöùng minh  AD = BC . 


              A



HÖÔÙNG DAÃN 


         B

  H
    C

Caùch 1 :  Döïng tam giaùc ñeàu BIC  , I naèm treân AH .  Ta coù :  IB = IC = BC 


Tam giaùc  OAB  caân   (   BAO = OBA  = 100   (   OBI = 100 

· ( AOD = ( BOI  ( g.c.g )

· AD = BI     (   AD = BC 

Caùch 2 :   Döïng tia Bx sao cho  OBx = 100   caét ñöôøng troøn O taïi E  . 


A = ABE = 200      (  cung AE = cung  BC    (  AE = BC  .


D naèm treân ñöôøng trung tröïc cuûa AE   neân  (  ADE caân  .  MaØ  EAC = EBC = 600 

(  tam giaùc ADE laø tam giaùc ñeàu  .  Vì AE = BC   (  AD = BC .

9/  Cho ( ABC  caân taïi A . Treân AB laáy  I , treân AC  laáy J sao cho  AI = CJ . Chöùng minh  IJ ( ½ BC . 


      A



HÖÔÙNG DAÃN 


  I



         J

     

a/  Caùch 1 :   Haï IH ( BC  , JK ( BC  (  IJ (  HK 

Veõ  JL // AB  (  L  treân BC )   (   goùc B = JLC = C  . ( BJC caân  (  JL = JC = AI   (   AILJ  laø hình bình haønh   ( AJ = IL = IB 

· ( BIL  caân   (  HL = BH = ½ BL  ;  KL = KC = ½ LC 

· HK = BC – ( BH + KC )  = BC – ( ½ BL + ½ LC ) = BC – ½ BC = ½ BC   (  IJ   (  ½ BC 

Caùch 2 :    
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   (  BH + CK = BM = ½ BC     hay   HK = ½ BC .

10/ 
Cho ( ABC  caân taïi A . Laáy ñieåm D  ( khaùc A ) sao cho  AD // BC  .  Chöùng minh raèng  

DB + DC > AB + AC

11/ Cho ( ABC caân taïi A  . Laáy caùc ñieåm E , F  (khaùc  B , C  ) treân ñöôøng thaúng BC sao cho  BAC = EAF . Chöùng minh raèng  AE + AF > AB + AC   ( 2 ) .

HÖÔÙNG DAÃN







+ Neáu E , F ñeàu  naèm ngoaøi hoaëc coù  1 ñieåm ôû ñaàu muùt   ñoaïn BC thì (2 ) ñuùng  .






       + Neáu E naèm trong ñoaïn BC ( vôùi E hoaëc gaàn B hoaëc gaàn C ) 

Laáy H , P treân  BC sao cho  AH ( BC , HE = HP  ( EAH = PAH . Deã thaáy  AC laø tia phaân giaùc  cuûa PAF  . Goïi M laø trung ñieåm cuûa PF . Theo baøi toaùn 2 ta coù  AB + AC  = 2AC (  2AM < AP + AF = AE + AF .
12/ Cho ( ABC caân taïi A . Laáy ñieåm M  thuoäc caïnh AB  . 

a/ Keùo daøi moät ñoaïn CN = BM . Chöùng minh raèng  AM + MN  + NA > AB + BC + CA .

b/ Döïng ñöôøng thaúng BP // CM caét tia AC taïi P . Chöùng minh raèng  AM + MP + PA > AB + BC + CA .

HÖÔÙNG DAÃN



                    a/  Döïng MH ( BC vaø NK ( BC  . Ta coù : ( MBH = ( NCK






(  BH = CK  ( BC = HK  . 






Ta coù :   MN = ME + EN > HE + EK = HK .






Töø ñoù  AM + AN > AB + AC + BC  .

b/  Döïng ( CSP  vôùi CS // AB  ; PS // BC  vaø PB caét ñoaïn 






CS taïi Q . 



    Ta coù :  BM = CQ < CS = CP . Maët khaùc   CN = CQ < CP  neân






MN < MP . Töø ñoù  AM + MP + PA > AM + MN + AC + CN >






AB + BC + CA .

13/ Cho tam giaùc caân ABC ( AB = AC ) , 
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  . Goïi  M laø trung ñieåm cuûa HB , N laø trung ñieåm cuûa CB . AN vaø CM caét nhau taïi K . Chöùng minh  :    AK = 2 KM  .   

HÖÔÙNG DAÃN

                   C








 A


     B




 
 

O laø troïng taâm cuûa ( ABC .  AH = 2HM = 
[image: image90.wmf]2
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Haï HP ( AN , HQ ( KM .  Keùo daøi KM theâm moät ñoaïn  MK’ = KM   . Ta coù :  H laø troïng taâm cuûa ( KAK’  (  KH  ñi qua H’  laø trung ñieåm cuûa AK’ . 

(   KA = 2KM  (  ( AKK’ caân   (  AKH = HKK’  (  H’P = HQ 

SAOH = 1/3 SACH = 1/6 SABC = 1/6.1/2 
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     suy ra  ñieàu phaûi chöùng minh .
DIEÄN TÍCH 

1/   Cho tam giaùc ABC  caân taïi C . Cho bieát     
[image: image99.wmf]AB
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b/       S’ (  
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                                                          HÖÔÙNG DAÃN 





Nhaän xeùt : 
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a/ SCPN = S1   ; SAMP = S2  ; SBMN = S3 .   Ta coù :  S2 = S3 .


S’ = S – S1 – S2 – S3 

           
  Vì AN  laø phaân giaùc neân ta coù :  
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           Tam giaùc CPN ñoàng daïng vôùi tam giaùc  ABC  (  
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( SAPM  + SBMN  =   
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SMNP = S – 
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b/  Ta coù  : 
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2/ Töøø caùc ñænh B , C cuûa tam giaùc caân ABC  ( AB = AC )  ta noái vôùi trung ñieåm O  cuûa ñöôøng cao haï töø ñænh A . Caùc ñöôøng thaúng ñoù  caét AB , AC taïi E vaø D . Tính dieän tích  cuûa töù giaùc AEOD neáu dieän tích cuûa tam giaùc ABC laø S . 

  A



HÖÔÙNG DAÃN 


E
D



  B           K
         C     

 Ñaët S1 = SAEOD  .  Qua O  döïng  MN //  BC . 

SDOE  = S DME   (  Coù chung caïnh ñaùy  , ñöôøng cao baèng nhau )   (  SAME = S1  

SAEM  = SMEC     (  SAEC = 2SAEM = 2S1  (  SAOD = SAOE = ½ S1 

SAOC  =  SACE – SAOE = 2S1 – ½ S1 = 3/2 S1
SAOC  = ½ AO.CK = ½.1/2 AK .1/2 BC = 1/8 AK.BC = 1/8 S  (  3/2S1 = 1/8 S    (  S1 = 1/6 S

3/ Cho tam giaùc ABC caân taïi A . Caùc ñieåm M vaø N theo thöù töï chuyeån ñoäng treân caùc caïnh AB , AC sao cho  AM = CN . Xaùc ñònh vò trí cuûa M vaø N ñeå :


a/MN coù giaù trò nhoû nhaát .


b/Dieän tích tam giaùc AMN coù giaù trò nhoû nhaát .

HÖÔÙNG DAÃN 





a/Veõ  MM’ , NN’  vuoâng goùc vôùi BC  . Ta coù : MN ( M’N’ = BC/2 

Do ñoù : min MN  = BC / 2  (  MN // M’N’ (  M , N laø trung ñieåm cuûa  AB , AC .

b/Goïi I laø trung ñieåm cuûa MN . Qua I keû ñöôøng  thaúng song song vôùi  BC caét  AB , AC ôû P vaø Q .  IK laø ñöôøng trung bình cuûa hình thang MM’N’N   (  IK //= ½ AA’  (  P , Q laø trung ñieåm cuûa  AB , AC .

Ta luoân coù  SAMN ( SAPQ  ( nhö baøi treân )   (  SAMN ( ¼ SAB
TAM GIAÙC CAÂN – MOÄT ÑÖÔØNG THAÚNG LUOÂN ÑI QUA MOÄT ÑIEÅM COÁ ÑÒNH

1/ Cho ( ABC caân taïi A . Laáy P treân ñöôøng thaúng BC  ( P  khaùc B , C )  . Goïi M , N laàn löôït laø ñieåm ñoái xöùng cuûa P qua AB , AC  . Döïng hình bình haønh  MNPQ . Chöùng minh raèng  Q luôn naèm treân moät ñöôøng thaúng  khi P di chuyeån treân ñöôøng thaúng  BC .

HÖÔÙNG DAÃN

+ Tröôøng hôïp P naèm trong ñoaïn BC . Goïi C’ , B’ laàn löôït laø ñieåm ñoái xöùng cuûa  C vaø B qua  AB , AC . Nhö vaäy  C’ , B’ coá  ñònh  . Goïi W laø giao ñieåm cuûa  CC’ vaø BB’ . Ta coù B , M , C’ thaúng haøng  ; C , N , B’ thaúng haøng . Keû NQ // CC’ ( Q ( B’C’ ) vaø MK // BB’  ( K ( CC’)  . Aùp duïng ñònh lyù Taleùt  cho caùc ñöôøng thaúng song song  ta coù :
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  Suy ra  QK // B’W  töùc M , K , Q thaúng haøng  . Do ñoù  MPNQ laø hình bình haønh  vaø Q naèm treân ñöôøng thaúng coá ñònh B’C’ .

+Tröôøng  hôïp P naèm ngoaøi ñoaïn BC chöùng minh töông töï  ta cuõng ñöôïc keát quaû nhö treân .


Vaäy Q luoân naèm treân ñöôøng thaúng coá ñònh  B’C’ khi  P di chuyeån treân BC .

TAM GIAÙC ÑEÀU

1/ Cho ( ABC coùùù goùc B = 450  , goùc A = 150  . Keùo daøi BC veà phía  C roài laáy D treân  ñöôøng keùo daøi  sao cho DC = 2 CB . Tính goùc ADB .  

HÖÔÙNG DAÃN

Caùch 1 :


Haï  DH ( CA  .  Ta coù  :  CDH  = 300  .


Goïi I  laø trung ñieåm cuûa  DC ; ( CHI laø tam giaùc ñeàu  

· CH = CB  

· ( BCH  caân  taïi C 

· CBH = CHB = ½ C =  300 

· ( BHA  caân  taïi  H 

· HB = HA 

· ( HAD vuoâng  caân 

· HAD = 450  

· ADB = 750
Caùch 2 : 


Haï DH ( AC  


( HCD laø nöûa tam giaùc ñeàu   (  CH = ½ CD  (  CH = BC .
2/ Cho tam giaùc  ñeàu  ABC, ñöôøng cao AH. Treân HC keùo daøi laáy HE = HA . Töùùø E keû ñöôøng thaúng  taïo vôùi EB moät goùc baèng 150  caét AB keùo daøi  taïi F . Chöùng minh ( BHF caân . 

HÖÔÙNG DAÃN




A





  D

         F
Caùch 1 :

Laáy D ñoái xöùng vôùi E qua H  .

(  DAF = ACE  = 150   (  Vì  DAH = D = 450 )

· ( DAE vuoâng caân  taïi A .

· DH = HA = HE 

A vaø E cuøng nhìn  DF döôùi moät goùc 150   neân  töù giaùc ADFE noäi tieáp ñöôïc trong  moät ñöôøng troøn , ñöôøng kính  DE  .

(  DFE = 900   ;  BHF = 2E  = 300  

· AFH = 300 

· ( BHF  caân taïi B .

Caùch 2 :  Veõ tia Ax  trong ( ABC sao cho  BAx = 150   caét EF taïi D .  


( ADE laø tam giaùc ñeàu  vì coù moãi goùc baèng 600 .  Do ñoù ta coù :  AD = AE . 

(  ( ABD = ( ACE     (   ABD = ACE =  1200      (   FBD   = 600 


( ADH = ( EDH   (  AHD = EHD = ½ ( 3600 – 900 ) = 1350 


(  BHD = 450  .   Maø   BFD = 450    (  ( BFD = ( BHD   (  BF = BH .

3/ Cho  tam giaùc ñeàu ABC  vaø moät ñieåm D treân ñoaïn BC . Ñöôøng thaúng  qua D vaø song song vôùi  AB caét AC taïi F , DE // AC caét AB taïi E . Goïi P laø trung ñieåm cuûa  BF , Q laø trung ñieåm cuûa CE . Chöùng minh tam giaùc PQD laø tam giaùc ñeàu .    

HÖÔÙNG DAÃN



A




F


E


      B


         C

Caùch 1 : 


BD =  ED  ;  DF = DC  ;  BDF = CDE   = 600 


( BDF = ( EDC 


(  BF = EC      (   BQ =  PF  =  CQ  =  QE ; Vaø  DP  = DQ   (   Hai trung tuyeán  töông öùng cuûa 2 tam giaùc  baèng nhau thì baèng nhau )  ;    PDQ = 600 


( BDP = ( EDQ     (     BDP =  EDQ  





 600 +  EDP  =  600 + FDQ

· EDP  =  FDQ

· PDQ =  600 

· ( PDQ  laø tam giaùc ñeàu .

Caùch 2  : ( Duøng pheùp quay )

Quay  ( EDC  quanh taâm D , goùc  quay 600  , khi ñoù :


C  (  F  ; E  (  B    (   CF = BF    ;  Q (  P  . Do goùc quay  baèng 600  neân 


PDQ = 600  . Do ñoù ( PQD laø tam giaùc ñeàu .

4/  Cho goùc xPy = 1200  vaø ñieåm A naèm treân tia Px . Döïng tam  giaùc ñeàu  ABC sao cho  B thuoäc tia Py vaø C thuoäc tia  phaân giaùc cuûa  goùc xPy . Goïi Q laø giao ñieåm cuûa AB vaø PC . Chöùng minh raèng   
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HÖÔÙNG DAÃN





Laáy D treân tia ñoái cuûa tia Py  sao cho  PD = PA  . Do  APD = P1 = 600  neân tam giaùc APD  laø tam giaùc ñeàu  (  PD = PA = AD  (1 )  . Ta coù   :   P1 = P2 = P3  =  600  . Trong ( ABD   coù   PQ // DA neân theo ÑL Ta leùt  ta coù  :  


[image: image125.wmf]DA

PD

DA

PB

DA

PD

PB

DA

DB

PQ

PB

+

=

+

=

=

   (  
[image: image126.wmf])
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Töø (1) vaø (2) ta suy ra : 
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5/  Cho tam giaùc  ñeàu ABC , M laø ñieåm naèm trong tam giaùc ñoù sao cho  MA2 = MB2 + MC2 . Haõy Tính goùc BMC .

HÖÔÙNG DAÃN





Saép xeáp boä ba caùc ñoaïn thaúng MA , MB , MC veà vò trí caùc caïnh cuûa tam giaùc vuoâng nhö sau :  Thöïc hieän pheùp quay Q , taâm C  , goùc quay  600 theo chieàu  kim ñoàng hoà  . Qua pheùp quay  , aûnh cuûa caùc ñieåm B vaø M  laàn löôït laø A vaø M’ . khi  ñoù  ( CMM’ ñeàu  , MB = M’A . Töø ñoù MA2 = MB2 + MC2  .  Hay  MA2 = MM’2 + M’A2 . Nhö vaäy AM’M = 900 , suy ra  AM’C = 900 + 600 = 1500 .  Pheùp quay treân bieán  ( CBM thaønh ( CAM’ , töø ñoù ( CBM = G CAM’ ,  suy ra  :  BMC = AM’C = 1500 .
6/  Cho tam giaùc ñeàu ABC , caïnh a , taâm O . Ñöôøng thaúng qua O caét caét caùc caïnh AB , AC , BC laàn löôït taïi caùc ñieåm  M , N , P . Chöùng minh raèng :  
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HÖÔÙNG DAÃN 


Ta coù :  ( IDO laø tam giaùc ñeàu  . ( BDO =  ( AIO   vaø chuùng laø caùc tam giaùc caân  ( OD = OE = OF = m = 1/3 a . Aùp duïng ñònh lyù Talet ta coù : 
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 .  Ta laïi coù : BP2  = x2 + y2 + xy  vôùi  BM = x ; BP = y . Do ñoù ta coù :
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Töø caùc heä thöùc treân ta suy ra  :  
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CÖÏC TRÒ

1/ Cho ñieåm M di ñoäng treân ñoaïn thaúng AB . Veõ caùc tam giaùc ñeàu AMC ,  BMD veà moät phía cuûa AB . Xaùc ñònh vò trí cuûa M ñeå toång dieän tích hai tam giaùc ñeàu laø nhoû nhaát .

HÖÔÙNG DAÃN




  K





   D



    C




        A               


  B

         Goïi K laø giao ñieåm cuûa AC vaø BD  . Caùc tam  giaùc  AMC, BMD  ñoàng daïng vôùi tam giaùc AKB.


Ñaët AM = x , MB = y  , AB = a .  SAMC  = S1  ; SBMD = S2  ; SKAB = S .  Ta coù : 
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Daáu “ = “ xaûy ra khi vaø chæ khi  x = y . Do ñoù  min (S1 + S2 ) = 1/2 S   (  M laø trung ñieåm cuûa AB .


Caùch 2 : 

Ta coù : 
[image: image138.wmf]4

3

2

1

x

S

=

   ;  
[image: image139.wmf]4

3

2

2

y

S

=

   suy ra   S1 + S2  =  
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a2   (  x = y  (  M laø trung ñieåm cuûa AB .

BAØI TOAÙN SUY LUAÄN 

Ví duï : Moät tam giaùc ñeàu ñöôïc chia thaønh moät soá höõu haïn caùc tam giaùc con  . Chöùng minh raèng seõ coù ít nhaát moät tam giaùc con  coù caû ba goùc ñeàu nhoû hôn hoaëc baèng 1200 .

HÖÔÙNG DAÃN


Giaû söû trong caùch phaân chia naøy coù  a ñieåm beân trong tam giaùc  , b ñieåm naèm treân caïnh   ( a , b ( N* ) . Toång soá ño caùc goùc coù ñöôïc taïi taát caû caùc ñieåm chia cuøng vôùi 3 ñænh treân caïnh tam giaùc laø  a . 3600 + b .1800  + 1800  = ( 2a + b + 1 ) 1800 .


Do ñoù soá tam giaùc phaân chia laø  2a + b + 1  .


Taïi moãi ñænh  treân caïnh cuûa tam giaùc coù nhieàu nhaát 1 goùc lôùn hôn 1200 . Taïi moãi ñænh  ôû beân trong  tam giaùc coù nhieàu nhaát 2 goùc lôùn hôn 1200 .  


Do ñoù toång soá goaùc lôùn hôn 1200  nhieàu nhaát laø  2a + b . Maø coù  2a + b + 1  tam giaùc neân phaûi coù 1 tam giaùc maø caû ba goùc ñeàu nhoû hôn hoaëc baèng 1200  .


Chuù yù : Keát luaän cuûa baøi toaùn khoâng ñoåi  neáu thay ( ABC ñeàu baèng tam giaùc coù caû ba goùc khoâng vöôït quaù 1200 .

TAM GIAÙC ÑEÀU – ÑIEÅM NAÈM TREÂN CAÏNH – DIEÄN TÍCH

1/Cho tam giaùc ñeàu ABC  , caùc ñieåm M , N laàn löôït  di chuyeån treân hai caïnh AB , AC sao cho  
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 ( 1 )  . Tìm vò trí cuûa M , N ñeå  SAMN  lôùn nhaát .

HÖÔÙNG DAÃN



  A



          x
           y


      M
              N

                 E

    F
  

       B

 a

C


Ta chöùng minh boå ñeà :  Khi M , N di chuyeån treân  AB , AC  vaø thoûa maõn  ( 1 ) thì  chu vi ( AMN khoâng ñoåi .


Goïi E , F laø trung ñieåm cuûa AB , AC  . Töø  ( 1 )  suy ra  AM < MB ,  AN < NC  (  M naèm giöõa A , F . Do ñoù  ( 1 ) (  
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   (  a2 – 2ax  - 2ay + 3xy = 0  ( 2 )

Ta coù :  EM + FN  = ½ a – x + ½ a – y = a – ( x + y )  (  ( EM + FN )2  =  a2  - 2ax – 2ay + 2xy 

Aùp duïng ñònh lyù haøm Coâsin  cho ( AMN  :  MN2 = x2 + y2 – xy  

(  ( EM + FN )2 – MN2  =  a2  - 2ax – 2ay + 3xy    ( 3 )

( 2 ) , ( 3 )  (  EM + FN  = MN 

 (  chu vi ( AMN = AM + MN + AN = AM + ME + AN + NF = AE + AF  =  a   =  haèng soá  .

Ta coù :  SAMN  = ½ AM.AN.sin600  = 
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Theo boå ñeà treân  a = x + y + MN = x + y +  
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