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2 ( ) 2
2c

abp p c ab CCD l cos
a b a b

−
= = =

+ +
. Trong ®ã 

2
a b cp + +

=  lμ nöa chu vi. 

• Tam gi¸c CAB x¸c ®Þnh, mét ®iÓm M x¸c ®Þnh trªn ®−êng th¼ng (AB) ta lu«n tÝnh ®−îc ®é dμi 
CM theo c¸ch t−¬ng tù. 

 
• §iÒu nμy khiÕn ta liªn hÖ víi kÕt qu¶ quen thuéc trong ®−êng trßn: 
Cho mét ®−êng trßn ( )C  t©m O  b¸n kÝnh R  khi ®ã ta cã: 

M  ë trong ®−êng trßn khi chØ khi 0MI R− < ; 
M  ë trªn ®−êng trßn khi chØ khi 0MI R− = ; 
M  ë ngoμi ®−êng trßn khi chØ khi 0MI R− > . 
Nh− vËy nÕu mét ®−êng trßn (C) cã ph−¬ng tr×nh: ( , ) 0f x y =  vμ mét ®iÓm ( , )m mM x y  . 

2 2( , )m mf x y MI R= −  /( )M c=P   lμ ph−¬ng tÝch cña ®iÓm M ®èi víi ®−êng trßn (C) 

Trong ®ã I  lμ t©m ®−êng trßn vμ R  lμ b¸n kÝnh cña nã; thÕ th× ta cã: 
( , ) 0m mf x y <  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m trong ®−êng trßn. 

( , ) 0m mf x y >  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m ngoμi ®−êng trßn. 

( , ) 0m mf x y =  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m trªn ®−êng trßn. 

§Æc biÖt víi hai ®−êng trßn: 1 1 2 2( ) : ( , ) 0;( ) : ( , ) 0;C f x y C f x y= =  kh«ng ®ång t©m th× ®−êng 

th¼ng: 

1 2( ) : ( , ) ( , )f x y f x yΔ =  ChÝnh lμ trôc ®¼ng ph−¬ng cña hai ®−êng trßn ®ã. 

• §èi víi c¸c ®−êng Conic ta còng cã kÕt qu¶ t−¬ng tù: 
NÕu gäi ph−¬ng tr×nh Elip lμ: ( , ) 0f x y =  vμ  ®iÓm ( , )m mM x y  th×: 

( , ) 0m mf x y <  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m trong miÒn chøa tiªu ®iÓm. 

( , ) 0m mf x y >  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m trong miÒn kh«ng chøa tiªu ®iÓm. 

( , ) 0m mf x y =  t−¬ng øng ta cã ®iÓm  ( , )m mM x y  n»m trªn Conic. 
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• §èi víi c¸c ®å thÞ hμm sè còng vËy (xem h×nh vÏ sau): 
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Gäi (C) lμ ®å thÞ hμm sè: ( )y f x= . khi ®ã trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é tËp hîp c¸c ®iÓm ( , )m mM x y  

tho¶ m·n: i) ( )m my f x− > 0       lμ miÒn trªn ®å thÞ –miÒn g¹ch (vÝ dô M2) 

         ii)  ( )m my f x− < 0     lμ miÒn d−íi ®å thÞ –miÒn kh«ng g¹ch (vÝ dô M*) 

         iii)  ( ) 0m my f x− =   lμ ®å thÞ (C)  (vÝ dô M1) 
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VÝ dô I.3: 
• Trªn mét ®o¹n th¼ng AB ta lÊy mét ®iÓm M bÊt kú khi ®ã víi mäi I  trong kh«ng gian ta cã: 
                                                       { , }IM Max IA IB≤  

A B

I

M
ThËt vËy do tån t¹i cÆp 2( , ) ; 1p q p q∈ + =R  ; [ ], 0,1p q ∈  

sao cho: 

IM pIA qIB= +  nªn: | | ( ) { , } { , }IM IM pIA qIB p q Max IA IB Max IA IB= ≤ + ≤ + = . 

§iÒu nμy dÉn ®Õn bμi to¸n cùc trÞ trªn ®a gi¸c låi: 
Ch¼ng h¹n: 
Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy cã tam gi¸c ABC x¸c ®Þnh bëi giao c¸c ®−êng th¼ng: 

1 1 1 1( ) : 0d A x B y C+ + = ;  2 2 2 2( ) : 0d A x B y C+ + = ; 3 3 3 3( ) : 0d A x B y C+ + = . 

§iÓm ( , )m mM x y  thuéc miÒn trong tam gi¸c ABC  khi chØ khi ®ång thêi cã: 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) 0; ( ) ( ) 0; ( ) ( ) 0f A f M f B f M f C f M> > > . á ®©y ta ký hiÖu: 

( ) ( , )i i m m i m i mf M f x y A x B y C= = + + . 

Theo trªn víi mäi ®iÓm I  trong mÆt ph¼ng Oxy (kÓ c¶ trong kh«ng gian): 
{ , , }IM Max IA IB IC≤ .  

• KÕt qu¶ nμy cßn cã thÓ më réng cho n-gi¸c bÊt kú (tam gi¸c chØ lμ mét vÝ dô). 
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• KÕt qu¶ nμy còng cã thÓ dïng tèt cho viÖc ph©n biÖt ®−êng ph©n gi¸c øng víi gãc nhän hay tï 
cña c¸c gãc do hai ®−êng th¼ng c¾t nhau mμ thμnh, còng nh− viÖc ph©n biÖt ph©n gi¸c trong hay 
ngoμi cña tam 
gi¸c.
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• Sau ®©y ®Ó lμm râ vÊn ®Ò ®−îc ®Ò cËp ta xÐt mét sè bμi to¸n cô thÓ: 

Bμi to¸n 1:  
T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vμ nhá nhÊt cña biÓu thøc: 2 2( , ) 4 2f x y x y x y= + − − . 

XÐt trªn miÒn: {( , ) : 1 5;3 6}D x y x y= − ≤ ≤ ≤ ≤ . 
Lêi gi¶i: 
 
XÐt bμi to¸n trªn mÆt ph¼ng cã hÖ trôc Oxy, khi ®ã miÒn rμng buéc lμ miÒn h×nh ch÷ nhËt cã c¸c 
®Ønh ( 1,3); ( 1,6); (5,6); (5,3).A B C D− −  ViÕt 2 2( , ) ( 2) ( 1) 5f x y x y= − + − −  

NÕu ®Æt ( , )M x y  vμ (2,1)I  th×  2( , ) 5f x y IM= − . Do ®ã  

2
0( , ) 5 1

D
Minf x y IM= − =− ; 2 2 2 2( , ) { , , , } 5 34 5 29

D
Maxf x y Max IA IB IC ID= − = − =  
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Bμi to¸n 2: 
T×m a  ®Ó mäi nghiÖm bÊt ph−¬ng tr×nh: | | | | 1x y+ ≤ .  (1)  còng lμ nghiÖm bÊt ph−¬ng tr×nh: 

2 2x y a+ ≤     (2). 
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Mçi cÆp sè thùc ( , )x y  tho¶ m·n bÊt ph−¬ng tr×nh (1) t−¬ng øng duy nhÊt víi mét ®iÓm 

( , )M x y n»m trong h×nh vu«ng ABCD. Râ rμng cÇn cã 0a >  vμ trong ®iÒu kiÖn nμy Mçi cÆp sè 

thùc ( , )x y  tho¶ m·n bÊt ph−¬ng tr×nh (2) t−¬ng øng duy nhÊt víi mét ®iÓm ( , )M x y n»m trong 

miÒn h×nh trßn t©m O b¸n kÝnh R a=  Do vËy a cÇn t×m lμ: 1 1a a≥ ⇔ ≥ . 
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Bμi to¸n3:  
T×m gi¸ trÞ lín nhÊt nhá nhÊt:  

2 22 5 2 10P x x x x= − + + + + . 
Lêi gi¶i: 

Ta cã: 2 2( 1) 4 ( 1) 9P x x= − + + + +  

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é ta xÐt c¸c ®iÓm: ( ,0); (1,2); ( 1, 3).M x A B − − Th× gi¸ trÞ P AM BM= + . 

Khi x  thay ®æi th× ®iÓm M ch¹y trªn trôc hoμnh; hai ®iÓm ;A B  cè ®Þnh, kh¸c phÝa so víi trôc 

hoμnh nªn: * *; * ( ) 'MinP AM BM M AB x Ox= + ≡ ∩  tøc ph¶i chän  
9*
5

x x= = . 

Bμi to¸n4:  
T×m nghiÖm nguyªn d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh: 

2 2 2 2 2 2 ; 11.x xy y y yz z x xz z x y z− + + − + = + + + + ≤ . 

 

Lêi gi¶i: 

x

z

y
O

A

B

C

E

 

§Æt OA=x; OB=y; OC=z vμ 060AOB BOC= = .  
Khi ®ã theo ®Þnh lý Cosin trong tam gi¸c ta cã:  

2 2 2 2 2 2; ; .AB x xy y BC y yz z AC x xz z= − + = − + = + +  

Theo h×nh häc ta lu«n cã: AB BC AC+ ≥ , dÊu b»ng chØ cã khi chØ khi , ,A B C th¼ng hμng. kÎ 

//BE OA  th×: 
1 1 1BE CE y z y

OA OC x z y x z
−

= ⇔ = ⇔ = + , l−u ý tõ gi¶ thiÕt 

11; , , *x y z x y z N+ + ≤ ∈  b»ng ph−¬ng ph¸p liÖt kª dÔ dμng cã c¸c nghiÖm lμ: 

(2,1,2);(4,2,4);(3,2,6);(6,2,3).  

 
Bμi to¸n 5: 
Cho 1 2 1 2, ,..., ; , ,..., .n na a a b b b  lμ c¸c sè thùc tuú ý. 

Chøng minh r»ng: 2 2 2 2

1 1 1
( ) ( )

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ ≥ +∑ ∑ ∑ . (1) 

Lêi gi¶i: 

XÐt c¸c vÐc t¬: ( , ); 1,2,...,i i ix a b i n= = . Khi ®ã: 
1 1 1

( , )
n n n

i i i
i i i

x a b
= = =

=∑ ∑ ∑  hiÓn nhiªn cã: 

| | | | (1)i ix x≥ ⇔∑ ∑  §pcm. DÊu b»ng x¶y ra khi chØ khi c¸c vÐc t¬ ®−îc xÐt cïng ph−¬ng cïng 

chiÒu, tøc tån t¹i 1 1: ; ; 0 2,3,...,i it a ta b tb t i n∈ = = ≥ ∀ =R . 

• B»ng c¸ch nμy ta còng nhËn ®−îc d¹ng h×nh häc cña bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pki 
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• Cã thÓ thÊy ngay lêi gi¶i c¸c bμi to¸n sau: 
1. Cho c¸c sè thùc tho¶ m·n 2; 6.a b c ax by cz+ + = + + =  Chøng minh r»ng: 

2 2 2 2 2 2 2 2 216 16 16 10a a x b b y c c z+ + + + + ≥ . 

2. Chøng minh r»ng víi mäi ,α β  ta cã: 

4 4 2 2 2cos cos sin sinα + β + α + β ≥ . 

3. Cho c¸c sè thùc bÊt kú: 1 2, ,..., na a a  Chøng minh r»ng: 

2 2
1 1 1

1

2(1 ) ;
2

n

i i n
i

na a a a+ +
=

+ − ≥ ≡∑ . 

Bμi to¸n 6: (§Ò thi HSG Duyªn h¶i B¾c bé lÇn thø nhÊt) 
 Cho mét 2008 � gi¸c cã tÝnh chÊt: tÊt c¶ c¸c ®Ønh cã täa ®é nguyªn vμ ®é dμi cña tÊt c¶ c¸c 

c¹nh lμ nh÷ng sè nguyªn. Chøng minh r»ng: chu vi cña ®a gi¸c lμ mét sè ch½n. 

Lêi gi¶i: 

Gi¶ sö ( )1 ;i i i iA A a b+ =  víi 1;2008i =  (Quy −íc 2009 1A A= ), trong ®ã ;i ia b  lμ c¸c sè nguyªn 

vμ 2 2
i ia b+  còng lμ sè nguyªn víi mäi 1;2008i = . Ta cã: Gi¶ sö ( )1 ;i i i iA A a b+ =  víi 

1;2008i =  (Quy −íc 2009 1A A= ), trong ®ã ;i ia b  μ c¸c sè nguyªn vμ 2 2
i ia b+  còng lμ sè 

nguyªn víi mäi 1;2008i = .  
 
Ta cã: 
2008 2008 2008

1
1 1 1

0 0i i i i
i i i

A A a b+
= = =

= ⇒ = =∑ ∑ ∑ . Do ®ã  

2008 2008
2 2

1 1 2008 1 1 2008
2 ; 2i i j i i j

i i j i i j
a a a b b b

= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

= − = −∑ ∑ ∑ ∑ , tøc lμ 
2008 2008

2 2

1 1
;i i

i i
a b

= =
∑ ∑  lμ c¸c sè ch½n. 

KÝ hiÖu N lμ chu vi tam gi¸c, ta cã N lμ mét sè nguyªn d−¬ng vμ: 

( )
22008 2008

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2008
2i i i i i i j j

i i i j
N a b a b a b a b

= = ≤ < ≤

⎛ ⎞
= + = + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

Tøc lμ 2N  lμ sè ch½n vμ do ®ã N còng lμ sè ch½n. 
 
Bμi to¸n 7 (§Ò do H−ng Yªn ®Ò nghÞ – kú thi HSG Duyªn h¶i B¾c bé lÇn thø nhÊt) 

Cho tam giác ABC  cố định. MNPQ  l� hình chữ nhật thay đổi sao cho NM ,  thuộc đường thẳng 

BC . P  thuộc cạnh AC , Q  thuộc cạnh .AB  Tìm tập hợp tâm các hình chữ nhật . 

Lêi gi¶i: 

   Chọn hệ Oxy  sao cho O  l� chân đường cao kẻ từ A  của tam giác ABC , .OyA ∈  CB,  thuộc 

trục hoành, chiều dương của trục hoành từ B đến C . 

Giả sử );0( aA  ,0>a   ),0;(bB  ).0;(cC  

•  pAP
AB
AQ

==
AC

 .10 << p  

   );();(AQ. paapbQpapbABpAQ −⇒−⇒=  
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• COpCNp
CA
CP

CO
CN )1(1 −=⇒−==  

   )0;()0;( cpNccpCN ⇒−⇒  

I  là trung điểm QN )
2

)1(;
2

)(( apcbpI −+
⇒   )1(  Do ).

2
;0(

2
)1()1;0( aapyp ∈

−
=⇒∈ Ι  

•  Nếu tam giác ABC cân tại )
2

)1(;0( apIA −
⇒ ; ][KOI ∈  với K  là trung điểm OA ; .; OIKI ≠≠  

• Nếu tam giác ABC  không cân tại A . Từ )1(  ta có I  thuộc đuờng thẳng Δ  có phương trình: 

.
2
1

=+
+ a

y
cb

x
Δ  cắt trục tung tại )

2
;0( aK ( K  là trung điểm OA ), Δ  cắt trục hoành tại )0;

2
( cbJ + . 

[ ]KOI ∈  với .; JIKI ≠≠  

KL: Tập hợp tâm I  của hình chữ nhật MNPQ  là đoạn KJ  bỏ đi hai đầu mút, với K  là trung điểm 

AO , J thuộc BC  được xác định cụ thể như sau: 

+) Nếu 090≥C ; J  nằm giữa :, BO
2

OBOJ OC+
= ; Nếu 090≥B ; J  nằm giữa 

:;CO
2

OBOJ OC+
= ; 

+) Nếu 090<< CB ; J  nằm giữa :, BO
2

OBOJ OC−
= ;Nếu 090<< BC ; J  nằm giữa :;CO  

2
OCOJ OB−

= `. 

 

 

 

 

 

• C¸c kÕt qu¶ nªu trªn gióp Ých rÊt lín trong c¸c bμi to¸n cùc trÞ ®¹i sè hay h×nh häc kÓ c¶ trong 
mÆt ph¼ng hay trong kh«ng gian, xö lý c¸c bμi to¸n biÖn luËn ®Þnh tÝnh trong vÊn ®Ò ph−¬ng 
tr×nh, bÊt ph−¬ng tr×nh, hÖ ph−¬ng tr×nh, hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh, dμi h¬n lμ c¸c bμi to¸n cùc trÞ vμ 
tèi −u .                                             

•  Sau ®©y chóng ta xÐt mét sè t×m tßi trong lÜnh vùc rÊt ®−îc quan t©m: BÊt ®¼ng thøc. 
 

Bμi to¸n 8 (§Ò do Qu¶ng ninh ®Ò nghÞ thi HSG Duyªn h¶i B¾c bé lÇn thø nhÊt) 
Cho nửa đường tròn tâm O bán kính bằng 1. Trên nửa đường tròn này người ta lấy n điểm: 

1 2 3, , ,..., nP P P P , n là một số tự nhiên lẻ không nhỏ hơn 1.  

  Chứng minh rằng :   1 2 3| ... | 1nOP OP OP OP+ + + + ≥ . 
Lêi gi¶i: 

+) Đặt n=2k-1. Chọn trục kOP  và véc tơ kOP là véc tơ đơn vị của trục. 1kOP = . 
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+) Chiếu các véc tơ ; 1,2,...iOP i n= lên trục ta nhận được các hình chiếu là iOP  và chú ý rằng 

hình chiếu của véc tơ tổng 
1

n

i
i

v OP
=

= ∑  chính là 
1

n

i
i

OP OP
=

= ∑ . 

Gọi AB là đường kính của nửa đường tròn, 1 1,A B  là các hình chiếu của A,B trên trục. 

+) Ta có 1; 1,2,..., 1.iOP OA i k≥ ∀ = − Và: 1; 1, 2,...,2 1.jOP OB j k k k≥ ∀ = + + −  

Hơn nữa 1 1 1 10 ; 0OA OB OA OB< < + = .  

+) Từ 
2 1

1 1
1

| | | | | | ( 1)( ) 1
k

i k
i

v OP OP k OA OB OP
−

=
≥ = ≥ − + + =∑ . (Đpcm). 

Bμi to¸n 9 
Cho n lμ mét sè tù nhiªn kh«ng nhá h¬n 3. chøng minh tån t¹i mét tËp hîp gåm n ®iÓm tho¶ m·n 
®ång thêi c¸c ®iÒu kiÖn: 

i) Ba ®iÓm bÊt kú trong chóng kh«ng th¼ng hμng; 
ii) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt  kú trong chóng lμ mét sè v« tû; 
iii) DiÖn tÝch cña tam gi¸c bÊt kú thμnh lËp tõ ba ®iÓm bÊt kú trong chóng lμ mét sè v« tû. 

Lêi gi¶i: 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy xÐt c¸c ®iÓm 2( , ); 1,2,..., .iA i i i n= Ta sÏ chøng minh ®©y lμ bé ®iÓm 

tho¶ m·n yªu cÇu ®Æt ra. 
i) Gi¶ sö cã ba ®iÓm th¼ng hμng , , ;k l mA A A k l m< <  khi ®ã ta cã: 

2 2 2 2( , ); ( , );k l l mA A l k l k A A m l m l= − − = − −  do tÝnh th¼ng hμng ta cã: 
2 2

2 2
m l m l m k
l k l k

− −
= ⇔ =

− −
 ®iÒu nμy v« lý v× k m< . 

ii) Ta cã 2 2 2 2( ) ( )k lA A k l k l= − + −  gi¶ sö kho¶ng c¸ch nμy lμ mét sè h÷u tû thi sÏ 

tån t¹i  
p
q

tèi gi¶n sao cho: 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( 1) (1 ( 1) )k l
pA A k l k l p k k
q

= − + − = ⇔ = − + + ; 

®Ó ý lμ 2 2;( , ) 1 1p q p q q= ⇒ = vμ p lμ sè nguyªn d−¬ng, b»ng c¸ch ph©n tÝch tiªu chuÈn ra 

c¸c thõa sè nguyªn tè ta suy ra: 
2 2*: 1 ( ) 1 ( )( ) 0a N a l k a k l a k l∃ ∈ = + + ⇒ = − − + + > nªn 4 1 4a k l+ + ≥ ⇒ ≥ v« 

lý! 
iii) XÐt mét tam gi¸c bÊt kú cã c¸c ®Ønh lÊy tõ c¸c ®iÓm ®ã: 

2 2 2( , ); ( , ); ( , ); ; , , *A a a B b b C c c a b c a b c N< < ∈ . Gäi 
2 2 2( , ); ( , ); ( , );E a c F b a K c c Khi ®ã ta cã: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ABC AKCE AEC ABF FBCK= − − −  ta ký hiÖu [ ]Ω  lμ diÖn tÝch miÒn 

Ω . 
 
 
 

iv) VËy ta cã: 

[ ]ABC = 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( 2 )
2 2 2

c a c a c a c a b a b a c b c b a= − − − − − − − − − − + −

 
s Q= ∈  do , ,a b c  ®Òu lμ c¸c sè nguyªn d−¬ng. 
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Lêi kÕt: 
   Ph¶i thùc sù thõa nhËn r»ng tån t¹i mèi liªn hÖ Èn tμng gi÷a h×nh thøc §¹i sè vμ b¶n chÊt h×nh häc, 
PP  h×nh häc ho¸ c¸c bμi to¸n §¹i sè lμ ®Æc biÖt h÷u hiÖu. Chóng ta cã thÓ kÓ ra ®©y ngoμi PP to¹ ®é 
rÊt nhiÒu PP kh¸c n÷a ®Ó tiÕp cËn ý t−ëng nμy, ch¼ng h¹n mét trong chóng lμ Lý thuyÕt ®å thÞ,�Vμ 
®−¬ng nhiªn kh«ng thÓ kÓ hÕt c¸c øng dông, c¸c bμi to¸n, ®iÒu quan träng lμ vai trß ng−êi thμy trong 
viÖc dÉn d¾t c¸c em tiÕp cËn PP nh− thÕ nμo, nh»m kh¬i dËy trong chóng kh¶ n¨ng t− duy s¸ng t¹o 
niÒm say mª t×m tßi kh¸m ph¸ vÎ ®Ñp trong to¸n häc. Do kh¶ n¨ng vμ kinh nghiÖm cßn h¹n chÕ bμi 
viÕt kh«ng tr¸nh khái sai sãt t«i chØ d¸m hy väng bμi viÕt nμy lμ mét chia sÎ nhá víi c¸c ®ång 
nghiÖp. 
    
    Cuèi cïng ®Ó kÕt thóc t«i xin ®−îc nh¾c ra ®©y lêi cña gi¸o s− George Polya, nhμ to¸n häc vμ gi¸o 
dôc Mü næi tiÕng dμnh cho c¸c b¹n yªu To¸n: 
 “� Cã thÓ r»ng bμi to¸n kia ch¼ng khã, nh−ng nÕu nã th¸ch thøc trÝ tß mß còng nh− ph¸t huy 
®−îc kh¶ n¨ng s¸ng t¹o cña b¹n vμ nÕu nh− b¹n gi¶i nã chØ b»ng ph−¬ng tiÖn riªng cña b¹n, th× 
b¹n sÏ tr¶i nhiÒu cam go c¨ng th¼ng cïng bao niÒm vui kh¸m ph¸. Vμo løa tuæi nh¹y c¶m, 
nh÷ng kinh nghiÖm nh− thÕ sÏ t¹o nªn ®iÒu thó vÞ cho ho¹t ®éng tinh thÇn vμ lμ dÊu son ¶nh 
h−ëng m·i t−¬ng lai...�   
                                                                                                                   H¹ long  ngμy 9-10-2008 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MỘT SỐ BÀI TOÁN VỀ HÀM SỐ 
y= ax +b và y= ax2 +bx + c = 0 

 

ĐỖ VĂN ĐỨC 

Tổ trưởng tổ toán tin 
Trường THPT Chuyên Lương Văn Tụy - Ninh Bình 

 

 Trong chương trình lớp 10, học sinh đã được học về các hàm số bậc nhất và bậc 2. Đây là 2 

hàm số cơ bản trong chương trình phổ thông và có rất nhiều ứng dụng trong kì thi các cấp. 
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 Sau đây tôi nêu lên một số ví dụ áp dụng hai hàm số trên (kể cả trường hợp suy biến) để giải 

toán. 

I) Ta chú ý đến một số kết quả sau:  

1. Hàm số f(x) luôn đồng biến, hoặc luôn nghịch biến, hoặc không đổi trên [α, β] thì: 

 Max |f(x)| = Max{|f(α)|, |f(β)|} 

           [α, β] 

2. f(x) = ax2 +bx + c  (a≠0) 

 
3. Max |f(x1, x2, …, xn)| ≥ Max(  Max… ( Max f(x1, x2, …, xn))…) 

   Xi∈Di ( i = 1, 2, .. n)            x1∈D1  x2∈D2        xn∈Dn   

II) Các bài toán được chia làm 3 loại 

 A- Các bài toán ứng dụng hàm bậc nhất và suy biến 

 B- Các bài toán ứng dụng hàm bậc hai và suy biến 

 C- Các bài toán ứng dụng phối hợp hai hàm số trên. 

A Các bài toán ứng dụng hàm y= ax +b  

Bài toán 1 (đề thi vô địch KIEP) 

 Chứng minh rằng với bất cứ a, b nào cũng tìm được x, y ∈ [0,1] để 

                             |xy – ax - by| ≥ 
3
1  

Giải: Bài này đã có nhiều sách đưa lời giải nhưng các lời giải đều mang tính chất áp đặt. Với cách 

giải như vậy là không cho ta cách mở rộng được bài toán, đồng thời cũng không cho ta cách tìm 

thấy số 
3
1 . Sau đây tôi đưa ra cách giải sử dụng tính chất hàm y= ax +b, và qua đó cho ta ra thêm 

hàng loạt các bài toán dạng này. 

 Max |xy-ax-by| ≥ Max {|a|, |b|. |a+b-1|}≥ 
3
1 |a+b-a-b+1| = 

3
1  

Bài toán 2: Cho số thực α, β, b (α<β) Tìm a để  

 Max |ax+b|     Có giá trị bé nhất 

             x∈ [α, β] 

Giải: Max |ax+b| = Max {|aα +b|, |aβ +b|} ≥ 

             x∈ [α, β] 

 ≥ 
||||

||||
βα

ααββαβ
+

+++ baba
≥

||||
||||

βα
αβ

+
−b  

 
 
 

Max{|f(α)|, |f(β)|} Khi          ∉ (α, β) 
a
b

2
−

Max{|f(α)|, |f(β)|, f(     )} Khi         ∈ (α, β)  a
b

2
−

a
b

2
−

Max |f(x)| =  

[α, β]  
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*) Nều αβ ≥ 0      (2) ⇔ (aα +b)(-aβ -b)≥0 khi đó 

                             (1) ⇒ aα +b = -aβ -b↔ a= 
βα +

− b2  

*) Nều αβ ≤ 0      (2)  ⇔ (aα +b)(-aβ -b)≤0  Khi đó 

                             (1) ⇒ aα +b = aβ + b↔ a = 0 

Vậy Max |ax+b| bé nhất bằng ||||
||||

βα
αβ

+
−b

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=≤
+

=≥

0 a  và0 khi

b-a và0

αβ
βα

αβKhi
 

Max |ax +b| bé nhất bằng
||||
||||

βα
αβ

+
−b  

Bài toán 3: Cho hai số α và β xét các hàm số 

 f(x) = a2x + αa + β 

 Xác định a để Max |f(x)| nhỏ nhất 

                                       x∈[-1,-1] 

Giải: 

trường hợp 1: β≥ 0 

A) Nếu α2 – 2 β > 0 ta chọn k > 0 sao cho 

 
α
βα

−=
+
−

)1(2
)1(

k
k  ⇔ k= 

βα
βα

2
2

2

2

−
+

> 0 

Max |f(x)| = Max {|a2 + αa + β |; |a2 – αa – β |} ≥  

x ∈ [-1, 1] 

≥ 
1

1
+k

|ka2 + kαa + kβ + a2 – αa – β | =  

= | a2 + 2
α
β a + 2 2

2

α
β | = ( a +

α
β )2 + 2

2

α
β  ≥ 2

2

α
β  

có đẳng thức ⇔ a= - 
α
β  

B) nếu α2 – 2 β ≤ 0 

⇒ Max |f(x)| = Max {|a2 + αa + β|, | a2 – αa – β|} 

Ta chứng minh Max |f(x)| bé nhất là β - 
4

2α  ⇔ a = - 
2
α  

 
 
 

|aα +b| = |aβ +b|              (1)

αβ (aα +b) (-aβ -b)≥0     (2)

Có ��ng th�c 

[α, β] 

[α, β] 
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 Thật vậy với a = - 
2
α  ⇒ Max {|a2 + αa + β|, | a2 – αa – β|} 

    =  Max{β - 
4

2α ; | 
4

3 2α  - β |} = β - 
4

2α  

 
 Mặt khác  Max {| a2 + αa + β|, | a2 – αa – β|} ≥ | a2 + αa + β| = 

 = | (a + 
2
α )2 + β - 

4

2α | ≥ β - 
4

2α  có  ⇔  a= - 
2
α  

Vậy β ≥ 0  thì Max |f(x)| bé nhất = 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=≥≤−−

−
=≥≥−

2
0,02

4

0,02

2
2

2
2

2

αββααβ

α
βββα

α
β

aVàkhi

aVàkhi
 

trường hợp 2: β < 0   

β < 0  do Max|f(x)| = Max|a(-x) + (-α )a + (-β ) 

Áp dụng kết quả của trường hợp 1 với 
⎩
⎨
⎧

>−
−

0ββ
αα

là
là

 

Vậy ta có kết luận chung 

Max|f(x)| bé nhất = 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−
=≤−−

−=>−

α
β
ββααβ

β
αβα

α
β

2
||0||2

4
||

0||2

2
2

2
2

2

avàkhi

avàkhi
 

Bây giờ ta lại xét bài toán 2 ở trên với điều kiện  

α2 – 2β >0, β >0 nhưng a = 
α
β

− ( vô nghiệm) (xét bài 4) 

Hoặc  α2 – 2β ≤ 0, β >0 và phương trình a= 0 vô nghiệm (xét bài 5) 

Bài toán 4: Cho 0<α <β  và α + β < 
8
25  

 Xét các hàm số f(x) = (a2 + 2a+ 
25
9 )x +1 

 Tìm a để Max |f(x)| nhỏ nhất 

                          [α , β ] 

Giải: Để ý rằng với điều kiện 0<α <β và α +β < 
8
25  thì 

 Phương trình a2 + 2a + 
25
9  = 

βα +
− 2  (vô nghiệm ẩn a) 

2β - α2
  ≥  0 

4

2α
4

3 2α

2

2α
do (β -       ) - |         - β | =  

≥ 0 

[- 1,1] 

[- 1,1]      -1≤ -x ≤ 1 
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 Nên kết quả bài 2 không thoả mãn 

*) Nếu a2 +2a + 
25
9 = 0 ⇔ a ∈ {- 

5
1 , - 

5
9 } ⇒ f(x) = 1 

*) Nếu a2 +2a + 
25
9 > 0 ⇒ f(x) >1 

*) với a2 +2a + 
25
9 < 0 ⇔ - 

5
9 <a<- 

5
1  

 +) f(α ) = (a2 +2a +
25
9 )α +1>(a2 +2a +

25
9 )

16
25 +1= 

  = [(a+1)2- 
25
16 ]

16
25 +1 ≥ 0 do α <

2
βα + =

16
25  

  ⇒ |f(α )| = f(α) = [(a+1)2-
25
16 ]α +1 ≥ 1- 

25
16

α  

 Có đẳng thức ⇔ a= -1 

 +) nếu β ≤ 
16
25  ⇒ f(β) ≥ f(

16
25 ) ≥ 0 

  ⇒ f(α) > f(β) > 0 ⇒ Max |f(x)| = f(α) ≥ 1- 
25
16 α   

                                                                   đạt ⇔ a= -1 

 +) Nếu f(β)≤ 0 ⇒ β ≥ 
16
25  ⇒  |f(β )| = - f(β)= 

   = -1 – [(a+1)2-
25
16  ]β = f1 

  do 
16
25

≤ β < 
8
25 - α ⇒ f1≤ 1- [(a+1)2-

25
16 ](

8
25 -α ) = 

  = 1- 
25
16

α - (a+1)2(
8
25 -α )≤ 1- 

25
16

α ≤ f(α) 

 Vậy Max |f(x)| ≥ 1 - 
25
16

α có đẳng thức ⇔ a= -1 

                  [α,β] 

Bài toán 5: f(x) = (a2+1) x – 1 cho α  < o < β   

 Tìm a để Max|f(x)| bé nhất 

                          [α , β ] 

Giải:Trường hợp này a2+ 1 = 0 vô nghiệm nên giải như bài 2 không được 

 M = Max |f(x)| = Max{|f(α )|; |f( β )|}= Max {|(a2+1)α  -1|; |(a2+1) β -1|} 

                   [α , β ] 

*) f(α ) = |(a2+1)α  - 1| = 1 – α (a2 +1)= 1 + (a2+1)|α | ≥ 1+|α | 

 Nếu M= |f( β )| = |(a2+1) β - 1| ⇒ M ≥  1 +|α | nên 

[α,β]  
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          M = |(a2+1) β - 1|= (a2+1) β - 1≥ β - 1 ≥ 1 +|α | ⇔ β  ≥ 2 + |α | 

 Vậy β ≥ 2+|α | ⇒ M bé nhất là β - 1 ⇔ a= - 1 

 Còn β  < 2+|α | ⇒ M bé nhất là |α | + 1 ⇔ a = - 1 

 Vậy M bé nhất = Max { β  - 1; |α |+1} ⇔  a= -1 

Bài toán 6: Cho 0<a1 <a2 < a3;  
3

3

2

2

1

1

a
b

a
b

a
b

<<  

  f(x) = Max {|a1x – b1|; |a2x – b2|; |a3x – b3|} 

                      x ∈R 

  tìm Min f(x) 

                           x ∈  R 

Giải: 

*) Phương trình – a3x +b3 = a1x – b1 ⇔  x = x1= 
31

31

aa
bb

+
+

      (1) 

*) Phương trình – a3x + b3 = a2x – b2 ⇔  x = x2 = 
32

32

aa
bb

+
+

    (2) 

 Khi đó 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<⇔<<

<⇔<<

3

3

2

2

3

3
2

2

3

3

1

1

3

3
1

1

1

bnó V́2

bnó V́

a
b

aa
b

x
a

b
a
b

aa
b

x
a
b

                                           (3) 

      Ta xét 2 trường hợp 

 I) x2 ≥  x1     Ta chứng minh Min f(x) = |a1x1 – b1| 

                                                      X ∈  R 

 a) Ta chứng minh f(x1) = |a1x1 – b1| 

  Do (3) ⇒  |a1x1 – b1| = a1x1 – b1 = -  a3x1 + b3 = |a3x1 – b1| 

  Ta chứng minh |a1x1 – b1|  > |a2x1 – b2|  

 *) a1x1 – b1 ≥  - a2x1 + b2 ⇔  x1 = 
31

31

aa
bb

+
+

> 
21

21

aa
bb

+
+  ⇔  a2b1 + a1b3> a1b2+a3b1+ a3b2 

⇔  (a1b3 – a3b1 + a2b1 – a1b2) + (a2b3 – a3b2) > 0 đúng 

Do 
3

3

a
b  - 

1

1

a
b  >

2

2

a
b  - 

1

1

a
b  ⇔  a1b3 – a3b1 > 

2

3

a
a (a1b2 – a2b1) >a1b2 – a2b1 

*) |a1x1 – b1| = a1x1 – b1 = -a3x1+ b3 ≥  - a3x2+ b3 = a2x2 – b2 ≥  a2x1 – b1 

 Vậy f(x1) = |a1x1 – b1| 

b) Ta chứng minh f(x) ≥  f(x1) ∀  x ∈  R 

 *) x < x1 ⇒  - a3x + b3 >- a3x1 + b3 = a1x1 – b1 = f(x1) 
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 *) x> x1 ⇒  a1x – b1 >a1x1 – b1 = f(x1) 

  Vậy Min f(x) = |a1x1- b1| = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−

31

1331

aa
baba

 

II) x1 ≥  x2 

a) Ta chứng minh f(x2) = |ax2 – b2| 

 |a2x2 – b2| = a2x2 – b2 = - a3x2 + b3 = |a3x2 – b3| 

|a2x2 – b2| > | a1x2 – b1|  đúng do 

 |a2x2 – b2| = a2x2 – b2 = - a3x2 + b3 > - a3x1 + b3 = a1x1 – b1>a1x2 – b2> 

>a1
1

1

a
b  - b2 >0 

⇒  f(x2) = |ax2 – b2| 

 b) Ta chứng minh f(x) ≥  f(x2) ∀ x ∈ R 

 Nếu x ≥  x2 ⇒  f(x) ≥  |a2x – b2| =a2x – b2 ≥  |a2x2 – b2| 

         X <x2 ⇒  f(x) ≥  | - a3x +  b3| = - a3x +  b3 > - a3x2 +  b3 =  |a2x2 – b2| 

 Vậy Min f(x) = Max {f(x1); f(x2)} = Max 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
−

+
−

32

2332

31

1331 ;
aa

baba
aa

baba
 

Bài toán 7:f(x,y) = x2y + xy2 – ax – by.    Tìm a, b để Max |f(x, y)| bé nhất 

 

 Bài này có thể yêu cầu cao hơn các bài trên là phải tìm giá trị bé nhất của hàm số |f(x,y)| 

 Max |f(x,y)| ≥  Max {|a|; |b|; |2-a-b|} ≥  
3
1 |a+b+2 –a -b| = 

3
2  

 Với a = b = 
3
2  ⇒  |f(x,y)| = |(x+y) (xy - 

3
2 ) 

 a) Nếu xy ≥  
3
2  do x,y ∈ [0,1] nên |(x+y)(xy- 

3
2 )| = (x+y)(xy-

3
2 ) ≤   

    ≤  (1+1)(1 - 
3
2 ) = 

3
2  

 b)  Nếu xy < 
3
2  ⇒  (1 – x)(1- y) ≥  0 ⇔ x+y ≤  1 + xy 

 ⇒  0 ≥  (x+y)(xy - 
3
2 ) ≥  (1 + xy) (xy - 

3
2 ) 

X ∈ R

            x,y ∈ [0,1] 

            x,y ∈ [0,1] 

X ∈  R
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 ⇒  |(x+y)(xy - 
3
2 )| ≤  |(1 + xy) (xy - 

3
2 )| = (1 + xy) (

3
2 -  xy) =  

 = 
3
2  - 

3
1 xy – (xy)2 ≤  

3
2  ⇒  Max |f(x,y)| bé nhất là 

3
2  

SAU ĐÂY LÀ CÁC BÀI TOÁN TƯƠNG TỰ 

Bài toán 8: Chứng minh rằng với bất cứ a, b, c, d, p, q nào ta cũng tìm được x,y,z thuộc đoạn [0,1] 

để   |xyz – axy – byz – czx – dx – py – qz | ≥  
7
1  

Bài toán 9:Chứng minh rằng với mỗi mười bốn số thực a1, a2, ... a14  nào ta cũng tìm được x, y, z, t 

thuộc [0,1] để 

|xyzt – a2xyz – a2xyt – a3yzt – a4ztx +a5xy - a6xz – a7xy – a8yz – a9yt – a10zt + 

- a11x – a12y – a13z – a14t| ≥  
15
1  

Bài toán 10: Cho 0< a< b, m ≥  2, m ∈ Z 

 Các số a1, a2, ... an không âm và không thuộc khoảng (a, b) các số b1, b2, ... bk đều thuộc 

đoạn [a, b] thoả mãn ∑
=

n

i
ia

1
 = ∑

=

k

j
jb

1
 

 a) Chứng minh rằng ∑
=

n

i

m
ia

1
≤  ∑

=

k

j

m
jb

1
 

 b) Chứng minh rằng ∑
=

n

i
ia

1

α
≥  ∑

=

k

j
jb

1

α
( α  ≥  1) 

Bài toán 11: Cho a1 < a2 < ... <an 

 f(x) = Max {|x-a1|, |x-a2|, ... |x- an|} 

 Tìm Min f(x) 

 

 Bài toán 12 cho 0<a1< a2< ..<an 

 
1

1

a
b

<
2

2

a
b

< ... <
n

n

a
b

 

 f(x) = Max {|aix – bi| (i = 1,2,...,n)} 

 Tìm Min f(x) 

 

Trên đây là một số bài toán áp dụng tính chất của hàm y = ax + b để giải. Còn 2 phần nữa 

xin được trao đổi cùng các bạn ở chuyên đề sau. 

                                          Ninh Bình, Ngày 10 tháng 10 năm 2008            

            x,y ∈ [0,1] 

x ∈ R

x ∈ R
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PhÐp biÕn h×nh trong h×nh häc ph¼ng  
 

Tr−êng THPT Chuyªn Hμ Nam 
 
 

Phần I: Đặt vấn đề 
Trong chuyên đề hình học phẳng sử dụng phép biến hình trong hình học phẳng là một phần 

kiến thức rất quan trọng. Sau đây là nội dung bài soạn của tôi khi dạy về các phép biến hình trong 
mặt phẳng. 

 
Phần II: Nội dung 

A. Phép đối xứng tâm, đối xứng trục, tịnh tiến. 
I. Phép đối xứng tâm 
1. Định nghĩa: Đ0 : M → M’ 

'OMOM −=  
2. Tính chất:  
a. Đ0 biến 3 điểm thẳng hàng thành 3 điểm thẳng hàng. 
b. Đ0 biến đường thẳng thành đường thẳng // hoặc trùng với đường thẳng ban đầu. 
c. Biến đoạn EF thành E’F’: EF = E’F’ 
d. Góc xSy thành góc x’S’y’ và góc x’S’y’ = góc x’S’y’. 
e. Đ0 là phép biến đổi 1 - 1 
h: Đo: A → A’ 

B →B’ 

''BAAB −=  
II. Phép đối xứng trục 
1. Định nghĩa: 

Đđ: M → M’ 
MM’ ⊥ d tại H 

'HMMH −=  
2. Tính chất 
Giống như phép đối xứng trục 
III. Phép tịnh tiến: 
1. Định nghĩa: 

Cho 0≠V  

': MMT V →  

vMM ='  
2. Tính chất:- Giống như phép đối xứng tâm, đối xứng trục 

  - Phép VT  không có điểm bất động. 

 
IV. Bài tập áp dụng 
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Bài tập 1: Cho tam giác ABC và đường tròn O. Trên cạnh AB lấy 1 điểm E sao cho BE = 
2AE gọi F là trung điểm AC và I là đỉnh thứ 4 của hình bình hành AEIF. Với mỗi điểm P trên 

đường tròn (O) dựng Q sao cho IQPCPBPA 632 =++ . Tìm tập hợp Q khi P thay đổi. 
* Hướng dẫn học sinh 

+ Xác đỉnh điểm K cố định t/c: 032 =++ KCKBKA  

+ Chứng minh K ≡ I 
+ ĐI: P → Q vậy Q thuộc đường tròn là ảnh (O) 
* Lời giải: 
Gọi K là điểm thoả mãn: 

032 =++ KCKBKA  

)32(6 ACABKA +−=  

Ta có 

KIAIAK

ACABAI

ACAB

AFAEAI

≡→=↔

+=↔

+=

+=

326

2
1

3
1

 

Từ 

IQICIBIAPI

IQPCPBPA

6326

632

=+++↔

=++
 

0=+↔ QIPI  → là trung điểm PQ 

→ Đ: P → Q 
OP thuộc đường tròn 
→ Q ∈ đường tròn là ảnh của (O) qua ĐI 

Bài tập 2: Cho hình bình hành ABCD và đường tròn (γ) bàng tiếp của tam giác ABD tiếp 
xúc với phần kéo dài AB và AD tương ứng tại M, N. Đoạn thẳng MN cắt BC, DC tương ứng tại P 
và Q. Chứng minh đường tròn nội tiếp tam giác BCD tiếp xúc BC, DC tại P  và Q. 

* Hướng dẫn học sinh: 
+ Chứng minh BH = DK 
Có Đ I: B → D 
+ Chứng minh DQ = DN = BH = BM’ 
→ ĐI: (C) → (C1) 
Với (C) là đường tròn qua M’, N’, H ; (C1) là đường tròn qua D, Q, P 
Lời giải: 
  

 
 

F 
E

A 

B C 
I
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           Gọi K là tiếp điểm (γ) và BD 
(C) là đường tròn nội tiếp ΔABC tiếp xúc AB, AD,BD tại M’, N’, H 
Do: MM’ = NN’ 
MM’ = MB + DN’ = BK + BH 
NN’ = ND + DN’ = DH + DK 
⇒ BH + BK = DH + DK 
⇒ BH + BH + HK = DK + DK + HK 
⇔ BH = DK  
⇒ ∃ Phép đối xứng tâm ĐI :  B → D 

      H → K 
      A → C 

ΔAMN cân tại A => góc  AMN = góc ANM 
 DQ // AM => góc DQN = góc AMN 
 => góc DQN = góc ANM 
 => ΔDQN cân tại D => DQ = DN = DK = BH = BM’ 

Do ĐI : B -> D 
=> ĐI: M’ -> Q 
Tương tự ΔMBP cân 

 ĐI : N’ -> P 
  H ->  K 

(C) -> (C1) 
(C) là đường tròn qua M’, N’, H và (C1) là đường tròn qua D, Q, P do M’, N’ H là điểm 

chung duy nhất của AB, AD, BC và (C) 
Và khi đó K, Q, P là điểm chung duy  nhất  (C1) và BC, CD, CB 
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Bài tập 3: 
Cho đường tròn (O, R) ΔABC có 3 góc đều nhọn nội tiếp trong đường tròn. Gọi A’, B’, C’ 

lần lượt là giao điểm thứ hai của các đường cao kẻ từ A, B,C với đường tròn. Hãy xác định kích 
thước 3 cạnh ΔABC theo R để diện tích lục giác AB’CA’BC’ lớn nhất. 

* Hướng dẫn giải 
CMinh:  dt BHC = dt BCA’ 

   dt AHC = dt ACB’ 
   dt AHB = dt ABC’ 
+ Từ đó dt AB’C.A’BC’ max khi SABC max 
+ Dựa vào công thức hê rông tìm max SABC 

* Lời giải: 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ĐBC : H -> A’  => SBHC = SBCA’ 

ĐAC : H -> B’  => SAHC = SACB’ 

ĐAB : H -> C’  => SAHB = SABC’ 

Đặt SABC = S  => SAB’CA’BC’ = 2S 
Vậy max SAB’CA’BC’ khi S đạt max 
* Ta chứng minh kết quả quen thuộc  

+) S ≤ 
34

222 cba ++  

+)  a2 + b2 + c2 ≤ 9R2 (R là bán kính  đường tròn ngoại tiếp ΔABC) 
Thật vậy: 

S ≤ 
34

222 cba ++  

48
)())(()(

2222 cbacpbpapp ++
≤−−−↔  

3
)()())()((

2222 cbabcabcbcbacba ++
≤−+−+−+++↔  

[ ][ ] 22222222 )()()(3 cbabaccba ++≤−−−+↔  
<=> a4 + b4 + c4 ≥a2b2 + b2c2 + c2a2 (BĐT luôn đúng) 
Chứng  minh: a2 + b2 = c2 ≤ 9R2 
<=> sin2A + sin2B + sin2C ≤ 9/4 (dễ dàng chứng minh) 

Vậy 
34

9max
34

9 22 RSRS =⇔≤  

B’
A

C’

B 

H

A’

C



 81

34
9max

2RS =  khi  Δ ABC đều 

Bài tập 4: 
Cho lục giác lồi ABCDEF có AB = BC = CD; DE = EF = FA Và GócBCD  góc EFA = 600. 

giả sử G và H là hai điểm nằm trong lục giác sao cho góc AGB = góc DHE = 1200. CMR 
AG + GB + GH + DH + EF ≥ CF 
* Hướng dẫn giải 
+) ĐBE biến đ’ nào: 
 A -> D 
 C -> C’ 
 D -> A 

F -> F’ 
 +) CM: GA + GB = GC’ 
 +) Vẽ thêm hình  phụ cho bài toán dễ quan sát 

* Giải: 
 

 
 
 

Ta có: BD = AB  
 AE = DF 
ĐBE: A -> D vì (ΔDBE = ΔBAE 
  => Góc B1 = góc B2 => BE là phân giác và BE ⊥ AD) 
 C -> C’ 
 D -> A 
 => CD = C’A = AB => ΔABC’ đều 
 E -> F -> ΔDEF đều 
* ΔBCD; ΔAEF dựng phía ngoài tứ giác ABDE 
C’, G khác phí với AB 
H, F’ khác  phía với DF 
 
 
=> Tứ giác AGBC’ nội tiếp góc BGA + góc B’CA = 1800 = (1200 + 600) 

 => BC’ 2 = C’G2  + BG2 – 2BG. C’G.1/2 
 C’A2 = C’G2 + GA2 – 2AG.C’G.1/2 

600

600 600

B

B� 

G 

C� 
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=> BG2 – BG . C’G = GA2 – AG . C’G 
<=> (GA - GB ) (GA + GB – GC’) = 0 

*  Nếu GA = GB => GC’ ⊥ AB => C’K = 
6

330;
2

3 0 atgBKGKa
==  

3
32

6
34

' aa
GC ==  

Cos 300 = 
3

32
3

2 aGBGAaBG
GB

a

=+→=→   

Vậy có GA + GB = GC’ 
Trong cả 2 trường hợp → GA + GB = GC’ 
HE + HD = HF’ 
Vậy có C’G + GH + HF’ ≥ C’F’ 
Mà C’F’ là ảnh CF qua phép BE → C’F’ 
Vậy GA + GB + GH + HE + HD ≥ C’F 
Dấu = khi G, H nằm trên [ C’F’] 
Bài tập 5: Cho ΔABC. Từ đỉnh A ta kẻ trung tuyến AM và phân giác trong AD. Phép đối 

xứng qua đường thẳng AD biến đường thẳng AM thành AK (K ∈ BC): CMR: 2

2

AC
AB

CK
BK

=  

 
Hướng dẫn học sinh: 

+ Gọi P là điểm đối xứng của A qua M’ 
+ Từ C kẻ đường thẳng // PB’ cắt AK tại Q. Từ đó có tứ giác AC’PB’ là hình bình hành. 
+ áp dụng định lý talet ta có đpcm. 
 
Lời giải: 

 
 

ĐAD:  B → B’ 

 C → C’ 
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 M → M’ 
M’ là trung điểm B’C’, B’ ∈ AC, C’ ∈ AB, M’ ∈ đường thẳng AK 
Gọi P là điểm đối xứng của A qua M’ 
Từ C kẻ đường thẳng // PB’ cắt AK tại Q 
M’C’ = M’B’ ⇒ Tứ giác AC’PB’ là hình bình hành 
M’A = M’P  
 ⇒ AB // PB’ // QC 
 

Theo định lý ta lét: 
CQ
AB

KC
BK

=   (1) 

Ta có: 
AB
AC

AB
AC

AB
PB

AC
CQ

AC
CQ

PB
CQ

=====
'

'

'

''  

Vậy 
AB
AC

AC
CQ

=   
AC
AB

CQ
AC

=   )2(2

2

AC
AB

CQ
AB

=  

⇒ Từ (1) và (2) 2

2

AC
AB

CK
BK

=  

Bài tập 6: Cho hình bình hành ABCD. Từ B ta kẻ các đường thẳng BE vuông góc CD và 
BK vuông góc AD (E ∈ CD, K ∈ AD). Biết KE = a và BD = b (b > a). Tính khoảng cách từ B đến 
trực tâm Δ BEK. 

Hướng dẫn giải 
+ Xác định phép tịnh tiến 

DKT :  K → D 

 H → E  (H là trực tâm Δ BKE) 
 B → B’  

+ Chỉ ra B’E = BH = 22 ab −  

Lời giải: 
Gọi H là trực tâm Δ BEK 
Do EH vuông góc BK, EK vuông góc BH  
⇒ DKHEHKED == ;  

DKT : K → D 

 H → E 
 B → B’ 
 BH → B’E 
Vì BH vuông góc EK nên B’E vuông góc KE 
Δ B’EK vuông tại E ⇒ B’E2 = B’K2 – KE2 

Mặt khác B’K = BD (do tứ giác BB’DK là hình chữ nhật) 

Do đó B’K = b vậy B’E – BH = 22 ab −  

 
 

* Các bài tập rèn luyện kỹ năng: 
Bài 1: Cho Δ ABC và điểm O nằm trong tam giác. Tìm tập hợp điểm M và N thuộc các cạnh 

tam giác sao cho O là trung điểm của đoạn MN 

H 

B B’ C

E

D K
A
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Gợi ý học sinh: 
+ Thực hiện phép đối xứng tâm O. 
Đo:  M → N 
 A → A’ 
M là điểm chung AB và A’B’ (A’B’ là ảnh của AB qua Đo) 
N là điểm chung AC và A’C’ (A’C’ là ảnh của AB qua Đo) 
+ Từ đó suy ra các điểm M, N phải thuộc đoạn AB, AC có thể cả các đỉnh tam giác. 
Bài 2: Cho hình bình hành ABCD. Với mỗi điểm M trên cạnh AB ta lấy điểm M1 đối xứng 

với M qua đỉnh D, M2 đối xứng với M1 qua trung điểm cạnh CD và M3 đối xứng với M2 qua B. Tìm 
tập hợp các điểm M3 khi M thay đổi trên cạnh AB. 

 
Gợi ý học sinh: 
ĐD :  M → M1 

ĐH:  M1→ M2 (H là trung điểm CD) 
ĐB: M2 → M3 
ĐK:  M → M3 (K xác định HK = HD + HB) 
Từ đó suy ra tập hợp M3 là đoạn AB. 
Bài 3: Cho đường tròn (O) và hai đường tròn bằng nhau (O1); (O2) cùng tiếp xúc với (O) lần 

lượt tại các điểm A1, A2. Trên đường tròn (O) ta lấy điểm M. Các đoạn MA1, MA2 cắt lần lượt thứ 
hai các đường tròn (O1), (O2) tương ứng tại điểm B1, B2. Chứng minh B1B2 // A1A2. 

Gợi ý học sinh: 
+ Gọi đường thẳng x là trung trực của O1O2 ⇒ O ∈ x 
+ Đx: O1 → O2 
+ Ta chứng minh dễ dàng: 

MA
BA

OM
BA

OM
BO

MA
BA

2

222211

1

11 ===  

Bài 4: Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp hình tam giác ABC không cân. Đường tròn ngoại 
tiếp Δ BIC cắt phần kéo dài của các cạnh AB, AC tương ứng tại B’ và C’. Chứng minh BB’ = CC’. 

Gợi ý học sinh: 
+ Ta chứng minh AI đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp Δ BIC vì vậy tâm của đường tròn đó 

cách đều hai dây cung BB’ và CC’. 
 
 

B) Phép quay 
I. Định nghĩa: QO

α: M → M’  
Sao cho (OM, OM’) = α 
      OM = OM’ 
O: tâm quay 
α: Góc quay 
/α/ ∈ [Oo, 180o] 
II. Tính chất 
1. Qo

αcó một điểm bất động duy nhất 
2. Qo

α:  A → A’ 

α

M’

M
M 

M’ 

- α 
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  B → B’ 
Thì AB = A’B’; (AB, AB’) = α (0 ≤ α ≤ 1800) 
3. Phép quay biến 3 điểm thẳng hàng thành 3 điểm thẳng hàng. 
Hệ quả:  + Phép quay biến đường thẳng thành đường thẳng 
  + Biến tia Sx thành tia S’x’ và góc tạo bởi hai tia đó bằng α. 
  + Biến đoạn thẳng PQ thành đoạn P’Q’: PQ = P’Q’ 
  + Biến góc thành góc bằng nó 
  + Biến đường tròn (I,R) thành (I’,R) 
III. Mở rộng phép quay tâm O góc quay α: 1800 < α ≤ 3600: 
1. Định nghĩa: 
Cho trước điểm O và góc α với 1800 < α ≤ 3600. Phép biến đổi   

 Q = 
0180

0
−αQ . 

0180
0Q  là phép quay tâm O với góc quay α kí hiệu là Q0

α. 

2. Tính chất: 
a. Tính chất 1: Q0

α với α ∈(1800, 3600) 

Qα : M → M’ thì 
0360

0
−αQ : M -> M’ và (OM, OM’) = α - 3600 

b. Tính chất 2:  
 
Cho 2 phép quay QO1

α, QO2
β với 2 tâm quay phân biệt (O1≠O2) và thoả mãn điều kiện 00 < α 

≤ 3600; 00 < β ≤ 3600, 0180
2

≠
+ βα  

Khí đó Q = QO2
β . QO1

α là 1 phép quay với góc quay ϕ = α + β và tâm quay O được xác 

định: 2
01

α−

Q : 0102 -> x 

yOOQ →12

2/

0
:

2

β
 và x cắt y tại O 

IV. Bài tập áp dụng 
Bài tập 1: Cho Δ ABC trên các cạnh AB, AC và về phía ngoài ta dựng các Δ đều ABC1, 

ACB1, ACB1. Gọi G là trọng tâm Δ ABC1; M là trung điểm BC, Chứng minh rằng Δ MGB1 vuông 
và MB1= MG 3  

Hướng dẫn học sinh 
- Học sinh có thể chứng minh dựa vào tam giác đồng dạng 
- Sử dụng tính chất trích hai phép quay 
Lời giải: 

O2 

yx 

O1

O’

O

 α 

 α/2 

β 

β/2
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ABQG
→:

0120
 

CAQb
→:

060

1
 

CBQQ Gb
→:.

00 12060

1
 

QQQ GBM
CB

000 12060

1

180
.: ⇒→  

Theo tính chất trên ⇒ Góc (GB1, GM) = - 600 
⇒ Góc (GM, GB1) = 600; Góc (B1G, B1M) = 300 

⇒ Góc GMB1 = 900 ⇒ MB1 = MG 3  
 
Bài tập 2: Cho Δ ABC cân (AB = AC). Trên cạnh AB lấy điểm M sao cho MA = BC. Tính 

góc BMC. 
Hướng dẫn học sinh:      
 
 
 
 
 
 
 
+ Xét phép quay tâm A góc quay là bao nhiêu 
+ Xét các tam giác bằng nhau. 
Xét QA

60: C → C’; B, C’ nằm về 2 phía AC 
Xét Δ MAC’ và Δ ABC có MA = BC 
       AC = AC’  
Góc MAC’ = 600 + 200 = 800 = Góc ACB 
⇒ Δ MAC’ = Δ ABC (c.g.c) 
⇒ C’M = C’A = CC’ (vì Δ ACC’ đều) 
⇒ Δ MCC’ cân tại C’ 
Mà C’M = C’A ⇒ Δ AMC’ cân tại C’ 
⇒ Góc AMC = góc MAC’ = 800 ⇒ Góc AC’M = 200 
      ⇒ Góc AC’C = 400  

A

C

M 

B 

C’

300

700

800
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Do Δ MC’C cân tại C’ ⇒ Góc CM’C = góc MCC’ = 0
00

70
2

40180
=

−  

⇒ Góc BMC = 1800 – 700 – 800 = 300 

 
Bài 3: Cho lục giác lồi ABCDEF nội tiếp trong đường tròn (O) có AB, CD, EF bằng bán 

kính đường tròn. Gọi M, N, P lần lựơt là trung điểm của BC, DF, AF. Chứng minh rằng Δ MNP 
đều. 

Hướng dẫn học sinh 
+ Xét Q0

60  
+ Có phép quay QP

60: N → M khi đó có Δ MNP đều: 
Giải: 

 

  
          - Gọi P là trung điểm của AF 

- K là trung điểm BE 
I là trung điểm EF 
Q0

60:  B → A 
 F → E 

=> BF  BE→  ( ) AEAEBF ⇒=⇒ 060,  cắt BF theo góc nhọn 600 
Do tứ giác ABEF là hình thang cân 
⇒ AE = BF ⇒ PI = IK theo tính chất đường trung bình 
⇒ PI cắt IK theo một góc nhọn 600 ⇒ Δ PIK đều 
Q0

60:  F → E 
 D → C 

⇒ ( ) 060, =ECFD mà FDIN ↑↑   

         ECKM ↑↑  

=> góc ( ) 060, =KNIN  (1) 

Mà IN = KM = 
2
1 FD = ECFD

2
1

2
1

=  

-> KIQP →:
060   
 'NN →  

=> ( ) 060, =KNIN  từ (1) -> ( ) '60, 0 NMKMKNKNIN ≡⇒=⇒=  

=> PMNMNQP Δ⇒→:
060  đều 
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Bài tập rèn kỹ năng 
Bài 1: Cho hình vuông nội tiếp trong hình bình hành MNPQ, A ∈ MN,  

B ∈ NP, C ∈ PQ, D ∈ QM. Gọi M’ là chân đường vuông góc hạ từ M xuống AD, N’ là chân đường 
góc vuông hạ từ N xuống AB, P’ là chân đường vuông góc hạ từ P xuống BC, Q’ là chân đường 
vuông góc hạ từ Q xuống CD. CMR tứ giác M’N’P’Q’ là hình vuông. 

Gợi ý học sinh 

+ Xét phép quayQO

090−
:  A → B       

M → M1 
    D → A 
    Q → Q1 

QO

090−
:  M → H ⇒ [MM’] → [HN’] 

AD → AB      M’ → N’ 
 

 Bài 2: Hai Δ vuông ABC = Δ vuông A’B’C’ (Góc C = góc C’ = 900) được đặt trong mặt 
phẳng và các đỉnh của 2 tam giác được đánh số theo cùng chiều đường thẳng. Gọi D là giao điểm 
của các đường thẳng BC và B’C’; E là giao điểm các đường thẳng AC, A’C’. CMR 4 điểm C, D, 
M, E cùng thuộc một đường tròn. 

Gợi ý học sinh 
Ta thực hiện phép quay tâm M biến  C → C’ 
      A → A’ 
      B → B’ 
+ Chỉ ra góc CMC’ = góc CA’C’ = góc CDC’ 
 

C- PHÉP TỰ VỊ 
I. Định nghĩa: 
VO

k: M → M’ 
OMkOM =' ZZ 

O: tâm tự vị 
k ≠ 0: tỷ số tự vị 
k > 0: VO

kphép tự vị dương 
k < 0: VO

k phép tự vị âm 
Đặc biệt k = 0 ⇒ ảnh thuộc điểm M đều là 0 
II. Tính chất 
1. Phép VO

k (k ≠ 1) có 1 điểm bất động duy nhất là 0 
2. VO

k: M → M’ ⇒ O, M, M’ thẳng hàng 
3. VO

k  A → A’ 
  B → B’  ABkBA =''  
  (A ≠ B) 
4. Phép vị tự biến 3 điểm thẳng hàng thành 3 điểm thẳng hàng 

Từ đó ⇒ AQ1 qua trực tâm H của Δ 
ABN 
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Hệ quả: Phép VO
k biến 

* Biến đường thẳng (d) thành đường thẳng (d’) và d’//d hoặc d’ ≡ d 
* Tia Sx thành tia S’x’ và hai tia đó họăc trùng nhau 
* Đoạn PQ thành P’Q’: P’Q’ = /k/ PQ 
* Δ ABC thành Δ A’B’C’ và hai tam giác này đồng dạng tỷ số đồng dạng bằng /k/. 
* Góc xSy thành góc x’S’y’: góc xsy = góc x’s’y’ 
* Biến đường tròn (I,R) thành đường tròn (I’,R’) và R’ = /k/R 
 

Bài tập áp dụng 
Bài 1: Cho Δ ABC bên trong Δ dựng 4 đường tròn (O1); (O2); (O3); (O4) bằng nhau sao cho 

3 đường tròn đầu tiên cùng tiếp xúc với 2 cạnh Δ. CMR tâm đường tròn nội ngoại tiếp Δ ABC và 
tâm đường tròn (O4) thẳng hàng. 

Gợi ý học sinh 
* Xét phép vị tự tâm I tỷ số k 
* Dựa vào tính chất VO

k: M → M’ chứng tỏ O, M, M’ thẳng hàng 
 

 
Lời giải: 
Ta có IA, IB, IC chứa O1, O2, O3 
→  O1O2 //AB 

O2O3 //BC 
O3O1 //AC 

 Đặt  
kIC

IO
IB
IO

IA
IO 1321 ===  

 VI
k:  O1 → A 

  O2 → B 
  O3 → C 

Do O4 là tâm đường tròn ngoại tiếp Δ O1O2O3 (vì cách đều 3 điểm). 
Tức là: VI

k: O4 → O ⇒ I, O4, O thẳng hàng 
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Bài 2: (Đề thi HSGQG 2003). 
Cho 2 đường tròn cố định (O1, R1); (O2, R2); (R2 > R1) tiếp xúc nhau tại M. 

Xét điểm A nằm trên (O2, R2) sao cho 3 điểm A, O1, O2 không thẳng hàng.Từ A kẻ các tiếp tuyến AB, 
AC với đường tròn (O1, R1), (B, C là tiếp điểm). Các đường thẳng MB; MC cắt lần thứ hai đường tròn 
(O2, R2) tương ứng tại E, F. Gọi D là giao điểm EF và tiếp tuyến tại A của (O1, R2). CMR điểm D di 
động trên 1 đường thẳng cố định khi A di động trên (O2, R2) sao cho A, O2, O1 không thẳng hàng. 

Hướng dẫn học sinh: 
* Gọi D’ là giao 2  tiếp tuyến tại M và A’ 
Chứng minh D’ thuộc trục đẳng phương BC của 2 đường tròn (O1) và (O3). 

* Xét phép vị tự  1

2

R
R

MV :  (O1, R1) → (O2, R2) 

     B → E 
     C → F 
        BC → EF 

                      
 
  Lời giải: 

* Ta thấy tứ giác ABO1C nội tiếp đường tròn (O3) 
* Gọi A’ là giao điểm thứ hai của AM với (O1, R1) 
* D’ là giao 2 tiếp tuyến tại M và A’ 
- Chứng minh D’ thuộc trục đẳng phương của BC của (O1) và (O3)  

 Chứng minh: PD’/(01, R1) = P D’/(03) 
Vậy D’ di động trên tiếp tuyến của đường tròn (O1, R1) tại M 
⇒ D’ ∈ đường thẳng cố định 

Xét  1

2

R
R

MV :  (O1, R1) → (O2, R2) 

   B → E 
   C → F 
   BC → EF 

Tiếp tuyến tại A’ → tiếp tuyến tại A 
⇒ D nằm trên đường thẳng MD’ là tiếp tuyến với đường tròn (O1, R1). 
 
Bài 3: (Đề thi HSGQG năm 2000) 


