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1 Mở dầu

Vì sự gần gũi của biểu diễn hình học số phức với tọa độ của điểm trong hệ trục
tọa độ Descartes nên số phức có rất nhiều ứng dụng trong chương trình toán sơ cấp phổ

thông, đặc biệt là hình học phẳng. Ở nhiều bài toán, việc giải bằng số phức thường đưa
đến kết quả bất ngờ. Một trong những thao tác quan trọng trong việc giải bài toán hình
học phẳng bằng số phức là biểu diễn số phức các yếu tố hình học. Các đường conic chiếm
một phần quan trọng trong khung chương trình ở bậc phổ thông. Vì vậy việc tìm hiểu để
đưa công cụ số phức vào việc giải các bài toán có liên quan đến các đường conic là hết
sức có ý nghĩa.

Mục đích chính của bài báo này nhằm bước đầu tìm hiểu và khảo sát các biểu diễn
dạng phức của các yếu tố trong hình học giải tích, cụ thể là các đường conic, từ đó giới
thiệu một số bài toán về đường conic được giải bằng công cụ số phức.

Trong mục 2 chúng tôi trình bày phương trình dạng phức của đường conic tổng
quát, biểu diễn một số yếu tố đặc biệt có liên quan. Dạng biểu diễn phức của các đường
conic đặc biệt như ellip, parabol, hyperbol được giới thiệu trong mục 3. Đặc biệt, từ các
biểu diễn đó, một số phương pháp hình thành các đường conic cũng được trình bày ở
đây. Mục 4 là một số bài toán phổ thông về đường conic được giải bằng công cụ số phức.
Trước đó, để hỗ trợ cho việc giải các bài toán nói trên, trong mục 1 sẽ trình bày một số
công thức hình học dưới dạng phức như phương trình đường thẳng, đường tròn, khoảng
cách, diện tích tam giác, ...

2 Một số yếu tố hình học giải tích

Các kết quả trong mục này có thể tìm thấy trong các tài liệu [1], [2].
Với mỗi phần tử z = a+ ib ∈ C, ta có thể đồng nhất với một điểm Z(a; b) trên mặt

phẳng tọa độ Oxy. Và mặt phẳng gồm các số phức z = a+ ib ta gọi là mặt phẳng Gauss.
Số phức z = a+ ib được gọi là nhãn của điểm Z, và Z được gọi là điểm ảnh của số

phức z.
Kể từ đây ta quy ước rằng mỗi điểm được ký hiệu bằng chữ in hoa và nhãn của nó

được ký hiệu bằng chữ thường tương ứng.
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• Giả sử trong hệ trục Oxy, một đường cong (C) có phương trình tham số{
x = f1 (t)
y = f2 (t) ,

với f1 (t) , f2 (t) là các hàm thực đối với tham số t.
Khi đó phương trình tham số phức của đường cong (C) là

z = x+ iy = f1 (t) + if2 (t) = f(t).

Hàm f(t) được gọi là hàm phức đối với tham số thực t.

2.1 Đường thẳng

• Phương trình tham số của đường thẳng qua 2 điểm A và B là

z = (1− t)a+ tb.

• Phương trình không tham số của đường thẳng qua 2 điểm A và B là(
b− a

)
z − (b− a) z + ab− ab = 0. (1)

Ta cũng có các phương trình tương đương sau:

z − a
b− a

=
z − a
b− a

hoặc

∣∣∣∣∣∣
z z 1
a a 1

b b 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

• Từ phương trình (1) nếu ta đặt α = (a − b) và β = ab − ab, khi đó phương trình trở
thành αz − αz + β = 0 với β là một số thuần ảo. Như vậy, về mặt hình thức, ta có thể
khẳng định rằng, dạng tổng quát của phương trình đường thẳng trong mặt phẳng phức có
dạng

αz − αz + β = 0 (2)

với β là một số thuần ảo.
Phương trình (2) có dạng thực là Ax+By + C = 0, trong đó A = −i(α− α), B =

α + α,C = −iβ, và ngược lại.
• Trong mặt phẳng Gauss, cho 2 đường thẳng d1, d2 có phương trình lần lượt là

α1z − α1z + β1 = 0; α2z − α2z + β2 = 0.

Khi đó góc giữa hai đường thẳng được xác định bởi công thức sau

cosϕ =
|α1α2 + α1α2|

2|α1||α2|
.

• Trong mặt phẳng Gauss, cho đường thẳng d có phương trình αz − αz + β = 0, một
điểm Z0 nằm ngoài đường thẳng d. Khi đó chân đường vuông góc hạ từ Z0 có nhãn là

z =
αz0 + αz0 − β

2α
=

2Re(αz0)− β
2α

.
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• Trong mặt phẳng Gauss, cho đường thẳng ∆ có phương trình αz − αz + β = 0, và một
điểm Z0 nằm ngoài đường thẳng ∆. Khi đó khoảng cách từ điểm Z0 đến đường thẳng ∆
được xác định bởi công thức sau

d(z0; ∆) =
|αz0 − αz0 + β|

2
√
αα

=
|2Im(αz0 + β)|

2|α|
.

2.2 Đường tròn

• Phương trình không tham số tổng quát của một đường tròn trong mặt phẳng Gauss có
dạng

zz + az + az + b = 0, b ∈ R.

Nhãn của tâm đường tròn là −a và bán kính R =
√
aa− b.

• Trong mặt phẳng Gauss, phương trình

z =
at+ b

ct+ d

trong đó các hằng số a, b, c, d ∈ R (hoặc ∈ C) sao cho ad− bc 6= 0 và t là tham số (có thể
lấy trên toàn bộ R) biểu diễn

a) một đường thẳng nếu c = 0 hoặc d
c
∈ R;

b) một đường tròn trong các trường hợp còn lại.
Trong trường hợp b) phương trình trên gọi là phương trình tham số của đường tròn.

3 Đường conic tổng quát

Định lý 1. Phương trình tham số phức của một đường conic thực trong mặt phẳng Gauss
có dạng

z =
a0 + 2a1t+ a2t

2

r0 + 2r1t+ r2t2
(1)

với các hằng số a0, a1, a2 ∈ R (hoặc ∈ C) và các hằng số r0, r1, r2 ∈ R.

Chứng minh.
Xét một conic được cho trên hệ trục Oxy, gọi Ω là một điểm bất kỳ thuộc conic. Xét
một hệ trục mới Ωξη với Ωξ,Ωη lần lượt song song với Ox;Oy, và giả sử đường conic có
phương trình

r0ξ
2 + 2r1ξη + r2η

2 − αξ − βη = 0

với r0, r1, r2, α, β ∈ R.
Một đường thẳng d qua Ω có phương trình η = tξ, (t ∈ R) cắt conic tại điểm có tọa

độ: {
ξ = α+βt

r0+2r1t+r2t2

η = αt+βt2

r0+2r1t+r2t2
.
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Nhãn của giao điểm này trong hệ trục Oξη là

ζ = ξ + iη =
α + (β + iα) t+ iβt2

r0 + 2r1t+ r2t2
.

Nhãn của giao điểm này trong hệ trục Oxy là

z = ζ + ω =
α + ωr0 + (β + iα + 2ωr1) t+ (iβ + ωr2) t2

r0 + 2r1t+ r2t2
,

phương trình này có dạng (1).

Conic Γ có phương trình (1) là một ellip, một hyperbol hay một parabol là tùy thuộc
vào biệt thức ∆r = r0r2 − r2

1 của tam thức r0 + 2r1t + r2t
2 có giá trị tương ứng dương,

âm hay bằng 0. Điều này có nghĩa là, một conic có phương trình (1) là một ellip, một
hyperbol hay một parabol tùy thuộc vào sự tồn tại 0, 2 hoặc 1 giá trị thực của t sao cho z
là điểm tại vô cùng trong mặt phẳng Gauss.

Hệ quả 1. Phương trình (1) biểu diễn một đường tròn nếu

∆r > 0 và 4∆a∆r −H2 = 0,

với ∆a = a0a2 − a1
2 và H = a0r2 − 2a1r1 + a2r0.

Chứng minh.
Thật vậy, vì ∆r > 0 nên tam thức bậc hai r0 + 2r1t + r2t

2 có 2 nghiệm ảo. Hơn nữa, từ
giả thiết 4∆a∆r−H2 = 0 ta suy ra rằng một trong hai nghiệm ảo này là nghiệm của tam
thức a0 + 2a1t+ a2t

2, do vậy phương trình (1) có thể đưa về dạng

z =
a+ bt

c+ dt
.

Phương trình này biểu diễn một phương trình tham số của một đường tròn.

Mệnh đề 1. Gọi φ1, φ2 là nhãn hai tiêu điểm của conic xác định bởi phương trình (1).
Khi đó φ1, φ2 là nghiệm của phương trình

∆rφ
2 −Hφ+ ∆a = 0. (2)

Chứng minh.
Thực hiện phép chuyển về hệ trục mới với gốc tọa độ là φ, khi đó phương trình của conic
trong hệ trục mới có dạng:

z1 = z − φ =
a0 + 2a1t+ a2t

2

r0 + 2r1t+ r2t2
− φ =

a0 + φr0 + 2(a1 − φr1)t+ (a2 − φr2)t2

r0 + 2r1t+ r2t2
.

Vì ellip, hyperbol hay parabol không phải là đường tròn nên các tiêu điểm của chúng là
thông thường, và do vậy tử thức phải là bình phương của một hàm tuyến tính theo t, nghĩa
là

a0 + φr0 + 2(a1 − φr1)t+ (a2 − φr2)t2 = (a+ bt)2.
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Hay nói cách khác, ∆r = 0. Vì vậy (a0 − φr0)(a2 − φr2)− (a1 − φr1)2 = 0, hay

∆rφ
2 −Hφ+ ∆a = 0.

Nếu conic là một parabol, khi đó tâm của conic là φ = ∆a

H
.

Vì tâm của conic là trung điểm của đoạn thẳng nối hai tiêu điểm nên tâm của conic
có nhãn là

ω =
φ1 + φ2

2
=

H

2∆r

.

Hệ quả 2. Tâm của conic và tiêu điểm của conic trùng với gốc tọa độ là phụ thuộc vào
∆a = 0 hoặc H = 0.
Thật vậy, nếu ∆a = 0 thì φ1 = 0, vì vậy F1 ≡ O. Nếu H = 0 thì ω = 0, khi đó Ω ≡ O.

4 Các trường hợp đặc biệt

Định lý 2. Phương trình tham số phức của một parabol luôn được viết dưới dạng

z = b0 + 2b1t+ b2t
2. (1)

Chứng minh.
Giả sử parabol có phương trình dạng

z =
a0 + 2a1t+ a2t

2

r0 + 2r1t+ r2t2
; ∆r = r0r2 − r1

2 = 0. (2)

Đặt t = r1
r2

T
1−T , khi đó phương trình (2) trở thành

z =
1

r1
2
[a0r2 − 2(a0r2 − a1r1)T + (a0r2 − 2a1r1 + a2r0)T 2],

có dạng (1).
Điều ngược lại là hiển nhiên.

Mệnh đề 2. Một parabol có phương trình dạng (1) thì có phương trình trong hệ trục thực
là

Y 2 = 4
|b1|2

|b2|2
X. (3)

Chứng minh.

Gọi B0X,B0Y là các trục chỉ phương của các vector
−−→
OB2,

−−→
OB1. Khi đó trong hệ trục mới

A0XY điểm Z có tọa độ là
X = |b2|t2, Y = 2|b1|t,

và phương trình của của parabol trong hệ trục mới là (3).
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Hệ quả 3. Cho parabol P có phương trình z = (a + ib)t + ct2. Khi đó phương trình của
P trong hệ tọa độ Descartes là

y2 = 4

√
a2 + b2

c2
x. (4)

Định lý 3. Phương trình tham số phức của một hyperbol luôn được viết dưới dạng

z = b0 + b1t+
b2

t
. (5)

Chứng minh.
Giả sử phương trình của một hyperbol có dạng:

a0 + 2a1t+ a2t
2

r0 + 2r1t+ r2t2
; ∆r = r0r2 − r1

2 < 0 (6)

và nhãn của tâm là

ω =
H

2∆r

=
a0r2 − 2a1r1 + a2r0

2∆r

. (7)

Xét các trường hợp:
1. r0 = r2 = 0.r0 = r2 = 0.r0 = r2 = 0. Ta có ω = a1

r1
và phương trình trở thành z = ω+ a2

2r1
t+ a0

2r1t
, có dạng

(5). Nếu t = 0 hoặc t =∞ thì z =∞.
Gọi
−−→
OD,

−−→
OD′ là hai vector có nhãn lần lượt là a2

2r1
, a0

2r1
, khi đó hai tiệm cận d và d′

của parabol song song với giá của hai vector
−−→
OD,

−−→
OD′.

Ngược lại, nếu chúng ta chọn hai tiệm cận đi qua tâm Ω sao cho
−−→
ΩD1 = t

−→
ΩD,
−−→
ΩD′1 =

t
−−→
ΩD′ khi đó đỉnh thứ tư của hình bình hành có hai cạnh ΩD1,ΩD

′
1 là điểm Z thuộc

hyperbol.
2. r2

1 + r2
2 > 0r2

1 + r2
2 > 0r2

1 + r2
2 > 0. Trường hợp này có thể đưa về trường hợp 1 bởi phép thế

t =
αT + β

γT + δ
; αδ − βγ 6= 0; α, β, γ, δ ∈ R,

khi đó phương trình (6) trở thành

z =
a0δ

2 + 2a1βδ + a2β
2 + 2 [a0γδ + a1 (αδ + βγ) + a2αβ]T+

r0δ2 + 2r1βδ + r2β2 + 2 [r0γδ + r1 (αδ + βγ) + r2αβ]T+
· · ·

· · · + (a0γ
2 + 2a1αγ + a2α

2)T 2

+ (r0γ2 + 2r1αγ + r2α2)T 2
(8)

với (
r0γ

2 + 2r1αγ + r2α
2
)

= 0 (9)

và
r0δ

2 + 2r1βδ + r2β
2 = 0. (10)
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Giả sử r0 6= 0. Vì ∆r < 0 nên phương trình

r0ξ
2 + 2r1ξ + r2 = 0 (11)

có hai nghiệm thực phân biệt ξ1, ξ2. Vì αδ−βγ 6= 0 và từ (9), (10) ta suy ra γ
α

= ξ1; δ
β

= ξ2.

Còn nếu r0 = 0, r2 6= 0, ta xét phương trình r0φ
2 + 2r1φ + r2 = 0 thay vì phương

trình (11).
Chọn α = 1, β = 1, γ = ξ1, δ = ξ2 khi đó phương trình (8) trở thành

z = ω +
r0

4∆r

(a0ξ1
2 + 2a1ξ1 + a2)T +

r0

4∆r

(a0ξ2
2 + 2a1ξ2 + a2)

1

T
.

Hệ quả 4. Cho hyperbol H có phương trình z = (a+ib)
2

t+ −a+ib
2t

. Khi đó phương trình của

H trong hệ tọa độ Descartes là
x2

a2
− y2

b2
= 1. (12)

Định lý 4. Phương trình tham số phức của một ellip luôn được viết dưới dạng

z = c+ aeiωt + be−iωt. (13)

Chứng minh.
Giả sử phương trình tham số phức của đường cong có dạng (13). Xét phép thế T = tan ωt

2
.

Ta có cosωt = 1−T 2

1+T 2 , sinωt = 2T
1+T 2 , do vậy

z = c+ aeiωt + be−iωt = (a+ b) cosωt+ i(a− b) sinωt

= c+
a+ b+ 2i(a− b)T − (a+ b)T 2

1 + T 2
,

(14)

có dạng (1) với ∆r = r0r2 − r2
1 > 0.

Ngược lại, giả sử ellip có dạng (1) với ∆r = r0r2 − r2
1 > 0. Gọi

xi+ iη và ξ− iη là nghiệm phức của mẫu thức. Tương tự như biểu thức (8) ta có thể đưa
phương trinh về dạng (14) bằng phép biến đổi t = T

ξT+η
.

Hệ quả 5. Trong hệ tọa độ Descartes, ellip có phương trình

z = aeiωt + be−iωt. (15)

được hình thành bằng cách quay các vector
−→
OA,
−−→
OB quanh gốc tọa độ O theo hai hướng

ngược nhau với cùng một vận tốc quay ω.
Chứng minh.
Ký hiệu At = Q(O;ω)(A), Bt = Q(O;−ω)(B), với Q(O;ω)(.) là ký hiệu phép quay tâm O với
góc quay ω. Gọi Zt là đỉnh thứ tư của hình bình hành OAtZtBt. Khi đó Zt là nhãn của
aeiωt + be−iωt. Ta có điều cần chứng minh

Chú ý rằng ellip trên có tâm O, với hai tiêu cự A,B. Ta dễ dàng nhận được các hệ
quả sau:
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Hệ quả 6. Phương trình dạng thực của ellip (15) là

x1
2

(|a|+ |b|)2 +
y1

2

(|a| − |b|)2 = 1 (16)

với x1 = (|a|+ |b|) cosωt1, y1 = (|a| − |b|) sinωt1.

Mệnh đề 3. Tiếp tuyến với ellip (15) tại tiếp điểm Z vuông góc với AtBt.
Ta có các nhận xét sau:

• Trục chính của ellip nằm trên phân giác trong của góc (
−−→
OAt :

−−→
OBt).

• Độ dài của bán trục chính: |OA|+ |OB| .
Độ dài của bán trục nhỏ: |OA| − |OB| , nếu |OA| > |OB| .

• Gọi Ox1, Oy1 lần lượt là phân giác trong và ngoài của các góc (OAt;OBt). Khi t thay

đổi, giá của hai vector
−−→
OAt và

−−→
OAt tạo thành một chùm đường thẳng có chung hai

tia vuông góc Ox1, Oy1. Khi OAt, OBt nằm trên Ox1 chúng cùng hướng, và ngược
hướng nếu chúng cùng nằm trên Oy1. Và trong mỗi trường hợp trên tiếp tuyến với
ellip tại Z chính là đường kính OZ.

• Nếu OAt, OBt cắt ZN tại A′t, B
′
t, thì tiêu điểm của ellip là giao điểm F, F ′ của Ox1

với đường tròn đi quaA′t, B
′
t và có tâm là giao điểm T ′ của Oy1 với ZT. Ta có

OF 2 = OF ′2 = [|OA|+ |OB|]2 − [|OA| − |OB|]2 = 4 |OA.OB| = |OA′t| |OB′t| .

Hơn nữa, vì Ox1 là phân giác của góc (OAt;OBt), nên theo mệnh đề ?? ta có
(A′tB

′
tFF

′) = −1 và: OF2 = OA′tOB
′
t = a′tb

′
t = 4atbt. Ta chú ý rằng nếu T và N là

giao điểm của Ox1 với tiếp tuyến và pháp tuyến tại Z, khi đó (TNFF ′) = 1. Từ đó
suy ra một cách dựng khác của F và F ′.

• Bán kính OZ ′ liên hợp với OZ vuông góc với AtBt và |OZ ′| = |AtBt| .

Định lý 5. ([2]) Mọi ellip đều có thể hình thành bằng sự trợ giúp của hai vector quay.
Chứng minh.
Quan sát hình vẽ 1, nếu ellip (E) có hai tiêu điểm F và F ′, và trục phụ nằm trên Oy1.
Nếu tiếp tuyến với (E) tại Z cắt Oy1 tai T ′, ta gọi A′t, B

′
t là giao điểm của pháp tuyến

tại Z với đường tròn tâm T ′ đi qua F và F ′. Gọi At, Bt là trung điểm của OA′t, OB
′
t. Khi

quay hai tia OAt, OBt với hai vận tốc góc có cùng độ lớn nhưng ngược hướng nhau ta được
ellip (E). Sự hình thành này không phụ thuộc vào vận tốc góc ω.
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Hình 1:

5 Giải một số bài toán đường conic bằng công cụ số

phức

Ví dụ 1. Cho parabol (P) có phương trình y = x2. Hai điểm A,B di động trên (P) sao
cho AB = 2. Tìm quỹ tích trung điểm của AB.
Lời giải. Phương trình tham số dạng phức của (P) là z = t+ it2. Gọi M là trung điểm
của AB, khi đó

m =
a+ b

2
=
ta + tb

2
+ i

t2a + t2b
2

=
ta + tb

2
+ i
[(ta + tb

2

)2

+
(ta − tb)2

4

]
.

Vì AB = 2 nên (ta − tb)2 + (t2a − t2b)2 = 4. Suy ra

(ta − tb)2

4
=

1

1 + (ta + tb)2
=

1

1 + 4
(
ta+tb

2

)2 .

Từ đó

m = s+ i
(
s2 +

1

1 + 4s2

)
với s =

ta + tb
2

.

Vậy quỹ tích của M là đường cong có phương trình

y = x2 +
1

1 + 4x2
.

Ví dụ 2. Xác định khoảng cách giữa parabol (P) có phương trình y2 = 64x và đường
thẳng (d) có phương trình 4x+ 3y + 46 = 0.
Lời giải. Phương trình dạng phức của (P) là z = t2 + i8t. Phương trình dạng phức của
(d) là

3 + 4i

2
z − 3− 4i

2
z + 46i = 0.
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Khoảng cách từ một điểm Z ∈ (P) đến (d) là

d(Z; d) =
∣∣∣ 3+4i

2
(t2 + i8t)− 3−4i

2
(t2 − i8t) + 46i

2
∣∣3+4i

2

∣∣ ∣∣∣ =
|2(2t2 + 23t+ 23)|

5
.

Ta có
2(2t2 + 23t+ 23) = 2(

√
2t+ 3

√
2)2 + 10 ≥ 10.

Do đó d(Z; d) ≥ 2 và đẳng thức đạt được tại t = −3. Vậy d(P, d) = 2 được xác định từ
M0 = (9;−24) ∈ (P).

Ví dụ 3. Cho parabol (P) có phương trình y = 1
2
x2 và họ đường thẳng {dm} với các

phương trình 2mx − 2y + 1 = 0. Chứng minh rằng họ {dm} luôn đi qua tiêu điểm của
(P). Gọi A,B là hai giao điểm của (P) với dm. Tìm quỹ tích trung điểm của AB khi m
thay đổi.
Lời giải. Phương trình dạng phức của (P) là z = t+ i t

2

2
. Phương trình dạng phức của

dm là
(−1 +mi)z + (1 +mi)z + i = 0.

Dễ kiểm tra tiêu điểm P của (P) với nhãn i
2
thỏa mãn phương trình của dm với mọi m.

Vậy dm luôn đi qua P với mọi m. Giả sử a = ta + i t
2
a

2
, b = tb + i

t2b
2
. Khi đó ta, tb là nghiệm

của phương trình

(−1 +mi)(t+ i
t2

2
) + (1 +mi)(t− it

2

2
) + i = 0 hay t2 − 2mt− 1 = 0.

Khi đó trung điểm W của AB có nhãn

w =
a+ b

2
=
ta + tb

2
+ i

t2a + t2b
2

=
ta + tb

2
+ i
[(ta + tb

2

)2

− tatb
2

]
= s+ i(s2 +

1

2
).

Vậy quỹ tích của W là parabol có phương trình y = x2 + 1
2
.

Ví dụ 4. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Descartes cho ellip (E). Từ gốc tọa độ vẽ hai
tia vuông góc với nhau, cắt (E) tại M và N. Chứng minh rằng

1

ON2
+

1

OM2

là một đại lượng không đổi.

Lời giải.
Giả sử (E) có phương trình z = aeiωt + be−iωt; a, b ∈ R và

m = aeiωt0 + be−iωt0 = (a+ b) cosα + i(a− b) sinα; với α = ωt0.

Vì ON ⊥ OM nên N thuộc đường thẳng d đi qua O và N ′ với n′ = im. Vì vậy d có
phương trình

z = t.im = it[(a+ b) cosα + i(a− b) sinα] = t[(a− b) sinα + i(a+ b) cosα].
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Vì N là giao diểm của (E) và d nên thỏa mãn

t[(a− b) sinα + i(a+ b) cosα] = aeiωt + be−iωt

hay
1

t2
=

(b− a)2

(a+ b)2
sin2 α +

(a+ b)2

(a− b)2
cos2 α.

Khi đó
1

ON2
+

1

OM2
=

1

(a− b)2 sin2 α + (a+ b)2 cos2 α]

( 1

t2
+ 1
)

=

(b−a)2

(a+b)2
sin2 α + (a+b)2

(a−b)2 cos2 α

(a− b)2 sin2 α + (a+ b)2 cos2 α
=

2(a2 + b2)

(a2 − b2)2
.

Ví dụ 5. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Descartes Oxy cho ellip (E) có phương trình
x2 + 4y2 = 4 và các điểm M(−2, ym), N(2, yn).

1) Tìm điều kiện của ym và yn để MN tiếp xúc với (E).
2) Gọi A1, A2 là các đỉnh của (E) trên trục lớn. Tìm quỹ tích giao điểm K của A1, N

và A2M khi M,N di chuyển nhưng MN luôn tiếp xúc với (E).
Lời giải. Phương trình dạng phức của (E) là

z =
3

2
eiωt +

1

2
e−iωt.

Dễ thấy a1 = −2, a2 = 2,m = −2 + iym, n = 2 + iyn và phương trình tham số của MN là

z = (1− t)m+ tn = (−4t+ 2) + i(yn − (yn − ym)t).

1) Phương trình giao điểm của MN và (E) là

(−4t+ 2) + i(yn − (yn − ym)t) =
3

2
eiωt +

1

2
e−iωt

⇔
{

cosωt = −2t+ 1
sinωt = yn − (yn − ym)t

⇔ (−2t+ 1)2 + (yn − (yn − ym)t)2 = 1.

VìMN tiếp xúc với (E) nên phương trình trên có nghiệm duy nhất, diều này tương đương
với ynym = 1.

2) Phương trình tham số của A1N,A2M tương ứng là là

z = (1− t)a1 + tn = (t− 1)2 + t(2 + iyn) = (4t− 2) + i.nt;

z = (1− t)a2 + tm = (1− t)2 + t(−2 + iym) = (4t− 2) + i.m(1− t).

Tọa độ giao điểm K của A1N và A2M thỏa mãn (4t− 2) + i.nt = (4t− 2) + i.m(1− t),
suy ra t =

ym
ym + yn

. Do đó

k =
2ym − yn
ym + yn

+ i
ymyn
ym + yn

=
2ym − yn
ym + yn

+ i
1

ym + yn
.
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Vì
[2ym − yn
ym + yn

]2
= 4−

[ 4

(ym + yn)2

]2
. Vậy quỹ tích của K là ellip có phương trình

x2

4
+ 4y2 = 1.

Ví dụ 6. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Descartes Oxy cho hyperbol (H) có phương

trình
x2

a2
− y2

b2
= 1 và đường thẳng d có phương trình Ax+By + C = 0.

1) Tìm điều kiện của A,B,C để d tiếp xúc với (H).
2) Chứng minh rằng chân đường cao kẻ từ tiêu điểm của (H) đến các đường tiệm

cận nằm trên đường chuẩn của (H).

Lời giải. Phương trình dạng phức của (H) là

z =
a+ ib

2
t+

a− ib
2t

=
a

2

(
t+

1

t

)
+ i

b

2

(
t− 1

t

)
.

Phương trình dạng phức của d là
B + iA

2
z − B − iA

2
z + iC = 0.

Phương trình dạng phức của hai tiệm cận d1, d2 tương ứng là

a− ib
a

z − a+ ib

a
z = 0;

a+ ib

a
z − a− ib

a
z = 0.

1) Điều kiện để d tiếp xúc với (H) là phương trình sau có nghiệm kép:

Im
[
2
B + iA

2

(a
2

(
t+

1

t

)
+ i

b

2

(
t− 1

t

))
+ C

]
= 0,

tức là phương trình (Bb − Aa)t2 + 2Ct − (Bb + Aa) = 0 có nghiệm kép, hay C2 =
(Aa)2 − (Bb)2.

2) Các tiêu điểm của (H) là z1 =
√
a2 + b2, z2 = −

√
a2 + b2. Chân đường cao K kẻ

từ z1 đến đường tiệm cận
a− ib
a

z − a+ ib

a
z = 0 có nhãn

k =
1

2a−ib
a

2Re
[a− ib

a

√
a2 + b2

]
=

a2

√
a2 + b2

+ i
ab√
a2 + b2

.

Vì đường chuẩn của (H) có phương trình x =
a2

√
a2 + b2

nên ta suy ra điều cần chứng

minh.
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