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Hinh 1: Logo cta cudc thi Toan APMO.

APMO 1a viét tit cha cum tix "Asian Pacific Mathematics Olympiad”,
1a mot cudce thi Toan hoc danh cho cdc hoc sinh ¢ap do PTTH & cac
nuéc thuoc Chau A Thdi Binh Duong. Cudc thi duoc bit ddu tir nim
1989, dién ra trong mot ngay, trong moi bai thi ¢é nam bai todn, thoi
gian lam bai 1a 4 ti€ng, va khong dugc s dung mady tinh trong phong
thi. Viét Nam tham du APMO lan du tién vao nam 1996 va ngay nam
d6 chiing ta xép hang cao nhat. Do su ¢6 vé dé thi nam 2001 cho nén
ttr nam 2002 cho dén nay Viét Nam da khong tham gia ki thi nay nira.
Tir nam 1989 dén hét nam 2005 di dién ra ca thay 17 cudc thi va do
d6 di c6 téng cong 17 x 5 = 85 bai todn tir cudc thi nay.

Danh sich cdc ban doat huy chuong vang APMO cua Viét Nam qua
cdc nam tham du (tir 1996 dén 2001):
1. Ngo Pac Tuan: Khéi chuyén DPHKHTN thanh phé Ha Noi, nam
1996.

2. Lé Quang Nam: Khoi chuyén DPHKHTN thanh phe Hé Chi
Minh nam 1997.

3. Poan Nhat Duong: Truong PTTH chuyén Théi Binh, nam 1998.
4. Lé Thai Hoang: Khai THPT chuyén DHSP Ha Noi, nam 1999.

5. Nguyén Trung Lap: Truong PTTH chuyén Vinh Phiic, nim
2000.

6. Vii Hoang Hiép: Khoi THPT chuyén BDHSP Ha Noi, nam 2001.
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Chuong 1

Cac bai thi tu cudc thi APMO

1.1 Lan tha nhat, nam 1989

1.

Cho cic s6 thuc duong z1, 7, . . ., T, (& d6 n 12 s6 nguyén duong), va dat
S=z14+z2+ -+ 1z,
Chiing minh ring ta c6 bét dang thitc sau
S? Sn

S
Q+z) L4 (L+z) <1442 4o
1" 2 ol

. Chiimg minh rang phuong trinh

6(6a” + 3b” + ¢*) = 5n’
khong ¢6 nghiém s6 nguyén nao ngoai nghiém tam thuong

a=b=c=n=20

. Cho ba diém A;, A,, A; trong mat phang, va dé cho tién ta ki hieu 4, = A,

va Ay = Ay. Véin = 1,2 va 3, gid st ring B,, 1 trung diém clia doan thang
A, A, 1, va gid st ring C, 1a trung diém cta doan thang A, B,,. Gi st rang
A,C, 1 va B, A, o cat nhau tai D, va rang A, B,,; vd C,A,,» cit nhau
tai F,,. Hay tinh ti s6 dién tich cta hai tam giac AD Dy Dy va AE, EyEs.

. Ki hi¢u S 1a tap hop gém c6 m cap s6 nguyén duong (a, b) thoa mén tinh

chat 1 < a < b < n. Chiing minh ring cé it nhat

2
_n-
m 4

3n

bo ba (a, b, ¢) cdc s6 nguyén duong thoa méan céc cap (a,b); (b,¢) va (¢, a)
roi vao S.

4m -
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5. Hay xdc dinh tit ca cac ham s6 [ : R — R thoa méan

(a) f(z) la ham tang ngat, va !
(b) f(z)+ g(z) =2z v6i moi z € R.
(

& d6 g(z) 1a ham nguge ciia ham f(z), nghia 1a ham s6 ¢ : R — R thoa
mén f(g(z)) =z va g(f(z)) = = v6i moi = € R.

Khong c¢6 viéc gi kho
Chi s¢ long khong bén
Dao niii va 14p bién
Quyeét chi it 1a nén.

Chii tich H6 Chi Minh

!

LR "yl 1

Asian Pacific

_APNO

"Ham s6 f : R — R dugc goi 1a tang ngat néu vGi moi z,y € R néu = > y thi f(z) > f(y)
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1.2 Lan tha hai, nam 1990

1. Cho tam gidc AABC vé6i G 1a trong tam. Goi D, E, F 1an luot 1a trung diém
cha cdc canh BC, C'A va AB. V6i mdi gid tri cua s6 do cia géc BAC, c6
bao nhiéu tam gidc khong dong dang ma AEGF' 1a mot ti gidc noi tiép 2.

2. Cho ay,as,...,a, 1a cdc s6 thuc duong (v6i n € Z,), va v6i moi k =
1,2,...,n ta ki hiéu S) 1a tdng cha tat ca cdc tich cha k s duogc 14y tir cdc
$0 a1, as, .. ., a,. Hiy ching minh ring

2
SnSnka (Z) a1 dg - Ay

véimoik=1,2,...,n—1.72

3. Xét tét ca cac tam giac AABC ¢6 canh AB ¢6 dinh va do dai cua dudng cao
xudt phdt tir dinh C' clia tam gidc 12 khong déi. Hoi ring trong cdc tam gidc
dé, tam giac nao ¢6 tich do dai ba duong cao cua né dat gia tri 16n nhat ?.

4. Mot tap hop c¢6 1990 ngudi duge chia thanh cic tap con roi nhau theo cach
sau day

(a) Trong moét tap con bat ki khong cé nguoi nao quen tat ca moi ngudi
trong tap hop do,

(b) Gitra ba ngudi bat ki trong cuing mot tap hgp con, ludén cé hai ngudi
khong quen nhau,

(¢) Véi hai nguai bt ki trong cung tap hop con ma khong quen nhau, luon
ton tai mot ngudi ciling trong tap con d6 quen ca hai nguoi trén.

1) Chiing minh rang trong moi tap con moi ngudi déu ¢6 s6 ngudi quen trong
tap d6 1a bang nhau.

2) Hay xdc dinh gid tri 16n nhat c6 thé s6 cdc tap con 2.

Chi y. Mbi ngudi déu duge xem Ia quen chinh minh va néu ngudi 4 ma
quen nguoi B thi cling ¢6 nghia la ngudi B quen ngudi A.

5. Chitng minh rang véi moi s6 nguyén n > 6 ton tai mot luc gidc 16i ma ¢
thé chia né ra thanh ding n tam gidc dong dang vé6i nhau.

2§ day (™) duge ki hiéu 12 t6 hgp chap m clia n phén ti, cong thitc hién clia hé s6 t6

hop nay la
(n) _ n!
m/)  ml(n—m)!

trong d6 k! = 1-2-- -k, tich cua k s& nguyén duong dau tién.
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1.3 Lan thit ba, nam 1991

. Cho tam gidc AABC vé6i G 1a trong tam va M 14 trung diém clia doan thang
BC. Ldy cdc diém X va Y trén cic duong thang AC va AB, tuong tng, sao
cho ba diém X, Y, G thang hang vi déng thoi XY song song v6i BC. Gia
stt ting X C va G'B cit nhau tai diém @ con Y B va GC cit nhau tai diém
P. Ching minh riang tam giac AM PQ déng dang vé6i tam giac AABC.

. Trong mat phang cho 997 diém. Gia st rang hai diém bit ki déu cé doan
thang noi chiing va trung diém clia médi doan thang nhu thé dugc t6 mau do.
Chiing minh rang trong mat phang cé it nhat 1991 diém mau d6 va hiy xic
dinh xem liéu c6 thé chon cdc diém di cho sao cho ¢ ding 1991 diém mau
dé trong mat phang hay khong ?

. Cho s6 nguyén duong n va 2n s6 thuc duong a1, as, ..., a0y, b1, bs, ..., 0,
thoa méan
aq +a2+---+an:bl +bg++bn

Ching minh rang

a? as az S Gta

ar + by as + b an + b, — 2

. Trong gi¢ giai lao, n hoc sinh ngo6i thanh mot vong tron bao quanh thay gido
ctia ho dé cuing tham gia mot cugc choi. Thay gido di theo chiéu nguge kim
déng h6 gan cac em hoc sinh va dua cho cdc em cam céc cay nén theo quy
tic sau day. Thdy gido chon mot hoc sinh va trao cho hoc sinh d6 mot cay
nén, sau d6 ong bd qua hoc sinh tiép theo rdi lai dua mot cay nén cho hoc
sinh k¢ ti€p theo, roi 6ng lai bd qua hai hoc sinh k€ tiép va dua mot cay nén
cho hoc sinh k& ti€p, r6i 6ng lai bd qua ba em hoc sinh, 16i cit thé ci thé.
Hay xac dinh tat ca cdac s6 nguyén duong n sao cho sau mét s6 hitu han vong
mdi hoc sinh ¢6 it nhat mot cay nén.

. Cho hai dudng tron tiép xtic véi nhau vd mot diém P nim trén tiép tuyén
chung cua hai dudng tron ma vuong géc véi dudng ndi hai tam ciua dudng
tron. Hay dung thudc ké vh compass dé dung tat ca cic dudng tron tiép xiic
v6i hai dudng tron da cho va di qua diém P.

Khong chién thiang nao vinh quang hon la chién thang chinh ban
than minh.

V.I. Lenin
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1.4 Lan thd tu, nam 1992

1. Mot tam giac v6i do dai ba canh 1a a, b va ¢ cho truée. Ki hiéu s 1a nilra chu

. e L a+b+c e Sy
vi cua tam gidc do, nghia la s = — Dung ti€p mot tam gidc véi ba

canh 12 s — a, s — b va s — ¢. Qud trinh nay dugc lam ti€p tuc cho dén khi
khong thé dung dugc thém mot tam gidc nao nita. Hiy xdc dinh diéu kién
cho tam gidc ban ddu d€ qua trinh trén c6 thé thuc hién vo han.

2. Cho duong tron C cé tam la O va ban kinh r. Hai dudng tron C; c6 tam Oy
va Cy ¢6 tam Oy nidm trong dudng tron C, ti€p xic trong véi C tai cdc diém
twong tng 1a A; vad A, dong thoi hai tiép xiic ngoai nhau tai diém A. Chiing
minh ring ba dudng thang O A, O, Ay vi Oy A dong quy.

3. Cho n 12 mot s6 nguyén 16n hon 3. Gia sir rang ching ta da chon ra ba sé tir
tap hop {1,2,...,n}. St dung mdi s6 trong ba s6 mot 1an va dung cac phép
todn cong, nhan, ddu ngodc don dé tao ra tat ca cdc t6 hop c6 thé

(a) Chiing minh rang néu ca ba s6 ta chon déu 16n hon n/2 thi cdc gid tri
cha céc t6 hop néi trén 1a khac nhau.

(b) Cho p 1a mot s6 nguyén t6 thoa man p < 4/n. Ching minh rang so tét
ca cic cdch chon ba so sao cho s6 bé nhét 1a p va céc gid tri clia cdc td
hop khong phai tit ca déu phan biét ding bang s6 tét ca cdc udc duong
cuap— 1.

4. Hay x4c dinh tét ca cdc cap s6 nguyén duong (h, s) thoa man tinh chét sau
day: Néu ta v& h dudng nim ngang va s dudng thang khic thod min:
(a) Ching khong phéi 12 duong ndm ngang,
(b) Khong cé hai dudng thang nio trong chiing song song
(c) Khong c6 ba dudng nio trong s6 h + s duong thang dé 1a déng quy.

thi s6 cdc mién dugc tao ra boi h + s dudng thang d6 ding bing 1992.

5. Hay xdc dinh mot ddy s6 dai nhit bao gom cdc s6 nguyén khic khong thoa
mién téng cha bdy s6 hang lién ti€p bat ki déu duong va téng clia mudi mot
$6 hang lién tiép bat ki déu am.

Mathematics is an art, as an art choses the beauty and freedom

P. Morse
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1.5 Lan thd nam, nam 1993

1.

Cho ti gidc AABCD thod min tdt ca cdc canh ctia né bang nhau va s6 do
géc ABC bang 60°. Mot duong thing (1) di qua diém D va khong cit tit
gidc (trir tai D). Goi E va F lan luot 13 giao diém clia dudng thang () véi
hai duong thang A B va BC tuong ting. Goi M 1a giao diém ctia CE va AF.
Hay chitng minh ring CA? = CM - CE.

. Hay xdc dinh tét ca cac gid tri nguyén khac nhau ctia ham sé

F@) =[] + [24] + [5;] +[32] + [42]

khi ma bién thuc z chay trong doan thang [0, 100].

. Cho hai da thtc hé s6 thtc khac khong c6 dang

f('r) = anxn + an,]l'n_l + -4 ao

9(z) = cpz™ e+ + o

va thod mén g(z) = (z + r)f(x) v6i r 1a hang s6 thuc. Ki hiéu ¢ =
max{|an|, ..., |ag|} va ¢ = max{|c,s1/,...,|co|}. Ching minh rang a <
c(n+1).

. Hay xdc dinh tét ca cdc s6 nguyén duong n thoa méan phuong trinh

"+ 2+2)"+2—-2)"=0

¢6 nghiém s6 nguyén.

. Cho 1993 diém phan biét P, P, ..., Pigg3 trong mit phing toa do thod man

cac tinh chét sau

(a) Tat ca cac toa do cua P; 1a nguyén v6ii =1,2...,1993.

(b) Khong c6 diém nao khic P; va P trén doan thang noi hai diém P
va P;;; ma cé ca hai hoanh do va tung do 1a nhiing s6 nguyén, véi
7,:(),1,,19920(1()P0 EP1993.

Chitng minh ring c6 thé tim dugc s6 nguyén 7 nao do, véi 0 < 1 < 1992,
thod mén ton tai mot diém @Q c6 toa do (u,v) nim trén doan thang PP,
sao cho 2u va 2v 1a cac s6 nguyén Ié.

We must know, we will know

David Hilbert

10
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1.6 Lan thi sau, nam 1994

1. Hay xédc dinh tat ca cdc ham s6 f : R — R thoa man déng thoi cdc diéu
ki¢n sau day

@) f(z)+ fly) +12> flz+y) > f(z) + f(y) véimoi z,y € R
(b) £(0) > f(x) v6i moi z € [0,1)
© f(I)=1vaf(-1)=-1

2. Cho tam gidc AABC khong suy bién cé O la tam duong tron ngoai ti€p tam
gidc va truc tam H va ban kinh duong tron ngoai ti€p la R thi ta ¢c6 danh gid
OH < 3R.

3. Cho n 1a mot s6 nguyén duong c6 dang a? + b?, & d6 a va b 1a cdc s6 nguyén
nguyén to cing nhau va thoa méan néu p 14 s6 nguyén t6 khong vuot qud /n
thi p 1a uGe cua ab. Hay xdc dinh tat ca cic s6 nguyén duong n nhu thé.

4. Tén tai hay khong mot tap gom cé vo han cdc diém sao cho khong cé ba
diém nio thang hang va khoang céch giita hai diém bat ki déu 13 mot s6 hitu
ty.

5. Ching ta c6 ba danh siach A, B va C. Danh sich A chia tit ca cic s6 ¢6
dang 10* viét trong co s& 10, véi k 13 s6 nguyén dwong tuy y. Danh sich B
va C ciing chita cic s6 tuong ting nhu vay nhung dugc viét trong co s& 2 va
5 tuong tng (xem vi du duéi day)

A B C

10 1010 20
100 1100100 400
1000 1111101000 13000

Ching minh rang véi moi s6 nguyén duong n > 1, ¢6 ding mot s6 & ding
mot trong hai danh sach B hodc C' thoa méan s6 dé c6 ding n chir so.

Lucky better than clever

Ngan ngit ¢ Hy Lap
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1.7 Lan thi bay, nam 1995

1. Xdc dinh tat ca cac day so6 thuc ag, as, . . ., a1995 thod mén diéu kién

2va, —n+1>a,y1—n+1 véin=12...,1995
G d6 ta coi 1996 — U1
. Cho ay,as,...,a, 12 didy cidc sO nguyén véGi cdc gid tri tir 2 dé€n 1995 thoa
méan
(a) B4t ki hai trong s6 cdc s6 ndi trén déu nguyén t6 cling nhau, nghia 13,
v6imoii,j € {1,2,...,1995} ma i # j thi ged(as, a;) = 1

(b) V6i moéi s6 hang clia ddy thi 14 s6 nguyén to hodc 1a tich cua cdc s6
nguyén té phan biét.

(c) Khong cé hai s6 nao trong diy c6 cung udc nguyén té.

Hay xac dinh gid tri bé nhat c6 thé chia n d€ dam bdo ring diy s& chita mot
$O nguyén to.

. Cho tit gidc PQRS noi ti€p duogc thod man diéu kién PQ va RS khong song
song. Xét tap tit ca cac dudng tron di qua hai diém P va @, va tap tit ca cic
dudng tron di qua hai diém R va S. Hiy x4c dinh tap hop A tét ca cdc diém
ti€p xic cua cidc dudng tron trong hai tap hgp do.

4. Cho C 1a mot dudng tron véi ban kinh R va tam O, va S 1a mot diém co

dinh bén trong C. Cho AA’ va BB’ 1a cic day cung vuong gdc véi nhau va
cung di qua diém S. Xét cac hinh chit nhat SAM B, SBN'A', SA'M'B’, va
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SB'NA. Hay x4c dinh tap hop tit ca cdc diém M, N’, M’ vd N khi ma A
chuyén dong vong quanh ca dudng tron.

5. Tim s6 nguyén duong k& bé nhat thod min ton tai mot ham s [ di tir Z tap
tat ca cdc sO nguyén dén tap hop {1,2, ..., k} v6i tinh chét f(z) # f(y) v6i
moi |z — y| € {5,7,12}.

Troi ¢6 bon mua, dat ¢6 bon phuong, con nguoi ¢6 bon dic '"Can
kiém, liém chinh, chi cong, vo tu'' thiéu mot trong bon dirc ay thi
khong phai 1a nguoi cach mang.

Chii tich H6 Chi Minh

_APNIO _
; EM,

+ L

Asian Pacific
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1.8 Lan thd tam, nam 1996

1. Cho tit gidc ABCD v6i AB = BC =CD = DA. Goi MN va PQ la cac

doan thang vuong géc véi dudng chéo BD va thod min khodng cich giita
. BD

chiing bang d > 5 v6i M € AD, N € DC, P € ABva @ € BC. Ching
minh rang chu vi cua luc gidc AMNCQP khong phu thudc vao vi tri ctia
M N va PQ khi ma khoang cdch gitta chdng lu6n 12 hang so.

2. Cho cac s6 nguyén duong m va n thod man n < m. Chiing minh bat dang
thic

(m+n)' < (m2_|_m)n

2%l < <
m—n)!

3. Cho bon diém Py, P, P;, P, cing nim trén mot duong tron va [; 13 tam
noi ti€p cha tam gidc AP, Py Py. Cac diém I, Is, I, duge xdc dinh tuong tu.
Chitng minh ring bon diém I, I, I5, I; 1a bon dinh cia mot hinh chit nhat.

4. Hoi dong hon nhan quéc gia mudn moi n cap tao thanh 17 nhém dudi cac
diéu kién sau day:
(a) Tt ca cac thanh vién trong ciing mét nhém phai ¢ cling giGi tinh
(b) S6 nguoi trong hai nhém chi sai khac nhau hoac 1a 0 hoac 1a 1.
(¢) Tat ca cac nhom c6 it nhat mot nguoi.
(d) Mbi nguoi phai thudce it nhat mot nhom.

Hay tim tit ca cic s6 n thoa man n < 1996 ma viéc chia nhém nhu trén 1a
¢6 thé thuc hién dugc. Chitng minh c4c trd 101 chia ban.

5. Cho a, b, c 12 do dai ba canh ctia mot tam gidc. Ching minh rang

\/a+b—c—|—\/b+c—a+\/c+a,—b§\/64—\/1;4-\@

va hdy x4c dinh xem khi ndo déng thitc xay ra ddu bang.

Con duong dan t6i vinh quang khong c¢6 dau chan cua ké luoi
biéng.

Ngan ngit ¢6
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1.9 Lan thi chin, nam 1997

1. Ta ki hiéu S 1a gid tri cha tong

=14+ o+ L !
- i T, 1 T 1 1
I+ 1+35+5 T+g+5+ + toes006

& d6 ciac mau s6 chita cdc tdng riéng clia diy cdc so tam gidc nghich dao.
Ching minh rang S > 1001.

2. Hay xdc dinh tit ca cac s6 nguyén duong n thoa man 100 < n < 1997 va s6

2" + 2
n
la mot s6 nguyén.
3. Cho tam gidc AABC va ki hiéu
Mg my, Me
lazia [ = 25 le=
M, "' M, M,

6 d6 my, my, m, 1a do dai cua cac dudng phan gidc trong va M,, M,, M, la
do dai cha cic dudng phan gidc ngoai tinh tir dinh dén giao diém clia né véi
dudng tron ngoai ti€p tam gide. Chitng minh ring
S E . T
sin“A  sin®B  sin“C
va ddu bang xay ra khi va chi khi AABC 1a mot tam gidc déu. equilateral
triangle.

4. Cho tam gidc AA; A3 A; vuong & A;. Mot diy cdc diém dugc xdc dinh nhu
qud trinh sau day. Tir diém A,, (& d6 n 12 mot s6 nguyén duong, > 3) mot
duong thang vuong géc duoc vé cat A, ,A, ; tai 4,.1.

(a) Chting minh rang néu qu4 trinh néi trén 1a vo han, thi ¢6 ding mot diém
P nam trong tam gidc A4, A, 1A, véin >3

(b) Cho A; va A3z 1a cdc diém c6 dinh. Xét tit cA cac kha nang cé thé cha
Ay trén mat phang, tim qu¥ tich clia diém P.

5. Gia str rang c¢6 n ngudi Ay, Ag,..., A,, (n > 3) ngdi theo mot vong tron va
A; ¢6 a; vat thod mén

a1+ag+---+an:nN

& d6 N 1a s6 nguyén duong. DE mdi ngudi cé cling s6 vat, mdi ngudi A4;
dua hodc nhan duge mot s6 cdc vat tir nhitng ngudi ngoi bén canh 1a A;_,
va A; 1 (6 d6 ta 1dy theo modulo n, nghia 1a hiéu A4, ; 12 A;, A, ciing c6
nghia 12 Ay). Hoi phai chuyén cdc do vat nhu thé nao dé téng s6 cac d6 vat
duoc chuyén 1a bé nhét.
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1.10 Lan thi muoi, nam 1998

1. Ta ki hi¢u F 14 tap tdt ca cd bo gém n phan tir (A1, Ay, ..., A,) thod min
A; 1a mot tap con cua tap hop {1,2,...,1998}. Ki hiéu | A| 1a s& cdc phan tir
cta tap hop A. Hay x4c dinh

> JAUA U U A,

2. Chimg minh rang v6i moi s6 nguyén duong a va b thi s6 (36a + b)(36b + a)
khong thé 1 lu§ thira cha 2.

3. Cho céc s6 thuc duong a, b, ¢. Ching minh rang

o))

4. Cho tam gidc AABC v6i D la chan duong cao ha tir dinh A. Cho E va F
nam trén duong thang di qua diém D thod man AFE vuong géc v6i BO, AF
vuong goc v6i C'F, trong d6 cicdiém F va F khic diém D. Ldy cdc diém
M va N la trung diém clia cic doan thang BC va EF, tuong ting. Chiing
minh ring AN vuong géc véi N M.

5. Hay xdc dinh s6 nguyén duong n 16n nhit thoa man n chia hét cho tét ca cac
s6 nguyén duong bé hon /n.

Nhitng phat minh cia toéi duge biat nguon tir dau v ? Hoi téi con
di hoc, cac ban cuia téi luon hiéu bai rat nhanh con téi thi khong
duoc nhir vay. Vi vay khi hoc van dé nao toi ciing phai hoc tap
nhiéu hon va suy nghi lau hon so véi cac ban, tham chi ¢6 nhiéu
van dé vé sau nay toi méi hiéu. Béi 1y do dé cho nén cac van dé toi
thuong hiéu sau hon so véi cac ban. Chi cé vay thoi.

Albert Einstein
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1.11 Lan thi muoi mot, nam 1999

1. Hay xac dinh s6 nguyén duong n bé nhat thoa man tinh chit sau day: khong
ton tai mot cdp s6 cong gom 1999 s6 hang ma trong dé chira ding n s6
nguyeén.

2. Cho day s6 thuc {a, }* thod min a;.; < a; +a; v6imoii,j =1,2,...,.
Ching minh ring

vGi méi s6 nguyén duong n.

3. Cho hai dudng tron T'; va 'y cét nhau tai hai diém P va Q. Ti€p tuyén chung
ciia hai dudng tron, diém ma gian P hon, tiép xdc v6i 'y & diém A va tiép
xtic v6i Iy tai diém B. Tiép tuyén ciia I'; tai diém P cat T'y & diém C khac
v6i P, va duong thang AP cat BC & diém R. Chiing minh rang duong tron
ngoai tiép tam giac APQR tiép xuc véi BP va BR.

4. Hay xic dinh tét ca cdc cap s6 nguyén (a,b) thod min tinh chét: cdc s6
a® + 4b va b? + 4a dong thoi 12 cdc s6 chinh phuong.

5. Cho S 1a tap hop gém c6 2n -+ 1 diém trong mat phang thoa man khong c6 ba
diém nao thang hang va khong cé bon diém nao nim trén duong tron. Mot
dudng tron duoc goi 12 16f néu né chita ba diém clia S (tic 14 c6 ba diém cha
S nam trén dudng tron d6), n — 1 diém nim trong dudng tron va n — 1 diém
con lai ndm ngoai dudng tron. Ching minh rang s6 cic dudong tron 10t cling
tinh chén 1€ véi n.

Moi thit déu do 1am viéc ma cé.

Alex Ferguson
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1.12 Lan thi muoi hai, nam 2000

1. Hay xdc dinh gid tri cla tong

101 3

T2
o_N~____
;1—39@%—39@2

666;52-:ﬁvéimoiizl,z...,lol.

2. Cho mot tam gidc ma trén dé dat cac duong tron nhu hinh v€ duéi day

A
NN
Mobi mot trong céc s6 1,...,9 s& duoc viét vao trong nhitng dudng tron dé,

sao cho moéi duong tron chita ding mot s6 va thod man:

(a) Tong ctia bon s6 trén mdi canh clia tam gidc 13 bang nhau.

(b) Téng clia binh phuong clia bon so trén mdi canh ciing bang nhau.
Hay xdc dinh tit ca cdc cdach dién s6 thoa man yéu cau.

3. Cho tam gidc AABC. Goi M va N la céc giao diém ciia dudng trung tuyén
va duong phan gidc trong tai A v6i canh BC, tuong tng. Cho @) va P 13 diém
& dé dudong vuong goc tai diém N t6i NA cat M A vi AB, tuong tng, va O
12 diém ma & d6 dudng vuong goéc tai diém P t6i BA ciat AN. Ching minh
rang QO vuong goc v6i BO.

4. Cho céc s6 nguyén duong n v k thoa man n > k. Chiing minh rang

n n

1 n - n! < n
n+1 kb-(n—Fkn* "kl -(n—k)! " kE.-(n—Fk)n*k

5. Cho mot hodn vi (ag, ay,- .., a,) cta ddy 0,1,...,n. Mot chuyén tr{ céc a;
va a; dugc goi la hop [y néu a; = 0 véit1 > 0, vaa;_1 + 1 = a;. Hodn vi
(ag, a1, ...,a,) duoc goi 1a chinh quy néu sau mot s6 cic chuyén tri hop 1y
no trd thanh (1,2,...,n,0). Hoi rang s6 n phai thoa man diéu kién gi thi
hoan vi (1,n,n—1,...,3,2,0) Ia chinh quy?
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1.13 Lan thit muoi ba, nam 2001

1. V6i mdi s6 nguyén duong n ta ki hiéu S(n) 1a tdng cua cdc chit s6 viét trong
co sG thap phan clia n2. Bt ki mot s6 nguyén duong nao nhan duoc bang cach
bd di mot s6 cac chit sO (it nhét phai c6 mot s6 bo di) tir cuodi bén phai cua
biéu dién thap phan cta n déu dugc goi la mot géc cua n. Ki hicu T'(n) la
tong cha tét ca cdc s6 goc cha n. Chiing minh rang n = S(n) + 97'(n).

2. Tim s6 nguyén duong N 16n nhét thoa man s6 cac s6 nguyén trong tap hop
{1,2,..., N} chia hét cho 3 bang véi s6 cic s6 nguyén trong tap d6 ma chia
hét cho 5 hoac 7 hoac ca hai.

3. Cho hai da gidc déu n canh S va T trong mat phing thod man giao clia ching
1a mot 2n gidc (n > 3). Cac canh cta da gidc S duoc t6 mau dé va cic canh
ctia T dugc t6 mau xanh. Ching minh rang téng cdc do dai cha cc canh ¢
mau xanh clia da gidc S NT béang tong do dai clia c4c canh t6 mau do.

4. Mot diém trong mit phang toa do dugc goi 1a diém hon tap néu mot trong
cac toa do ctia nd 1a hitu ty va cdi con lai 1a vo ty. Hay xdc dinh tit ca cac
da thic v6i hé s6 thue thod mén cdc d6 thi cia ching khong chita mot diém
hoén tap nao ca.

5. Hiy x4c dinh s6 nguyén I6n nhét n, thod min cé n + 4 diém A, B, C, D,
X1, Xs,..., X, trong mat phing v6i AB # C'D thoa man diéu kién sau: véi
mdii=1,2,...,n cic tam gidc AABX; vdi ACDX; 1a bang nhau.

""Néu nhur toi da phat hién nhitng chan Iy méi mé nao do trong
Khoa hoc thi toi c6 thé khang dinh ring tat ca cac chan ly d6 déu
hoic 14 nhitng hé qua truc tiép cia nam hay sau bai toan chu yéu
ma toi da giai duoc, hoac tuy thudc vao cac bai toan dé va toi xem
ching nhu nhirng cuéc chién dau trong dé niém vui thiang loi thude
vé toi''.

Decartes
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1.14 Lan thi muoi bon, nam 2002

1. Cho céc s6 aq, as, . . ., a, la ddy cac s6 nguyén khong am, & dé n 1a mot s6

nguyén duong. Dat
. ar+as+---+ay

n

4,

Ching minh rang
ayl-agl---a,! > ([An]')n

2. Hay xac dinh tit ca cic s06 nguyén duong o va b thoa méin

a?+b N b? +a
v
b —a a?—b

dong thoi 1a cdc s6 nguyén.

3. Cho tam gidc AABC déu. Diém P nim trén canh AC va () nidm trén canh
AB sao cho ca hai tam gidgc AABP va AACQ déu nhon. Ki hiéu R 1a truc
tam cua tam giac AABP va S 1a tryc tam cua tam giac AACQ. Goi T 1a
diém giao clia cdc doan thang BP va C(Q. Hay xdc dinh tét cd cdc gid tri c6
thé cha goc CBP va @ sao cho tam gidac AT RS 1a déu.

4. Cho cac s6 thuc duong z, ¥, z thoa man

Ching minh ring

VT yz+Vyt ozt oy > Jryr+ Vo Y+

5. Ki hiéu R 1a tap tat ca cac s6 thuc. Hay xac dinh tat ca cdc ham s6 f di tt R
vao R thod mén dong thoi hai di€u kién sau day

(a) C6 hitu han s6 thuc s € R thoa méan f(s) =0 va
(b) f(z* +y) =2*f(x) + f(f(y)) v6i moi 2,y € R

Ban khong nhat thiét phai tin vao Chaa, nhung da la mét con nguoi
thi ban nén tin vao sach.

Paul Erdos
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1.15 Lan thi muoi nam, nam 2003

1. Cho cac s6 thuc a, b, ¢, d, e, f thoa man da thic
p(z) = 2% — 427 + 72% + az® + br* + cx® + d2® +ex + f

phan tich thanh tich cta tdm nhéan tr tuyén tinh =z — z;, v6i z; > 0 véi
i=1,2,...,8. Xdc dinh tit ci cac gi4 tri c6 thé cla f.

2. Gia st ring ABCD 1a moét hinh vuong ¢6 do dai canh 13 a. Trén mat phang
c6 hai dudng thang [; va [, song song cdch nhau mot doan 14 a. Hinh vuong
ABC D dugc dat trén mat phang d6 sao cho cic canh AB va AD giao [; tai
E va F tuong ung. Dong thoi, cdc canh CB va C'D giao Iy & tai G va H
tuong tng. Cac chu vi ctia tam gidc AAFF va ACGH 1a my va ms tuong
ting. Chting minh rang téng clia m, + my khong phu thudc vao cich dit clia
hinh vudng.

3. Cho k > 14 12 mot s6 nguyén, va py 14 s6 nguyén t6 16n nhit bé hon han k.
2 .9 2 > 3 N 4 P .
Ban c6 thé gia su rang py > i Cho n 1a mot hop so6 nguyén. Chiing minh
rang
(a) Néu n = 2py, thi n khong chia hét (n — k)!.
(b) Néu n > 2py thi n chia hét (n — k)!

4. Cho a, b, c 1a do dai ba canh cua mot tam gidc, thbamian a +b+c¢ =1, va
cho n > 2 1a mot s6 nguyén. Ching minh rang

V2

Q/an+b"+€/bn+cn+\"/cn+an<1+7

5. Cho hai s6 nguyén m va n, tim sé nguyén duong bé nhat k£ thoa man giita
k ngudi bat ki, hodc 12 ¢6 2m ngudi trong s6 ho ma cé thé tao thanh m cap
quen biét 14n nhau hodc 14 ¢é 2n ngudi trong s6 ho ma c6 thé tao thanh n
cap khong quen biét nhau.

Biét thi néi rang biét, khong biét thi néi rang khong biét. Thé méi
1a biét.

Khong Tie
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1.16 Lan thir muoi sau, nam 2004

1. Hay xac dinh tit ca cdc tap hop hitu han S cdc s6 nguyén duong thoa man
1+ ]
ged(i, j)
1a mot phan tir cua S véimoi i, j € S

2. Cho O la tam dudng tron ngoai ti€p va H 1a truc tam cia tam giac AABC.
Ching minh ring dién tich cha mét trong céc tam gidc AAOH, ABOH va
ACOH 1a bang téng cua hai tam giac con lai.

3. Cho S 12 mot tap hop bao gom 2004 diém trong mat phéng, sao cho khong
c6 ba diém nio thang hang. Ki hiéu £ 13 tap hop tit ci cic duong thang duge
xdc dinh bdi mot cip diém tir tap hop S. Chiing minh ring c6 thé t6 miu cac
diém cha S v6i it nhat hai mau, thod man bat ki diém p, ¢ ndo clia S, so cdc
duong thang trong £ ma tach hai diém p va ¢ 12 s6 1& khi va chi khi chiing
c6 cing mau. (Mot dudng thiang [ dugc goi 1a tdch hai diém p va ¢ néu p va
q ndm & hai nira mit phang khac nhau cé bd 12 duong [ va khong diém nao
trong chiing nam trén /).

4. V6i méi s6 thuc = ta ki hi¢u [z] 12 phan nguyén ctia x, nghia 14 s6 nguyén
16n nhat khong vugt qué z. Ching minh rang véi moi n nguyén duong thi

L]

5. Chiing minh rang véi moi s6 thuc duong a, b, ¢ ta c6 bat dang thitc

la mot s6 nguyén chan.

(a® +2)(6* + 2)(c® +2) > 9(ab + bc + ca)

""Moét cudc song can bang 1a gi w ? Hay hoc mot thir gi d6 va nghi
mot thit gi dé va vé va son va hat va nhay va choi hang ngay."

Robert Fulghum
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1.17 Lan thi muoi bay, nam 2005

1. Chitng minh rang v6i moi s6 vo ty a, c6 cac s6 vo ty b va ¢ sao cho a + b va
ac 1a céc s6 hitu ty trong khi d6 cdc s6 ab va a + ¢ lai 14 cdc s6 vo ty.
2. Cho céc s6 duong a, b, ¢ thoa man abc = 8. Chitng minh ring
02 b2 2

V(L +a?)(1+b%) * V403 (1+3) * VL +3)(1+a?)

4
>
-3

3. Chting minh ring ton tai mot tam gidc thod man c6 thé cat né thanh 2005
tam gidc con dong dang.

4. Trong mot thi tran nhd, c6 n X n ngéi nha duge danh s6 boi (4, 7) véi 1 <
i,j7 < mnvéi (1,1) 1a ngdi nha & géc trén bén trai, & day ¢ va j 1a cdc chi s6
hang va cot, twong tng. Tai thoi diém 0, mot ngon 1ira boc 1én tir ngodi nha
(1,e) 6d6 ¢ < g Trong sudt thoi gian trong doan [t, ¢ + 1], nhiing ngudi
dap llra bao vé mot ngdi nha chua chdy trong khi ngon 1tra lan toa dén tat ca
céc ngodi nha 1an can ma khong ¢4 ngudi bao vé tai thoi diém ¢. Khi ma mot
ng6i nha duoc bdo vé thi né s& dugc an toan tai moi thoi diém. Qud trinh nay
két thiic khi ma ngon lira khong thé lan tod di dugc nita. Hoi rang c¢6 nhiéu
nhdt 12 bao nhiéu ngoi nha cé thé duoc citu bdi nhitng ngudi dap lira.

Chii y. Mot ng6i nha & vi tri (4, j) duge goi 1a lan can clia mot ng6i nha tai
(k,)néu |t — k| +|j — 1] =1.

5. Trong mot tam gidc AABC, cic diém M va N nim trén cic canh AB va
AC tuong ung, sao cho MB = BC' = C'N. Ki hiéu R va r la ban kinh
dudng tron ngoai ti€p va noi ti€p tam gidc AABC, tuong ng. Biéu dién ty
s6 MN/BC theo R var.

Gido duc khong phai 1a su chudn bi cho cuéc song; Chinh Giso
duc 1a cudc song.

John Dewey



